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Plan de charla

1. Motivacion: funciones zeta aritméticas, valores
especiales y su interpretacion cohomologica.

2. Programa Weil-étale de Lichtenbaum: ideasy
resultados principales.

3. Mitrabajo: conjeturas y resultados incondicionales.
4. Preguntas para el futuro.
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Motivacion (motivica)



Funciones zeta aritméticas
y sus valores especiales

| 2

>

Esquema aritmético X = separado, de tipo finito sobre
SpecZ.

Funcion zeta:
_ 1
X " (X s)= ] T
xeX
cerrado
Convergencia para s > dim X.
Conjetura: prolongacién meromorfaas e C,
ecuacion funcional ¢(X,s) < ¢(X,dimX —s).
Fijemos n € Z.
ords—n ¢(X,s) = d, := orden de anulacién en s = n.
Valor especial: ¢*(X, n) := lims_.n(s — n)~ % ¢(X,s).
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Ejemplos extensivamente estudiados

» Funcion zeta de Dedekind (siglo XIX).

F/Q cuerpo de numeros, O C F anillo de enteros.

Euler

CE(s) := ((Spec Ok, s)
0#£aCOr
E.g. Co(s) = ((SpecZ,s) = ((s).
» Funcion zeta de Hasse-Weil (siglo XX).
X/Fq variedad sobre cuerpo finito.

Z(X, 1) == exp (Z #X(E"“) tk> e Q).

k>1

C(X,s) =2Z(X,q7°).
Conjeturas de Weil (Grothendieck, Deligne, ...)

2 #(OF/ﬂ) ‘
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Formula del niumero de clases (Dirichlet)

vV v.vyy

s=0.
ords—g Cr(s) =r1 +r2 — 1 =rkOf.

¢r(0) = _i(P(I;F()%;) RE.

Similar para curvas proyectivas lisas X/Fg:

- 0
ords_o C(X.5) = ~L1y C*(X,0) = £P),

:Generalizaciones?
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Cohomologia motivica étale

v

Lichtenbaum, 1984: complejos hipotéticos (!) de haces
sobre X responsables por los valores especiales.

Bloch, 1986: complejos de ciclos / grupos de Chow
superiores.

Version étale: complejo de haces Z¢(n) sobre Xg;.
Funciona para X/ SpecZ (Levine, Geisser, ...).
Para X propio, regular, d = dim X:

Hi(Xéi’a Zc(n)) = Hi+2d(Xét7 Z(d - n)) :
~—_———
coh. de Borel-Moore motivica coh. motivica habitual

Pocos calculos explicitos disponibles.
Generacion finita — ???
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Conjetura cohomoldgica de Lichtenbaum

>

| 2

| 2

n<0.
ri+ry, n<Qo0par,
dn = ords_n Ce(s) =4 + T 2 P
r, n < 0 impar.
Z°(0) = Gm[1],
£ _ _ #H*(Xe,Gm) _ #HO (X¢,2°(0))
CF(O) o _#HO(Xéh(tGm)tors RF - _#Hil(xétfzc(o))tors

Conjetura: paran <0

, #HO (Xer, Z°(n))
n)=4=4
) = 0, Z5(0) s
En términos de K;(Of), para F real, nimpar (Rr, = 1):
Lichtenbaum, 1973.
Reguladores superiores: Borel, Beilinson:

RF’n.

Ren = volcoker(H‘l(Xét, Z¢(n)) — H%(Gr, X(C), R(n))).

thy =dn dimg=dj

Teorema para F/Q abeliano (jmediante TNC!).
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Cohomologia Weil-étale



Estructura de la cohomologia motivica
para X/Z (Lichtenbaum)

» Conjeturalmente (!)

finitamente generado, i< —2n,
H (X, ZE(n)) = { finito, i=-2n+1,
tipo cofinito, [>-2n+ 2.

» Tipo cofinito = Q/Z-dual a finitamente generado.
Manifestacion de dualidad aritmética (Artin—Verdier, ...).

> *sin < 0, entonces H(Xg, Z¢(n)) son finitamente
generados.

» Conjetura de Beilinson-Soulé: H/(X4, Z¢(n)) = 0 para
[ < —2dimX.

> En general, H'(Xg, Z°(n)) # 0 para i > 0.
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Estructura de la cohomologia motivica
para X/F, (Lichtenbaum)

» Conjeturalmente (!)

finito, i#+-2n, —2n+ 2,
H!(Xg:, Z6(n)) = { finitamente generado, = —2n,
tipo cofinito, = —2n+2.

> *sin < 0, entonces H(Xg, Z¢(n)) son finitos.
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Cohomologia Weil-étale (Lichtenbaum)

» Cohomologia motivica étale ~ cohomologia Weil-étale.

» Grupos H{,V’C(X, Z(n)) finitamente generados, nulos para
i> 0.

» Sucesidn exacta
= Hiy (X Z(n)) © R =% HEFL(X, Z(n)) o R — - -

> Hiy, (X, Z(n)) codifica ords—n ¢(X,s) y C*(X, n).
(jDetalles mas adelante!)
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Algunos resultados

«Resultado» =

» definir Hfmc(X, Z(n)) asumiendo las conjeturas de
Lichtenbaum sobre estructura de cohomologia motivica,
» formular la relacion conjetural de Hy, (X, Z(n)) con

ordS:n C(X7 S) y C*(X7 n)'
» establecer relaciones con otras conjeturas, probar casos
particulares.

Lichtenbaum (2005): X/F.

Geisser (2004-...): X/Fq4, posiblemente singular.
Lichtenbaum (2009): X = Spec Of.

Morin (2014): X/Z propio y regular, n = 0.

Flach, Morin (2018): —— n € Z.

B. (2020/21): cualquier esquema aritmético X/Z, n < 0.
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Mi trabajo



Complejos Weil-étale

» X — SpecZ separado, de tipo finito, n < 0.

» Asumamos L¢(Xy, n): los grupos H(Xg, Z¢(n)) son
finitamente generados para todo ( € Z.

» Existe complejo Ry (X, Z(n)).

> H{MC(X, Z(n)) son finitamente generados, nulos para
[ ¢1]0,2dimX + 1].

» Se escinde con coeficientes racionales/reales:
RHom(RT (X4, Z6(n)), R)[-1]
Rlwe(X,Z(n)) @ R = @
RT¢(Gr, X(C), R(n))[-1]

> R(n) := (27i)" R, Gr = Gal(C/R).
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Ingrediente principal de la construccion

» Dualidad aritmética

Hom(H?~ (X, Z°(n)), Q/Z) = HL.(X4, Z'(n)),

finitamente generado tipo cofinito
> Z'(n) = Q/Z'(n)[-1] = @, i, jpiy" 1],
Jo: X[1/p] = X.

> Iflé = cohomologia modificada, toma en cuenta X(R).

» Generalizacién de la dualidad de Artin—Verdier para
X = Spec Of.
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Regulador

» Asumamos que la fibra X¢ es lisa.
» Construccion de Kerr—Lewis—Miiller-Stach —

Reg: RT(Xg, RE(n)) — RHom(RT(Gg, X(C), R(n)), R[1]).

» *Lallegadano es la_(co)homologia de Deligne—Beilinson,
sino simplemente H.(Gg, X(C), R(n))", porque n < 0.
» Conjetura B(X, n) (Beilinson):

Reg": RT¢(Gg, X(C),R(n))[~1] — RHom(RI (Xg, Z°(n)), R)

es un cuasi-isomorfismo.
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Conjetura del orden de anulacion

» VO(X,n): asumiendo L¢(X, n),

ords—n {(X,s) = Y (=1)"- i rkg Hiyc (X, Z(n)). (%)

i€Z

» Asumiendo B(X, n),

ords—n {(X,s) = Y _(~1)"dimg H,(X(C),R(n))®*  (**)
I€Z
=Y (D) kg H (Xe, Z°(n)). ()
€7
» (**) concuerda con la ecuacion funcional (conjetural).
Paran < 0 polos y ceros vienen de los '-factores.
» (***) concuerda con una conjetura de Soulé (1984).
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Ejemplo de juguete

» X = Spec Of. Espacio X(C) con Gg-accion:
I
e )0
r1 puntos 2 ry puntos
» Complejo RI¢(X(C),R(n)):

R(n)*™ & (R(n) & R(n))"2,

Ggr-accion por z — zvs. (z,w) — (w,2).
> ords—n (e(s) = dimg HO(X(C), R(n))% =

_ ri+ry, npar,
rkz Hg, (X, 25(n)) :{ ri i n!ompar.
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Determinantes de complejos

» Para modulos proyectivos finitamente generados:
detgP:= \*PP
(invertible = proyectivo de rk 1).

» Funtor

isomorfismos isomorfismos

<médulos proyectivos f.g.,) " (médulos invertibles,)

» Knudsen, Mumford, 1976: extension

complejos perfectos, - modulos invertibles,
cuasi-isomorfismos isomorfismos ’

> detpA® = ®,.,(detr HI(A*)) 1), detp 0 = R.
» Compatibilidad con cambio de base.
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Morfismo de trivializacion

» Cuasi-isomorfismo de complejos, asumiendo B(X, n):

R ¢(Gr, X(C), R(n))[-2]
%) *detg(A® @ A*[1]) =R
RT¢(Gr, X(C), R(n))[-1]

glRegV [-1]eid

RHom(RI (X4, Z°(n)), R)[-1]
& BN RMwe(X, Z(n)) @ R
RI¢(Gr, X(C),R(n))[-1] -

» Isomorfismo de determinantes:

12

AR S detg (RFWC(X, Z(n))@R) (oletZ RFWC(X,Z(n)))®R.
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Conjetura del valor especial

» Definimos

A R S (detz RTye(X, Z(n))) ® R.

Z-mbddulo de rk 1

» Asumamos
> L°(Xy,n): generacion finita de H'(Xy, Z°(n)),
» fibra Xc lisa,
» B(X, n): regulador,
» prolongacion meromorfa alrededor de s = n < 0.
» C(X,n): el valor especial es s = n se determina salvo signo
por
MC*(X,n)™1) - Z = detz RT (X, Z(n)).
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Caso de variedades sobre cuerpos finitos

» C(X,n)esequivalente ala férmula

¢(X.n) = [T I (Xer, 2°())| .
i€Z
> Ejemplo singular: clbica nodal X = P§, /(0 ~ 1).
H ™ (X, 2°(n)) = Z/(q7 " — 1),
HO (X, 2°(n)) = 2/(q " — 1)

1
((X,s) = T_gis
» C(X,n) se cumple incondicionalmente, asumiendo
L¢(Xg:, n), si X/Fq es lisay proyectiva.
» Se cumple para cualquier X, asumiendo resolucion de

singularidades sobre Fq (1)
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Compatibilidades

> Uniones disjuntas: si X = [[,;., X;, entonces
¢x.5) =[] <Xis).
1<i<r
» De acuerdo con esto,
VO(X,n) <= VO(X;,n) paratodo i,
C(X,n) < C(X;,n) paratodoi.

» Descomposiciones cerrado-abiertas: paraZ & X < U,

C(X,S) = C(Z,S) ) C(U,S).

» Dos de las tres conjeturas VO(X, n), VO(Z, n), VO(U, n)
(resp. C(X,n), C(Z,n), C(U,n)) implican la tercera.

» Fibrados afines: ((A},s) = ((X,s —r).

> VO(A},n) <= VO(X,n—r),C(A},n) < C(X,n—r).
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Aplicacion: resultados nuevos
incondicionales

» Esquema celular X — B: admite filtracién por cerrados

X=2Zy22Zy-12---22022Z2 1 =0,

donde Z\ Z;_1 = [[; Ay

» Teorema (B.): Sea B un esquema aritmético
1-dimensional. Asumamos que para todo punto genérico
n € B se cumple uno de los dos:

a) chark(n)=p > 0;

b) charx(n) = 0y x(n)/Q es un cuerpo de nimeros abeliano.
Entonces, VO(X,n) y C(X,n) se cumplen paratodon <0y
todo esquema aritmético B-celular X con la fibra X¢ lisa.

» Idea: C(X,n) se conoce para curvas y cuerpos de nimeros
abelianos F/Q (jvia TNC!). Proceder por induccién usando
las compatibilidades.
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Algunas preguntas para el futuro

» Elregulador de Kerr—Lewis—Miiller-Stach esta definido
para la fibra X¢ lisa.
¢Como extenderlo al caso singular y conectar a esta
maquinaria aritmética?

» Cuando la comparacion tiene sentido, C(X,n) es
equivalente a la TNC.
¢Como formular un analogo equivariante compatible con
la ETNC?
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{Gracias por su atencion!



