Teoria de numeros
algebraicos
en PARI/GP

Parte Il: ideales en el anillo de enteros
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¢cComo especificar un ideal?



Ideales principales

aQyk se especifica por su generador:

» polinomio en x
=aenlabasel x,x?, ...,.x"" de Q[x]/(f)

» vector [a7,...,0n ]~
= a en la Z-base de Ok calculada en K. zk
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Ideales en general

» | C Ok — Z-submodulo libre.

» | +— matriz de una Z-base de |
en términos de la base de O.

» Forma normal de Hermite (HNF).

mathnf (M) en PARI/GP.
iCandnica!
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Forma normal de Hermite

| 2

| 2

H € Mnxn(Z) triangular superior con elementos > 0.

Coeficiente mayor de la fila = primer coeficiente no
nulo.

Coeficiente mayor esta a la derecha del coeficiente
mayor de la fila anterior.

Elementos arriba del coeficiente mayor son
estrictamente menor.

Elementos abajo del coeficiente mayor son nulos.

Para toda A € Mp«n(Z) existe Unica U € GLy(Z) tal que

H =

UA estd en la HNF.

Se calcula mediante LLL (= Lenstra—-Lenstra-Lovasz).
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Ejemplo

0O +1 +1 +3 -2 O 2
-1 +1 - (+4 +3 3] =0
-1 41 +2 0 -2 +2 0

I{ O~ —~
N_I_I
N——
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Pasando a la HNF

= nfinit (x*2-5);
.zk

[1, 1/2*x - 1/2]

= idealhnf(K, 4+x)

)
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%

i
=
=
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[ 01]

Interpretacion:

V5 -1
2 b

OKZQ1Z@OQZ, o3| :17 ap =

(4 + V5) Ok =N Z ® (8o + a2)Z.
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Ejemplo bien conocido

K = Q(i),
Ok = Zli] es un DIP.

? K = nfinit(x"2+1);
? K.zk
% = [1, x]
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Ideales en Z|[/] como Z-modulos

(m+ni)={(c+di)y(m+ni)|c,deZ}
={c-(m+ni)+d-(—n+mi)|c,deZ}
=(M+ni)Z&(—n+ mi)Z.

. m —n
(Mm+ni) +— (/7 m

> (jno es HNF!)

? a = idealhnf(K, 2+3%*x)
%=

[13 5]

[ 61]

? mathnf ([2, -3; 3, 21)
9% =

[13 5]

[ 61]
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Igualdad de ideales

a=b <= idealhnf(K,a) = idealhnf(K,b)

? a = idealhnf(K, 2+3%*x)
% =

[13 5]

[ @ 1]

? b = idealhnf(K, -3+2%x)
%=

[13 5]

[ 1]

? Mod ((2+3*x)/(-3+2*x), K.pol)
% = Mod(-x, x"2 + 1)
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Enumeracion de ideales

ideallist(K,N) =ideales | C Ok tales que NK/@(/) <N
Salida: vector

[ideales de norma O,
ideales de normal,

ideales de norma N]
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Ejemplo

%

%

%

K = nfinit(x"2+1);

L = ideallist(K,10)

= [[[1, 9; @, 17], /* norma 1: I=0_K */
[[2, 1; @, 111,
1, /* no hay de norma 3 */
[[2, 0; 0, 2]],
[[5, 3; @, 1], [5, 2; @, 177,
[1, /*¥ no hay de norma 6 */
1, /* no hay de norma 7 */
[[4, 2; @, 211,
[[3. @; @, 311,
[[10, 3; @, 1], [10, 7; 0, 1]]]

vector (#L,i,#L[1i])

=[1, 1, o0, 1, 2, @0, 0, 1, 1, 2]
vecsum (%)

=9
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Problema de la tarea

(Cuantos ideales de norma < 10 hay en Ok para

K =Q(v17)?

? K = nfinit(x"3 - 17);

? L = ideallist (K,10);

? vector (#L,i,#L[i])

% =[1, 1, 2, 2, 1, 2, 0, 2, 3, 1]
? vecsum(%)

% = 15

Ejemplo: no hay ideales de norma 7:
p =70k es primo (=7 es inerte).
17 = 3 (7); los cubos moéd 7 son 1y 6 = (—1)°.
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Operaciones con ideales



Operaciones aritméticas

idealadd(K,a,b)=a+b
idealmul(K,a,b) =ab
idealpow(K,a,n) =da"
idealinv(K,a) =a™
idealintersect(K,a,b) =anb

vVvyYyyvyy
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Ideal «abajo»

a CK Ox-mddulo

an@Q C Q Z-modulo

idealdown(K,a) = el Z-ideal an @

? K = nfinit(x"2+1);
? idealdown(K, 1+x)

% = 2

? idealdown(K, 3+3*x)
% = 6
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Norma

idealnorm(K,a) = Nk/g(a)

? K = nfinit(x"2+1);
? idealnorm(K, 1+x)

% = 2
? idealnorm(K, 3)
% =9

? idealnorm(K, 3+3*x)
% = 18

16/46



Maximalidad

? K = nfinit(x"2+1);

? idealismaximal (K, 1+x)

% =[2, [1, 1]~, 2, 1, [1, -1; 1, 17]]
? idealismaximal (K, 3+3*%*x)

% = @

? L = nfinit(x”3-17);

? idealismaximal(L,7)
% =117, [7, 0, 0]~, 1, 3, 1]
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Generacion por dos elementos

Recordatorio: todo ideal en Ok tiene forma («, 3)

nfinit(x?3 - 2);
[3,1,2; 0,1,0; 0,0,1]

N )
o X

xR

[3 1 2]
[0 1 0]
[0 0 1]

? idealtwoelt(K,a)
% = [3, [1, 1, @]~]

? nfbasistoalg(K,%[2])
% = Mod(x + 1, x°3 - 2)

Significado: a = (3,14 v/2).
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cldeales principales?

» aprincipal <= [a] = [Ok] = 0 en CI(K).
» Oxesun DFU «— CI(K)=0.
» Veremos después...
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Factorizacion de ideales



Factorizacion

» idealfactor(K,a): factorizara =p;' - pc
» idealprimedec(K,p): factorizar a = pOg
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Factorizacion de primos racionales

POk =py" - pS,
idealprimedec(K,p) = [P1,...,Ps],
» P;.e = indice de ramificacidon

» P;.f = grado del campo residual
> Pi.gen = [p, o], dondeyp; = (p,a)
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Ejemplo: K = Q(V/5)

? K = nfinit(x*2 - 5);

? decK = idealprimedec(K,11)

% = [[11, [-3, 2]~, 1, 1, [5, 2; 2, 317,
[11, [5, 2]~, 1, 1, [-3, 2; 2, -5]11]

? #decK

% 2 /¥ dos factores */

? [decK[1].e, decK[1].f]
% = [1, 1]

? decK[1].gen

% = [11, [-3, 2]~]

? nfbasistoalg (K,%[2])
% = Mod(x - 4, x"2 - 5)

MOk =pp2, pr=1,V5—4), pp=(1,V5+4), i=F=1
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Ejemplo: L = Q(¢s) D Q(v/5)

? L = nfinit(polcyclo(5));

? decL = idealprimedec(L,11);

? #decL

# 4 /¥ 4 factores */

? vector (#decL,i, [decL[i].e, decL[i].£f])

%» = [[1, 17, [1, 11, [1, 1], [1, 1]]

NOL = p1p2p3hs
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Ramificacion

? idealprimedec(K,5)

% = [[5, [1, 2]~, 2, 1, [1, 2; 2, -1]]]
? %[1].e

% = 2

? idealprimedec(L,5)

% = [[5, (-1, 1, @, 0]~, 4, 1, [..... 117
? %[1].e

% = 4

Significado: 50k = p?, 50, = ¢*
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Ejemplo de Kummer

? K = nfinit(polcyclo(23));
? dec = idealprimedec(K,47);
? #dec

% = 22

4TZ[(z] =m -

P22
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*Pausa para el café*



Experimento:
Ideales de norma < N



Pregunta

Como se comporta la funcion

N #{I C Ok | Nkso(l) < N}
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Ejemplo: K = Q(/)




Explicaciéon

Nio(aZ[i]) = Nijo((a + bi)Z[]]) = a® + b?
(@) = (—a) = (la) = (—ia)

#{ CZ[ | N(I) < N} = - - #{(a,b) € Z? | a® + b* < N}

A=

Im
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Explicacion

#{puntos dentro del circulo de radio r} ~ 7r?
#{idealesde norma <N} ~ ZN
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Algunos calculos

? K
? L

nfinit(x"2+1);
ideallist(K,20);

? vector (#L,s, sum(i=1,s,#L[i]))

% =11,2,2,3,5,5,5,6,7,9,9, 9,11,11,11,12,14. ..

? vector (20,i, ceil(Pi/4*1))

% =1[1,2,3,4,4,5,6,7,8,8,9,10,11,11,12,13,14. ..

* Relacionado: problema del circulo de Gauss
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Ejemplo: K= Q((s), CI(K) = 0O, |Of| =




K = Q(v10), CI(K) # 0, |0F] = oo
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K =Q(19), CI(K) # 0, | O] = 0
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Explicaciéon breve:
funcion zeta de Dedekind

» Funcidon meromorfa

(k(s) = Z v

o, Nijoll)®
10
responsable por contar los ideales.
» C=residuoenelpolos=1

» C trae informacién aritmética
(férmula del nimero de clase)
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Experimento:
estadistica sobre
descomposiciones



Pregunta

» Sip no seramificaen K/Q:

POk =p1- - Ps.

» Numero finito de ramificaciones (p | Ax).
> fi = [Ok/pi: Fp],

i+ +f=[K:Q]

» ;Con qué frecuencia surgen diferentes particiones
de [K:QJ?
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Ejemplo: K = Q(v2, )

» p=2,3seramifican

(ya se ramifican en Q(v/2) y Q((3))
» Algunos ejemplos

p particion | p particion | p  particion
5 24242 |4 24242 | 83 24242
7 3+3 43 1441|189 24242
N 24242 |47 2+2+2 | 97 3+3

13 343 55 24242 | 101 24242
17 24242 |59 2+2+4+2 |103 3+3

19 3+3 61 3+3 107 2+2+2
23 242+2 |67 3+3 109 T4---+1
29 24242 |71 24242 | N3 24242
31 T+--+11] 73 3+3 127 1+ +1
37 3+3 79 3+3 131 24242
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Ejemplo: K = Q(v2, &)

» Surgesolol+---+1,24+2+2,3+3.

» ¢ Estadistica para los primeros N primos?

N T+---+1 24242 3+3

10 0.1000 0.5000 0.4000
100 0.1500 0.5200 0.3300
1000 0.1570  0.5080  0.3350
10000 0.1635 0.5011 0.3354
100000 0.1659 0.5004  0.3337

> Convergea ¢, 3,

1

3-
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Ejemplo que podemos entender:
caso ciclotémico

» Consideremos K = Q((7)
» Factorizacion depende solo de p (mod 7):

p (7) factorizaciéon  particion

1 P Pe T4+ ... 41
6 p1p2p3 2+2+2
2,4 P P2 3+3
3,5 p 6

» Dirichlet: % primos cumplen p = a (mod 7) para
a=1,23,4,5,6 fijo.
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Estadistica

N T+---+1 24242 3+3 6

10 0.2000 0.1000 0.3000 0.4000
100 01700 0.1600 0.3200 0.3500
1000 0.1660 0.1660  0.3300 0.3380
10000 0.1662 0.1663  0.3324 0.3351
100000 0.1668 01669  0.3328 0.3336

:
Converge a g,

111
61 31 3
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Explicacion muy breve

«Teorema de densidad de Chebotarév»
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Videos:

cadadr.org/cimat-tna/chebotarev.html


https://cadadr.org/cimat-tna/chebotarev.html

iGracias por su atencion!



