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Ejercicio 1. Consideremos el polinomio f = 23 4+ 522 — x — 4.
0) Demuestre que f es irreducible en Q|[z]. Sea K = Q[x]/(f)-
1) Calcule el anillo de enteros O y discriminante Ag.

2) Demuestre que u; = o+ 1yus = o — 1, donde & = z méd f, son unidades en O;;. Asumiendo que
uq Y ug generan la parte libre de Oy, calcule el regulador.

3) Calcule el grupo de clases CI(K).

4) Usando la férmula analitica del nimero de clases”, compruebe que u; y u, son efectivamente unidades
fundamentales.

Solucién. Basta ver que el polinomio es irreducible en Z[z], y para esto basta notar que al reducir f méd 3
nos queda un polinomio ctbico irreducible (= que no tiene raices maéd 3).

Ahora calculamos que

A(Z[a]) = A(f) = 1957 = 19 - 103.
Tenemos
A(Z[a]) = [Ok = Z[a]]* - Ak,

y A(Z[«a)]) es libre de cuadrados, asi que Ok = Z[a] y Ax = A(Z]a]).

Notamos que el polinomio f tiene tres raices reales. Esto se ve de los cambios de signos:

f(=6)==34, f(-5)=1, [f(0)=-4, f(1)=1
Los valores aproximados de estas raices (calculados en PARI/GP usando la funcién polroots) son
z1 = —5,040964 ..., x5 =—0,870538..., x3=0,911503....

Se sigue que hay tres encajes reales o: K — R. En particular, el grupo de unidades O} tiene rango 2.
Dado que el campo es totalmente real, las raices de la unidad son ux = {+1}, y debe haber dos unidades
fundamentales uq, us tales que

O = {1} x (u1) x (u).

El ejercicio nos sugiere considerar u; = a + 1y uy = o — 1. Para ver que estas son unidades, basta calcular
que Nk /g(u1) = Nk /g(uz) = —1. El regulador correspondiente sera
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“El residuo de Ck (s) en s = 1 puede ser calculado en PARI/GP.



Para calcular el grupo de clases, empezamos por la cota de Minkowski

n! [(4\" 3!
My = — () VIAk] = 33 V1957 = 9,83

n" \m

Esta nos dice que todo elemento del grupo de clases esta representado por un ideal entero de norma < 9.
Para encontrar estos ideales, consideremos los ideales primos que estan arriba de p = 2, 3, 5, 7. Esto es facil
porque Ok = Z|a] = Z|z]/(f), y basta considerar las factorizaciones de f mdd p (teorema de Kummer-
Dedekind).

Primero notamos que f queda irreducible méd 3 y méd 7, lo que nos da ideales primos p3 | 3y pr |
7 de norma 3% y 73 respectivamente. Esta excede la cota de Minkowski. Por otra parte, méd 2 se obtiene
factorizacién de la forma

f=x(@®+z+1),

lo que nos da dos ideales primos:
pe=(2,0), py=(2,1+a+a?),
de norma 2 y 4 respectivamente. En fin, méd 5 nos salen de nuevo un factor lineal y otro cuadratico:
f=(x+2) (2® + 32+ 3).

El factor cuadrdtico corresponde a un ideal primo de norma 52 que no nos interesara, mientras que el factor
lineal nos da el ideal primo
ps = (57 2+ a)

de norma 5.

Primero afirmo que ps y p) representan el mismo elemento en el grupo de clases. Para esto podemos

calcular que

(L+a/2)p5 = ps.
Por otra parte, calculamos que p3 = («), asi que p, tiene orden 2 en el grupo de clases, y en particular
[p5] = [p2] =" = [pal.

Nos quedan entonces dos posibilidades: si po = (2, «) es un ideal principal, entonces el grupo de clases
es trivial. Por otra parte, si el ideal p, no es principal, entonces el grupo de clases tiene orden 2. Afirmo que
estamos en la segunda situacion.

Vamos a ocupar la relacion p2 = («). Si el ideal p, fuera principal, tendriamos p, = (3) para algin
B € Ok, yluego 3 = ua, donde u € O}. La Gltima relacion no se ve muy interesante: jtodavia no hemos
calculado el grupo de unidades! Sin embargo, podemos observar que si v = vw?, entonces (Bw~1)? = va,
asi que bastaria probar que ua no es un cuadrado para todos u que representan diferentes elementos del
grupo cociente 0% /(05 )2.

Siuy,us sonunidades fundamentales, entonces O = {£1}x (u1) x (u2), yluego O /(0OF%)? = {£1uf* us*},

donde e; 2 = 0,1. No conocemos las unidades fundamentales, pero tenemos dos buenos candidatos para
estas: u; = a + 1y ups = a — 1. Para verificar que estos niimeros representan los elementos de O /(O )?,
tenemos que ver que entre

—17 Ui, U1z, U2, —U1, —ULU2, —U2

no hay cuadrados.
Dado que nuestro campo es totalmente real, si z es un cuadrado en K, entonces para cualquier encaje
01,2,3: K — Rlaimagen o;(x) debe ser un nimero positivo. Hagamos una tabla:



x o1(x) oa(x) o3(x)

-1 1 1 1
w=a+1 —4,040965  +0,129461 +1,911503
Uy = — 1 —6,040965 —1,870539 —0,088497

wuy =02 —1 424411324 —0,242162 —0,169162
—uy=—a—1 44040965 —0,129461 —1,911503
—uy=—a+1  +6,040965 +1,870539 +0,088497
—ujug = —a®+1 —24411324 40,242162 +0,169162

De aqui podemos concluir que todos los niimeros de arriba no son cuadrados, con la inica posible excep-
ciéon de —uy = —a + 1, que tiene todos los encajes positivos. Para ver que —a + 1 tampoco es un cuadrado,
bastaria encontrar un ideal primo p tal que —a + 1 no es un cuadrado en el campo finito Ok /p. Por ejemplo,
p=(52+a)nosdaOk/p = Fs5. Tenemos —a + 1 = 3 (mdd p), y este no es un cuadrado méd 5.

Ahora bien, nuestro célculo hasta ahora nos dice que los elementos de O}; /(O )? pueden ser represen-
tados por

1, uy, wyug, uz, —1, —u1, —ujuz, —us.

Para concluir, hay que ver que au no es un cuadrado para todos los « de arriba. Esto se sigue de la tabla de
abajo.

x o1(x) oa(x) o3(x)
o —5,040965  —0,870539  0,911503
au =a? +a 120,370359  —0,112701  +1,742342
aujuy = —5a% +4  —123,056620 +0,210812 —0,154191
aug =a? —a +30,452289  +1,628376 —0,080665
-« +5,040965 +0,870539 —0,911503
—au; = —a? —a  —20,370359  +0,112701 —1,742342
—oujug = ha? —4  +123,056620 —0,210812 +0,154191
—aus = —a®+a  —30,452280  —1,628376  +0,080665

Entonces, el ideal p» no es principal, y por lo tanto el grupo de clases es isomorfo a Z/2Z.
En fin, usando PARI/GP, calculamos que

lim (s — 1) Cx(s) = 0,8230844...

s—1t

Por otra parte,
oT1 (Q7r)T2 h 23. 2
ltm (s — 1) re(s) = 2t2m) Regy i _ 27 Regye

s 1+ #ur \/[AK| 2-V1957
Comparando las dos expresiones, se obtiene Reg, = 4,551450... Este es el regulador que fue calculado
arriba, asi que podemos concluir que u, u, son unidades fundamentales. O

Ejercicio 2. Para un campo de nimeros K/Q demuestre que la cerradura de Galois L/K contiene como
subcampo Q(v/Af). Dé un ejemplo particular cuando Ak no es un cuadrado y K # Q(v/Ag).



Solucién. Recordemos la formula para el discriminante

AK = det(ai(aj))z

4,57
donde a4, ..., a, es una Z-base de 0. Tenemos entonces
\ AK = :tdet(O'i(Oéj))i’j (S L,

donde los nimeros o;(c;) pueden ser vistos como elementos de la cerradura de Galois L/K.

Para dar un ejemplo, el campo cuibico real K = Q(+/2) tiene discriminante Ay = —22 - 3%, La cerradura
de Galois es L = Q(+/2,(3), y esta contiene v/—3 = 1 + 2(s. O

Ejercicio 3. Sea k£ > 0 un entero positivo libre de cuadrados. Supongamos que k¥ = 1,2 (méd 4) y k£ no
tiene forma 3a? + 1 para a € Z. Demuestre que si 3 { hg(/=F)» entonces la ecuacién y? = z3 — k no tiene
soluciones enteras.

Punto extra: encuentre un contraejemplo para 3 | hg ./~

Solucion. Considerando laecuacion méd 4y usando que k = 1,2 (mdd 4), notamos que z es necesariamente
impar. Ademas, x e y deben ser coprimos: sip | x y p | y, entonces p? | k, pero k es libre de cuadrados por
nuestra hipétesis.

Dado que k = 1,2 (méd 4), para el campo cuadrético imaginario K = Q(v/—k) se tiene Ox = Z[v/—k].
Factoricemos la ecuacién como

2=y +k=(y+V-k) (y—V-k). *)

Sea p C Z[v/—k] un ideal primo que divide a ideales (y ++/—k) e (y — v/—k) (y por lo tanto a (x)). En este
caso p divide al ideal (2y). Puesto que x es impar, tenemos p t 2, y luego p | y. Pero esto contradice el hecho
de que z e y son coprimos.

Entonces, los ideales (y + v/—k) e (y — v/—k) son coprimos. Usando esto, podemos concluir de (*) que

se tiene
(y+V=k) =T

para algun ideal I C Z[v/—k]. Por nuestra hipétesis 3 1 hx, y en este caso el hecho de que I* es un ideal
principal implica que I es también principal. Escribamos I = (a + bv/—k). Tenemos

y+V—k=u(a+bv/—k)?

para alguna unidad v € Z[v/—k]*. De todos modos, por nuestra hipétesis k # 1, asi que v = +1, y siempre
podemos asumir que u = +1, dado que —1 = (—1)3. Analicemos la expresién

y+V—k=(a+bV=k)® = (a* = 3kb?*) a + (3a> — kb?*) b/ —k.

De aqui necesariamente b = +1, y luego k = 3a? + 1, pero esto contradice nuestra hip6tesis sobre k. Hemos
obtenido una contradiccién, asi que la ecuacién no tiene soluciones enteras.

Revisando la tabla de grupos de clases para los campos cuadraticos imaginarios, encontramos que el
primer numero de clases divisible por 3 aparece para k = 23, donde hg =3 = 3. Este k no tiene forma

3a? + 1. La ecuacion y? = 2® — 23 si tiene solucion (z,y) = (3, 42). O

Ejercicio 4. Dada una extension ciclotémica Q(¢,, ), sean X C (ZW) X un grupo de caracteres de Dirichlet
y K C Q(¢n) el subcampo correspondiente. Demuestre que K es un campo real (es decir, 5 = 0) siy
solamente si y(—1) = +1 para todo x € X.



Solucién. Un subcampo K C Q(¢,,) es real siy solamente si los elementos de K estan fijos por la conjuga-
cién compleja; es decir, por el subgrupo

H = {£1} C (Z/mZ)* = Gal(Q((n)/Q)-

El subcampo de Q(¢,,,) fijo por H es L = Q((,,+¢,,,})- En términos de caracteres de Dirichlet, a L corresponde
el grupo de caracteres mdd m que cumplen x(—1) = +1:

Y = H = {x € (Z/mL)* | x(~1) = +1}.

Ahora K es real siy solamente si K C L, siy solamentesi X C Y. O
Ejercicio 5. Consideremos el campo cuadratico real K = Q(v/3).

1) Calcule el residuo de (x(s) en s = 1.

2) Exprese (x(s) como un producto de series L de Dirichlet.

3) Calcule los valores (x(0), Cx(—1), Cx(—2), Cx (—3).

4) Calcule los valores (x (2) y (x (4).
Solucién. Elresiduo en s = 1 viene dado por la férmula analitica del nimero de clases:

2" (27)™ Regy hk

#ur /| AKk|

En este caso r; = 2, r, = 0. La unidad fundamental de K es 2 + /3, asi que Reg;; = log(2 + v/3). Hemos
calculado en clase que hx = 1. En fin, ux = {£1} y Ax = 12. Tenemos entonces el residuo

Ca(l) = log(2+ v3) _ 0,760345 . ..

V3

De la misma manera, en s = 0 habra un cero simple de residuo

log(2
Cx(0) = _Regy hie __log2+ V) = —0,658478. ..
#lK 2

Por lo que vimos en clase, se tiene
Cre(s) = ¢(s) L(s,x),

donde y es el caracter de Dirichlet méd 12 dado por

x:1l—=+1, 5—-1, 7—=-1, 11— +1.

Tenemos
By Bs
—1) = =£ =X
By By
3=
Aqui

By =121 >~ x(a) Br(a/12).
(a,12)=1



Usando esta formula, calculamos que

Byy =4, By, =—184.

Dado que
By = L By = L
2 — 67 4 = 3()’
se obtiene ) 93
—]_ = — — = —.
En fin, de la ecuacién funcional, para k par se obtiene
(27)%F
k)= 1—k
Cx (k) 126172 .4 ((k — 1)1)2 Cx ( ),
En particular, para k = 2
7T4 7T4
2) = ——— —1)=—— =1,562199...
(k(2) 2.33/2<K( ) 36v/3 )
yparak =4
w8 23 78
4) = —— —3) = ——+= =1,080236...



