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Ejercicio 4.1. Encuentre la férmula para el discriminante del polinomio
" 4+ ax + b.

Solucion. Este calculo es bien conocido, pero espero que no hayan googleado la
respuesta inmediatamente :—) Daré una prueba que tiene sentido en el contex-
to de nuestra clase. Hemos visto la formula

A(f) = (1)) Res(f, ) = (DG T ),

1<i<n

donde a4, ..., q, son las raices de f. En nuestro caso f = z™ + ax + by su
derivada es f' = na" ! + a. Para una raiz o de f calculamos

af'(a) =na”+aea=n(—aa—b)+aa=-nb—(n—1)aa.
Entonces,
o iy mb
(nfl)af(a) (n—1)a “

Ahora
Hf o) = (n_Hl)a H (mfbn - O‘l’) - (n<:11>):ban / ( (n iLbl) > ‘

Calculamos que

De aqui



Entonces, podemos escribir la férmula del discriminante como

n

Af) = (DB (D)™ =1 et b,

Técnicamente hablando, en algin momento hemos ocupado la divisién por
a; y por a, asumiendo de manera implicita que a, b # 0. Sin embargo, de todos
modos, el resultante puede ser escrito como el determinante de alguna matriz
formada por los coeficientes de f y f’, y entonces este es un polinomio en los
coeficientes de f. Como consecuencia, si nuestra férmula es valida paraa, b # 0,
esta debe ser valida paraa = 0 0 b = 0. (Les doy esta justificacién tramposa para
no considerar diferentes casos por separado :-) O

Ejercicio 4.2. Sea K/Q un campo de ndmeros y o € Ok un elemento entero
tal que o ¢ mOgk param > 1. Demuestre que en este caso existe una base de
Ok sobre Z que contiene «. En particular, demuestre que Ok siempre admite
una base que contiene 1.

Solucién. Esta pregunta es sobre algebra lineal. Dado que Ok = Z", estamos
simplemente afirmando que si@ = (a4, ..., a,) €s unvector que cumple la con-
dici6én med(ay, . ..,a,) = 1, entonces a estd contenido en alguna base de Z".
Esto equivale a decir que existe una matriz entera invertible de n x n que con-
tiene el vector @ como una de sus columnas (o filas). Esta claro que esto es
imposible si ay, ..., a, no son coprimos: el determinante de la matriz sera di-
visible por d = med(ay, . . ., a,). Paran = 2 la afirmacién esta clara:

mcd(ay,az) =1 < det (al Zl> = +1 para algunos b, by € Z.
2

az

Se puede dar una prueba por induccién que a partir de @ construye una matriz

en GL,(Z) que contiene a. A saber, si mcd(ay,...,a,) = 1, consideremos los
numeros 4, ..., %=1 donde d = mcd(ay,...,a,—1). En este caso por la hip6-
tesis de induccién habra una matriz de determinante +1
a1/d bi1 ce bl,n72
CLnf1/d bn71,1 ce bnfl,n72
Ahora mced(ay, ..., a,) = med(d,a,) = 1, asi que se tiene zd + ya,, = 1 para

algunos x,y € Z. Se puede verificar que

ay bin - bip—2 yai/d
det | s : : — 41
Gnp—1 bn—l,l e bn—l,n—2 yan—l/d
an 0 0 T

(Despeje el determinante respecto a la tltima fila.)



Propongo ver un argumento un poco distinto y mas natural.

Consideremos el cociente de Z-médulos M = Z"/Zd. Afirmamos que este
es un Z-médulo libre (de rango n — 1). Dado que M es un grupo abeliano fi-
nitamente generado (siendo un cociente de Z™), es suficiente probar que M es
libre de torsién. La torsion significa en este caso que existe un vector b ¢ Za,
tal que para alglin ¢ # 0 se cumple ¢b € Za. Pero no es dificil ver que esto es
imposible bajo nuestra hipétesis sobre a.

Ahora tenemos 7" /Za = 7"~ . Esto significa que existen algunos vectores
€1,...,€n_1 € Z™ tales que sus imagenes en el cociente Z"/Zad forman una
base. Pero luego é1,...,¢&,_1,d es una base de Z". O

Ejercicio 4.3. Sea d un entero libre de cuadrados. Consideremos el campo ct-
bico K = Q(+/d). Denotemos o = v/d y consideremos un elemento

B=a+ba+ca? abceqQ.
a) Calcule las trazas Tk /g (8), Tk o(e8), Tk/o(e®B3) y lanorma Ng q(5).

b) Si 8 € Ok, entonces las trazas y normas de arriba son niimeros enteros.
Use esto para concluir que Ox C $Z[a].

¢) Use estas consideraciones para calcular el anillo de enteros Oy v discri-
minante Ak (jla respuesta depende de d!).

Solucion. Las trazas son

Tio(B) = 3a, Twjg(aB) =3ed, Tig(a?B) = 3bd,

y la norma es
Nio(B) = a® — 3abed + b*d + ¢*d®.

Ahora si 8 € Ok, entonces las trazas y normas de arriba son nimeros ente-
ros. Las condiciones para las trazas quieren decir que existen a’, ¥, ¢’ € Z tales

que
a b v c
a=— =—, = —.
3’ 3d’ 3d
Lo que queremos ver es que d | b’ y d | ¢/, y para esto vamos a revisar la norma

de 33 que resulta ser igual a

3 3a’b’ C/ b/3 C/S

—+ — + — € Z.
i teta
Entonces,
3a’b’c’ + c/3 b/3
_ + — €Z.
a Tz c

Supongamos que para algiin p | d se tiene p t ¥'. En este caso tomando las
valuaciones p-adicas de la expresién de arriba llegamos a una contradiccion.



Entonces, d | b'. Ahora sustituyendo b = %, de la misma manera se ve que
d | ¢. Esto demuestra que 8 € $Z[a]. Entonces,

Z[a] € Ok C éZ[a].

Podemos analizar el cociente 1Z[]/Z[o] para ver cuales elementos enteros fal-
tan a Z[aJ; es decir, cudles elementos entre

ﬁ:%(a—ﬁ—ba—i—caz)

son enteros, donde 0 < a, b, ¢ < 3. Escribamos el polinomio caracteristico de 3
(lo calculé en PARI/GP):

a? — bed - a® + b3d + d?c® — 3abed
3 27 ’

Sib = 0o0c = 0, entonces el coeficiente de x no serd entero, y si a = 0, el
término constante no es entero. Esto nos dice que abc # 0, y tenemos que ana-
lizar ocho diferentes casos. Ademas, notamos que 3 es entero si y solamente si
—B 1o es. Mddulo 3, esto corresponde a pasar de (a, b, ¢) a (2a, 2b, 2¢). Entonces,
en realidad no son ocho casos diferentes, sino solamente cuatro.

En cada caso la condicion sobre el coeficiente de = nos dice cudl es el resto
de d médulo 3, mientras que la condicion sobre el término constante quiere
decir algo sobre d médulo 32.

2% — ax? +

a b c¢ d(3) 27xterm.const. d(3%)

1 1 1 1 d?> —2d+1 1,10,19
11 2 2 8d? — 5d + 1 —
1 2 1 2 d>+2d+1 8,17,26
12 2 1 8d? —4d + 1 -

Al final, la respuesta depende de d (mdd 9). Nos sali6 lo siguiente:
= Sid=1 (méd 9), entonces el elemento
8= é + %oz + %042
es entero (el otro que nos saldra es 2/3). Tenemos
Ok =Za, Bl =7 & aZ & BZ.
Para verificar el resultado, calculamos que el discriminante correspon-
diente sera

30 1
Ag =det [T(a) T(a?) T(aB)| =det |0 0 d = —3d°.
1 d (2d+1)/3



Por otra parte, A(Z[a]) = —27d?, y luego [Of : Z[a]] = 3. Podemos tam-

bién escribir la expresién para A(Z[f]) y concluir que [Ok : Z[B]] = 45L.

= Sid =8 (mdéd 9), entonces el elemento

1 2 1.,

5 == g + gOé + gOé
es entero. En este caso también se tiene A = —3d? y [Ok : Z[a]] = 3.
Ademas, es posible ver que [Of : Z[f]] = 455,

= En el resto de los casos cuando d # +1 (mdd 9), no habra elementos
enteros adicionales.

Cuando d = +1 (mdd 9), entonces Ok = Z[a, (], y en el caso contrario,
Ok = Z[Ox}. O

Ejercicio 4.4. Encuentre el anillo de enteros O y discriminante A para los

campos ctbicos Q(/6) y Q(V/12).

Solucién. En el caso de Q(+/6), el ejercicio anterior nos dice que O = Z[/6],
y el discriminante correspondiente serd Ax = A(z3 —6) = —27-62 = —22. 3%,

Ahora para Q(+/12), el niimero 12 no es libre de cuadrados, asi que no po-
demos aplicar el mismo argumento. Denotemos o« = /12. No es dificil notar
otro elemento entero: f = a?/2 = v/18. Calculamos que

A(Z[a]) = =2 -3°,  A(Z[B]) = —22-3".

Ahora consideremos
Zla, 8] = Z.& oZ & B

(note que a3 = 6, a? = 23, 32 = 6a). Calculamos
T(1) T(a) T(B) 3 0 0
A(Z[a, B]) = det | T(a) T(a?) T(aB)| =det|[0 0 18| =—-2%.3°
T(B) T(ap) T(B?) 0 18 0
Esto implica que
Ok : Zla, B]] =m =1,2,3,6,9, 18.

Podemos analizar la integridad de los elementos en el cociente -LZ[a]/Z[c].
Para esto consideremos los elementos

a b c
Y= + —a+ 757
m m m
donde 0 < a,b,c < m. Basta considerar m = 18. En teoria, todo esto se puede
hacer a mano, hasta cierto punto. Por ejemplo, calculamos

3a a

Txia(v) = =&



de donde ¢ = 0,6, 12, lo que quita una parte del trabajo. Podemos sustituir
estos valores de a 'y, por ejemplo, analizar N q(7), pero mejor hacerlo con la
computadora.

? m= 18;
? nrm = norm (1/m*Mod(a + b*x + c*x"2/2, x"3-12))
% = 1/5832%an3 - 1/324%c*b*a + (1/486*b"3 + 1/324%cN3)

{ for (a=0,m-1, for (b=0,m-1, for (c=0,m-1,
if (denominator(eval(nrm)) == 1,
print ([a,b,c])
D)
)
+

[0, 0, @]
/¥ jy nada mas! */

Estoimplica que Ox = Z[a, (]. Ya calculamos A . Notamos que para Q(/6)
y Q(4/12) nos sali6 el mismo discriminante. O

Ejercicio 4.5. Consideremos el campo ctibico K = Q(+/17).
a) Calcule el anillo de enteros O y discriminante A .
b) Describa las factorizaciones de primos racionales p € Z en Og.
¢) Describa los ideales primos p C O tales que Nk g(p) < 10.

d) Describa todos los ideales I C O tales que N /(1) < 10.

Solucion. Denotando +/17 por «, el ejercicio 3 nos dice que
1 2 1
Ok =Zla,p], B= §+§a+§o¢2.

Ademis, alli escribimos la férmula curiosa [Ok : Z[B]] = %58, yparad = 17
tenemos suerte y Ok = Z[f]. Por otra parte, [Ok : Z[«a]] = 3. Esto significa que
podemos aplicar el Kummer-Dedekind al polinomio minimo de 3:

22— 2% — 11z — 12.

Sin embargo, serd mas facil considerar el polinomio z® — 17 para todos los pri-
mos excepto p = 3. En ese caso excepcional tenemos

23—z —1lz —12=2(x+1)? (méd 3),



lo que nos da la factorizacién
30k =psps = (3,8) (3,1 + B)*,

donde Ng q(p3) = Nk/o(p3) = 3. Para los primos distintos de 3, las factoriza-
ciones son las siguientes.

» 170k = p?, donde p = V/170k. Tenemos Ng/q(p) = 17.

» Sip=2 (méd 3) yp # 17, entonces pOx = pp’, lo que viene de la facto-
rizacion

23 — 17 = (x — a) x polinomio cuadritico (méd p).

Aqui Ngq(p) = py Nijo(p') = p°.

= Para p = 1 (méd 3) hay dos opciones. Si 17 no es un cubo médulo p,
entonces p = pOx es un ideal primo y Ny g(p) = p®. Si 17 es un cubo
modulo p, entonces pOx = p p’ p”, lo que viene de la factorizacion

23— 17=(x —a1) (z —az) (z — az) (méd p).

Ahora si nos interesan los ideales primos de norma N q(p) < 10, esto en
particular implica que p | p, donde p < 10. Para obtener todos los ideales de
norma Ng q(I) < 10, hay que multiplicar los ideales primos correspondientes
(usando la unicidad de descomposicién de ideales en ideales primos).

Los primos p = 2 (méd 3) que nos interesan son p = 2, 5, y las factorizacio-
nes de 2% — 17 son

=2: (241 (z®+x+1),
=5: (z+2) (2 + 3z +4).

El primo p = 7 es inerte, y el ideal primo correspondiente p = 7O tiene norma
72 y no nos interesa. Ahora los ideales primos de norma < 10 que salen de la
lista de arriba son nada mas los siguientes:

N=2:p;=(2,1+a),
N=3:p3=30), p3=0,1+5),

N =4:p)=(2,1+a+a?),

N=5:p5=(52+a).

Si nos interesan todos los ideales de norma < 10, hay que considerar los pro-



ductos:

: Ok,

P2,

D P3, Pa

P53, P,

:Ps;

D P2 p3, P2 Ps,

L p3, P2ph,

L p3, Pa b, PY
D2 Ps,

2 2z2222=2z3=
Il

I
© 0 O Gt W b

=
[
S

En total, nos salieron 15 ideales. Podemos comprobarlo con PARI/GP. Alli la
funciéon ideallist (K, N) devuelve los ideales en Ok de norma < N como
una lista separada por normas

? L = ideallist (nfinit(x"3-17),10);
? vector (#L, i, #L[i])

% =111, 1, 2, 2, 1, 2, @0, 2, 3, 1]

? vecsum(%)

% = 15

Las consideraciones similares demuestran que para cualquier campo de na-
meros K/Q y N fijo hay un nimero finito de ideales I C Ok con la norma
N jo(I) < N. O



