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Ejercicio 5.1. Sea X una matriz de n x n e Y una matriz de n’ x n’. El producto
de Kronecker X ® Y es la matriz de nn’ x nn’ que consiste en bloques

1’11Y (ElnY

oY o ZpnY
Demuestre que /
det(X @ Y) = det(X)"™ - det(Y)".

Solucién. Hay varios modos de verlo. Por ejemplo, si se trata de matrices com-
plejas, recordamos que X es diagonalizable siy solamente si el polinomio ca-
racteristico px no tiene raices multiples. Esta condicién corresponde a A(px ) #
0, donde A(px) es el discriminante, que sera un polinomio en los coeficientes
de px (ocupando la férmula A(f) = +Res(f, f') = det(---)), y entonces un
polinomio en los coeficientes de x;;. Entonces, el conjunto de matrices dia-
gonalizables en M,,(C) corresponde a la condicién A(p,) # 0, y este conjun-
to es denso en M, (C). Entonces, bastaria probar la identidad det(X ® V) =
det(X)™" - det(Y)" para las matrices diagonalizables.

Ahora recordemos que los valores propios de X ® Y son de la forma a3,
donde « es un valor propio de X y 8 es un valor propio de Y. De hecho, para
los vectores propios correspondientes se tiene Xu = au e Yv = Sv. Luego,
(XeY)(uev)=afu®u.

Una vez sabemos esto, no hay que probar mucho. Al diagonalizar X e Y,
vemos que

det(X @ Y) = [ [ e 85,
iy

donde «; son los valores propios de X y 8; son los valores propios de Y. Ahora
el tltimo producto es precisamente

(H ai)n/ ' <H 5j)n = det(X)" - det(Y)".



En general, la identidad se cumplira para matrices con coeficientes en cual-
quier anillo conmutativo R por la siguiente razén. Acabamos de probar que es
cierta para R = C, pero luego es cierta para R = Z, y podemos tratarla como
una identidad de polinomios con coeficientes enteros en las variables z;; e yx,.
Tomando el cambio de base de Z a R, se concluye que la misma identidad se
cumple para los polinomios con coeficientes en R.

También podemos ocupar un calculo directo. Notamos que la matriz X ® Y
es igual al producto (X ® I,,/) (I, ® V). Aqui la matriz (I,, ® Y) tiene forma

Y
Y
Ademas, después de un cambio de base, X® 1, tiene lamisma forma:sieq,..., e,
eslabase estandarde R"vy fi,..., f, eslabase estdndar de R™ , entonces basta

escribir X ® I,,, en la base
e1® f1,e1® fa,...,e1®@ fnr, 2@ f1, 2@ fa,...
Entonces,
det(X @ Y) = det(ly @ X) - det(l, @ Y) = det(X)™ - det(Y)". O

Ejercicio 5.2. Para el campo de nimeros K = Q(v/3,(s) calcule Ok y Ax.
¢;Cudles primos racionales se ramifican en K?

Solucién. Tenemos [Q(v/3) : Q] = 2y [Q(¢s) : Q] = #(5) = 4. Notamos que
V3 ¢ Q(¢5): por ejemplo, si esto seria cierto, entonces 3 (y también 2) se rami-
ficaria en Q(¢;5), pero sabemos que alli se ramifica solo 5. Estas consideraciones
nos llevan a la conclusién que

[Q(V3,¢5) : Q= [Q(V3) : Q] - [Q(¢5) : Q] = 8,

y los campos son linealmente disjuntos. Ya sabemos como calcular los discri-
minantes:

Agiyz) =43, Agey) =5

Los discriminantes son coprimos, asi que una base de O es el producto de las

bases:
17 <57 C52a Cgv \/ga \/§C57 \/§<527 \/gcg

En fin, el discriminante sera
Ag = (22-3)*- (5%)2 =28 .31. 55

Solo para confirmarlo, preguntémoslo a PARI/GP:



-~

K=nfinit(t”2-3);
L=rnfinit(K,polcyclo(5));
nfinit(L).disc

% = 324000000

? factor (%)

% =
[2 8]

N N

[3 4]
[5 6]

O

Ejercicio 5.3. Consideremos los campos cuadraticos K = Q(v/3)y K’ = Q(v/—5)
y su compositum KK’ = Q(v/3,v/—5).Sea O = Z & /3Z & /—5Z & /—157.
Calcule OKK’; AKK’ y el indice [OKK’ : O}

Solucién. Tenemos A =4 -3y A =4 -5. De aqui sabemos que
A(O) = (2%-3)% - (22 -5)* =28 . 3% . 5%

Sin embargo, los discriminantes no son coprimos, asi que no podemos afirmar
que O = Og.

De hecho, desde el principio se puede observar que se nos escapd un ele-
mento entero bastante obvio: 3 = —5 = 3 (mdd 4), pero luego —15 = 1
(méd 4),y el elemento ”Qﬂ es entero. Lo que no es tan obvio es que %
es entero, pero lo podemos comprobar calculando directamente el polinomio
minimo. Primero, el polinomio minimo de /3 + v/—5 es

x* + 42° + 64.

Este es un caso particular del calculo general: dados dos campos cuadraticos

linealmente disjuntos Q(v/d;) y Q(1/dz), el polinomio minimo de /d; + v/dz
sobre Q es su polinomio caracteristico que viene dado por

$4 -2 (d1 + d2) I,C2 + (dl — d2)2.

Ahora si v/3 + /=5 es una raiz de z* + 422 + 64, entonces % es una
raiz de x* + 2% + 4. Esto demuestra la integralidad. Tiene sentido entonces
considerar el anillo mas grande

O =Z®V3Z® 7.

\/§+\/?52@1+\/—T5
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Para no equivocarnos y calcular bien el indice [0’ : O], notamos que la base de
O se expresa en términos de la base de O’ como

10 0 -1
01 -1 0
0 0 2 0
0 0 O 2

El determinante de esta matriz es 4, asi que [0’ : O] = 4y luego A(O') =
A(0)/4% =2*.3%2. 52, Ahora

24 . 32 . 52 = A(O/) = [OKK’ : O/]2 . AKKI.

Sabemos que 2, 3 se ramifican en Q(+/3) y 2, 5 se ramifican en Q(v/—5), asi que
necesariamente 2, 3,5 dividen a A k. Esto nos deja muy pocas posibilidades:

[OKK’ : O/] = 1,2.

Entonces, bastaria considerar el cociente %O’ /O'; es decir, ver cudles elemen-
tos entre

%a1+%a2+%a3+%a4,
V3++V=5 1++/~15
a1:17a2:\/§a 043:?7 044:?-

son enteros para a; = 0, 1.

K = nfinit(t"2-3);

L = rmfinit(K,x*2+5);

alpha2 = rnfeltreltoabs(L,t);

alpha3 rnfeltreltoabs(L,(t+x)/2);
alpha4 = rnfeltreltoabs(L, (1+t*x)/2);
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? { for(al=0,1, for(a2=0,1, for(a3=0,1, for(a4=0,1,
print([[al,a2,a3,a4],
minpoly((al+a2*alpha2+a3*alpha3+a4*alpha4)/2)])

D)D) 1

([0, 0, @, 0], x]

[[0, 0, 0, 1], xA2 - 1/2%x + 1]

[[0, 0, 1, 0], x*4 + 1/4%xA2 + 1/4]

[[0, 0, 1, 1], xA4 - xA3 + 5/2%xA2 + 3/4%x + 9/16]
[[0, 1, ©, @], X2 - 3/4]

[[0, 1, 0, 1], X*4 - xA3 + 3/4%xA2 - 1/4%x + 23/8]
[[0, 1, 1, 0], x"4 - 11/4%x"2 + 4]

[[0, 1, 1, 1], X*4 - xA3 - 1/2%¥xA2 + 6%x + 6]

[[1, @0, ©, 0], x - 1/2]

[[1, 0, @, 1], xA2 - 3/2%x + 3/2]




[[1, ©, 1, @], XA4 - 2¥xA3 + 7/4%xA2 - 3/4%x + 3/8]
[[1, @, 1, 1], x4 - 3*xA3 + 11/2%¥xA2 - 3*x + 1]

[[1, 1, @, @], xA2 - x - 1/2]

[[1, 1, 0, 1], XA4 - 3*xA3 + 15/4%xA2 - 9/4%x + 27/8]
[[1, 1, 1, @], x4 - 2¥xA3 - 5/4%xA2 + 9/4%x + 27/8]
[[1, 1, 1, 1], x*4 - 3*xA3 + 5/2%xA2 + 21/4%x + 49/16]

No hay elementos enteros adicionales, y entonces podemos concluir que
OKK,:O” AKK/:24'32‘52, [OKK/ 20]24. O

Ejercicio 5.4. Calcule que
A(Z[Cpe]) = A(Ppe) = £p°, donde s = p°~* (pe — e — 1).
;Cudl es el signo?

Solucion. Tenemos

Ahora

Tomando las derivadas,

e—1

pea? Tt = pt e T T P (a) 4 (0 — 1) ().

Al sustituir ¢ en lugar de z, nos queda
P = (G~ 1) 2 (C).

Dado que ¢ es invertible, tenemos N o (¢) = £1. Ahora para calcular la norma
de ¢, — 1, notamos que

_ _[Q(Gpe) : Q] _ o(r°) _ o1
[@(Cp"‘) . Q(Cp)] = [Q(Cp) L Q] = o(p) =p

(Recordamos que ¢(p¢) = (p — 1) p°~.) Entonces,

1 e—1

NK/Q(CP -1)= NQ(%)/Q(CP - 1)p67 =p’

Esto nos lleva a la formula

, (pe)®®°) .
Nicjo(®ye (€)) = += s = 47,
donde
s=ep(p?) —p ' =p (pe—e—1).
El signo del discriminante sale del teorema de Brill: este es (—1)¢(®")/2, O



Ejercicio 5.5. Demuestre que si n = mp®, donde p 1 m, entonces se cumple la
congruencia
B, () = @, (2)?P) (méd p).

Solucion. Se trata de polinomios con coeficientes enteros, asi que en teoria po-
driamos resolver el ejercicio ocupando férmulas como z” —1 = [ ajn a(z) que
definen los polinomios ciclotémicos. Procedamos por induccién sobre m y e.
Por ejemplo, si m = 1, entonces la férmula si se cumple:

e—1 :Upﬁ -1 e_e—1 e ,
@) = Bp(a? ) = T = (@ )P = @ = )P0 (mod p).

De la misma manera, si e = 0, entonces la férmula se vuelve trivial.
Para el paso inductivo, escribamos

,(0) = (a"-1) [ [] ®ale) = (@"~1) / (IT I ®w@ I ®wp@)

d|n dlm 0<k<e 0<k<e-1
d<n d<m

Reduciendo médulo p, y usando la identidad 3, .. ¢(p*) = p°,

e

O, () ((Im : 1;{(1;1)%% @d(x))p = By ()"

(méd p). O



