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Ejercicio 6.1. Para un campo cuadratico Q(v/d) encuentre n tal que Q(v/d) C
Q(Gn)-

Solucién. Tenemos /—1 € Q({4) Y vVE2 € Q((g). Si p es un primo impar, sa-
bemos que /p* € Q({,), donde p* = (—1)'%1 p (véase la tarea 3). Sip = 3
(méd 4), de todos modos \/p € Q((sp). Ahora si d es un entero libre de cua-
drados, podemos factorizarlo como +2¢p; - - - p,, donde e = 0,1 y los p; son
impares, y las consideraciones de arriba nos dicen que Q(+/d) es un subcampo
de Q(Cspy-p.)-

Este es un caso particular del teorema de Kronecker-Weber que afirma que
cualquier campo abeliano K/Q se encaja en un campo ciclotémico. O

Ejercicio 6.2. Para K = Q(+v/2,4) calcule el grupo Gal(K/Q) y describa los
subcampos de K.

Solucion. Primero hay que ver que K/Q es una extension de Galois. Esto se
sigue del hecho de que K es el campo de descomposiciéon del polinomio

2t —2=(z—V2) (x+ V2) (x —iV2) (z +iV?2).

Se trata del compositum de campos Q(+/2) y Q(4), y como una base de K sobre
Q podemos tomar

1’ 21/4, 21/27 23/4’ 'L'7 i21/4, 121/2’ 123/4

Hay dos automorfismos evidentes: o: v/2 — iv/2de orden 4y 7: i s —i
de orden 2 (la conjugacién compleja). Calculamos que o7 = 703 # 70. De
estas consideraciones se ve que o y 7 generan un grupo de 8 elementos que
sera isomorfo al grupo diédrico D, (también conocido como Dg). Aqui esta el
diagrama de subgrupos. Hay 5 subgrupos de indice 4 y 3 subgrupos de indice 2.
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Es un poco trabajoso, pero no es muy dificil calcular uno por uno los sub-
campos fijos correspondientes.

Q(v2

TS

i)
Q(V2) = Q(iv?) Q(¢s) Q(sv2) = Q(¢EV2)

Q(v2) Q(i) )
G
(Para verificar los calculos, note que (s = g + iTQ.) O

Ejercicio 6.3. Consideremos el campo bicuadratico K = Q(/—3,V5).
1) Describa cémo los primos racionales se factorizan en Og.

2) Calcule la densidad de primos que corresponden a cada tipo de descom-
posicion.

Solucion. En K tenemos tres subcampos cuadraticos:

[ =Q(V-3), F,=Q(\5), F;=Q(/-15).

N



La descomposicion en F; se determina por los simbolos de Legendre corres-
pondientes. Todo depende del resto de p médulo 15:

(—3) 41, p=1 (mdd 3),

p) |-1, p=2 (méd 3);
(5) 41, p=1,4 (mdd 5),
p) -1, p=2,3 (méd 5);

(—15) +1, p=1,2,4,8 (méd 15),
p ) |-1, p=7,11,13,14 (mdd 15).

La extension K/Q es de Galois, asi que ¢, f, g, = 4. Primero podemos ver
qué pasa con los primos ramificados. Tenemos K = F; F, y los disciminantes
son Ar, = —3, Ag, = 5, asi que A = 3% .52, y los primos ramificados en K
son 3y 5.

Si p = 3, entonces p se ramifica en F} y es inerte en F5. Esto quiere decir
que 2 | e3y 2 | f3, asi que el tipo de descomposicion sera p2.

Si p = 5, entonces p se ramifica en Fy y es inerte en F1y, asi que el tipo de
descomposicién es p2.

Para los primos no ramificados se cumple f, g, = 4.

Si p se escinde en uno de los subcampos cuadraticos, pero es inerte en otro,
entonces 2 | f, y g, > 2, asi que el tipo de descomposicién sera p; p,, donde
f = f' = 2. Los primos correspondientes son los siguientes.

= Sip =2,8 (méd 15), entonces p es inerte en F; y F5, pero se escinde en
Fs.

= Sip=7,13 (méd 15), entonces p se escinde en Fy, pero es inerte en Fy y
Fs.

= Sip = 11,14 (mdd 15), entonces p es inerte en Fy y F3, pero se escinde
en Is.

Nos queda el caso de p = 1,4 (mdéd 15) cuando p se escinde en los tres sub-
campos cuadraticos. Nos gustaria probar que en este caso la factorizacion tiene
forma pOy = p1 po p3 ps. Esto es equivalente a probar que para todo ideal primo
p C Ok talqueyp | psetiene [Ok /p : F,] = 1. En otras palabres, hay que ver que
para todo a € Ok existe un entero racional a € Z tal que « = a (mdéd p). Con-
sideremos los ideales p; = pN O, Y pa = p N OF,. Estos son ideales primos en
Or, ¥ O, respectivamente. Por nuestra hipoétesis, se tiene [Op, /p1 : Fy] =1
y [OF,/p2 : F,] = 1. En otras palabras, cualquier elemento o« € Op, es con-
gruente a algiin entero racional médulo p;. Ahora K = Fy F5, y todo elemento
a € Ok tiene forma ), a;3;, donde o; € Op, ¥ B; € Op,.Dadoque p | p:Ox y
p | p2Ok, sabemos que cada «; y ; se reduce a un entero racional moédulo p, y
por ende ). «;5; cumple con la misma propiedad. Esto termina la prueba.

Notamos que el argumento que acabamos de ver se generaliza al siguiente
resultado. Si un primo racional p € Z se factoriza en [K : Q] ideales primos en



Ok, entonces se dice que p se escinde completamente en K. Ahora si K es
el compositum de F; y F, y p se escinde completamente en F; y F,, entonces
este también se escinde completamente en K.

Seglin el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas, las
densidades son entonces % parap; pa Yy i para py p2 p3 pa. O
Ejercicio 6.4. Sea p un nimero primo y el caracter de Dirichlet de orden 2

mad p, definido por el simbolo de Legendre x(n) = (%)

1) Demuestre que exp(g(x) L(1,x)) = IL,(1 — ¢) [1,(1 — ¢;)", donde
9(xX) = X1<a<p_1 X(@)(y, v los productos son sobre los no-residuos y
residuos cuadraticos méd p respectivamente.

2) Use la parte anterior para calcular L(1, x), donde x es el caracter de orden
2 mad 5. (Para el valor numérico en PARI/GP, basta digitar Lfun(5,1))

Soluciéon. Denotemos
p=JJa-¢n [Ja-¢)
Tenemos

log P = log(1—¢p) = log(1—¢) =Y —x(a) log(1 ).

Laserie —log(1—2) =) <, ZTL converge para |z| < 1y también converge para
z = (], (el teorema de Abel). Podemos escribir

log P = Z ZX )G

m>1

Ahora ocupamos la identidad para las sumas cuadraticas de Gauss
Zx )™ = g(x) x(m).

Entonces,

m
log P =Y x(a) Y % = g(x) L(1, ).
a m>1
Esto establece la identidad deseada exp(g(x) L(1, x)) = P.
En particular, si p = 5, calculamos

I =G-G-G+¢=V5

L 1-a-¢
F= —u

) 3+5
(1-¢)(1 ) .

_1—C5 C53: 2




Ahora
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Lo podemos confirmar con PARI/GP:

-~

1/sqrt(5) * log ((3 + sqrt(5))/2)

% = 0.43040894096400403888943323295060542543
? Lfun (5,1)

% = 0.43040894096400403888943323295060542542

De manera similar, si p = 3, entonces g(x) = (3 — (3 = V-3y P = }_g
1+ ¢3 = (6. Asi nos quedamos con la férmula

exp(27i/6) = exp(vV—3 L(1,x)).

Entonces (m6dulo 27iZ) se cumple 27 = i\/3 L(1, x). De aqui L(1, x) = 3”—\@
? Lfun (-3,1)
% = 0.60459978807807261686469275254738524409
? Pi/(3*sqrt(3))
% = 0.60459978807807261686469275254738524409
O

Ejercicio 6.5. Consideremos funciones f, g: Z~; — C y las series de Dirichlet
correspondientes F'(s) = 3_, -, ffL” VG(s) =351 @

1) Demuestre que cuando las series convergen absolutamente en s, se tiene

F(s) - G(s) = 5, L2, donde (f * g)(n) = Yy, £(d) g (5)-

2) Sean p(n) la funcién de Mobius, 7(n) el nimero de divisores, o(n) =
>4 d 1a suma de divisores, y ¢(n) la funcion de Euler. Demuestre que

S I o) TS

n>1 C( ) n>1 n>1 n>1 ( )

Solucién. Usando la convergencia absoluta, podemos cambiar el orden de tér-
minos y escribir

F(s)-G(s):(Z%).( ) Zf sz s(n/d)

m>1 n>1 m,n>1 n>1 d|n



Ademas, la serie que acabamos de obtener también converge absolutamente
en s, dado que

* ’Ild
;|fn!;| ;dzv ng| /d)] (Z

m>1

[ns| ) (Z £ )
La serie ((s) = >_,51 7=
)

converge absolutamente para Res > 1, asi que la
serie 3, -, ) converge absolutamente para Re s > 1.
Denotemos por 1 la funcién constante n +— 1. Tenemos

, sin=1,
e ) = St {0

, sin>1."

De hecho, escribiendo n = pf* - - - pS, para n > 1, tenemos

dould) =D u@spd),

dln (€1,0mmren)

donde e; = 0 0 1. Luego,

%u(d)zl—wr(;)_ <§>+...+(_1)s

Para la segunda identidad, calculamos

(Tx1)( Zl—T

Entonces, ((s)2 =S, ., 2

n>1 5,y estaserie converge absolutamente paraRe s > 1.
Para la tercera identidad, notamos que

C(S—l)zz 1,1_ ﬁ

st ns’
n>1

(1-1)°=0.

n>1

y esta serie converge absolutamente para Re s > 2. Calculamos entonces

(1 x4d)( Zd—a

Entonces, ((s){(s—1) = Zn>1 ns , Y esta serie converge absolutamente para
Res > 2.

En fin, para la dltima identidad, calculamos

(s=1)

() ()

ns
m>1



Ahora
(id* w)(n) = 3 u(d)

d|n
Esto se sigue de la féormula an ®(d) =nyla inversion de Mébius. Entonces,

podemos concluir que C(CS(;)” = > ‘z’é’j) , y esta serie converge absolutamen-
te para Res > 2. O

= ¢(n).

a3




