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Ejercicio 7.1. Demuestre que para una extension de Galois L/ K, primos q C
Or,p C Ok, talesque q | p,yo € Gal(L/K) se tiene

D(o(q)lp) = o D(alp) o™, I(a(q)lp) = o I(qlp)o™".
Ademas, si p no se ramifica, entonces el Frobenius cumple
Frob,(q))p = o Frobg, o L.

Soluciéon. Recordemos que D(q|p) es el grupo estabilizador de q respecto a la
accion del grupo de Galois Gal(L/K) sobre los primos g, . .., q, que estan so-
bre p. Es un cdlculo general que para un G-conjunto X se cumple Stab,, =
o Stab, o~ L.

Para el grupo de inercia, podemos considerar el diagrama

I —— I(o(q)lp) —— D(o(q)lp) — Gal(x(a(q))/x(p)) —— 1

1 —— ol(qlp)o~r —— oD(q|p)o~! —— T Gal(k(q)/k(p))7! —— 1

Aqui 0 € Gal(L/K) induce un isomorfismo 7: x(q) — x(c(q)).
De alli también se sigue la afirmacion sobre el Frobenius.

D(o(q)lp) —— Gal(r(o(q))/x(p))

H |
oDalp)r ™t — 7 Cal(s(a)/n(p))7 "
O

Ejercicio 7.2. Sea F' un campo de nimeros, y L/K/F una torre de extensiones
tal que L/K es una extension normal. Sean p C Op, q € Ok, Q C O, ideales
primos talesque Q | qy q | p.



1) Demuestre que D(Q]q) se identifica con un subgrupo de D(Q|p) e I(Q|q)
con un subgrupo de 7(Q[p).

2) Sip no se ramifica en L, demuestre que Frobg|, = (Frobg),)f(1IP),

3) Silaextension K/F es normal, demuestre que Frob,), es la restriccion de
FI"ObQ‘p .

Solucion. Estamos en la siguiente situacion:

O —» K)(Q)

Ox —» k(q)

Or — &(p)

Tenemos inclusiones naturales Gal(L/K) C Gal(L/F)y Gal(k(Q)/x(q)) C
Gal(k(Q)/k(p)), y estas nos dan el diagrama conmutativo

I —— I(Qlq) — D(Qla) — Gal(x(Q)/x(a)) — 1

[ [

I —— I(Qlp) — D(Qlp) — Gal(x(Q)/r(p)) — 1

Aqui la flecha punteada existe por la conmutatividad del segundo cuadrado, y
es un monomorfismo porque la flecha en el medio lo es. Si p no se ramifica, se
obtiene

D(Q]q) —— Gal(x(Q)/k(q))

[ [

D(Qlp) —— Gal(x(Q)/x(p))

Tenemos
Frobgy: o+ o) = o’

Frobgq: o — o) — o p (apﬂmm)f(q\p).

Si K/F es también una extensiéon normal, entonces tiene sentido considerar
el diagrama

D(Qlp) —— Gal(k(Q)/k(p))

| |

D(alp) —— Gal(x(q)/x(p))



inducido por Gal(L/F) — Gal(K/F),y Gal(k(Q)/k(p)) — Gal(x(Q)/k(p)). Es-
tas son las restricciones de automorfismos, con el nicleo Gal(L/K)y Gal(x(Q)/x(q))
respectivamente. O

Ejercicio 7.3. Sea K el campo de descomposicién del polinomio
f=a"+8x+12.

Calcule Gal(K/Q), las clases de conjugacion, los tipos de descomposicion que
corresponden a cada Frob,,,, y las densidades que nos da el teorema de Chebo-
tarév.

Solucién. Podemos ocupar la reduccién médulo p. Para un polinomio ménico
f € Z[z] y un primo p, supongamos que el polinomio correspondiente f € F,[z]
no tiene raices multiples en F,,. En este caso el grupo de Galois de f se encaja
en el grupo de Galois de f. Para las pruebas, véanse por ejemplo §§VI1.2 + VIL.2
en el libro de Lang. Aqui me gustaria usar nuestro polinomio particular para
explicar el uso de este resultado.

El polinomio f = z*+8x+12 tiene factores multiples al factorizarlo médulo
p = 2y 5. La factorizacién médulo p = 5 nos da

f=@+1) (2 +422 + 2 +2).

El grupo de Galois de f serd Gal(F,:/F,) = C3, lo que nos dice que el grupo de
Galois de f contiene un elemento de orden 3.

El grupo de Galois de f se realiza como un subgrupo transitivo de Sy, y las
Unicas posibilidades para este son

04, V47 DSa A47 S4'

Sabiendo que tenemos un elemento de orden 3, nos quedan solamente dos po-
sibilidades: A4y S;. Calculamos el discriminante

A(f) = [ (i = ap)*.

i<J

En este caso particular A(f) = 2'2 - 3% es un cuadrado. Entonces,

H(Oéi - aj) € Q7

i<j

y por lo tanto este nimero es fijo respecto a la accién del grupo de Galois. Nota-
mos que la transposicion que intercambia dos raices «; y a; no estd en el grupo
de Galois: esta transposicion cambia el signo de [[,_,(e; — a;). Entonces, el
grupo de Galois es A,.

Ahora bien, las clases de conjugacion en A, son las siguientes.

= (C; = {id}. En este caso el Frobenius es trivial, asi que p se escinde com-
pletamente en 12 ideales primos. La densidad correspondiente sera %



m Cy={(12)(34), (13)(24), (14)(23)}. En este caso el Frobenius tiene
orden 2, lo que corresponde a descomposiciones de la forma p; - - - pg. La
densidad correspondiente es 1.

m O3 ={(123), (134), (142), (24 3)}. En este caso el Frobenius tiene
orden 3, lo que corresponde a las factorizaciones de la forma p; ps p3 pa.
La densidad correspondiente es 3.

= Cy={(124), (132), (143), (234)}.Este caso es similar al anterior.

En particular, podemos concluir que hay tres tipos de factorizaciones: en 4
ideales primos (densidad %), en 6 ideales primos (densidad 1), y en 12 ideales
primos (densidad ). O

Ejercicio 7.4. Para K = Q(+/2) consideremos la cerradura de Galois I =

Q(V2,1).
1) Demuestre que el Gnico primo racional p que se ramificaen L es p = 2.

2) Para p impar sea p C Op, un primo tal que p | p. Determine cémo el tipo
de factorizacion de p en Ok para toda posibilidad para Frob,,,,.

Solucién. Tenemos L = KF, donde F = Q(¢). La extensién F'/Q es de Galois.
Dado un primo racional p, sean 8 C Oy, un ideal primo tal que B | pyp =
PBNOkyqg=PNOF.

Se puede ver que en esta situacién la restricciéon de automorfismos induce
inclusiones D(B|p) — D(q|p) e I(P|p) — I(q|p). El Gnico primo p que se rami-
ficaen F es p = 2. Entonces, para todo p impar se tiene I(B|p) = I(q|p) = 1.
Esto implica que

e(Blp) = e(Plp) e(plp) = e(plp)-

Tenemos A(z* —2) = —2!! asi que en K también se ramifica solamente p = 2.
Entonces, e(B|p) = 1 para todo p impar. Esto verifica la parte 1).

Ahora K es el subcampo fijo por la conjugacién compleja, que bajo el iso-
morfismo Gal(L/Q) = D, corresponde al subgrupo H = {1, f}. Las clases la-
terales correspondientes son

H, Hr, Hr?, Hr3.

La siguiente tabla nos da las acciones del Frobenius Frob,,, sobre las clases

laterales y las descomposiciones correspondientes de p en K.



Frob,,, orbitas descomposicion densidad
1 {H}, {Hr}, {Hr?}, {Hr’} P1p2pspa i
r {H — Hr — Hr? — Hr3} ]

inerte, f =4 1

re {H — Hr® — Hr?> — Hr}

r? {H — Hr?}, {Hr — Hr3}
rf=fr® {H— Hr®}, {Hr — Hr?} pip2, f1 = f2 =2 3

rf=fr {H— Hr}, {Hr> — Hr3}

f {HY}, {Hr — Hr®}, {Hr?}
pipeps, fi=fa =1, f3 =2 i

r2f = fr* {H — Hr?}, {Hr}, {Hr?}
O

Ejercicio 7.5. Para la extension ciclotémica L = Q(¢,) determine cdmo los
primos no ramificados p { n se descomponen en el subcampo K = Q(¢, +¢; ).

Solucién. Para p { n el automorfismo de Frobenius sobre Q(¢,,) viene dado por
¢n — (2. El grado de campos residuales f es el orden del Frobenius; es decir, el
orden de p en el grupo multiplicativo (Z/nZ)* = Gal(Q(¢,)/Q).

Ahora K = Q(¢, + ¢, 1) es el subcampo fijo por la conjugacién compleja
G+ (L y Gal(K/Q) = (Z/nZ)* /{#1}. El Frobenius corresponde a la clase
de p en el cociente (Z/nZ)* /{+1}, y el grado del campo residual sera el orden
de p en ese grupo.

He aqui un ejemplo particular para el campo Q(¢7).

pmbd 7: 1 2 3 4 5 6
ordenen (Z/7Z)* : 1 3 6 3 6 2
(z/7z)*
orden en et 1 3 3 3 3 1
desc.enQ(¢7):  Pi---Ps  PiP2 inerte P1Po inerte P PoPs
desc.en Q(¢r + ¢ 1) pipops  inerte inerte inerte inerte  pipaps

Otro ejemplo: p = 2tiene orden4 en (Z/15Z)* y tambiénen (Z/15Z)* /{+1}.
Entonces, p se descompone en 2 = ¢(15)/4 ideales primos en Q({;5), y es inerte
en el subcampo Q((15 + (i5')- O



