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Introduccion

I attended a course in algebraic number theory
from Artin which was extremely elegant,
although perhaps too advanced for me.
However, it wasn’t until a few years later that I
learned what an algebraic number was. The
course was so streamlined that algebraic
numbers were never actually mentioned.

John Milnor, citado por Steven Krantz

La teoria de nameros algebraicos estudia... los naimeros algebraicos, es decir, los nimeros complejos
a € C que satisfacen una relacién algebraica no trivial

apa + an_la”’l + - +aa+a =0,

donde a; € Qv a, # 0. Estos numeros viven en los campos de niimeros que son extensiones finitas K/Q.
A saber, los campos de nimeros son de la forma K = Q(ay, . . ., as), donde los a; son nimeros algebraicos.
Un ejemplo sencillo de campo de ntimeros es

Q(v-5)={a+bV-5|abeqQ},

la extension cuadratica de los niimeros racionales que se obtiene afadiendo la raiz cuadrada v/—5.

La teoria de nimeros surge al considerar subanillos en los campos de nimeros R C K, que seria 16gico
denominar los anillos de niimeros. (No es un término muy comun, pero lo adoptaremos en nuestro curso,
siguiendo a [Ste2017].) Por ejemplo

Z[\/-5]={a+bv/—-5|a,beZ}

es un anillo de niimeros dentro del campo de ndmeros Q(+/—5).

Los anillos de nimeros son objetos unidimensionales. Especificamente, a cualquier anillo conmutativo
R se puede asociar su dimensién de Krull dim R, y para cualquier anillo de nimeros se cumple dimR = 1. En
este sentido la teoria de anillos de niimeros se parece mucho a la teoria de curvas algebraicas.

Los anillos de nimeros son generalizaciones bastante sencillas del anillo de los nimeros enteros Z, pero
en los anillos de nimeros, entre otras cosas, ya no necesariamente se cumple el teorema fundamental de la
aritmética (que afirma que todo niimero se expresa esencialmente de manera inica como un producto de
numeros primos). Por ejemplo, en el anillo Z[v/—5]

2:3=(14+v=5)(1—+-5)

son dos factorizaciones distintas del nimero 6. La idea de Richard Dedekind consistia en remplazar las
factorizaciones en nimeros primos por factorizaciones de ideales en ideales primos del anillo. En el ejemplo
de arriba,

2)=p% (3)=qaz (1+vV=5) =pq, (1-+v=5)=pq,



donde
p:(2a1+v_5)7 q1:(371+\/_5); CIZZ(372+V_5)

son ideales primos en Z[v/—5]. Los anillos de nimeros donde los ideales se descomponen de manera tinica
en ideales primos se conocen como los anillos de Dedekind. Todas estas nociones serdn introducidas y
consideradas en detalles en el curso.

El objetivo principal serd definir algunos invariantes fundamentales de los campos de nimeros: el anillo
de enteros Ok C K, grupo de clases Cl(K), y grupo de unidades Oy, demostrar sus propiedades bdsicas
y aprender a calcularlos.

Todos los invariantes que seran considerados en el curso se pueden calcular algoritmicamente. En parti-
cular, veremos ejemplos de calculos en el programa PARI/GP (https://pari.math.u-bordeaux.fr/)
y la base de datos LMFDB (https://lmfdb.org/). Todo el material teérico sera acompanado de proble-
mas con pruebas y calculos particulares.

0.1 Para qué sirve este curso

Este curso podria ser interesante para los que estudian dlgebra conmutativa, ya que seran consideradas
algunas nociones fundamentales de esta area (ideales primos, anillos de valuacién discreta, anillos de De-
dekind, el grupo de Picard de un anillo conmutativo, el grupo de unidades, etc.), basandose en ejemplos muy
concretos y calculables. En cierto sentido, el dlgebra conmutativa histéricamente se originé en la teoria de
nimeros algebraicos. (El mismo término «anillo» fue introducido por Hilbert en un contexto de anillos de
numeros, e «ideal» es la abreviacion del «<nimero ideal».)

Ademas, la similitud entre los anillos de nimeros y curvas algebraicas que mencioné arriba, haria este
material Gtil para los que estdn aprendiendo superficies de Riemann, singularidades de curvas, etc. y los
interesados en la geometria algebraica moderna (la teoria de esquemas etc.).

Por ultimo, y no menos importante, este curso es fundamental para los estudiantes con intencién de
aprender la teoria de nimeros.

0.2 Conocimientos preliminares

Tendré que suponer que los oyentes conozcan las nociones como anillo (conmutativo), ideal (primo, ma-
ximal), anillo cociente, mddulo sobre un anillo (médulo libre, rango), y campo (incluso la teoria de campos
finitos). Tampoco estaria mal conocer la teoria de Galois basica, pero el lector puede consultar el apéndice
A para un breve resumen.

De todas maneras, cuando sea necesario en el transcurso, trataremos las nociones poco conocidas. Uno
de mis objetivos es presentar diferentes herramientas algebraicas, asi como ejemplos muy concretos.

0.3 Referencias

Mi fuente principal de inspiracién son los apuntes de Peter Stevenhagen [Ste2017] de un curso que se
imparte en la universidad de Leiden (Paises Bajos). Ademas, podrian ser utiles diferentes libros de texto
sobre el tema; he aqui algunas fuentes que puedo recomendar.

Algunos apuntes en linea, a parte de [Ste2017], son los siguientes:

= el curso de Andrew Sutherland en MIT: https://dspace.mit.edu/handle/1721.1/124987
= ].S. Milne: https://www.jmilne.org/math/CourseNotes/ant.html
» Paul Garrett: http://www-users.math.umn.edu/~garrett/m/number_theory/

= varios apuntes de Keith Conrad: https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/
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= un curso de Robert B. Ash: https://faculty.math.illinois.edu/~r-ash/ANT.html

Algunos libros introductorios son [IR1990, Chapters 12, 13, 17], [AW2004], [KKS2011], [FT1993], [Mar2018],
[Sam1967], [BS1966, Chapters 4, 5], [Cox2013].

Para experimentos en PARI/GP, véase el libro [RV2007].

Lectura avanzada: [Neul1999], [Lan1994], [CF2010].

En fin, en este curso veremos varios calculos especificos, pero no hablaremos de algoritmos serios. Las
fuentes recomendadas sobre la teoria algoritmica son [PZ1997], [Len1992], [Coh1993].
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Capitulo 1

Primer encuentro con anillos
de numeros

En este capitulo introductorio vamos a definir los campos y anillos de niimeros y para motivar su estudio,
veremos varios ejemplos de sus aplicaciones a los problemas de la teoria de nimeros clasica.

11 Campos de numeros

Clase 1
Como sugiere el nombre del curso, nuestro objeto de estudio son los niimeros algebraicos que son 10,0820
elementos de Q, la cerradura algebraica del campo de niimeros racionales Q.

1.1.1. Definicion. Un namero « € C es algebraico si este satisface alguna relacion algebraica
and" + ap_1a"" '+ +aja+ag =0,
donde ay, a;,...,a, € Qya, #0.

Por supuesto, siempre se pueden normalizar los coeficientes para obtener un polinomio ménico con
a, = 1. Si ademas se puede escoger un polinomio moénico con coeficientes enteros, se dice que « es un
entero algebraico.

1.1.2. Definicién. Se dice que a € C es un entero algebraico si

1+"'+0105+(10=0,

"+ ap_1a"”
para algunos ag, di, . . ., dy_1 € Z.

1.1.3. Ejemplo. El niimero o = ”T\/g es un entero algebraico, ya que cumple la relacion

a)—a—-1=0. A

Todos los enteros algebraicos forman un subanillo de Q (no es algo inmediato; lo veremos m4s adelante
en el curso).

Los ntimeros algebraicos viven en campos de niimeros.
1.1.4. Definicién. Un campo de niimeros es una extension finita K/Q.

Recordemos que por una extensién finita se entiende una extension de grado [K : Q] = dimg K finito.



1.1.5. Ejemplo. Sea d un entero libre de cuadrados” (posiblemente negativo). Entonces,
QCQ(Vd)={a+bVd|abeQ}

es una extension de Q de grado 2. A saber, como una base sobre Q se puede tomar {1, \/a}. A

1.1.6. Ejemplo. Sea f € Q[x] un polinomio irreducible. En este caso el anillo cociente Q[x]/(f) es un campo
y es una extension de Q@ de grado degf. Si « es una raiz de f, entonces el homomorfismo de evaluacién

Q] = C, g+ gla)
induce un isomorfismo
Q(a) = QK /().

Notamos que el objeto a la derecha es puramente algebraico.
De hecho, toda extension finita de Q es isomorfa a una de la forma Q(«) = Q[x]/(f); este es el contenido
del teorema del elemento primitivo (véanse los ejercicios). A

1.1.7. Ejemplo. Sea ¢, = exp(2wi/n) una raiz n-ésima primitiva. El polinomio minimo de ¢, es el n-ésimo
polinomio ciclotémico

o, = J[ x-¢) ez
1<k<n
med(k,n)=1

El hecho de que el polinomio de arriba tiene coeficientes enteros y es irreducible no es tan inmediato.
El lector que no conoce los polinomios ciclotémicos puede revisar el Apéndice B.
El n-ésimo campo ciclotomico

Q(¢n) = Q[x]/(Pn)

es una extension de grado ¢(n) de Q.
Se tiene Q(¢m) = Q(¢n) para m < n siy solamente si m es impar y n = 2m. Esto también se refleja en la
identidad para los polinomios ciclotémicos @y, (x) = @, (X). A

1.2 Anillos de nimeros

La siguiente terminologia es un poco menos comun, pero sera util en nuestro curso.
1.2.1. Definicién. Un anillo de niimeros es un subanillo de un campo de nimeros.
1.2.2. Ejemplo. Los anillos Z,

ZP}:{%WaEZk:OJJVH}

2= {2 o15)

(para n > 0y p primo fijos) son anillos de niimeros, siendo subanillos de Q. Los anillos Z {ﬂ Y Zp) son
diferentes localizaciones de Z. A

1.2.3. Ejemplo. Sid es un entero libre de cuadrados, entonces
ZVd) = {a+bVd|a,b e Z}

es un anillo de nimeros, siendo un subanillo de Q(v/d). Este es un Z-médulo libre de rango 2.

“Es decir, tal que n® { d para ningin n > 1



Sid=1 (mdd 4), se puede considerar el anillo mas grande

Z[1+2¢3] - {a+bl+2\/‘7 |a.beq} cava).

Notamos que el nimero a = Y4 es un entero al ebraico, ya que este satisface la relacién
2

-1
az—a—Lzo.

4
De nuevo, Z [”Tﬁ} es un Z-modulo libre de rango 2. A

1.2.4. Ejemplo. El anillo
Z[Gn] = {Z a Gy | ax € Z}
k
es un anillo de ndmeros, siendo un subanillo del campo ciclotémico Q(¢;,). A
Una clase importante de anillos de niimeros son érdenes.

1.2.5. Definicién. Un anillo de nimeros R C K que es finitamente generado como Z-méddulo se llama un
orden en su campo de fracciones FracR C K.

Puesto que un campo de nimeros K como un grupo aditivo no tiene elementos de torsién, notamos que
un orden es un Z-modulo libre.

1.2.6. Ejemplo. Los anillos de nimeros Z[v/d] y Z[(,] son érdenes. En general, si f € Z[x] es un polinomio
monico irreducible, entonces Z[x]/(f) es un orden de rango degf. Este anillo es isomorfo a Z[a] donde « es
una raiz de f. Notamos que Z[x]/(f) naturalmente se identifica con un subanillo de QI[x]/(f):

Z[a] C Q(«).

Este es el candidato mas obvio para un subanillo en un campo de nimeros. Sin embargo, mas adelante
veremos que no es siempre la mejor opcion.

Notamos que en este ejemplo f es un polinomio ménico con coeficientes enteros, asi que « es un entero
algebraico. En el caso contrario, si @ no es un entero algebraico, Z[a] no serd finitamente generado como
un Z-médulo. A

1.2.7. Ejemplo. Por otra parte, los anillos como Q, Z [ﬂ ¥ Zpy no son oOrdenes (ejercicio). A

1.3 Primeros calculos en PARI/GP

Durante el curso trataremos de ver ejemplos de calculos en el programa PARI/GP. Para descargarlo y
consultar la documentacidn, consulte la pagina

https://pari.math.u-bordeaux.fr/

También recomiendo el libro [RV2007] enfocado en la exploracion de la teoria de nimeros a través de calcu-
los en PARI/GP.

Ya que estdbamos hablando de ndmeros algebraicos, la funcién al gdep(x, d) busca una relacién alge-
braica para x de grado < d. Por ejemplo,


https://pari.math.u-bordeaux.fr/

? algdep((sqrt(13)+1)/2, 2)

% = x"2 - x - 3

? algdep(fibonacci(101)/fibonacci(100)*1.0, 2)
% = x"2 - x -1

? algdep (exp (2*Pi*I/7), 6)

% = xN6 + xA5 + xM + xA3 + xN2 + x + 1

? algdep (sqrt(2) + sqrt(3), 4)

% = x4 - 10*x"2 + 1

? algdep (Pi,5)

% = 37542*xA5 - 69665*x74 - 134081*x/N3 - 77323%x"2 + 40979*x + 89174
? subst(%,x,Pi)

% = -1.7092371337382136939 E-26

(El nimero 7 es trascendente, asi que no hay que esperar una relacion algebraica razonable.)

Dado que todos los campos de nimeros son de la forma Q[x]/(f) para un polinomio irreducible f, para
hacer calculos en ellos basta saber trabajar con los polinomios médulo f. Esto se hace mediante la division
con resto, pero en practica se puede usar PARI/GP. Alli 1a expresion Mod(g, f) denota el polinomio g médulo
f. Si queremos olvidar de que g se considera maddulo f, se puede usar la funciéon Lift(x)

Por ejemplo, para calcular las potencias de 1 + v/2, podemos hacer lo siguiente:

? u = Mod (1+x, x"2-2);
? vector (10,i,u”i)
% = [Mod(x + 1, x~2 - 2), Mod(2*x + 3, xA2 - 2), Mod(5*x + 7, x/2 - 2),
Mod(12*x + 17, x/2 - 2), Mod(29*x + 41, x"2 - 2),
Mod(70*x + 99, x~2 - 2), Mod(169*x + 239, x/2 - 2),
Mod(408*x + 577, x~2 - 2), Mod(985*x + 1393, x~2 - 2),
Mod(2378*x + 3363, x~2 - 2)]
? lift (%)
% = [x + 1, 2*x + 3, 5*x + 7, 12%x + 17, 29%x + 41, 70*x + 99,
169*x + 239, 408*x + 577, 985*x + 1393, 2378*x + 3363]

Para verificar si un polinomio es irreducible, se puede usar pol isirreducible(f), mientras que factor(f)
encuentra los factores irreducibles.

? £ = polcyclo(12)
= XM - xr2 + 1

-~

polisirreducible(f)

% =1

? factor (f*Mod(1,2))

%:

[Mod(1, 2)*x72 + Mod(1l, 2)*x + Mod(1l, 2) 2]

? factor (£f*Mod(1,3))



%:
[Mod(1, 3)*xA2 + Mod(l, 3) 2]

? factor (£*Mod(1,5))

%=

[Mod(1, 5)*xA2 + Mod(2, 5)*x + Mod(4, 5) 1]
[Mod(1, 5)*xA2 + Mod(3, 5)*x + Mod(4, 5) 1]

? factor (x"6-1)
%=

L x - 11]
L x + 1 1]
[x*2 - x + 1 1]
[x22 + x + 1 1]

Elpolinomio minimoy el polinomio caracteristico se encuentran mediante minpoly(x) ycharpoly(x)
respectivamente:

? charpoly (Mod (x + x~-1, polcyclo (5)))
% = XN + 2¥xN3 - xN2 - 2¥%x + 1

? factor(%)

9 =

[x*2 + x - 1 2]

? minpoly (Mod (x + x~-1, polcyclo (5)))
% = x"2 + x -1

1.4 Reciprocidad cuadratica mediante sumas de Gauss en Z[(,|

Existen muchisimas pruebas de la ley de reciprocidad cuadratica, y en esta seccén vamos a ver la prueba
de Gauss basada en cdlculos ingeniosos en el anillo ciclotémoco Z[(,). Este es un ejemplo curioso de como
propiedades de los nimeros enteros Z se establecen al pasar a un anillo mas grande.

1.4.1. Definicidén. Sea p un nimero primo fijo. Para un nimero entero a tal que p t a el simbolo de Le-
gendre se define mediante

<a>__{+4, a es un cuadrado médulo p,

p —1, ano esun cuadrado médulo p.

A@m%mmmﬂa%pme@):a

De la definicion esté claro que sia = b (méd p), entonces (%) = (g) Recordemos que el grupo multi-
plicativo I es ciclico (véase A.12.3), lo que significa que existe un generador x € I tal que

Fy={1,xx*x, .. %%}

5
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Entonces, x* es un cuadrado si y solamente si k es par. De aqui se ve facilmente que el simbolo de Legendre

(p) L FY — {£1}.

Para calcular el simbolo de Legendre, se usa el siguiente resultado, descubierto por Gauss.

Entonces, se trata de un homomorfismo

1.4.2. Teorema (Reciprocidad cuadratica). Sean p y q diferentes primos impares. Entonces,

(§)-7 ()

Ademds, se cumple

1.4.3. Ejemplo. Para p # 3 calculemos el simbolo de Legendre (?) . Tenemos

(3)-G) )-crmcr ©)-0)

El tinico cuadrado no nulo médulo 3 es 1, asi que

(—3)_ +1, sip=1 (mbd 3),
p) |-1, sip=2 (mdd3).

Por ejemplo,
—3=22(7),-3=6%(13),-3 = 4% (19), -3 = 112 (31), -3 = 162 (37). A
1.4.1 Congruencia de Euler y leyes suplementarias
Primero, nos servira la siguiente interpretacion del simbolo de Legendre.
1.4.4. Lema (Congruencia Euler). Parap # 2y atal que p 1 a se tiene
a p—1
—)=azr (mddp).
( p> (mod p)
Demostracion. Sea x un generador de . Tenemos [a], = x' para algun i, y este es un cuadrado en Fysiy

solamente si i es par. Luego,

a)y” = xF

.. .p—1 P o x ’
Sii es par, entonces i~ es divisible por p — 1 = #IF, asi que

ip—1
X7z =1



(usando que [F)| = p — 1). Si i es impar, entonces 1"’2;1 no es divisible por p — 1, y por ende

et

X' £ 1.
Sin embargo,
(x’p%l)z — ¥ -1 — 1,
lo que nos permite concluir que -
X7 = —1.

1.4.5. Corolario (Primera ley suplementaria). Para p # 2 se cumple

(—1) B (_1)% _J+1, p=1 (méd4),
p) -1, p=3 (mbd4).

Demostracion. Basta sustituir a = —1 en el criterio de Euler.

1.4.6. Corolario (Segunda ley suplementaria). Para p # 2 se cumple

(2> B (_UJT—I )41, p=1,7 (mdd 8),
p) ~|-1, p=3,5 (mdd 8).

Demostracion. De nuevo, se puede aplicar el criterio de Euler

2 p—1
— | =27 (mdd p),
() mr

y hay que solo identificar el nimero a la derecha. Hay argumentos elementales, pero me gustaria presentar

un célculo con las raices octavas de la unidad. Consideremos (g = exp(2i/8) y el nimero

a=C+Gh

Notamos que en el anillo Z[(g] se cumple

a”(<s+<g1>"<§+<g”{

(usando la identidad (x + y)? = x” +y? (méd p)). Puesto que o = v/2, calculamos

p—1

27 =l =afal=(G+ G Val= {

7

(s+C ' =+a, p==+1 (mbd 8),
§§’+C§3:—a, p=+3 (mdd 8).

41, p=+1 (méd8),
-1, p=43 (mdd 8).

(mod p)

(mod p)



1.4.2 Sumas cuadraticas de Gauss
Vamos a trabajar en el anillo ciclotomico Z[(,], donde p es un primo impar fijo y ¢, = exp(2i/p).

1.4.7. Definicién. Para a € Z la suma cuadratica de Gauss correspondiente viene dada
i )
ga= (p) a4 e Z[G).

Ademas, pongamos g = g3.

A partir de ahora todas las sumas seran entre 0 y p — 1, asi que vamos a escribir «}_;» en lugar de
«>_p<i<p_1”- Primero necesitamos algunos lemas.

1.4.8. Lema.
ai __ p7 Slp ‘ aa
S -4

sipta.

Demostracion. Sip | a, entonces C;,‘i = 1y = 1. Por otra parte, si p { a, entonces G #1, ¢ =1,yen

Q(¢p) se cumple
R |
ai __ >P _
Zi:gp =1 0. ]

1.4.9. Lema. g, = (%) g

Demostracién. Primero, sip | a, entonces (%) =0y

i , i
a- > (5)e- 3 (5)-0
0<i<p—1 ~  0<i<p-1

Ahora supongamos que p { a. En este caso calculamos

5)e-G)ZG) e -2(5)¢-2()

1 1

Esto establece el resultado, dado que (%) = +1. [ ]
Ahora consideremos el cuadrado de nuestra suma de Gauss:

- (2(2)¢)

1

Se puede ver facilmente que este es un entero (un elemento de Z y no solamente Z[(,]) usando la teoria de
Galois. A saber, el grupo Gal(Q(¢y)/Q) consiste en automorfismos o: ¢, — (; donde 1 < a < p — 1 (véase
§B.3). Cada uno de ellos deja g fijo:

o(g) = o(g) = 8 = (g)z =g

Podemos concluir que g € Z[(,]NQ = Z. Algunos célculos suguieren cudl es el nimero entero en cuestion.



? test (p) = liftall (Mod(sum(i=1,p-1,kronecker(i,p)*x”i), polcyclo(p))*2);
? forprime (p=3,23, print ([p, test(p)]))

[3, -3]
[5, 5]
L7, -71]
[11, -117
[13, 13]
[17, 17]
[19, -19]
[23, -23]

1.4.10. Lema. g% = p*.

Demostracion. El truco consiste en calcular la suma )", g, 8-, de dos maneras diferentes. Primero, usando
1.4.9, calculamos que para p t a se tiene

o ()e ()6 () () 2 ()

Por otra parte, si p | a, entonces g,8—, = 0. Todo esto nos da la identidad

2;&gw::(;)(p—né. *)

Ahora el calculo directo nos lleva a
Ser S0 (1)e) () (0) () e
- T VTP AP T\ p) =
Usando 1.4.8, calculamos
ai—j) _ Jp, ifi=j,
%x” _{Qiﬁ¢[

Asi se puede concluir que

Za:gagfa =Y <;>2 p=@-1p,

i
y nos queda comparar el resultado con (*). |
De hecho, el signo fue calculado por Gauss:
_Jvp, p=1 (mdd4),
87 \iyp, p=3 (méd4)

(véase [IR1990, Chapter 6]), pero esto no sera relevante para nuestra prueba.



1.4.3 Demostracion de la reciprocidad cuadratica

Sean py q diferentes primos impares. Denotemos

pr= (?) p=(-1)7p.

Entonces, la reciprocidad cuadratica es equivalente a la formula

()-()-c7 ()

Vamos a trabajar con congruencias médulo g en el anillo Z[(,]:
x=y (mdd q) < x—y=qzparaalginz € Z[(,],

o de manera equivalente, trabajar en el anillo cociente finito Z[(,]/(q). Por el momento no necesitamos
saber mucho de su estructura, salvo las siguientes sencillas observaciones.

1. Para cualesquiera x,y € Z[(p) se tiene (x +y)? = x1 +y? (méd q).
Esto se sigue inmediatamente del teorema de binomio.

2. Dos enteros a,b € Z son congruentes modulo q en Z si'y solamente si son congruentes moédulo q en el anillo
mds grande Z[(p).

En efecto, para la implicacién menos obvia, si a — b = gx para algun x € Z[(,|, entonces x = “;—b € Q,
pero por otro lado, Z[(,] N Q = Z.

Segtin 1.4.10, tenemos

Luego, en Z[(,] se cumple

Por otro lado,
e (ST e T () g-a ()6 mun

Combinando las dos congruencias,

(5) o= () e

El anillo Z[¢,]/(g) no tiene por qué ser un dominio, asi que hay que tener cuidado antes de cancelar g. Sin
embargo, multiplicando por gy usando otra vez mds 1.4.10, se obtiene la congruencia en Z|(p)

P q .
— |p*=(=)p* (mddq).
(5)r=(3)r w0
Gracias a la segunda observacién de arriba, esto es lo mismo que una congruencia médulo q en Z, donde
(7)r=0)r=00)=G)=(E)-6)
q p q p q p
y hemos terminado la demostracion. |

La prueba de arriba ya demuestra el poder de los anillos de nimeros. Ademas, a partir de ahora vamos
a ocupar la reciprocidad cuadratica libremente en nuestras pruebas.
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1.5 Divisibilidad y factorizacién en dominios

Clase 2
Nos interesan los anillos de nimeros, y estos son dominios de integridad (no tienen divisores de cero), 12/08/20
ya que por la definicién estan dentro de un campo. En la presente seccién R siempre denotara un dominio.

1.5.1. Definicién. Se dice que a € R es una unidad si « es invertible; es decir, si existe 5 € R tal que
a3 = 1. Las unidades forman un grupo multiplicativo que sera denotado por R*.

En general no es facil describir el grupo de unidades R*. Uno de los resultados principales del curso sera
la descripcion de R* en el caso cuando R es un orden en un campo de nimeros.

1.5.2. Definicion. Consideremos elementos «, 8 € R.
= Se dice que « divide a 8 (notacién « | 8) si § = ya paraalginy € R.
= Se dice que o y 3 son asociados (notacion a ~ B)sia | Sy B | a.
Para un elemento o € R vamos a denotar por
(a) ={ya |y €R}

el ideal principal generado por «. La divisibilidad puede ser interpretada en términos de ideales principa-
les:

La relacién de divisibilidad tiene todas las propiedades esperadas. La relacidn ~ tiene el siguiente sig-
nificado:

a~f3 < B=uaparau € R*.

Los elementos que no tienen divisores no triviales se llaman irreducibles, mientras que la nocién de
elementos primos es diferente y hay que hacer la distincién.

1.5.3. Definicién. Sea m € R un elemento no nulo y no invertible.
1) Sedice que 7 es irreducible si se cumple
almr=a€eR 0a~m.
2) Se dice que 7 es primo si se cumple
T|laf=m|aow|p.

1.5.4. Proposicion. Todo elemento primo es irreducible.
Demostracion. Ejercicio. [ ]

En general, un elemento irreducible no tiene por qué ser primo; vamos a ver ejemplos particulares en
los ejercicios. Esto tiene que ver con falla de factorizacién tnica.
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1.5.1 Dominios de factorizacién Unica

Se dice que R es un dominio de factorizacién tnica si en R se cumple el teorema fundamental de la
aritmética en el siguiente sentido.

1.5.5. Definicion. R es un dominio de factorizacion tinica si se cumplen las siguientes dos propiedades:
1) todo elemento no nulo y no invertible o € R puede ser expresado como
Q= T,
donde 71, ..., 7 € R son irreducibles;
2) estas expresiones son Unicas salvo el orden de los mdltiplos y la relacién de equivalencia ~: si
Q=TT =p1- Pt

donde 7, pj son irreducibles, se tiene necesariamente s = t, y después de una permutacion de los
multiplos, se cumple 7; ~ p; paratodo 1 <i <s.

El concepto de factorizacion inica fue explorado sistematicamente por primera vez por Gauss. Los ani-
llos de nimeros no suelen tener factorizacién tnica. Este es uno de los temas principales de nuestro curso.
Los primeros ejemplos particulares se encuentran en los ejercicios.

1.5.6. Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) R es un dominio de factorizacion tinica;
2) R satisface las siguientes dos propiedades:
a) toda cadena ascendente de ideales principales se estabiliza: dada una cadena de ideales principales
(a1) € (a2) € (a3) C---CR

existe n tal que (an) = (apy1) = -

b) todo elemento irreducible es primo.

Demostracion. Supongamos que R es un dominio de factorizacion Unica. Ahora si

(@) C(B), a=m-m, B=pi-p

son factorizaciones en elementos irreducibles, entonces s > t. No podemos tener una cadena infinita
() S () S (ag) &+

porque a cada paso el nimero de factores irreducibles disminuye. Esto establece la propiedad a).
Para la propiedad b), si 7 es un elemento irreducible y = | o3, basta considerar las factorizaciones de «
y B en irreducibles para concluir que 7 | « o 7 | 3.

La implicacién un poco mas trabajosa es 2) = 1).

Primero, usando la propiedad a) se puede ver que en R todo elemento no nulo y no invertible o € R es
divisible por algiin elemento irreducible. A saber, si el mismo « no es irreducible, entonces podemos escribir
a = a1, donde a; ¢ R* y a1 # «. Si a; tampoco es irreducible, podemos repetir el proceso. La condicién
a) implica que en algin momento se encuentra un factor irreducible de a.

Ahora aplicando la existencia de factor irreducible y la condicién a), se puede obtener una expresién

o =T Ts,
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donde 71, ..., 7 s € R son irreducibles. (Dejo todos los detalles como un ejercicio.)
Esto establece la existencia de factorizaciones, falta probar su unicidad. Consideremos entonces dos
expresiones
Ty Ts = pLecc P
Sin pérdida de generalidad, asumamos que s < ty procedamos por induccién sobre s. Dado que 7 es primo,
después de una renumeracion de los p;, podemos asumir que 7 | p;. Pero p; esirreducible, asi que 7 ~ p;. Los
podemos cancelar y obtener un niimero menor de factores irreducibles. Esto nos da el paso inductivo. W

Para terminar nuestra breve discusién de dominios de factorizacion Unica, recordemos la nocién de
valuacion.

1.5.7. Definicion. SiR es un dominio de factorizacion Unica, para un primo fijor € Ry a € R la valuacion
m-adica viene dada por

Ve(a) =max{n | 7" | a}.
Ademads, pongamos v, (0) = co.

La factorizacion tnica en R significa que para todo « # 0 se cumple
Q ~ H ﬂ'vﬂ' (O/),
T

donde el producto es sobre las clases de equivalencia de los elementos primos médulo la relaciéon ~. Es facil
comprobar las siguientes propiedades basicas:

v1) v;(a) = oo siy solamente si @ = 0.
v2) vi(aB) = Va(a) + v (B).
v3) V(o + 8) > min{v,(a),v.(8)}.
A partir de la definicién, o tratando a v1), v2), v3) como axiomas, podemos también deducir que
a) v, (u) = 0 paratodo u € R*. En particular, v, (ua) = v.(a) y vz (—a) = v (a).

b) Siv,(a) # v.(5), entonces v, (« + 8) = min{v,(a), v.(8)}.

1.5.2 Dominios de ideales principales

1.5.8. Proposicion. Supongamos que R es un dominio de ideales principales. Es decir, para cualquier ideal
I C Rexiste a € R tal que I = («). Entonces, R es un dominio de factorizacion tnica.

Demostracion. Necesitamos verificar las condiciones a) y b).
Primero, para una cadena de ideales

LCLCZC---CR

por nuestra hipétesis existe x € R que genera el ideal I = J,».; In. Pero x € I, para algun n, y luego I,, =
Iiji=--=1 -

Para verificar la condicién b), sea 7 € R un elemento irreducible. Asumamos que para algunos «, 3 € R
se tiene 7 | o5. Hay que probar que 7 | a o 7 | 8. Consideremos el ideal generado por 7 y «:

(m,a) = {xm + ya | x,y € R}.

Por nuestra hipétesis, se tiene (7, o) = (y) para algiin v € R. En particular, v | 7 y v | a. Ahora dado que =
es irreducible, hay dos posibilidades:

1) vy ~m,yenestecasor | «;

2) v € R*, y en este caso se puede ver que 7 | 5. [ |
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1.5.3 Dominios euclidianos

Ahora bien, ;como probar que algo es un dominio de ideales principales? En algunos casos particulares
sirve verificar que R admite la divisién con resto en cierto sentido.

1.5.9. Definicion. Se dice que R es un dominio euclidiano si sobre R existe una funciéon §: R\ {0} — N
que satisface la siguiente propiedad. Para cualesquiera «, 3 € R, 8 # 0 existen q,r € Rtales que oo = g8+,
donder=004(r) < 4(8).

1.5.10. Ejemplo. Ladivisién con resto habitual nos dice que el anillo de los enteros Z es euclidiano respecto
al valor absoluto é(a) = |a|. Este ejemplo fue explorado por Euclides en sus «Elementos», y de alli viene el
término «anillo euclidiano».

Si k es un campo, entonces el anillo de polinomios k[x] es euclidiano respecto al grado é(f) = degf. Esto
establece la divisién con resto de polinomios. A

La razon de ser de la nocién de dominio euclidiano es el siguiente resultado.

1.5.11. Teorema. Todo dominio euclidiano es un dominio de ideales principales, y en particular de factorizacion
unica.

Demostracion. Sea R un dominio euclidiano y sea I C R un ideal. Si I = (0), entonces es trivialmente
principal. Si I # (0), sea 8 € I un elemento no nulo con la minima posible norma euclidiana §(3) (es decir,
sireIyd(r) < §(8), entonces r = 0). Por la eleccion de 3, cualquier otro elemento « € I se divide sin resto
por 3,y entonces « € (3). |

Para resumir, hemos establecido las implicaciones
dominio euclidiano = dominio de ideales principales = dominio de factorizacién tnica.

En general, un dominio de factorizacion tnica no tiene por qué ser un dominio de ideales principales, y
de la misma manera, un dominio de ideales principales no tiene por qué ser euclidiano. Véanse los ejercicios
para mas detalles.

1.6 Enteros de Gauss Zli|

Consideremos el anillo de los enteros de Gauss Z[i] C Q(i). La conjugacion compleja
oc:a=a+bi—a=a-—bi
es un automorfismo no trivial de Q(i). Ahora para « = a + bi € Q(i) definamos
N(a) = ao(a) = a* + b2
La aplicacion N: Q(i) — Q se llama la norma. Se ve que es multiplicativa:
N(aB) = N(a) N(B).
Ademads, notamos que la norma se restringe a Z[i] e induce una aplicacién N: Z[i] — N.

1.6.1. Comentario. Recordemos que en general la norma y traza de una extension finita de campos L/K
se definen mediante el algebra lineal: si

to:L—L X ax
es la applicacién K-lineal de multiplicacién por « € L, entonces
Npjx(a) = detpa, Tpx(a) =t pio.
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Ahora, si L/K es una extensioén de Galois, entonces
Np/k(o) = H o(a), Tyx(a)= o(a).
o€Gal(L/K) o€Gal(L/K)

Mas adelante en el curso vamos a definir otros tipos de normas y trazas, pero por el momento estos términos
van a significar lo que conocemos de la teoria de campos basica.

Vamos a ver al instante que la norma ayuda a relacionar la aritmética en Z[i] con la aritmética de nimeros
enteros.

1.6.2. Lema. 1) Setiene
Zli)* ={a | N(a) = 1} = {1, £i} = ua(C) = {las raices cuartas de la unidad}.

2) Siparar € Z[i] la norma N(rw) = p es un ntimero primo, entonces = es irreducible.

3) Engeneral, si para« € Z[i] la norma n = N(x) es un niimero compuesto, pero en Z][i] no hay elementos de
norma d | n para d # 1,n, entonces  es irreducible.

Demostracién. Si u es invertible, entonces uu~! = 1 nos da N(u) N(u=!) = 1, y luego N(u) = 1. Viceversa,
si N(u) = 1, entonces o(u) = u~!. Como consecuencia, para encontrar las unidades, hay que resolver en
numeros enteros la ecuacion
Nix+y)=x*+y*=1.

Las Unicas soluciones son (+1,0) y (0, =1), de donde se obtiene 1).

Ahora supongamos que N(7) = p es primo. Si 7 = af, entonces p = N(7) = N(«)N(53). Tenemos
N(a) = 1yluegor ~ S0 N(B) = 1yluego m ~ «a. Esto establece la parte 2), y la parte 3) se demuestra de
manera analoga. u

1.6.3. Lema. Z[i] es un dominio euclidiano respecto a la norma N(a+bi) = a*+b?. En particular, es un dominio
de ideales principales y dominio de factorizacion tinica.

Demostracién. Dados dos elementos «, 3 € Z[i], 5 # 0, podemos dividir « por 3 en el campo Q(i):

(0% .
3 =x+yi paraalgunosx,ye Q.

Se ve que existen a, b € Z tales que
N((x—a)+ (y—b)i)=(x—a)*+ (y—b): < 1.

Pongamos
q = a+ bic Zi

y
r=a-q8=p(x—a+(y-b)i.

Por la multiplicatividad de la norma,
N(r)=N(B)Nx—a+ (y—Db)i) < N(B). [ |

Ahora sabiendo que Z[i] es un dominio de factorizacién tnica, ;cdmo se ven los elementos primos (= irre-
ducibles) en este caso? Supongamos que 7 € Z[i] es primo. Luego,

7T =N(m) =p1-- s,

donde los p; son los factores primos del ndmero natural N(7). Entonces, 7 | p;. Todo esto significa que los
primos da Gauss 7 € Z][i] surgen como factores de los primos p € Z.

Para evitar cualquier confusién, a partir de ahora vamos a decir que p € Z son los primos racionales.
Al pasar a un anillo mas grande como Z|i], muy a menudo estos dejan de ser primos.

15



1.6.4. Proposicion. Sea p € Z un primo racional.
1) Sip =2, entonces 2 = —i(1 + i)?, donde 1 + i es primo en Z[i].
2) Sip =3 (mdd 4), entonces p es primo en Zl|i].
3) Sip=1 (mdd 4), entonces p = =7 en Z[i], donde  y T son primos no asociados en Zi].
Ademds, todos los primos & € Z[i] surgen de esta manera (salvo la relacién ~).

Se dice que 2 se ramifica porque es asociado con una potencia del primo 1 + i € Z[i]. Los primos racio-
nales p = 1 (mdd 4) se escinden, mientras que los primos p = 3 (mdd 4) son inertes, ya que no dejan de
ser primos en Z[i].

Segln el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas (véase el apéndice D), en
cierto sentido técnico, la mitad de los primos racionales cumplen p = 1 (mdéd 4) y la otra mitad satisface
p =3 (mdd 4). El primo 2 es excepcional.

Demostracion. Primero notamos que N(1 + i) = 2, asi que 1 + i debe ser irreducible (= primo).
Sip =3 (mdd 4), notamos que a® +b? # 3 (mdd 4), asi que en Z[i] no hay elementos de norma p. Dado
que N(p) = p?, esto implica que p es irreducible, y por lo tanto primo.

En fin, sip = 1 (méd 4), entonces (*71) = +1 (véase 1.4.5), lo que significa que existe un entero a tal

que a®> = —1 (méd p). Ahorap | (a*> + 1) = (a + i) (a — i). Dado que p t (a + i), esto implica que p no es
primo en Z[i]. Entonces, p = 7p para algunos elementos no-invertibles 7 y p. Ahora p* = N(r) N(p) implica
que N(7) = =T = p. Por el lema de arriba 7 es primo, y es facil ver que = y 7 no son asociados. |

Nuestra descripcion de los primos en Z[i] contiene el siguiente famoso resultado.

1.6.5. Proposicion (Fermat). Un primo impar p es una suma de dos cuadrados si y solamente sip = 1
(méd 4). Ademds, si p = x* + ¥, entonces x e y estdn bien definidos salvo permutacién y signo +1.

Demostracién. Sip = x> + y?, entonces p = 1 (mdd 4), dado que los cuadrados médulo 4 son 0y 1.
Viceversa, asumamos que p = 1 (méd 4). En este caso, como hemos visto, p = #7 para algin primo
7 = x + iy € Z[i] que satisface N(r) = x2 + y? = p.
Ahora sip =1 (méd 4), consideremos dos representaciones

p=x*+y2 =x?+y2

Supongamos que x,y,x’,y > 0. Notamos que x e y deben tener diferente paridad; sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que
x,¥=1 y,y=0 (mdd 2).
Se obtiene o
T =77,

donde 7 = x + iy, 7’ = X’ + iy’ son primos. Se sigue que 7 = un’ 0 7 = un’ para algiin u € Z[i]* = {1, £i}.
Dejo al lector analizar diferentes casos y concluir que necesariamentea =a’'yb = b'. |

Para la generalizacion de este resultado a n = x* + y? para n compuesto, véase 6.1.1.

1.6.6. Ejemplo. Los primeros primos p =1 (méd 4) son

5=22+12
13 =32 422,
17 = 4% 4+ 12,
29 = 5% 4+ 22,
37 =62+ 1%,

16



Im

Figura 1.1: Los primos de Gauss 7 € Z[i] en el plano complejo

17

Re



Recordemos el siguiente resultado.

1.6.7. Proposicion. SiR es un dominio de ideales principales y © € R es un elemento primo, entonces R/(r) es
un campo.

(De hecho, ya lo hemos usado de manera implicita cuando deciamos que k[x]/(f) es un campo para un
polinomio irreducible f € k[x].)

Demostracion. El siguiente argumento es idéntico a la prueba de que Z/(p) es un campo para todo primo p.

Un elemento no nulo en R/(r) sera representado por « € R tal que 7 { . Elideal (7, «) es generado por
algin v € R, ya que estamos en un dominio de ideales principales. Pero v | 7y~ | « implica que v € R*, asi
que (7, «) = R, y existen elementos 3, o’ € R tales que

8+ aa’ = 1.
Esto significa que o’ es el inverso de o médulo 7. |
Volviendo al anillo Z[i], tenemos lo siguiente.

1.6.8. Proposicion. Para cualquier primo de Gauss w € Z[i] el cociente Z]i]/(w) es un campo finito de N(r)
elementos:

D Z[i])/(1 4 1) 2 Fy;
2) sip =3 (mod 4), entonces Z[i|/(p) = Fp;
3) sip=1 (mdd 4) y p = n7, entonces Z[i]/ (1) = Fp.
Los campos finitos Zli]/(7) se llaman los campos residuales.
Demostracion. Para = = 1 + i basta notar que
2=0, i=1 (mdd 1+i),

de donde se ve que cualquier entero de Gauss a + bi es congruente a 0 o 1 médulo 1 + i.
Luego, notamos que el ideal generado por un primo racional p viene dado como un Z-submaédulo por

(p) =pZOPpiZCLZOIL.

De aqui se ve que Z[i]/(p) = Z/(p) @ iZ/(p) como Z-mbdulo, asi que Z[i]/(p) tiene p? elementos. Si p=3
(méd 4), entonces Z[i]/(p) es un campo. Por otra parte, si p = 1 (mdd 4), el teorema chino del resto” nos
da

z[il/(p) = Z[i)/ () x Z[i]/ (T)

(jusando que 7 y 7 no son asociados!), de donde por el conteo de elementos Z[i]/(7) = Fp. |

1.7 Enteros de Eisenstein Z[(3]

Ahora consideremos el anillo de los enteros de Eisenstein Z[(3] = Z [ ”\2/*73} C Q(¢3). Elautomorfismo
no trivial de Q(¢3) viene dado por

o:a+b¢—a+b¢=(a—b)—bG
(lo cual es lo mismo que la conjugacién compleja). La norma de o = a + b(s se define como

N(a) = ao(a) = a* — ab + b*.

18
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Figura 1.2: Los enteros de Eisenstein Z[(3] en el plano complejo

La norma se restringe a N: Z[(3] — N.
El siguiente lema se demuestra de manera parecida a lo que hicimos con Z[i] y se deja como un ejercicio.

1.7.1. Lema. 1) Setiene
Z[G5)* = {a | N(a) = 1} = {1, 45, +¢2) = p6(C) = {las raices sextas de la unidad}.

2) Siparar € Z[(3] la norma N(w) = p es un niimero primo, entonces  es irreducible.
En general, si para € Z[(3] la norma n = N(r) es un ntimero compuesto, pero en Z[(3] no hay elementos

de norma d | n para d # 1,n, entonces r es irreducible.
3) Z|(3] es un dominio euclidiano respecto a la norma N(a+b(s) = a* — ab+b?. En particular, es un dominio
de ideales principales y dominio de factorizacion tinica.
De nuevo, todos los primos de Eisenstein 7 € Z[(3] aparecen en factorizaciones de los primos racionales

peZ.
1.7.2. Proposicion. Sea p € Z un primo racional.
1) Sip =3, entonces 3 = —(2 (1 — (3)?, donde 1 — (3 es primo en Z[(s] y Z[(3] /(1 — (5) = Fs.

(a3

2) Sip =2 (mod 3), entonces p es primo en Z[(3] y Z[(3]/(p) = Fp.
3) Sip=1 (mod 3), entonces p = w7 en Z[(3], donde w y T son primos no asociados en Z[(3] y Z[(3]/ ()
F,.
Ademds, todos los primos w € Z|[(3] surgen de esta manera (salvo la relacion ~).

“En cualquier dominio de ideales principales el teorema chino del resto puede ser probado de la misma manera que para Z; mas

adelante vamos a recordar la version general valida para cualquier anillo conmutativo.
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Figura 1.3: Los primos de Eisenstein = € Z[(3] en el plano complejo

Demostracion. Todo esto es muy parecido a lo que vimos para Z[i] en la seccion anterior, asi que dejaré los
detalles al lector.

En 1), note que N(1—(3) = 3. Luego la observacion clave en 2) es la siguiente: sip = 2 (mdd 3), entonces
a? —ab +b* # 2 (méd 3) y en Z[(s] no hay elementos de norma p.

En fin en 3), sip = 1 (mdd 3), calculamos usando la reciprocidad cuadratica que (*73) = +1 (véase
1.4.3). Esto significa que existe un entero a tal que a> = —3 (méd p), y luego se tiene
pl@+3)=(a+v=3)(a—vV-3)=(a+1+2G)(a-1-2G),

donde p  (a+ (1 + 2¢3)), asi que p no es primo. El resto del argumento es idéntico al caso de los enteros de
Gauss Z[i]. [ ]

Nuestra descripcién de los primos en Z[(s] contiene el siguiente curioso resultado.

1.7.3. Proposicién. Sip = 1 (méd 3), entonces 4p = u* + 27v? para algunos u,v € Z. Ademds, u y v estdn
bien definidos salvo el signo.

(Considerando u? + 27v?> médulo 3, notamos que p = 1 (mdd 3) es también una condicidn necesaria.)

Demostracion. Como hemos visto, p = 1 (mdd 3) implica que p = 77 para algiin primo = = a + b(s. Dejo
Ccomo un ejercicio ver que precisamente para uno de los primos asociados con 7 se cumple

a=2, b=0 (mbd3).
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Luego,
p = N(n) = a®> — ab + b*

y
4p = (2a — b)? + 3b%.

Podemos entonces tomar u = 2a — by v = b/3. La unicidad de expresiones 4p = u? + 27v? se deja como un
ejercicio (use la factorizacion tnica en Z[(3)). [ |

1.7.4. Ejemplo. Tenemos

4.7=1*427-1%
4.13=52427-12,
4-19="7%4+27-1%
4.31 =42427.22,

1.8 Reciprocidad cubica

Los anillos de nameros sirven para establecer varias leyes de reciprocidad parecidas a la reciprocidad
cuadratica que revisamos en §1.4. Como un ejemplo particular, en la presente seccién me gustaria presentar
la ley de reciprocidad ctiibica que se formula en términos de los enteros de Eisenstein Z[(3].

1.8.1. Lema. Sea w € Z[(3] un primo de Eisenstein tal que = + (1 — (3). Luego, para cualquier o € Z[(3] tal

que w1 « se tiene
N(m)—1 9 ,
a3 = 1a<3a<3 (mOd 7T),

donde 1, (s, 2 no son congruentes médulo .

Demostracién. Primero notamos que se cumple 3 | (N(7) — 1). En efecto, hay dos casos posibles: N(w) = p,
donde p =1 (m6d 3), 0 N(7) = p?,donde p = 2 (mdd 3). Ahora Z[(3]/(7) es un campo de N(7) elementos,
y por ende

N1 =1 (méd ).

N(m)—1

Esto significa que « 3= s una raiz cdbica de la unidad en Z[(s)/ (), asi que es congruente a 1, (3, ¢3; dejo
al lector comprobar que estos elementos no nos congruentes entre si cuando 7 £ (1 — (3). [ |

El lema que acabamos de establecer justifica la siguiente definicién.

1.8.2. Definicién. Para un primo de Eisenstein = € Z[(z] talque m # (1 — (3) y o € Z[(3] tal que 7 1 v el
simbolo ctbico de Legendre correspondiente (%)3 es la Unica raiz ctibica de la unidad tal que

ot = (9>3 (méd ).

™

(%) =), (),

a=4 (modr) = (g)zz (B)z.

™ s

Es facil ver que

Entonces, el simbolo ctibico de Legendre es un homomorfismo

(2), : @) = us(©) = (1.6,

™
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1.8.3. Lema. Setiene (2), = 1siy solamente si la congruencia x> = o (méd =) tiene solucion en Z[C3).

Demostracion. Ejercicio para el lector. Use que el grupo (Z[(3]/())* es ciclico (como el grupo multiplicativo
de cualquier campo finito; véase A.12.3). |

Antes de formular la ley de reciprocidad para estos simbolos de Legendre, nos sirve una definicion téc-
nica.

1.8.4. Definiciéon. Digamos que un primo de Eisenstein 7 € Z[(3] es primario si7 = 2 (mdd 3).

Esto tiene el siguiente significado: todo primo 7 viene con sus seis asociados (/m paran = 0,1,...,5.
Resulta que si 7 es un primo tal que N(7) = p =1 (méd 3), entonces entre sus asociados precisamente uno
es primario.

1.8.5. Teorema (Reciprocidad ctbica). Sean w; y y dos primos primarios tales que N(m;) # N(m3). Entonces,

(%),- (%)
T2/ 3 T /)3 '
Demostracion. Para una prueba con sumas de Gauss (parecidas a las de §1.4) véase por ejemplo [IR1990,

Chapter 9]. El argumento no es muy dificil, pero involucra varios calculos y nos llevaria un poco lejos del
tema principal del curso. |

(También existe una ley suplementaria que calcula el simbolo ( 1-Gs ) , pero no la vamos a ocupar; véase
3

por ejemplo [Wil1977].)
Como una aplicacion de la reciprocidad ctbica, vamos a probar el siguiente resultado que fue conjetu-
rado por Euler [E792, §407-408].

1.8.6. Teorema. Un primo p tiene forma x* + 27y* si y solamente sip = 1 (m6d 3) y 2 es un cubo médulo p
(es decir, x> = 2 (médd p) para algiin x € 7,).

Por otra parte, notamos que 2 es un cubo médulo cualquier p = 2 (méd 3). En efecto, sip = 2 (méd 3),
entonces x — x> define un automorfismo del grupo ciclico I, asi que jtodo resto modulo p es un cubo!
La observacidn clave es la siguiente.

1.8.7. Lema. Para un primo primario = € Z[(s] con N(w) = p = 1 (méd 3) la congruencia x> = 2 (méd )
tiene solucién en Z[(3] si y solamente sim =1 (mdd 2).

Demostracion. Usando la reciprocidad ctbica,

2) (T — 1 g (méd 2).
<7T>3 (2)3

Se sigue que la congruencia x> = 2 (mdéd 7) tiene solucion siy solamente si 7 = 1 (mod 2). [ ]

Demostracion del teorema. Ahora bien, supongamos que p = 1 (mdd 3) y 2 es un cubo mdédulo p. Esto sig-
nifica que x> = 2 (mdd p), y luego x> = 2 (mdd =) tiene solucién, donde = | p, y podemos asumir que 7 es
primario. Por el lema de arriba, esto implica que 7 = 1 (méd 2). Escribamos = = a + b(s. Las condiciones
7=1 (mdd 2) yr =2 (mdd 3) se traducen en

Ahora



y luego
4p = (2a — b)* + 3b%.
Poniendo x = 24-2 e y = £, se obtiene
p = x* 4 27y~
Viceversa, supongamos que p = x> + 27y?. Esto claramente implica que p = 1 (mdd 3). Ademas, cam-
biando el signo de x, podemos asegurarnos que x = 2 (mdd 3). Tenemos

p =n7,donde m = x 4 3V -3y = x + 3y + 6y(s.

Tenemos N(r) = N(7) = pym = 2 (mbd 3), asi que 7 es un primo primario. Notamos que m = x + y
(méd 2),y x e y necesariamente tienen diferente paridad (puesto que p = x*> +27y?),asique 7 = 1 (méd 2).
Esto implica que la congruencia x> = 2 (mdd =) tiene solucién en Z|[(3], pero Z[(3]/(7) = F,, y entonces
x> =2 (mdd p) tiene solucién en Z. [ ]

1.8.8. Ejemplo. Los primeros primos de la forma x*> + 27y? son

31 =2% 42717 (2=4% (méd 31))
43 =42 + 2712 (2=20° (mdd 43))
109 = 12 42722, (2=57° (mébd 109))
127 = 10% 427 - 12, (2=32°> (mébd 127))
157 =72 4+ 27 - 2% (2=62% (mébd 157)) A

Para entender mejor el argumento de arriba, podemos reemplazar 2 por otro primo p = 2 (mdd 3), por
ejemplo 5.

1.8.9. Ejemplo. Investiguemos para cuales primos de Eisenstein 7 la congruencia
=5 (mébd )

tiene solucion. Notamos que si 7’ ~ m, entonces la respuesta no cambia al remplazar = por #’, asi que se
puede asumir que 7 es primario. En este caso la reciprocidad ctbica nos da

(2),- 6.

El campo Z|[(3]/(5) = Fys tiene 2 5 = 8 cubos no nulos, y se puede ver que estos se representan por

17 27 37 47 1+2C37 2+4C37 3+C37 4+3<3

? eisenstein_cubes_mod (p) = {
local (cubes = List ([]));

for (a=0,p-1,
for (b=0,p-1,
listput (cubes, Mod(Mod(a,p) + Mod(b,p)*x, polcyclo(3))73)
D)
DH

Set (cubes)
3}

? liftall (eisenstein_cubes_mod(5))
% =110, 1, 2, 3, 4, 2*¥x + 1, 4*x + 2, x + 3, 3*x + 4]
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Figura 1.4: La tablilla babilénica Plimpton 322 (cerca de 1800 a. C.) que enumera algunas ternas pitagoricas.
Véase [Wei2006, §1.V]

Entonces, para que 5 sea un cubo médulo , el primo 7 debe ser congruente mddulo 5 a uno de los
numeros que acabamos de encontrar. En particular, cualquier primo p = 2 (mdd 3) es un primo de Eisens-
teiny x> = 5 (mdd p) tiene solucion, ya que 1,2, 3,4 son cubos modulo 5. Pero esta conclusiéon no es muy
interesante: si p = 2 (mdd 3), entonces cualquier resto médulo p es un cubo.

Por otra parte, para los primos racionales p = 1 (méd 3) la respuesta depende de p. Vamos a ver un par
de casos particulares.

Sip = 7, entonces p = w7, donde 7 = —1 — 3(3 es un primo primario. Su resto médulo 5 es 4 + 2(z y
este no se encuentra en nuestra lista, asi que la congruencia x> = 5 no tiene solucién médulo 7, y por lo
tanto médulo 7. De hecho, hay solo dos cubos médulo 7 y estos son claramente 1

Ahorasitomamos p = 13, entonces p = 7 7, donde 7 = —4—3(3 es un primo primario. Elrestor = 1423
(méd 5) se encuentra en nuestra lista, asi que x> = 5 (mdd =) tiene solucion. Pero Z|[(5]/(7) = F13, lo cual
significa que x* = 5 (mdd 13) tiene solucion en Z. En efecto, 7> = 5 (mdéd 13). A

1.8.10. Comentario. El libro [Cox2013] est4 dedicado a los primos de la forma p = x> 4 ny?. La respuesta
involucra un montoén de la teoria de nimeros algebraicos (mas alla de nuestro curso introductorio).

1.9 Ternas pitagoricas

A parte de las leyes de reciprocidad, otro tema importante en la teoria de niimeros son los problemas
diofanticos que se tratan de soluciones de ecuaciones polinomiales sobre Z o Q. A continuacién vamos
a ver algunos ejemplos particulares; el principio general sugiere que muy a menudo para investigar pro-
blemas sobre los nimeros enteros Z, hay que considerar anillos de nimeros mas grandes (y otros objetos
algebraicos y geométricos mas sofisticados).

Las soluciones enteras de la ecuacién x* + y?> = z% se conocen como las ternas pitagéricas. Algunos
ejemplos de estas son
(3,4,5), (5,12,13), (7,24, 25).

A continuacién vamos a olvidar de los signos y asumir que x,y, z > 0.
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Las ternas pitagéricas corresponden a los enteros de Gauss cuya norma es un cuadrado: N(x + yi) = z2.
Puesto que N(a?) = N(a)?, podemos generar las ternas pitagoricas tomando cuadrados de los enteros de
Gauss. Por ejemplo,

2402 =344, (3+20)2=5+12i, (4+3i)2="7+24i

En general, tenemos (a + bi)? = a®> — b* + 2abi, asi que para cualesquiera a,b € Z se obtiene una terna
pitagoérica
(a® — b?, 2ab, a® + b?). (1.1)

Nuestro objetivo es probar que esencialmente todas las ternas pitagoéricas surgen de esta manera.

Notamos que si (x,y,z) es una terna pitagdrica, entonces (cx, cy, cz) también lo es para cualquier ¢ € Z.
Por este motivo serd conveniente considerar solamente las ternas primitivas que satisfacen med(x,y,z) = 1
(lo que también equivale a mcd(x,y) = 1). Las ternas primitivas corresponden a los puntos racionales en el
circulo unitario x2 + y? = 1, como por ejemplo

34 5 12 7 24
(55) (5 13) (525)
Si (x,y,z) es una terna primitiva, se ve que x e y no pueden ser impares al mismo tiempo. Efectivamente,
en el caso contrario x> +y> = 1 + 1 = 2 (mdd 4), pero los cuadrados mddulo 4 son 0y 1. Entonces, sin

pérdida de generalidad (intercambiando x e y si necesario), se puede suponer que x es impar e y es par, de
acuerdo con la expresién (1.1).

1.9.1. Teorema. Sea (x,y,z) una terna pitagdrica primitiva, donde x es impar ey es par. Luego, existen enteros

coprimos a > b > 0 tales que

x=a’—b* y=2ab, z=ad*+Db%.

Demostracion. Consideremos el entero de Gauss x + yi. Por nuestra hipétesis,
N(x +yi) = (x+yi) (x — yi) = 2"

No es dificil ver que si x e y son coprimos y tienen diferente paridad, entonces med(x + yi, x — yi) = 1
(ejercicio). Usando esto y el hecho de que su producto es un cuadrado, gracias a la factorizacion tinica en Zi]
podemos concluir que x + yi son también cuadrados; existen « = a + bi € Z[i] y u € Z[i]* tales que

X+ yi = ua® = u(a® — b* + 2abi).

Dado que —1 = i, podemos asumir que u € {+1, +i}. Nuestra hipéGtesis de que x es impar e y es par implica
que u = +1. Ademads, x,y > 0, asique a > b > 0. En fin, mcd(x,y) = 1 implica que mcd(a, b) = 1. |

Nuestra demostracion usa de manera esencial la factorizacién tnica en Z[i]. A saber, usamos que si
a3 = v* paramed(a, B) = 1, entonces o ~ a'?y 3 ~ B2 para algunos o/, A’. Sin factorizacién tnica no se
puede llegar a esta conclusion.

1.9.2. Ejemplo. Consideremos el anillo Z[v/—5]. En este caso las unidades son Z[v/—5]* = {+1}. Los na-

meros
a=2+3y-5 @=2-3v/-5

tienen norma
N(a) = aa = 7%

Dado que a® + 5b® # 7 para ningun a,b € Z, se ve que o y @ son irreducibles, no asociados entre si. Su
producto es un cuadrado, pero no son asociados con cuadrados (json irreducibles!). Aqui no hay ninguna
contradiccién porque Z[v/'—5] no es un dominio de factorizacién tnica. A
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110 Ecuacién de Fermat x3 + y® = 25

El lector probablemente ha escuchado del Gltimo teorema de Fermat que afirma que paran > 3 la
ecuacién x" + y" = z" no tiene soluciones enteras con xyz # 0. La prueba de este resultado (concluida por
Andrew Wiles en 1995) fue uno de los logros mas publicitados de las matematicas del siglo pasado.

El caso particular de n = 3 fue resuelto por Euler. Aqui vamos a ver una demostracién con los enteros de
Eisenstein Z[(s]. Curiosamente, el mismo Euler trabajaba con el anillo mas pequeno Z[v/—3] C Z[(3], supo-
niendo erréneamente que este tiene factorizacion tnica. (Véase [Edw1996, Chapter 2] para mas detalles.)

Antes de lanzarnos en la prueba, notamos que con las terceras raices de la unidad la ecuacién de Fermat
se factoriza como

X+y =x+y) x+Gy) x+Ey) =2,

y esto explica la utilidad de los enteros de Eisenstein en nuestro problema.

Lectura
Para el resto de esta seccién fijemos el primo de Eisenstein 7 = 1 — (3. Recordemos que Z[(3]/(7) = Fs. adicional

1.10.1. Lema. La ecuacién x*> + y* = uz®, donde u € Z[(3]*, no tiene soluciones x,y,z € Z[(3] con  { xyz.

Demostracién. Primero notamos que si 7 { x, entonces x = 41 (mdd =), lo cual implica que x> = +1
(méd 7). Por ejemplo, six = 1 (mdd 7), podemos escribir x = 1 + 7t para t € Z[(3] y factorizar

X-l=x-1)E-G)x-G) ==rtt+1)(t-3q).

Aqui ¢ =1 (méd ), y para cualquier residuo t = 0,+1,—1 (méd 7) se ve que x> — 1 =0 (mdd 7*).
Ahora bien, si x> + y* = uz® y 7 { xyz, entonces

+1+1=4u (mbd ).

Es facil verificar que todas las opciones para los signos + y u € Z[(3]* nos llevan a una contradiccién (note
que * ~ 9, asi que se trata de los restos mddulo 9 en Z[(3)). |

1.10.2. Lema. Six®> +y3 = uz® parax,y,z € Z[(s]| yu € Z[(s]*, y 7 { xy, 7 | z, entonces 7 | z.
Demostracion. Como en la prueba del lema anterior, se obtiene
+1+1=uz® (méd n*).
Siuz® = +£2 (méd 7*), entonces 7 | 2, lo cual no es cierto. Por otra parte, si uz> = 0 (méd =*), entonces
3v,(2) = vr(2°) > 4,
lo que implica v, (z) > 2. [ ]

La idea clave, que el mismo Fermat aplic6 al caso de n = 4 el método del descenso infinito, que en
nuestro caso estd contenido en el siguiente lema.

1.10.3. Lema (Descenso). Supongamos que x> +y®* = uz®, parax,y,z € Z[(s] yu € Z[(5]*, donde med(x,y) =
1, w1 xy, v:(z) > 2. Entonces, existen x1,y1,21 € Z[(3] y € € Z[(3]* tales que

3, .3 3
X] + Y1 = €2y,

yﬂfxl)’l, Vﬂ'(Zl) = Vﬂ—(Z) — 1.
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Demostracion. Como hemos observado, la ecuacion se factoriza como

(x+Y) (x+ Csy) (x + Gy) = uz’.

Dado que por nuestra hipétesis
Vo (uz®) = 3v.(z) > 6,

por lo menos uno de los tres factores debe ser divisible por 7%. Remplazando y con ¢y o ¢y, podemos asumir
que 72 | (x +y). Ahora

Ve(x+GY) = ve(x+y— (1= G)y) = min{v,(x +y), v (7y)} = 1. (1.2)
De la misma manera,
Ve(x+Gy) = L. (1.3)
Entonces,
Va(Xx+y) =3v.(z) — 2. (1.4)
Tenemos
mcd(x + y,x + (zy) = med(x + y,x + C%y) =mcd(x + (zy,x + C%y) = . (1.5)

Por ejemplo, sea pun primotalquep £ ryp| (x+y)yp | (x+(3y). Entonces, p | (1 —(3)y=nyep|y.Esto
también implicaria que p | x, pero mcd(x,y) = 1 por nuestra hipétesis. Entonces, el inico primo que divide
ax+yex+(zyesm.

Usando (1.2), (1.3), (1.4), (1.5) podemos escribir

X+y=uair~@-1 (a)
X+ 5y = w3, (b)
X+ Gy = wfr, ©

donde 7 { afy, ur, Uz, us € Z[(3]* y
mcd(«, 8) = med(a,v) = med(8,v) = 1.
La ecuacion (a) + (3(b) + ¢2(c) nos da
(14 G+ ) (x+y) = P O 4 Gupfn + Gua .
T

Al cancelar 7, nos queda
G 8% + CGup® = —upar30=@-D),

Pongamos
X1 :67 yi=7v 2 :O‘FVW(Z)71~

Entonces, para ciertas unidades €1, €; € Z[(3]* se cumple
X% + ely? = ezzf
Tenemos
Va(Z3) = 3va(2) — 3> 2,
asi que la reduccién médulo 72 nos da
+1+e =0 (médd 7?).

Analizando todas las posibilidades para ¢; € Z[(3]* notamos que la Gnica posibilidad es ¢; = F1. Rempla-
zando y por —Yy si necesario, llegamos a la ecuacién de la forma

3,3 3
X] + Y1 = €2y,

donde € € Z[(3]*, ™ { x1y1, V2 (21) = V= (2) — 1. u
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Notamos que los argumentos de arriba usan la factorizacién tnica en Z[(3]. Ahora estamos listos para
probar el tltimo teorema de Fermat para n = 3. Ya que hemos trabajado con el anillo Z[(3], el resultado sera
un poco mas general.

1.10.4. Teorema. La ecuacion x* +y°> = uz> para u € Z[(s]* no tiene soluciones x, y,z € Z[(3] con xyz # 0.

Demostracién. Asumamos que x> + y> = uz’. El lema 1.10.1 dice que necesariamente 7 | xyz.

Supongamos que se cumple 7 { xy e 7 | z. Consideremos la solucién con el valor de v,.(z) mas pequeno
posible (entre todas las posibilidades para u € Z[(3]*). En este caso los lemas 1.10.2 y 1.10.3 nos llevan a
una contradiccidn.

En fin, supongamos que 7 | xy 7 { yz. En este caso u = +1 (méd =°). Sin embargo, esto implica que
u = +1y la ecuacién puede ser escrita como (Fz)° + (—y)® = x3, lo cual corresponde al caso anterior. W

1.10.5. Comentario. De manera parecida, el se puede probar que x* + y* = z* no tiene soluciones no
triviales, usando los enteros de Gauss Z[i]. De hecho, el argumento demostraria el resultado para x,y,z €
Z[i]. En este caso hay que considerar el primo 7 = 1 + i (note que 7% ~ 2). Para los detalles, véase por
ejemplo [Rib1999, 8§1.3].

Estas pruebas usan la factorizacién tnica en los anillos ciclotémicos Z[(3] y Z[i] = Z[{4]. En general, Z[(,]
no tiene factorizacién tinica. Curiosamente, esto falla por primera vez para n = 23.

Los métodos mencionados establecen algunos casos particulares del Gltimo teorema de Fermat para
anillos de nimeros mas grandes que Z. Sin embargo, el caso general de n > 3 es un problema abierto: no
se sabe si la ecuacion de Fermat x" + y" = z" no tiene soluciones no triviales en Z[i], Z[(3], etc.”

1.11 Puntos enteros en curvas y*> = x> + ¢

Consideremos la curva plana definida por la ecuacion
E:yP=x>—1.

Un famoso teorema de Siegel nos dice que el conjunto de los puntos enteros sobre cualquier curva elip-
tica
E:X>+ax+b, abeZ, 4a°>+27b* #0

es siempre finito [Sil2009, §X.3]. En este caso particular, una bdsqueda sugiere que la Gnica solucion es
(1,0), pero ¢como probarlo?

1.11.1. Proposicioén. La ecuacién y* = x> — 1 tiene tinica solucién entera (x,y) = (1,0).

Demostracién. Supongamos que x,y € Z cumplen y?> = x> — 1. Primero notamos que x> — 1 # 1 (méd 4),
asi que y debe ser par. En el anillo Z[i] podemos factorizar nuestra expresién como

X = (y+i)(y—i).

Dejo como un ejercicio comprobar que para y par se tiene mcd(y + i,y — i) = 1. Luego, puesto que y + i e
y — i son coprimos y su producto es un cubo, se cumple

y+i=u(a+ bi3,

para algunos u € Z[i]*, a,b € Z. Todo elemento de Z[i]* = {+1, +i} es un cubo, asi que sin pérdida de
generalidad u = 1. Tenemos

y+i=(a+bi)?®=a(a*—3b*) +b(3a> - b*)i.

De 1 = b(3a® — b?) se ve que la Unica solucién posible es a = 0,b = —1. Esto nos permite concluir que
y=0,yluegox = 1. [ |

“Véase por ejemplo https://mathoverflow.net/questions/90972/y [T2018] para el reciente progreso.
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Figura 1.5: Curva eliptica y? = x> — 1
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Ahora consideremos la ecuacién parecida
Y2 =x>—19.
Podemos tratar de aplicar el mismo truco y factorizar en el anillo Z[v/—19]
X =(y+v-19) (y-v-19).

Notamos que x> — 19 # 1 (méd 8), mientras que y> = 1 (mdéd 8) si y es impar. Entonces, y es necesa-
riamente par, y ademas se ve que y # 0. En este caso mcd(y + v—19,y — v—19) = 1, en el sentido que

(y+Vv-19,y —v-19) = Z[V-19].

(jEjercicio!) Como antes, podemos escribir
y++v—=19 = (a+ bv—19)% = a(a® — 57b*) + b (3a> — 19b*) v/—19.

(Note que Z[/—19]* = {+1}, asi que podemos olvidar de la unidad.) En particular, b (3a* — 19b?) = 1, pero
esta ecuacion no tiene soluciones enteras. Entonces, parece que la ecuacién y* = x> — 19 no tiene soluciones
enteras... Sin embargo, no es dificil verificar que

73 —-19 =324 = 182,
asi que (7, +£18) es una solucién entera. Entonces, nuestra logica nos fall6 en algin momento.

El problema es que el anillo Z[v/—19], a diferencia de Z|[i], no tiene factorizacién tnica (véanse los ejer-
cicios para una prueba). Con las herramientas que vamos a desarrollar en nuestro curso, veremos que el

anillo mas grande Z [1*7 Vz‘lg} si tiene factorizacion Unica, asi que hay que trabajar en este anillo.
1.11.2. Proposicion. Las tinicas soluciones enteras de la ecuacion y* = x> — 19 son (x,y) = (7, £18).

Demostracién. Denotemos o = /=19 V2*19. Notamos que o> — o + 5 = 0. Como mencionamos, Z[a] tiene
factorizacion Gnica. Tenemos Z[a]* = {£1}. El argumento de arriba nos da

(y—1)+2a =y+ V=19 = (a + ba)® = (a® — 15ab® — 5b%) + (3a* + 3ab — 4b*) ba.
La ecuacion (3a® + 3ab — 4b*) b = 2 implica que b = 41, 42, y se ve que las Unicas soluciones enteras son
(a,b) = (-2,1),(1,1).

Sustituyendo estos valores, llegamos precisamenteay = +18,yluegox® = 1824+19 = 343, asiquex=7. W

1.11.3. Ejemplo. He aqui los puntos enteros sobre algunas curvas de la forma y?> = x> 4 t. Para la teoria
detrés de esta ecuacion diofdntica, véase por ejemplo [Coh2007].

V=x2+1:  (=1,0),(0,41),(2,£3) V=x3-1: (1,0)

y2=x2+2: (—1,4£1) V2 =x—2: (3,£5)

V2 =x243: (1,£2) y:=x>-3: —

y=x2+4:  (0,£2) V=x2—4:  (2,42),(5+11)
Yy =x>45: —1,42) y?=x*-5: —

V2 =x>46: — y:=x%—6: —

V=x2+7: - yV=x2-T: (2,4+1), (32, £181)
V=x*+8:  (-2,0),(1,£3),(2,+4), (46,+312) V—x2—-8:  (2,0)

V=X 49:  (=2,%1),(0,+3), (3,46), (6, £15), (40,£253) | Y» =x* —9:  —

VY =x2+10: (=1,43) y2 =x* - 10:

30



Figura 1.6: Curva eliptica y> = x> — 19
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Figura 1.7: Algunos puntos enteros en la curva x*> — 3y* = 1

112 Ecuacion de Pell x> — dy?> =1

Sea d > 0 un entero libre de cuadrados. La ecuacion diofantica
X —dy* =1

se conoce como la ecuacién de Pell”. Nuestro objetivo es describir las soluciones enteras.
Por ejemplo, consideremos la ecuacién x> — 3y> = 1 (véase la figura 1.7). Algunas soluciones evidentes
son
(1,0), (2,1), (7,4).

Podemos usar PARI/GP para encontrar mas soluciones. Basta fijarnos, por ejemplo, en los valores de y, y
luego x = £+/1 + 3y2.

“John Pell (1611-1685), matemtico inglés. No hay documentos que demuestren que Pell trabajé en algiin momento de su vida en
la «ecuacion de Pell»; la atribucion errénea del nombre se debe a Euler. Asi que como matematico, Pell es conocido por una ecuacion
que nunca estudi6.
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? pell_sol_naive (d,n) = {
for (y=0,n,
if (issquare (1l+d*y~2),
print ([sqrtint (1l+d*y~2), v])
D)
D)
3

? pell_sol _naive (3,1076)
[1, 0]

[2, 1]

[7, 4]

[26, 15]

[97, 56]

[362, 209]
[1351, 780]
[5042, 2911]
[18817, 108647
[70226, 405457
[262087, 151316]
[978122, 564719]

Consideremos el anillo Z[v/3]. Este viene con la norma
N(x+yV3) = (x +yV3) (x — yV3) = x* — 3y,
y el argumento que ya hemos visto arriba demuestra que
ZIV3)* = {a € Z[5] | N(a) = £1).

Considerando x*> — 3y*> médulo 4, notamos que la norma —1 nunca ocurre. Entonces, las soluciones de
x? — 3y* = 1 corresponden exactamente a las unidades u € Z[/3]*. Por ejemplo, la solucién (2,1) co-
rresponde a la unidad u = 2 + /3, y nuestra sucesién de arriba nada mds viene de las potencias u" para
n=0,1,2,3,...Porejemplo,

2+ V3 =T7+4V3,
(24 V3)® =26+ 15V3.

? K = nfinit(x"2-3);

?u = 2+x;

? for (n=1,10, u=nfeltmul(K,u,2+x); print(u));
L7, 4]1-

[26, 157~

[97, 56]~

[362, 209]~

[1351, 780@]~

[5042, 29117~
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[18817, 108647~
[70226, 405457~

[262087, 1513167~
[978122, 5647197~

En particular, notamos que u™ # u" para m # n, asi que la ecuacion tiene un niimero infinito de solucio-
nes. De hecho, en el caso contrario u™ " = 1, pero los elementos de Z[v/3] son nimeros reales, y las tinicas
raices de la unidad en R son +1.

El nimero 2 + /3 se llama la unidad fundamental y surge de la siguiente manera.

1.12.1. Lema. El niimero 2 + /3 es la unidad mds pequefia u € Z[\/3]* que cumple u > 1.

Demostracién. Supongamos que existe una unidad u = a + bv/3 que cumple
1<u<2+V3
Luego, u~! = a — b\/3, y tomando los inversos se obtiene la desigualdad
2-V3<ul<l
Sumando las dos desigualdades, llegamos a
1<3-V3<u+u'<3+V3<5.

El nimero u + u~! = 2a es par, asi que hay solo dos posibilidades:

1

u+u =2 o u+tu'l=4

La primera ecuacién implica que u = 1, mientras que la segunda implica que u = 2 + /3. |

1.12.2. Teorema. Toda unidad u € Z[v/3]* es de la forma +(2 + v/3)" para algiin n € Z. En otras palabras,
hay isomorfismo de grupos
ZIV3* 2 (£1) x 24+ V3) 2727 & Z.

Este es un caso muy particular del teorema de unidades de Dirichlet que sera uno de los resultados
mads importantes del curso.

Demostracién. Esta claro que +(2 + v/3)" son unidades, hay que probar que no hay otras. Sea u € Z[v/3]*
una unidad. Pasando a u~! y cambiando el signo, podemos asegurarnos de que u > 1. En este caso habra
alginn =0,1,2,3,... tal que

24+ V3" <u< (2+V3)"L

Luego,
1<u2+V3)™"<2+V3

y el lema de arriba implica que u = (2 + v/3)". [ ]

Ahora consideremos la ecuacién x2 — 2011y? = 1. Empleando la busqueda tonta para todo y < N (como
por ejemplo al inicio de esta seccidén), no se encuentra ninguna solucién no trivial.
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?#
timer = 1 (on)
? pell_sol_naive (2011,1017)
[1, @]
time = 5,093 ms.
? pell_sol _naive (2011,1018)
[1, @]
time = 50,371 ms.

;Serd que para d = 2011 la ecuacién de Pell ya no tiene soluciones no triviales por alguna razén? De
hecho no, 2011 no tiene nada de especial, solo que en este caso la unidad fundamental es

22903355954053525066202335319378237605968890
+510732021116138713675018566232201605320997 v/2011.

Ninguna bisqueda razonable puede llegar a estos nameros.

Para calcular la unidad fundamental en un campo cuadratico real, podemos hacer lo siguiente.

? quadunit(4*3)
% =2+ w
? quadunit(4*2011)
% = 22903355954053525066202335319378237605968890
+ 510732021116138713675018566232201605320997 *w
norm (%)
% = 1

-~

Hemos escrito quadunit(4%*2011) porque d = 2011 = 2,3 (mdd 4), y el campo Q(+/2011) tiene discri-
minante 4 - 2011; esto serd explicado mas adelante en el curso. Ademds, notamos que si d = 1 (méd 4),

entonces quadunit(d) devuelve la unidad fundamental en el anillo Z [”T‘/a} .

Salvo algunos detalles, la ecuacién de Pell siempre se resuelve encontrando la unidad fundamental co-
rrespondiente. Mas adelante en el curso veremos un algoritmo para encontrarla.

1.12.3. Ejemplo. He aqui una breve lista de unidades fundamentales (es decir, las unidades mas pequenas
tales que u > 1) en los anillos de la forma Z[\/d] (y Z {”T‘/ﬂ parad =1 (mdd 4)).

R:  ZV2]  ZIV3]  Z[V9] zvel  zZWVT  zZ[V10]  Z[V1]] Z[V13]
u: 1+v2 243 2+V5 5426 8+3V7 3+410 10+3V11 184 5V13
N(u): -1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1
2[=] 2[5
u- 1+2\/§ 1+ 1+%/ﬁ
N(u): -1 -1

Invito al lector a comprobar algunos casos (de la misma manera que hicimos con Z[/3] en 1.12.1). A
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Para que el lector no piense que los anillos cuadraticos reales Z[+/d] tienen algo especial, por ejemplo,
tomemos el anillo ciclotémico

Z(G) = B/ (@) = Z[ /(P + X724 b xt D),
Alli la divisién con resto de polinomios nos da
Op=(x+1) (P24 x 40+ 1,

lo que demuestra que
I+G) " =G+ G+ -+ + G,

asique 1+ ¢, € Z[(y]*. En general, en el anillo ciclotémico Z[(,] habrd muchas unidades, y el grupo Z[(,]*
es finitamente generado de rango ¢(n)/2 — 1. Lo veremos mds adelante en el curso.
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Ejercicios

Campos y anillos de numeros

Ejercicio 1.1 (Campos cuadraticos). Consideremos una extension cuadratica K/Q (es decir, [K : Q] = 2).

a) Demuestre que K = Q(v/d) para algtin entero libre de cuadrados d.
b) Demuestre que Q(v/d) = Q(Vd') siy solamente sid = d'.

Advertencia: esto no funciona para el grado mayor que 2; por ejemplo, no todas las extensiones clbicas
son de la forma Q(v/d). (;Puede encontrar algtin ejemplo?)

Ejercicio 1.2. El teorema del elemento primitivo afirma que para todo campo de niimeros K/Q existe un
elemento « tal que K = Q(«).

a) Revise la prueba estdndar en cualquier libro de texto [Lan2002, Chapter V, Theorem 4.6] o [Mor1996,
Chapter I, Theorem 5.6].

b) Encuentre o para K = Q(v/2,v/3,V/5). Exprese v'2,/3, /5 en términos de la base estandar de Q(«).

c*) Use la funcién rnfequation(K,f) de PARI/GP para obtener el polinomio minimo de o.
Ejercicio 1.3. a) Demuestre que los anillos Q, Z {ﬂ , Z(p no son finitamente generados como Z-modulos.

b) Demuestre que un grupo abeliano p-divisible para un primo p no puede ser finitamente generado.

Ejercicio 1.4. Sea f € Z[x] un polinomio ménico irreducible con coeficientes enteros.

a) Demuestre que el anillo Z[x]/(f) es un Z-mddulo libre de rango deg fy el campo Q[x]/(f) es una exten-
sion de Q de grado degf.

b) ¢Qué sucede si fno es moénico?

Factorizacion Unica

Ejercicio 1.5. Demuestre que los anillos Z[x] y k[x, y] (donde k es un campo) no son dominios de ideales
principales. (Son dominios de factorizacién tnica, ya que para cualquier DFU R, el anillo de polinomios
R[X] es también un DFU.)

Ejercicio 1.6. Demuestre que el anillo de polinomios con un nimero infinito de variables

k[X],Xz,Xg,...] = U k[Xl,...,Xn]

n>0

(unién respecto a las inclusiones naturales) no es noetheriano, pero es un dominio de factorizacion tnica.
Este ejemplo explica la condicién a) en 1.5.6 que es mas débil que la condicién noetheriana.

Ejercicio 1.7. Demuestre que los siguientes anillos son euclidianos respecto a su norma habitual:

2iv=2), 213, 2l - 2[ ), 2L 2[R

Ejercicio 1.8. En este ejercicio vamos a probar que el anilloR = Z [”7 Vfﬂ no es euclidiano.

Supongamos que R es euclidiano (respecto a alguna funcién ¢: R\ {0} — N). Sea o un elemento no nulo
y no invertible con el minimo posible valor de §(«) (es decir, si §(r) < é(«), entoncesr = 0o r € R¥).
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a) Demuestre que para cualquier 5 € Rsetienea | 5,0 | (8 £1).

b) Considere qué sucede con § =2y 3 = /=19 V2_19 para concluir que tal « no existe.

Mas adelante en el curso veremos que Z {1*7 VZ*I(’} es un dominio de ideales principales. De la misma

manera, Z {H Vz_“} ,Z [ Lt V{”} ,Z [ Lv-163 1 son dominios de ideales principales, pero no son euclidianos.

La moraleja de este ejercicio: la nocién de dominio euclidiano no tiene ningin sentido profundo; es pura-
mente utilitaria y se ocupa para probar que ciertos anillos son dominios de ideales principales. En practica
no es facil demostrar que algo es un dominio euclidiano, ni que no lo es.

Enteros de Gauss Z[i|

Ejercicio 1.9. Factorice el ntimero 210 en Z]i].

Ejercicio 1.10. Sean a, b dos enteros coprimos de diferente paridad. Demuestre que mcd(a + bi,a — bi) = 1
en Z[i]. En particular, si a es par, entonces mecd(a + i,a — i) = 1.

Ejercicio 1.11. Calcule med(a +i,a — i) y mcd(a + 2i,a — 2i) en el anillo Z][i].
Sugerencia: la respuesta depende de a modulo 2 y 4.

Ejercicio 1.12. Ya que nuestro curso estd dedicado a nimeros algebraicos, hemos usado el anillo Z][i] para
describir las ternas pitagéricas. He aqui un modo mas geométrico de hacerlo.

Notamos que una terna pitagdrica primitiva (x, y, z) corresponde a un punto racional (u,v) = (%, %) enel
circulo unitario. Fijemos el punto P = (—1,0) y tracemos una recta que pasa por Py tiene otra interseccién
Q con el circulo. Esta recta tendra la ecuacién

l:y=tx+t

para algun t.

©Q

La interseccién de esta recta con el circulo viene dada por

1-t2 2t
Q = R E— P .
146271+t
Demuestre que de esta manera los puntos racionales en el circulo unitario salvo el punto P estan en bi-

yeccion con t € Q. Escribiendo t = 2 con mcd(a,b) = 1, recupere nuestra parametrizaciéon de las ternas
pitagoricas primitivas.
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Campos y anillos cuadraticos

Ejercicio 1.13. Sea d < 0 un entero negativo libre de cuadrados. Usando la norma correspondiente”, calcule
los grupos de unidades

a) Z[Vd)*,
b) Z{“T‘/ﬂ : parad =1 (méd 4).
Ejercicio 1.14. Sea d > 3 un entero libre de cuadrados.

a) Demuestre que en el anillo Z[v/—d] el nimero 2 es irreducible pero no es primo.
Sugerencia: si d es par, 2 | (v/—d)*ysides impar, 2 | (1 ++/—d) (1 —v/—d).
b) La misma pregunta para Z[Vd]sid = 1 (méd 4).
Sugerencia: 2 | (Vd + 1) (Vd — 1).
Ejercicio 1.15. Consideremos el ideal I = (2,1 + v/—3) en el anillo Z[v/—3].

a) Demuestre que I no es principal.

Sugerencia: use la norma.

b) Demuestre que I es principal en el anillo mas grande Z {HTE} .

Enteros de Eisenstein Z[(s]
Ejercicio 1.16. Factorice el nimero 210 en Z[(3].

Ejercicio 1.17. Para un primo p = 1 (mdd 3) demuestre que en la expresion 4p = u? + 27v? los ndmeros u
y v estdn bien definidos salvo signo.

Sugerencia: revise cémo estas expresiones surgen de los enteros de Eisenstein Z[(s] y use la factorizacion
unica en Z[(3).

Ejercicio 1.18. Demuestre que si 7 € Z[(3] es un primo de Eisenstein tal que 7 + 1 — (3, entonces 1, (3, (2
no son congruentes modulo .

Ejercicio 1.19. Sea 7 € Z|(3] un primo de Eisenstein tal que N(r) = p = 1 (mdd 3). Demuestre que entre
sus asociados 7’ ~ 7 precisamente uno cumple 7’ = 2 (mdd 3).

Ejercicio 1.20. Demuestre que (2), = 1 siy solamente si « es un residuo ctibico en Z[¢3]/(r) (es decir, si
la congruencia x> = o (m6d ) tiene solucién en Z[(3)).

Ejercicio 1.21. Verifique sin computadora si la congruencia
X =2-3 (mod 23)

tiene solucién en Z[(3].

Sugerencia: en total en (Z[(3]/(23))* habrd 23%1 = 177 cubos y no es una buena idea enumerarlos uno por
uno...
En general, dado un primo racional p = 2 (méd 3), scudndo 2 + 3¢z es un cubo médulo p?

Ejercicio 1.22 ([Nag1964]). Demuestre que la ecuacién x> + y> = 3z° no tiene soluciones x, y,z € Z[(3] con
z#0.

“En este caso particular, Ng/g(a) = ao(a), donde Gal(K/Q) = {1,0}.
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Ecuacién y? = x% +t

Ejercicio 1.23. Demuestre que si a # 0 es par, entonces en el anillo Z[/—19]

(a+v-19,a - v-19) = Z[v-19).
(Lo ocupamos en nuestro andlisis de la ecuacion y? = x> — 19.)

Ejercicio 1.24. Encuentre las soluciones enteras de y> = x> — 4.
Sugerencia: y* +4 = (y + 2i) (y — 2i).

X

Ecuacién de Pell y grupos Z[\d]* y Z[*/Ta}

Ejercicio 1.25. Sea d > 1 un entero libre de cuadrados. Demuestre que si la ecuacién x> — dy> = —1 tiene
soluciones enteras, entonces x> — dy? = +1 también tiene soluciones enteras.

Ejercicio 1.26. Consideremos la ecuacién x> — 3y* = n para
n=2,3456,7,89,10.

¢;Para cudles de estos n existen soluciones enteras? Demuestre que en este caso hay un nimero infinito de
ellas.

Ejercicio 1.27. Demuestre que todas las soluciones de la ecuaciéon x> — 3y?> = 1 con x,y > 0 enteros vienen
dadas por la recurrencia

(a05b0)2(170)7 (alabl): (2,1)7
(anabn) = 4(an71>bn71) — (an—2, bnfz) paran > 2.

Ejercicio 1.28. Describa las soluciones enteras de las ecuaciones
X—dy =41 y XX —dy*=—1,
donded = 2y 5.

Ejercicio 1.29. Consideremos el anillo Z [ 1+2‘/§].

X
a) Encuentre la unidad mas pequena u € Z[”Z‘/g} talque u > 1.

b) Encuentre el indice de subgrupo [Z {“2—\@} ) : Z[\fS]X}.

Ejercicio 1.30. Consideremos el anillo ciclotémico Z[(s].

a) Demuestre que u = 1+ (s es una unidad en el anillo y el subgrupo de Z[(s]* generado por u es infinito.
En realidad, Z[(s]* = u10(C) x (u), pero lo probaremos mds adelante en el curso.

b) Demuestre que Z[HT‘@} C Z[¢s) y calcule el indice [Z[CS]X : Z{Hz\/g} X}.
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Capitulo 2

Aritmética de ideales

La idea de Richard Dedekind consistia en remplazar las operaciones aritméticas con elementos o € R
por las operaciones con ideales I C R. Los anillos de nimeros donde este programa funciona sin obstaculos
se conocen como dominios de Dedekind. Los vamos a definir en este capitulo. Una gran parte del material
de abajo se encuentra en los libros de texto de algebra conmutativa. Recomiendo consultar [AM1969] y
[Reil995].

2.1 Operaciones con ideales

Clase 5
Sea R un anillo conmutativo. Ya hemos hablado de ideales principales en el primer capitulo. En general, 24/08/20
el ideal generado por elementos ay, ..., a, € R viene dado por
(a1,...,an) ={ciaq + -+ cpan | C1,...,cn € R}.

Los ideales de esta forma se llaman finitamente generados.

2.1.1. Definicién. Para los ideales I, ] C R podemos considerar las siguientes operaciones.

= Lasuma
I+]={a+Blacl ge]}

es el ideal generado por los elementos de Iy J; en otras palabras, el ideal mas pequeno que contiene
ale].

A

1981
N AR e e e N o W W

Figura 2.1: Estampilla de la Reptblica Democratica Alemana dedicada a Dedekind
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En términos de generadores,
(alv"'vam)—’_(ﬁlv"wﬁn) = (alvuwamvﬁla"'vﬂn)'

= El producto
={ aB|n=0aclpel]

1<i<n

es el ideal generado por los productos o3, donde « € I, 3 € J. En términos de generadores,

(a1, ... am) - (Bi,- .., Ba) = (aiBj)i<i<m-

1<j<n
Notamos que se cumple I C IN]J.
Es facil verificar que + y - son operaciones asociativas y conmutativas sobre ideales. Tenemos
I+0)=II+R=R,I-(0)=(0),I-R=1

Ademas, se cumple la distributividad
(I+))H=IH+JH

—dejo al lector verificar la doble inclusion.
Ya que hemos definido productos, podemos definir las potencias de la manera habitual:

P=R I'=1 P=I1 P=I1I1
Estas nos dan una cadena descendiente
RDOIDPEPDOPD--.

2.1.2. Comentario. Cuidado: los elementos de I" no son productos de n elementos de I (y mucho menos
potencias " para « € I), sino sumas de productos

E ail ...ain‘
i17~~~;in

Por ejemplo, en el anillo de polinomios Zx], consideremos el ideal I = (p, x). Entonces p? +x% € I, pero este
elemento no es de la forma fgcon f,g € I.

Notamos que si /] = IH para algin H, entonces se tiene ] C H. Ademas, para los ideales principales se
cumple

alf = (o) 2(8).
Esto justifica de alguna manera la siguiente definicion.
2.1.3. Definicidn. Se dice que I divide a J (notacionI|])si]J C L

Sin embargo, hay que tener cuidado: en general no es cierto que J C I siempre implica que J = IH para
algan ideal H. Vamos a ver un ejemplo particular un poco mas adelante.

2.1.4. Definicién. Se dice que dos ideales I,] C R son coprimos si [ + ] = R.

2.1.5. Comentario. La motivacién detrds del término «coprimo» es la siguiente: en un dominio de ideales
principales (!) se tiene
(a) + (B) = (o, B) = (v), dondey = mcd(a,3).

Entonces, mcd(«, 3) = 1 implica que («) + (8) =R
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En general (si R no es un dominio de ideales principales), esto es falso. Por ejemplo, en el anillo de po-
linomios k[x, y| se tiene mcd(x,y) = 1: los polinomios x e y claramente no tienen divisor en comun (excepto
constantes ¢ # 0). Por otra parte, (x,y) # k[x,y]; de hecho, k[x,y]/(x,y) = k.

Otro ejemplo, mas relacionado con lo que estamos estudiando: en el anillo Z[v/—5] consideremos el
ideal (2,1++/=5). Sus dos generadores 2y 1 ++/—5 son elementos irreducibles no asociados entre si, y por
ende no tienen divisor en comun. Sin embargo, no es dificil verificar que el ideal en cuestién es propio (y
de hecho no es principal).

Ahora bien, ;para qué sirven los ideales y operaciones aritméticas con ellos? En el capitulo anterior
hemos usado en algunas ocasiones que en un dominio de factorizacién anica, si med(«, 3) = 1y a8 = 4",
entonces a'y S (salvo un multiplo invertible) son n-ésimas potencias: o ~ oy 8 ~ g™.

Si no hay factorizacion tnica, esta propiedad falla.

2.1.6. Ejemplo. Ya hemos notado que en el anillo Z[+/—5] se tiene

(2+3V/-5)(2=3v/=5) =72

donde 2 + 3v/—5 no es un cuadrado. Para corregir este defecto, se puede pasar a los ideales. Pongamos

I=(2+3V-5), J=(2-3V-5), H=(7).
Tenemos
I+]=R, IJ=H.
Ahora
(I+H=P+IH+H =II+H+)) =1,

usando que I + J = R. De manera simétrica, (J + H)? = J. Entonces, aunque los nimeros 2 + 3/—5 no son
cuadrados, los ideales principales generados por ellos si lo son:

(7,24 3v/—=5)% = (2 +3/-5).

El nico detalle es que el ideal (7, 2 + 3+/—5) no es principal; de manera contraria, tendriamos 2 + 3v/—5 =
+a? para algln o, pero no es el caso. A

El truco de arriba funciona en general.
2.1.7. Proposicion. Sean I,] dos ideales tales que I + ] = R e I] = H". Entonces, (I+ H)" = L

Demostracion. Primero una observacién: si I + J = R, entonces I + ] = R para todo m. En efecto,

R:(I+])m:Im+Im_1]+---+I]m_l+]mg[m—|—]_

cJ
Ahora
(I+H"=I"+I""'"H4 .- -+ [H" ' + H"
=I"+I"'H4 - +IH ' 4+J
=I(I" '+ I"?H+-- -+ H" ' 4))
:I’
usando que "' + ] =R. [ ]

Para terminar con la aritmética basica de ideales, revisemos el teorema chino del resto. En un dominio
de ideales principales este nos dice que si mcd(«, 5) = 1, entonces

R/(af) = R/(c) x R/ ().

En un anillo general, hay que considerar ideales coprimos. Primero hagamos una pequefa observacién
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2.1.8. Lema. Sil+ ] =R, entoncesINJ=1I].

Demostracion. Tenemos I] C I N ] en cualquier caso. Ahora si [ + ] = R, escribamos 1 = o + S para a € I,
B € J. Para todo v € INJ se tiene entonces

v=7(a+pB)=ya+B el
Esto demuestra la otra inclusion. [ |
Ahora el teorema chino del resto para anillos conmutativos es el siguiente resultado.

2.1.9. Teorema (chino del resto). SeanI,] C R ideales tales que I+] = R. Luego, hay un isomorfismo natural

R/(I]) =» R/TxR/].

a+ll— (a+La+]).
Demostracion. Consideremos el homomorfismo

¢:R—R/IXR/], x— (x+Lx+]).

Vamos a ver que es sobreyectivo y su nucleo es igual a IJ.
Para ver la sobreyectividad, necesitamos probar que para cualesquiera «, 5 € R existe x € I tal que

x=a (moédI), x=p (modd]).
De nuevo, dado que I + ] = R, escribamos a +b = 1 paraa € I, b € J. Notamos que
a=0 (médIl), a=1 (médJj), b=1 (médIl), b=0 (mdd]).

Se ve que funcionard el elemento
X=Dba+ap.

En fin, estd claro que ker ¢ = INJ, y por el lema anterior INJ = IJ. [ |

2.1.10. Comentario. La condiciéon I+ = R es necesaria para la prueba. Por ejemplo, si I = | = 27Z, entonces
ZJAZ F7)27 x 7] 2Z.

De manera similar, se puede probar que para una familia de ideales Iy, ..., I, tales que I; + I; = R para
i # j, se tiene un isomorfismo natural

R/(I--I) 2 R/I x --- x R/I,
(he tomado n = 2 en la prueba se arriba solo para simplificar la notacion).

2.1.11. Ejemplo. Para un primo racional p = 1 (mdd 4) se tiene p = 77 en Z[i]. Ya que se trata de un
dominio de ideales principales, se tiene

(m) + (7) = (med(7, 7)) = Z[1],
asi que por el teorema chino del resto
1|/(p) = Z[i]/ () x Z[i]/ (T) = Fp x Fp.
Otro modo de ver qué esta pasando: tenemos

Zli) = Z[x)/ (& + 1), Z[i}/(p) = Fplx/(x* + 1).

N

Ahora x2 + 1 es irreducible o reducible en F,[x] dependiendo del simbolo de Legendre (%) = +1. Cuando
es reducible médulo p impar, salen dos diferentes factores lineales x & a, donde a* = —1 (mdd p). A
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2.2 Ideales primos y maximales

El concepto que remplaza la nocién de elemento primo es el de ideal primo.

2.2.1. Definicion. Se dice que un ideal p C R es primo si este cumple una de las siguientes propiedades
equivalentes:”

a) p#Rysiaf € p,entoncesa € pof € p;
a’) p£ARysil] Cp,entoncesI CpoJCyp;
b) el anillo cociente R/p es un dominio.
El conjunto de los ideales primos en R se llama el espectro de R y se denota por
SpecR = {p C R| ideal primo}.
Se dice que un ideal m C R es maximal si este cumple una de las siguientes propiedades equivalentes:”
a) m#Rysim CICR,entoncesI =mol=R;
b) el anillo cociente R/m es un campo.
(Por la definicidn, el anillo nulo R = 0 no se considera como un dominio, mucho menos como un campo.)
2.2.2. Proposicion. Todo ideal maximal es primo.
Demostracion. Esta claro de la caracterizacion b). [ |
2.2.3. Ejemplo. SiR es un dominio de ideales principales, entonces los ideales primos son
SpecR = {(0)} U {(n) | m € R es primo}.

Los ideales de la forma (7) son maximales, dado que R/(7) es un campo.
Para verlo, notamos que el ideal principal (7) C R es primo siy solamente si 7 € R es un elemento primo
en el sentido del capitulo anterior. En particular,

SpecZ = {(0)} U{(2),(3), (5), (7), (11), .. .}. A

2.2.4. Ejemplo. En el anillo Z[v/—5] consideremos los ideales

p=(7.3+v-5), p=(7,3—+-5).

Los ideales en cuestién no son principales: primero, analizando las normas se ve que 7y 3 + +/—5 son
elementos irreducibles no asociados (las unidades son +1). Luego, si p = (), podemos considerar las ex-
presiones

720[}/7 3+\/_ :ny

para llegar a una contradiccién. Dejo al lector los detalles.
Estos ideales son coprimos:

1=7-(3+vV-5—-(GB-V-5 ¢cp+p

“Ejercicio: a) <= a’) <= b).
“Ejercicio: a) <= b).
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Su producto viene dado por
pp=(7,3+V-5)(7,3— V-5)
- (72, 7(3+v/—5),7(3——-5), 14)
= (7)(7,3+V-5,3-v-5,2) = (7).
=R

Los ideales p y p son propios. Por ejemplo, si p = Z[v/—5], entonces para algunos a, b, c,d € Z se tiene

1=(a+byv-5) -7+ (c+dyv=5)-(3+/~5) = (Ta+3c+3d) + (7Tb + c + d)\/-5.

De la ecuacion 7b + ¢ + d = 0 podemos expresar d = —7b — ¢, y luego al sustituirlo en 1 = 7a + 3¢ + 3d nos
queda 1 = 7a — 21b, pero el nimero a la derecha es par.
Otra manera mas lista es notar que el grupo

Gal(Q(v/-5)/Q) = {1,0},

donde o: v—5 — —+/—5, actda sobre Z[v/—5]. Para un ideal I C Z[v/—5] el conjunto o(I) es también un
ideal, y ademas, en términos de generadores,

ola,...,an) = (o(aq),...,0(an)).

En nuestro caso particular se tiene p = o(p). Ahora si p = Z[v/—5], entonces también p = Z[v/—5], pero
en este caso pp = Z[v—5], lo que contradice nuestro cdlculo de arriba.
Los ideales p y p son maximales. Para verlo, podemos considerar el homomorfismo sobreyectivo

¢: Z[\/—5] = F7[x]/(3+X), a-+bv/—5ra+bx.

(Note que 32 = —5 (mdd 7).) Tenemos ker ¢ = p, y este ideal es maximal. De manera similar se define un
homomorfismo sobreyectivo

é: Z[V~5] = Fr[x]/(3 - %),
donde ker ¢ = p.
Notamos que en general, un homomorfismo ¢: Z[v/—5] — F7 estd definido por la imagen de v/—5 que
debe cumplir ¢(v/—5)* = —5 en F,,. Las Unicas posibilidades son ¢(+/—5) = +3, asi que hemos encontrado

los tnicos dos ideales maximales que cumplen Z[v/—5]/p = F7.
El teorema chino del resto nos da en este caso

ZIV=5lfp x ZIV-5)/p

ol

F7[x]/(x* 4 5) = F7[x]/(3 4+ x) x F7[x]/(3 —X)

Lol

F7 X F7

N
5
A
~
3
1%

R

A

2.2.5. Proposicion. Un homomorfismo de anillos ¢: S — R induce una aplicacién natural entre los espectros
¢~ !: SpecR — SpecS, p— ¢ (p).

Demostracién. Verifique sip C R es un ideal primo, entonces ¢! (p) es un ideal primo en S. |
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2.2.6. Ejemplo. La inclusion natural Z — Z[v/—5] induce una aplicacién Spec Z[v/—5] — Spec Z dada por
p — p N Z. En el ejemplo de arriba,

(7,3£V-5NZ="TZL. A
También nos servira la siguiente propiedad.
2.2.7. Proposicion. Dado un ideal propio I C R, existe un ideal maximal m C R tal que I C m.

Demostracion. Esta es una aplicacion tipica del lema de Zorn.

Sea P el conjunto de los ideales propios I C J, C R parcialmente ordenado respecto a la inclusiéon
Jo € Js.Un elemento maximal en P seria precisamente un ideal maximal en R que contiene a I. Para deducir
la existencia de un elemento maximal, tenemos que probar que toda cadena en P es acotada.

Una cadena en P es una coleccién de ideales propios S = {J, | I C J,} donde J, C Js 0 ]s C ], para
cualesquiera vy 8. Launién J = |, /. es también un ideal propio en R. Este ideal J nos da una cota superior

para S. [ |

2.3 Ideales en anillos de numeros

Sea R un anillo de ndmeros.
2.3.1. Lema. Para todo ideal no nulo I C R se tiene IN7Z # (0).

Demostracion. Si o € I es un elemento no nulo, entonces «, siendo un nimero algebraico (!), satisface una
relacion algebraica no trivial
and + -+ aja+ap = 0,

donde a; € Z, y sin pérdida de generalidad, ay # 0. Entonces, ag € I. |
2.3.2. Corolario. Para todo ideal primo no nulo p C R se tiene p N Z = pZ para algtin primo racional p.
Demostracion. La interseccién p N Z debe ser un ideal primo no nulo en Z. |
2.3.3. Teorema. Para todo ideal no nulo I C R el cociente R/I es finito.

Demostracion. Consideremos R/I como un grupo abeliano (Z-médulo). Un subgrupo finitamente generado
de R/I corresponde a un subgrupo finitamente generado M C Rtal que I C M.
Dado que M C K, donde K/Q es un campo de nimeros, M no tiene torsién y por ende es un Z-mé6dulo
libre de rango r:
MZ27Zd---BZ.
————

r

Notamos que més de [K : Q] elementos de M tendrian una dependencia Q-lineal (jy luego Z-lineal!) no
trivial. Esto implica que r < [K : Q).
Denotemos por M/Ilaimagen de M en el cociente R/I. Como vimos arriba, n € I para alglin enteron > 0,
y luego
#(M/I) < #(M/(n)) < n<.

Entonces, acabamos de probar que todo subgrupo finitamente generado M/I C R/I es finito, y ademads
#(M/I) < C para cierta constante C que no depende de M. Esto significa que R/I es finito. [ ]

2.3.4. Comentario. Los argumentos de arriba usan que R es un anillo de ndmeros. Sino, podemos tomar
por ejemplo R = Z[x] y el ideal p = (x). Se tiene entonces R/p 2 Zyp NZ = (0).
En este caso R C K, donde K = Q(x), pero la extensién K/Q es infinita de grado de trascendencia 1.

Después de definir el anillo de enteros Ok, vamos a establecer algunas de sus propiedades basicas.

2.3.5. Corolario. Todo anillo de niimeros R es noetheriano.
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Demostracion. Paradosidealesnonulos! C J C Rtenemos un homomorfismo sobreyectivonatural R/I — R/],
yluego #(R/]) < #(R/I) < oo. Esto implica que no puede existir una cadena infinita ascendente

hchChG:- - u
2.3.6. Corolario. Todo ideal primo no nulo p C R es maximal.

Demostracién. El anillo cociente R/p es un dominio finito, pero recordemos que todo dominio finito es un
campo.” [ |

2.3.7. Corolario. Sipara dos ideales primos no nulos p,q C R se tiene p C q, entonces p = q.
2.3.8. Definicion. Para un anillo conmutativo R la dimensién de Krull viene dada por
dim R = sup{n | existe una cadena de ideales primos py C p; € -+ C pn C R}.

Por ejemplo, todo campo k tiene el tnico ideal (0), asi que dimk = 0.

Si R es un anillo de nimeros que no es un campo, entonces dimR = 1 por lo que acabamos de probar:
la cadena mas larga de ideales primos tiene forma (0) C p C R. Esto significa que R es un objeto unidimen-
sional, y esto explica muchas buenas propiedades.

2.3.9. Ejemplo. En general, se puede probar que para los anillos de polinomios
dimR[xy,...,x,] = dimR + n.

En particular, si k es un campo, dim k[xy, . .. , x,] = n. Esto corresponde al hecho geométrico de que el espacio
afin A"(k) tiene dimension n.

De la misma manera, dim Z[x] = 2, dado que dimZ = 1.

Para més informacién sobre la dimensién de Krull, véanse los libros de texto de dlgebra conmutativa. A

Ahora bien, dado un anillo de nimeros R € Ky un ideal primo no nulo (= maximal) p C R, tenemos
Z Np = pZ para algun primo racional p, y el campo residual R/p es una extensién de [, de grado finito
fp < [K:QJ.
p CR—»R/p
o
pNZ=(p) CZ —» Fp

2.3.10. Ejemplo. El siguiente dibujo representa los ideales primos en el anillo R = Z|[i] a través de la
aplicacion SpecZ[i] — SpecZ. Aqui todo primo no nulo p C R esté sobre algiin primo racional p € Z. Los
«puntos gruesos» en el dibujo representan los ideales primos nulos (0).

(1+ 2i) (2 + 3i)

Specll S CRTY
(1 2i) (2 - 3i)

SpecZ W . - . . . -
(2) (3) (5) (7) 1 - (13)

*Si D es un dominio finito, entonces para todo elemento no nulo a € D la multiplicacién por a

ta: D— D, x+— ax
es una aplicacién inyectiva. Dado que D es finito, y4 es también sobreyectiva y existe a—! € D tal que uq(a=!) = aa=! = 1.
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Lo que vimos en el capitulo anterior puede ser resumido de la siguiente manera.
1) Se tiene 27Z][i] = p?, donde p = (1 + i). En este caso f = 1.
2) Sip=1 (mdd 4), entonces pZ[i] = p p para dos diferentes primos p,p. Aqui f, = fy = 1.

3) Sip =3 (mdd 4), entonces pZ[i] es primo, y en este caso f = 2. A

2.4 Ideales fraccionarios

Hemos visto como sumar y multiplicar los ideales. Estas operaciones cumplen varias propiedades pa-
recidas a los axiomas de anillo conmutativo, pero para un ideal I no existe el ideal «—I» que cumpliria
I+ (—I) = (0). De hecho, no hay manera razonable de anadirlo: en ese caso la identidad I + I = I implicaria
que R = (0). Pero lo que si se puede tratar de hacer es anadir los ideales inversos I~! que cumplen II-! = R.

Por ejemplo, el ideal inverso a 2Z C Z deberia de ser algo como %Z, pero % no vive en Z, sino en su
campo de fracciones Q. Esto nos lleva a la nocidn de ideales fraccionarios.

Aunque el material de la seccién anterior es valido para cualquier anillo conmutativo, pero a partir de
ahora tendremos que suponer que R es un dominio. Denotemos por K el campo de fracciones de R.

2.4.1. Definicion. Un R-ideal fraccionario es un R-submoédulo I C K que cumple la siguiente propiedad:
existe o € K* tal que ol C R.

Se dice que I es principal si I = R para algin « € K*.

SiI C R, entonces I es un ideal en el sentido normal, y para subrayar este hecho se dice que I es un ideal
entero.

La condiciéon ol C R significa lo siguiente: aunque en I pueden estar fracciones, sus denominadores
deben ser controlables y cancelarse al multiplicar I por un solo elemento.

2.4.2. Ejemplo. Consideremos R = Z. En este caso K = Q. Si ol es un subgrupo de Z, entonces ol = nZ
para algin numero natural n. Luego, I = o~ 'nZ, donde a~'n € Q. Entonces, los ideales fraccionarios de Z
son de la forma {Z, donde § € Q. Todos son principales.

Hay muchos mas Z-submoédulos I € Q, como por ejemplo Z {ﬂ, pero estos no cumplen la condicién
ol C Z. A

El ejemplo de arriba funciona de manera similar en cualquier dominio de ideales principales.

Las operaciones I + J, IN ], I] definidas para los ideales enteros en la seccion anterior se definen de la
misma manera para los ideales fraccionarios (se deja como un ejercicio verificar que el resultado es también
un ideal fraccionario).

2.4.3. Definicion. Se dice que un R-ideal fraccionario I es invertible si existe otro ideal fraccionario J tal
que Il = R.

2.4.4. Proposicion. Si I es invertible, entonces su inverso es igual a
I''={aeK|al CR}.
Entonces, I es invertible siy solamente si II"' = R.

Demostracién. Notamos que II"! C R. Ahora si I] = R, entonces se ve que /] C I~!. Por otra parte, I"!

r‘g=I'n-Jcr=J.

2.4.5. Ejemplo. Todo ideal fraccionario principal es invertible: para o € K* se tiene (aR)~! = o~ IR.

>

No todos los ideales en un anillo de nimeros es invertible. He aqui un ejemplo particular.
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2.4.6. Ejemplo. Consideremos el ideal p = (2,1 + +/—3) en el anillo R = Z[v/—3]. Se tiene R/p = Fy, asi
que se trata de un ideal maximal. Su inverso tendria que ser

pl ={aeQ(W=3) |20 e Z[V=3],(1+vV=3)a e ZV-3]}.

Escribiendo o = a + bv/—3, notamos que la primera condicion significa que a = a’/2, b = b’/2 para
a',b’ € Z. Para la segunda condicién, calculamos que

(+F)( + W) a/_ng/Jra/;b/\/fs.

Este elemento estd en Z[+/—3] si y solamente si a’ = b’ (m6d 2). Podemos concluir que

Pl {%/ + %\/3 @V ez =v/(2)) =T Z{HT\/TS]

Ahora, usando (HF —1+ /=3, tenemos

pp~! = (2,1+v=3) (1)1%\/_73):(2,1—1—\/—73,—14-\/—73):137&13-

Por otra parte, en el anillo mas grande Z {”Tﬁ} = Z|(3] (que es un dominio de ideales principales,
como ya sabemos) tenemos p = (2). A

2.4.7. Definicion. Denotemos por Z(R) el grupo de R-ideales fraccionarios invertibles y por P(R) el sub-
grupo de R-ideales fraccionarios principales. Luego, el grupo de Picard de R es el cociente

Pic(R) = Z(R)/P(R).

Aunque los ideales invertibles forman un grupo abeliano respecto a multiplicacién, muy a menudo Pic(R)
se escribe en la notacidn aditiva. La definiciéon puede ser resumida en la sucesion exacta de grupos abelia-
nos.

1 R* = K< 22 7(R) - Pic(R) — 0

2.4.8. Ejemplo. Para todo dominio de ideales principales se tiene Pic(R) = 0. A

2.4.9. Ejemplo. Sea R un anillo local; es decir, un anillo con tnico ideal maximal m. Afirmamos que en
este caso Pic(R) = 0.
Sea I un R-ideal fraccionario invertible. En este caso la ecuacién II-! = R significa que se puede escribir

> aipi=1,
i

donde «; € Iy 3 € I"!. Tenemos necesariamente o;3; € R* para algln i; en el caso contrario >, «;3; estd en
el ideal maximal m = R\ R* (es aqui donde estamos usando que R es local). Ahora 3;] = R, asique I = (ﬁfl)
es principal. A

Uno de los resultados principales del curso establece la finitud de Pic(R) para todo orden R C K. También
veremos como hacer calculos particulares.

2.4.10. Ejemplo. Consideremos el anillo R = Z[v/—5]. El ideal

p=(2,1+-5)

no es principal. Por ejemplo, podemos calcular que

o' = (24214 V=5), (14 V=5") = (2) (2, 1+ V=5, -2+ V-5) = 2R,

=R




Ahora si p fuera principal, esto nos daria 2 ~ «? para algln «, pero 2 es irreducible en el anillo Z[/—5].
El ideal es maximal: tenemos R/p = F,. De una vez hemos calculado que p es invertible: su inverso es

~

Dado que p? = 2R es principal, [p] es un elemento de orden 2 en el grupo de Picard. De hecho, Pic(Z[v/—5]) =
7./27Z, donde p representa el generador. Para justificar este calculo necesitamos varias herramientas que ve-
remos mas adelante en el curso.

Solo para dar un ejemplo de c6mo se comportan los ideales en este caso, q¢ = (3,1 + v/—5) es también
un ideal que no es principal. El lector puede verificar que

qq=3R, Z[\V-5]/q=Fs.

Para a = 1=Y=> tenemos

3

(@q_<1Vfj(a1+via_411_vim_(zy+¢?m_p

Entonces, [q] = [p] en Pic(Z[v-5)). A
El grupo de Picard puede ayudar a resolver ecuaciones diofanticas.

2.4.11. Ejemplo. Continuando con el ejemplo anterior, consideremos la curva eliptica
Y2 =x>—5.

Afirmamos que esta no tiene putos enteros.

Primero, y tiene que ser par. Por ejemplo, reduciendo la ecuacién médulo 4, notamos que x> — 5 # 1
(méd 4). Ademas, y # 0.

Como haciamos antes, empezamos por escribir

B =(y—V=5)(y+V-5).

El anillo Z[v/—5] no es un dominio de factorizacién tinica, pero vamos a trabajar con ideales en lugar de
elementos.
Afirmamos que para y # 0 par se tiene

(y—V=5y+ V-5 =2[\/-5].

Primero calculamos que

(3-V=8) v+ V=8 -3 (y-V=5) =5 (y—V=5.y+V-5).

2 2

Ademas, esta claro que
2ye (y—v-5y++v-5).

Por otro lado, se ve que 5 1 y: para esto considere la ecuacién y> = x*> — 5 y fijese en la valuacion vs(-).
Tenemos entonces med(2y,5) = 1, asi que (y — v—5,y + v—=5) = Z[v-5].
Ahora (y + v/—5) e (y — v/—5) son ideales coprimos y su producto es (x)3, asi que gracias a 2.1.7 debe
existir un ideal I C R tal que
Y+ V-5 =P
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Aqui el ideal a la izquierda es principal, asi que [I°] es trivial en Pic(Z[v/—5]). Pero sabiendo que el grupo
de Picard tiene orden 2, esto nos permite concluir que [I] es trivial; es decir, un ideal principal. Escribiendo
I=(a+ bv-5), se obtiene

y+ V=5 = (a+bV=5)* = a(a — 150 + b (3a* — 5b) /5.

Pero la ecuacion b (3a* — 5b?) = 1 no tiene soluciones enteras, asi que podemos concluir que y> = x*> + 5
tampoco tiene soluciones enteras. A

Cabe mencionar que en geometria algebraica también existe la nocién del grupo de Picard de una curva
que se define de manera parecida como el cociente del grupo de divisores por los divisores principales. Véase
[Sil2009, Chapter II] o [Lor1996] para mayor informacion.

2.5 Anillo de enteros O

Siguiendo con nuestro programa de llevar la aritmética de elementos o« € R a la aritmética de ideales
I C R, una propiedad que nos gustaria tener es el teorema fundamental de la aritmética que para los ideales
quiere decir que todo ideal propio no nulo I C R se descompone en producto de ideales primos

T

donde los elementos e; estan definidos de modo Unico. Desgraciadamente, esto no es siempre posible en un
anillo de nimeros.

2.5.1. Ejemplo. Consideremos el anillo R = Z[\/—3] y el ideal p = (2,1 4 /—3). Calculamos que
p?=(22,2(1+vV=3),(1+vV=3)?) =2R- (2,1 ++v/=3,-14++V/=3) =2R-p.
Si tuviéramos la factorizacién tnica, esto implicaria que p = 2R. Sin embargo,
ROp22ROpP*DOp*Dp* D *)

Aun peor, el ideal 2R no puede ser escrito como un producto de ideales primos. Para verlo, supongamos
que para algunos ideales primos p; se cumple

2R =p§t .. p¥.
Luego, tenemos
p> C2R C ;.

Esto implica que p C p; por la primalidad de p;, pero luego p; = p, dado que p es un ideal maximal. Esto
significa que 2R = p" para algin n, pero esto contradice (*). Entonces, jel ideal 2R no es un producto de
ideales primos! A

El ideal p de arriba no es invertible, como ya vimos en 2.4.6. Resulta que si queremos descomposiciones
en productos de ideales primos, no pueden existir ideales no invertibles.

2.5.2. Proposicion. Sea R un anillo de niimeros donde todo ideal propio no nulo I C R puede ser escrito como
producto de ideales primos
I = pil . gs_

Entonces, todo R-ideal fraccionario es invertible.
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Demostracion. Bajo la hipétesis, bastaria verificar que todo ideal primo no nulo p C R es invertible. Consi-
deremos un elemento no nulo o € p y la descomposicién

aR :pi1 ...pgs.

Los ideales p; son primos no nulos, y entonces maximales. Aqui todos los ideales p; son invertibles:

1
~1 —1 S
p; :ERpel'l...pf copss.
Tenemos
Pl ps S,
pero por la primalidad de p y maximalidad de los p;, tenemos p = p;, asi que es invertible. |

Ahora ¢qué defecto tiene el anillo Z[v/—3] que nos da ideales no invertibles? En Q(v/—3) = Frac Z[v/—3]
tenemos el entero algebraico oo = ”Tm: este cumple la relacién moénica

o —a+1=0.

Ahora consideremos el ideal fraccionario
I=(1,a).

Calculamos que
PF=1,0,0%)=(1,0) =1L

Si I fuera invertible, multiplicando esta ecuacion por I~! tendriamos I = R, pero esto no es el caso. Este
truco funciona en general. Sera oportuno dar una definicion.

2.5.3. Definicién. Sea R un dominio. Se dice que o« € Frac(R) es entero sobre R si existe una relacién
monica
A"+ a1 " M a4 ap=0,

donde a; € R. Si todo elemento entero sobre R esta en R, entonces se dice que R es integralmente cerrado.

Por ejemplo, el anillo Z[v/—3] no es integralmente cerrado porque no contiene el elemento @ Re-
sulta que esta es la raiz de los problemas.

2.5.4. Proposicion. Sea R un anillo de niimeros donde todo R-ideal fraccionario es invertible. Entonces, R es
integralmente cerrado en Frac(R).

Demostracion. Sea « € Frac(R) un elemento no nulo que satisface una relaciéon moénica
A"+ a1 " M a4 ap=0,

donde a; € R. Consideremos el ideal fraccionario

n— 1)

I=(1,a,0%,...

Gracias a la relacién de arriba, toda potencia oX para k > n se expresa como una combinacién Z-lineal de
1,a,...,a" yseve que
P=I

Ahora si I es invertible, entonces I = R, y en particular o € R. [ ]
Ahora sabiendo la importancia de anillos integralmente cerrados, vamos a investigar este concepto.

2.5.5. Lema (Caracterizacion de integralidad). Sea K un campo y R C K un subanillo. Para o € K las
siguientes condiciones son equivalentes.
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a) « es entero sobre R.
b) R[a] C K es un R-médulo finitamente generado.
¢) Existe un R-mddulo finitamente generado no nulo M C K tal que oM C M.

Demostracion. a)=-b). Si « es entero sobre R, entonces este cumple una relacién ménica

A"+ ay_ 10" M+ aqja+ag = 0.

Gracias a esta relacién, o para m > n se expresa como una combinacién R-lineal de 1, o, . ..

estas potencias generan a R[«] como un R-moédulo.
b)=-c). Basta tomar M = R[«].
¢)=-a). Escribamos
M=aiR+---+ ayR.

Consideremos la matriz de multiplicacion por o« sobre M:

aQ = E a,-,-ozj.

1<j<n
Ahora por el teorema de Cayley-Hamilton,
det(al, — A) =0,
pero ese determinante es un polinomio ménico en « con coeficientes en R.
2.5.6. Ejemplo. a =2y 3 = ”2£ son enteros algebraicos:
a*-2=0, p*-p-1=0.
El anillo Z[«, 3] estd generado como Z-moédulo por
1, a,8,a8.
Calculamos en esta base

(a+p)-1=a+p,
(a+B)-a=2+ap,
(a+pB)-B=14+F4+ap,
(a+B) af=a+28+aB

Entonces, la multiplicacién por « + 3 se representa por la matriz

b

Il
S == O
—_ o oN
_— O =
—_ N = O

Calculamos que su polinomio caracteristico es
pa(x) =x* —2x°> —5x* + 6x — 1.
Esto nos da la relacién ménica

(a+B)* —2(a+8)* = 5(a+B)2+6(a+B) —1=0.
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? charpoly ([0,2,1,0;1,0,0,1; 1,0,1,2; 0,1,1,17])
% = xN4 - 2%¥xN3 - 5*¥xA2 + 6%x - 1

? algdep (sqrt(2) + (l+sqgrt(5))/2, 4)

% = XN - 2¥xA3 - 5¥xA2 + 6%x - 1

? K = nfinit(t/"2-2);

? L rnfinit(K, x/2-5);

? rnfeltreltoabs(L, t + (1+x)/2)

% = Mod(-1/4*x"3 + 13/4*x + 1/2, x4 - 14*x"2 + 9)
? charpoly(%)

% = xN4 - 2%¥xA3 - 5¥xA2 + 6%x - 1

? subst (%, x, sqrt(2) + (l+sqrt(5))/2)

% = -2.115889831480117514 E-37

Esta sesi6n de PARI/GP demuestra el uso de campos de niimeros relativos: definimos K = Q(+/2) y luego
L =K(5).

Recordamos que el polinomio caracteristico no siempre coincide con el polinomio minimo. En PARI/GP
estos se calculan mediante charpoly y minpoly respectivamente.

2.5.7. Proposicion-definiciéon. Dado un campo de ntimeros K, su anillo de enteros viene dado
Ok = {a € K| a es entero sobre Z}.

Este es un anillo. Se tiene
Ok ={a € K|fj € Z[x]},

donde fg denota el polinomio minimo de o sobre Q.

Demostracion. Usando el lema de arriba, si a, 5 € Ok, entonces M = Z[a, 3] es un Z-mddulo finitamente
generado. Tenemos o+ 3 € My aff € M.

Si « es entero sobre Z, entonces existe un polinomio moénico g € Z[x] tal que g(«) = 0. Este polinomio
debe ser divisible por el polinomio minimo f3 € Q[x], pero luego fg(x) € Z[x] gracias al lema de Gauss. M

2.5.8. Comentario. Tal vez la prueba con Z-médulos finitamente generados se ve demasiado abstracta,
pero al final de cuentas esta se reduce a las siguientes consideraciones de dlgebra lineal. Dados dos nimeros
a'y B3, escribamos sus polinomios minimos sobre Q:

f=&-oa1)---(x—am), §=(x—=P1)-(x—fn)
Estos son precisamente los polinomios caracteristicos de las aplicaciones Q-lineales

fo: Qa) = Q(av), ns: Q(B) — Q(B),

X ax X — Bx.

Ahora la aplicacién

fa @ pi5: Q) ®g Q(B) — Q(a) ®g Q(B)

tendrad como sus valores propios «;/3;, asi que su polinomio caracteristico es

[[x = aiBy,

i,
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mientras que el polinomio caracteristico de la aplicacién

fo ®Iid +id ® pg: Q(a) ®g Q(B) — Q(a) ®g Q).

serd’
[ = (ai+5)).
ij
De manera mds concreta, p, corresponde a alguna matriz A € My,.m(Q) v g corresponde a otra matriz
B € Myxn(Q). Escribiendo polinomios caracteristicos de las matrices AQ By (A®I,) + (I, ® B) de (mn x mn),
se obtienen relaciones algebraicas para a3 y a + 3. En fin, si a y 3 son enteros algebraicos, entonces las
matrices A y B tendran coeficientes enteros, o mejor dicho, en el argumento de arriba se pueden reemplazar
los espacios Q-vectoriales Q(«), Q(8), Q(a) ®q Q(3) por Z-médulos Z[«], Z[5], Z[o] @7 Z[5]. De esta manera
saldran relaciones monicas con coeficientes enteros.
Por ejemplo, si o = v2y 3 = 1+Y=5 entonces

(2 8-

Calculemos los polinomios caracteristicos correspondientes en PARI/GP.

/* Producto de Kronecker de Ay B */
? kronprod(A,B) = matconcat(matrix(#A[,1],#A,1i,j,A[1,7]1*B));

? A=10,2;1,0];

? B=10,1;1,1];

? charpoly (kronprod(A,B))

% = XN - 6*x72 + 4

? charpoly (kronprod(A,matid(2)) + kronprod(matid(2),B))
% = XN - 2¥xA3 - 5*xA2 + 6%x - 1

? algdep (sqrt(2)*(1l+sqrt(5))/2,4)

% = x"N4 - 6*x"2 + 4

? algdep (sqgrt(2) + (1l+sqrt(5))/2,4)

% = XN - 2¥xN3 - 5*xA2 + 6%x - 1

Clase 7
, . 31/08/20
2.5.9. Lema. Sea K un campo de niimeros. Dado « € K, existe N € Z no nulo tal que Na € Ok.
Demostracion. El elemento « satisface alguna relacién algebraica
and" + ap_1a" '+ +aja+ag =0,

donde a; € Qya, # 0. Multiplicando los coeficientes por su minimo comin denominador, siempre podemos
asumir que a, € Z. Ahora al multiplicar la ecuacion por a*~! nos queda

(@20)" + @1 (@n0)" " + -+ + @yay (ane) + aoay ' = 0.
Esto quiere decir que a,« € Ok. -

2.5.10. Proposicion. Se tiene Frac Ox = K.

“He aqui una prueba. Si oy 3 son valores propios de aplicaciones lineales ¢: U — Uy1: V — V, esto significa que existen vectores
nonulos u € U, v € Vtales que ¢(u) = au, 1(v) = Bv. Luego, (¢ @ ) (U ®V) =aBu®Vvy(¢Qid+idR@¢Y)(u®v) = (a+ B)uxv.
Entonces, a3 es un valor propio de ¢ ® 1) y « + 3 es un valor propio de ¢ ® id + id ® 1.
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Demostracion. Por la definicion tenemos Ok C K, y luego la inclusién Frac Og C K. Por otro lado, dado
un elemento o € K, por el lema anterior tenemos Na. € Ok para algin N € Z no nulo. Esto implica que
a = £ Na € Frac Ok. [ ]

2.5.11. Proposicion. O es un anillo integralmente cerrado; es decir, si o« € K = Frac O es entero sobre Ok,
entonces o € Ok.

Demostraciéon. Tenemos una relacién monica
A"+ ap 10" M+t ajata,=0,

donde g; € O.Estarelacion implica que R[«] es un R-moédulo finitamente generado, donde R = Z|ay, . . ., dp—1].
Pero los a; € Ok también cumplen algunas relaciones moénicas sobre Z, asi que R es finitamente genera-
do como Z-moédulo. De aqui se sigue que R[a] es finitamente generado como Z-mddulo’. Pero luego por
nuestra caracterizacion de integralidad 2.5.5, esto implica que « es entero sobre Z. |

Para los resultados generales acerca de elementos enteros en extensiones de anillos R C S, véase por
ejemplo [AM1969, Chapter 5].
Otra propiedad importante del anillo de enteros: Ok es un Z-modulo libre de rango [K : Q].

Ok C K
rtk=n |deg=n

Z CQ

Lo vamos a probar un poco mds adelante cuando tengamos las herramientas adecuadas, pero me gustaria
mencionarlo ahora. Procedamos con algunos ejemplos de anillos de niimeros.

2.5.12. Ejemplo. Esta claro que para K = Q se tiene Ok = Z. A

2.5.13. Ejemplo. Calculemos el anillo de enteros Ok para el campo cuadratico K = Q(v/d), donde d es un
entero libre de cuadrados.

Consideremos un elemento a = a + bvd € K. Si o € Q, entonces o € Ok si y solamente si o € Z. Si
a ¢ Q, entonces el polinomio minimo de « viene dado por

f=(x—(a+bVd) (x — (a—bVd)) = x* — 2ax + a® — db®.
Para que los coeficientes sean enteros, necesitamos que se cumpla
2a, a’—db*eZ.

La primera condicién implica que a = a’/2 para algiin a’ € Z. Para la segunda condicién, dado que d es un
entero libre de cuadrados, se ve que necesariamente b = % para algin b’ € Z.
Analicemos entonces la condiciéon

@ —d* cZ < a*—-dbh*=0 (méd4).

Sid = 1 (mdd 4), entonces nos queda a? = b’ (mdd 4), lo que sucede precisamente cuando a’ = b’
(méd 2). Entonces, en este caso

Ok = {%4—%\/;1‘(1’,19’ €Z,d=b (mod 2)}:Z{1+2\/a}.

Por otra parte, sid = 2,3 (mdd 4), se ve que la condicién es equivalentea a’ = b’ =0 (mod 2), asi que

Ok = Z[Vd). A

“Estamos usando la siguiente observacién: para una extensién de anillos A C B C C, si B es finitamente generado como un
A-mobdulo y C es finitamente generado como B-mddulo, entonces C es finitamente generado como un A-médulo. De hecho, si B =
A(by,...,bm)y C= B(cy,...,cn), entonces C = A(b;c;).
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Este ejemplo demuestra que si K = Q(«), donde « es un entero algebraico, entonces el anillo de enteros
Ok puede ser mas grande que Z[«/].

2.5.14. Ejemplo. Para el campo ciclotémico K = Q(¢,) se tiene Ox = Z[(y]- Todavia no tenemos las he-
rramientas adecuadas para probarlo en toda generalidad, y por el momento sugiero considerar el caso de
n = p primo.

La extension ciclotémica Q((,)/Q es de Galois, y los automorfismos vienen dados por ¢, — CIL‘, donde
k=1,2,3...,p— 1 (véase §B.3). El grupo de Galois es ciclico, isomorfo a (Z/pZ)*. Denotemos por ¢ su
generador:

Gal(Q(¢)/Q) = {1,0,...,0"72}.
Sia € Ok, entonces o' () € O: todos los conjugados de Galois son raices del mismo polinomio minimo.
Para una extensién de Galois la norma es el producto de todos los conjugados:

N(a) = Nijg(a) = ao(a)o?(a) - o *(a).
Ademads, la traza es la suma de todos los conjugados:
T(a) = Tgjg(a) = a+o(a) + az(a) 4+t prz(a).

Las expresiones de arriba son invariantes respecto a la accion del grupo de Galois, asi que para todo « € Ok
se tiene
N(a), T(a) € OxNQ = Z.

De estas definiciones esta claro que la norma es multiplicativa y la traza es Q-lineal: para o, 8 € Ky

abeqQ
N(af) = N(a)N(8), T(aa+bB)=aT(a)+bT(s).
Por ejemplo,
N1-G)=(1-¢)A-¢)—1-¢ ) =2(1) =p.

Esto implica que 1 —¢, ¢ Of (como siempre, por la multiplicatividad de la norma, las unidades deben tener
norma =1). Ademas, este calculo nos dice que

PZ C (1 —())Ox N Z.
Pero el ideal (1 — (,) C Ok es propio y pZ es maximal en Z, asi que
(1-¢)OxkNZ=pL.
Ahora consideremos un elemento oo € Ok dado por
a=ay+alp+ -+ ap_o072
donde a; € Q. Calculamos
T(a(1-G¢)) =a(@)(1=¢)+o*(a) (1 —=¢) +--+ P2 (a) (1= ).
Paratodoi=1,2,...,p — 1 tenemos
1*(};: (1*Cp)(1+<p+"'+g;71)7
asi que
T(a (1 —¢p)) € (1 —¢)OxkNZ = pL.
Por otro lado, podemos calcular directamente que
T(a (1= Gp)) = aop

(un pequeno ejercicio para el lector: calcule T(Cl’,‘) y use la linealidad de la traza). Esto implica que ag € Z.
Luego podemos pasar al entero algebraico

(Oé—ao)/ép=a1+a2§p+a3gg+...,

y el mismo argumento nos dird que a; € Z, etcétera. Al final vamos a concluir que o € Z[(p). A
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2.5.15. Advertencia. Los ejemplos que vimos hasta el momento son algo peligrosos porque en estos el
anillo de enteros tiene forma

Zo)=Z®aZ ®---® " 'Z paraalglin a € O;

en otras palabras, Ok tiene una base sobre Z que consiste en potencias del mismo elemento «. Dedekind
observé por primera vez que esto no es siempre posible y dio el primer ejemplo particular

K=Q]/(x* —x* —2x—8).

En este caso él anillo de enteros Ok no tiene forma Z[a], pero lo vamos probar mas adelante, en el momento
adecuado.

Los campos de nameros cuyo anillo de enteros tiene forma Z[«] se llaman monogénicos y de hecho son
muy especiales. Vamos a volver a este asunto mas adelante, pero lo menciono para que el lector no quede
con la falsa impresion de que todos los campos de nimeros son monogénicos. En realidad, pocos lo son.

2.6 Dominios de Dedekind

Para resumir la situacién, dado un campo de nimeros K, hemos definido de manera canénica un subanillo
Ok C K que es integralmente cerrado. Este es un dominio de Dedekind.

2.6.1. Definicion. Un dominio de Dedekind es un dominio R que cumple las siguientes condiciones:
a) R es noetheriano,
b) dimR = 1" (es decir, todo ideal primo no nulo p C R es maximal),
¢) R esintegralmente cerrado.

Como hemos visto, las condiciones a) y b) se cumplen para cualquier anillo de nimeros R c K. Sin
embargo, la condicién c) no siempre se cumple, y por esto introducimos el anillo de enteros Ok.

No todos los dominios de Dedekind son de la forma Ok. Por ejemplo, el anillo de polinomios k[x] (donde
k es un campo) es un anillo de Dedekind.

2.6.2. Comentario. Tal vez cabe mencionar que un anillo puede ser integralmente cerrado y unidimen-
sional, pero no ser noetheriano. Un ejemplo natural es el anillo de todos los enteros algebraicos (es decir,
elementos de Q enteros sobre Z). Este es un anillo muy grande que contiene todos los anillos de enteros
Ok. (Haga el ejercicio 2.15.)

Nuestro préximo objetivo sera probar que todo dominio de Dedekind admite factorizacién Unica de
ideales en ideales primos. De hecho, también es cierta la otra implicaciéon: un dominio donde todo ideal
propio no nulo I C R se expresa como un producto de ideales primos debe ser un dominio de Dedekind.
El lector interesado puede consultar [Clark-CA, Chapter 20] para mas detalles y otras caracterizaciones de
dominios de Dedekind.

Hasta el final de esta seccién, sea R un dominio de Dedekind y K su campo de fracciones. En particular,
esto funciona para el anillo de enteros R = Ok de un campo de nimeros K. El lector notara que los argu-
mentos de abajo usan todas las condiciones sobre R (noetheriano, unidimensional, integralmente cerrado).

2.6.3. Lema. Todo ideal entero no nulo I C R contiene un producto de ideales primos no nulos.

*Algunos autores piden dimR < 1.
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Demostracion. Supongamos que esto es falso. Sea I un ideal no nulo que es maximal respecto a la propiedad
que I no contiene un producto de ideales primos no nulos. Este I existe gracias a la condiciéon noetheriana.
El mismo I no es primo, asi que existen o, 3 € R tales que a3 € I, pero «, 3 ¢ I. Ahora tenemos

ICI+aR, ICI+pfR
Por la maximalidad de I, tenemos
pr---psCI+aR, qi---q CI+ PR

para algunos ideales primos p;, g;. Pero ahora

pr---psqr---qC I+ aR)(I+BR) =P +al+ I+ afRC I
Contradiccion. [ ]

2.6.4.Lema. a) Paratodo R-ideal fraccionario no nulo I se tiene

D% {acK|alCT} =R

b) Dado un ideal entero propio no nulo I C R, se tiene R C I

Demostraciéon. En a), la inclusiéon R C (I : I) esta clara por la definicién de (I : I). Para la otra inclusidn, si
ol C I, entonces, dado que I es un R-moédulo finitamente generado (por la condicién noetheriana), pode-
mos concluir que « es entero sobre R (recuerde nuestra caracterizacion de integralidad de 2.5.5). Pero R es
integralmente cerrado por nuestra hipotesis, y por lo tanto o € R.

En b), recordemos que por la definicion,

I''={a€K|al CR}.
Para un elemento no nulo « € I, por el lema anterior tenemos
pr---ps CaRCICR

para algunos ideales primos no nulos p;. Sea s el minimo posible tal que aR contiene un producto de s
ideales primos no nulos. Sea p un ideal maximal tal que I C p. Ahora p; ---ps; C p, y por la primalidad de
p y maximalidad de p; (jgracias a la hipétesis que dim R = 1!), tenemos p = p; para algin i. Sin pérdida de
generalidad, i = 1.

Sis =1, entonces p; C aR C I C p implica que I = aR. Tenemos R C I"! = o~ R (note que I es un ideal
propio, asi que a~! ¢ R).

Sis > 1, entonces por la minimalidad de s, tenemos p; - - - ps Z «R. Tomemos 8 € py - - - ps \ aR. Notamos
que a~!3 ¢ R. Por otra parte,

o BICaBp Catppy---ps € a(aR) =R.
Entonces, a3 e I"1. [ ]
2.6.5. Lema. Todo R-ideal fraccionario no nulo es invertible.

Demostracion. Tenemos que probar que II-! = R. La inclusién II"! C R se cumple en cualquier caso por la
definicién de I-1. De modo similar,

(rhHurH?'crR=rtarhH1tcrk

Esto significa que
(rhH=tcut:r'y=r
donde la Gltima igualdad se cumple por la parte a) del lema anterior.
Ahora II"! C R es un ideal entero y podemos aplicar la parte b) del lema: si II"! C R, entonces R C
(II'1)~1. Pero no es el caso, y por ende II"! = R. [ |

)
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Ahora todo est4 listo para establecer la factorizacién Ginica de ideales.

2.6.6. Teorema. En un dominio de Dedekind R todo ideal entero propio, no nulo I C R puede ser escrito como
un producto de ideales primos I = p; - - - ps. Ademds, esta expresion es tinica salvo una permutacion de los p;.

Demostracion. Primero vamos a establecer existencia de factorizaciones, y luego su unicidad. Supongamos
que existen ideales propios no nulos que no se expresan como un producto de ideales primos. Sea I un ideal
maximal con esta propiedad (este existe gracias a la condicién noetheriana). El mismo I no es primo, asi
que existe un ideal maximal p tal que I C p. Tenemos I = pJ, donde ] = p~ 11 (esto tiene sentido, ya que los
ideales son invertibles). Notamos que /] C pp~—! = R, asi que J es un ideal entero. Ahora tenemos I C J (si
I =] =p~'I, entonces p = R gracias a la invertibilidad de I, pero no es el caso). Por la eleccion de I, tenemos
J=p1---ps, pero luego I = pp; - - - ps. Contradiccion.

Ahora para probar que las factorizaciones son tinicas, procedamos por induccion de la manera habitual.
Si

[:pl...psqu...qt7

entonces, usando que los ideales son maximales, tenemos sin pérdida de generalidad ps = q;. Gracias a la
invertibilidad de ideales, los podemos cancelar y obtener de esta manera

pl...p571 :ql"'qtfl'
Esto nos da el paso inductivo. [ ]

Entonces, dado un ideal entero no nulo I en un dominio de Dedekind, se tiene
I= H pVP (1)7
p

donde el producto es sobre todos los ideales primos no nulos y los nimeros v, (I) > 0 estan bien definidos
(y casi todos son nulos, salvo un nimero finito de ellos).
Usando la factorizacién tinica, no es dificil ver que

J=II = I|] < JCL
La funcién v, se comporta como las valuacion:
V() = vp (D) +vp(]),  vp(I+]) = min{v,(I),v, ()}
Ademas,
vp(IN]) = max{vy (I),v,(])}-
Para los ideales tiene sentido poner

med(I,]) = I+ ] = [ [pmint» @ O3,
P

mem(L]) = In] = [ p™@ D DD,
b

En particular, se tiene

I+hHIn])=1.

Este es un andlogo” de la férmula

*Analogo ideal :-)
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Si I es un R-ideal fraccionario, entonces existe o € R no nulo tal que ol C R es un ideal entero, y luego
I= H pVP (I)7
p

donde v, (I) = vy(al) — vy(aR). De esta manera la factorizacién tnica se generaliza a ideales fraccionarios
(permitiendo potencias negativas de ideales primos).

Otra manera de expresar el hecho de que los ideales fraccionarios se factorizan de manera tinica en
ideales primos es decir que el grupo abeliano de ideales invertibles (en un dominio de Dedekind todo ideal
es invertible) es libre, generado por los ideales primos: tenemos un isomorfismo

~

I(R) = Pz, I (vy(I))y.
p

2.6.7. Comentario. En anillos noetherianos de dimensién superior ya no existen descomposiciones de
ideales en productos de ideales primos, pero existe una nocién general de la descomposicion primaria.
Véase por ejemplo [AM1969, Chapter 4, 6].

Para un dominio de Dedekind R, el grupo de Picard Pic(R) en algiin sentido mide qué tan lejos R est4 de
ser un dominio de factorizacién tnica. Especificamente, tenemos el siguiente resultado.

2.6.8. Teorema. Para un dominio de Dedekind R las siguientes condiciones son equivalentes:
1) Pic(R) =0,
2) R es un dominio de ideales principales,
3) R es un dominio de factorizacion tinica.

Demostracion. Los ideales fraccionarios son principales siy solamente silos ideales enteros son principales,
asi que las condiciones 1) y 2) son equivalentes.

En el capitulo anterior ya vimos la implicacion 2)=-3).

La implicacién 3)=-2) funciona gracias al hecho de que dimR = 1. A saber, supongamos que R es un
dominio de factorizacion tinica. Todos los ideales en un dominio de Dedekind se factorizan en productos
de ideales primos, asi que sera suficiente probar que todo ideal primo es principal. Para esto, dado un ideal
primo no nulo p, tomemos un elemento no nulo « € p. Por la hipdtesis sobre R, tenemos una factorizaciéon
en elementos primos

Q=TT

Ahora
aR=p1---ps Cp,

donde p; = ;R son ideales primos principales, y son también maximales, ya que dim R = 1. Como siempre,
dado que p es primo y los p; son maximales, podemos concluir que p = p; = m;R es principal. [ ]

La factorizacion Gnica nos permite demostrar que los dominios de Dedekind no estan muy lejos de ser
dominios de ideales principales: cada ideal puede ser generado por dos elementos.

2.6.9. Proposicion. Sea R un dominio de Dedekind. Dado un ideal no nulo I C Ry un elemento no nulo « € I
existe 5 € I tal que
(o, 8) =aR+ BR=1
Demostracion. Consideremos la factorizacion de ideales primos
aR:ptlel... eS_

N

AhoraI| aR, asi que
=y,
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donde ¢; < e].
Se puede escoger 3 € R tf?l que plf’ | BR, pero pf"“ 1 BR. A saber, esto se hace mediante el teorema chino
del resto, escogiendo j3; € pf"“ \pf":

R/ pEth = R/pSH 5 x R/pEH!
l B —— (B1,...,Bs) l

/

R/(p1' - ps)

Ahora R = IJ, donde p; 1 ] para ningtini = 1, ..., s, y por lo tanto

IR

R/pt x - x Ry

(a, ) = aR 4 AR = Hpmfn{vp(aR)Np(ﬁR)} - I ]
p

Terminamos por una definicién.

2.6.10. Definicién. Dado un campo de nimeros K, su grupo de clases viene dado por
Cl(K) = Pic(Ok).

El término «grupo de clases» es una abreviacién de «grupo de clases de ideales» (Idealklassengruppe en
aleman) y se refiere al hecho de que los elementos de Pic(Ok) son clases de equivalencia de ideales modulo
ideales principales.

Uno de los resultados importantes del curso serd probar que el grupo Cl(K) es finito para cualquier campo
de nimeros K. También veremos como se pueden calcular Ok y Cl(K).

La evidencia numérica sugiere que todo grupo abeliano finito es isomorfo a CI(K) para algiin campo
de nimeros K, pero esta es una conjetura abierta. Sin embargo, si consideramos todos los dominios de
Dedekind, un teorema de Claborn dice que cualquier grupo abeliano A es isomorfo a Pic(R) para algin
dominio de Dedekind R. Véase [Cla1966].

2.7 Teorema de Kummer-Dedekind

Hasta el momento, hemos introducido el anillo de enteros Ok y probamos mediante argumentos muy
generales que todo ideal no nulo en O se factoriza de manera tnica en ideales primos. Me gustaria presen-
tar algunas técnicas que nos permiten factorizar ideales en préctica, y en particular un resultado conocido
como el teorema de Kummer-Dedekind. Aunque todavia no sabemos bien cémo calcular Ok a partir de un
campo de nameros especifico K, este teorema no trabaja con el mismo Oy, sino con un subanillo posible-
mente mas pequeno que no es necesariamente integralmente cerrado.

Empecemos entonces por el siguiente resultado auxiliar.

2.7.1. Lema. Sean R un anillo de niimeros (no necesariamente integralmente cerrado), p C R un ideal invertible
y k(p) = R/p el campo residual correspondiente. Entonces, para todo e > 1 se cumple lo siguiente:

1) dim, ) (p¢/pt) = 1;
2) dim,,)(R/p®) = e, y en particular #(R/p®) = #(R/p)".

Demostracion. Consideremos la filtracion de R por las potencias de p.

Rop2p*2p° 2
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Aqui p¢*! C p€ son inclusiones estrictas, por ejemplo, por la invertibilidad de p. Los cocientes R/p y p¢/p¢ !
tienen estructura natural de R-médulos. Ademas, estos cocientes se aniquilan por p, asi que se trata de
R/p-mébdulos; es decir, espacios vectoriales sobre el campo residual x(p).

Un subespacio vectorial no nulo 0 C V C p¢/p¢t! corresponde a un ideal I C R tal que p*t! C I C pe.
Pero p es invertible por nuestra hipdtesis, y multiplicando por p—¢ se obtiene p C Ip~¢ C R, y luego I = p¢
por la maximalidad de p. Entonces, V = p¢/p*!, y por lo tanto dim,,) (p¢/p¢™) = 1. Ahora

R/p®
pe=1/pe

=R/,
y en particular,
dim,, () (R/p€) = dim, ) (R/p®™") + dimy,) (p° ! /p) = dim,, () (R/p*1) + 1.

Esto implica por induccion que dim,,,)(R/p¢) = e. ]

2.7.2. Comentario. No estaria mal observar qué deja de funcionar en la prueba si p no es invertible. Con-
sideremos el anillo R = Z[+/—3] y el ideal maximal p = (2,1 + +/—3). Tenemos inclusiones estrictas

p* C2RCp,

lo que no puede pasar cuando p es invertible.

De hecho, tenemos p? = 2R - p. No es dificil calcular que R/p = FF,. Ahora si p como Z-submédulo de
R =~ 7. & \/—37 esté generado por wi, wy, entonces p? estd generado por 2wy, 2wy, y se ve que #(p/p?) =4y
no es 2, como nos diria el lema si p fuera invertible.

El teorema de Kummer-Dedekind considera la siguiente situacion: dado un anillo de niimeros R = Z|«a/]
con « un entero algebraico y un primo racional p € Z, como el ideal pR se factoriza en ideales primos p C R.

2.7.3. Teorema (Kummer-Dedekind). Sean o un entero algebraico y f(x) € Z[x] el polinomio minimo de «
sobre Q. Pongamos n = deg(f) = [Q(«) : Q).
Para un primo racional p, sean gi(x) € Z[x] polinomios madnicos tales que

flx) = &% (x) - &% (x)
es la factorizacion de f en polinomios irreducibles en F, x|.
1) Los ideales primos en Z[«| que contienen p son precisamente
pi = (P, &i()).
Tenemos p; # pj para i # j.

2) Se tiene
Pt ps C pZlal,
v la igualdad se cumple si y solamente si cada p; es invertible.

Ademds, si Z[a]/p; = F;, entonces Yoiefi=n.
Demostracion. La evaluacion de polinomios en « induce un isomorfismo de anillos
Z[X)/(f) = Zla], gmodf i g(a). *)
Tenemos una biyeccién
{primos p C Z[a] | p € p} «— {primos p C Z[a]/(p)}-
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Ahora reduciendo el isomorfismo (*) médulo p,

Zlel/(p) = Z[X|/ (b, f) = Fp[x]/(f),

asi que .
{primos p C Z[a] | p € p} +— {primos p C F,[x]/(f)}.

Dado que F,[x] es un dominio de ideales principales, los primos no nulos p C F,[x]/(f) son de la forma

p = (8), donde g € F,[x] es un polinomio irreducible tal que g | f. Haciendo explicitas todas las biyecciones,
se obtiene la parte 1).
Notamos que deg(g;) = f;, donde Z[a]/p; = F ;, asi que

n = deg(f) = Z eideg(gi) = Z eifi.

1

Ahora en 2), si multiplicamos los ideales

(D, 81()) -+ (P, &s())™,

se ve que el resultado tiene sus generadores divisibles por p, con una posible excepcién

81(a) -+ gs(a)®.

Pero en este caso por nuestra elecciéon de g; y e; se tiene

81(a) -+ gs()* =fla) =0 (mbd p).
Esto establece la inclusién
pi - pe C pZla).

El ideal pZ|a] es invertible, como todo ideal principal, asi que la igualdad implicaria que los p; son in-
vertibles.
Viceversa, supongamos que los p; son invertibles. Dado que p; # p; para i # jy los p; son maximales,

tenemos p; + p; = Z[a], y luego p;' + p;" = Z[«]. Esto nos permite aplicar el teorema chino del resto:

Z[o]/(pT' -+ ps*) = Z[a]/p]' x -+ x Z[a]/pg.

Por el lema de arriba, se tiene

#(Z[a]/p]) = #(Z[a]/p1)* = P,

asi que
#(Za] /(T -+ -p$)) = p>iFi = .
Por otra parte, esta claro que
#(Z[a]/(p)) = P",

dado que como Z-mddulo, nuestro anillo tiene forma
Zo)=Z®aZ® - ®a""'Z

Entonces, hemos probado que
[Z[a] : p}' -+ 9] = [Z]e] : pZ[o]],

y luego
Pl ps = pZlal. u
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2.7.4. Comentario. Recomiendo que el lector consulte §§2-3 de los apuntes de Stevenhagen [Ste2017],
donde los argumentos parecidos a los de arriba usan la siguiente caracterizacién:

p es invertible <= R, es un anillo de valuacion discreta.

Aqui R, es el anillo local en p. La presentacién de Stevenhagen es mejor conceptualmente, pero decidi
omitir por el momento las localizaciones.

2.7.5. Comentario. Se puede probar que p; no serd invertible precisamente cuando e; > 1y la divisiéon con
resto de f por g; en Z[x] nos da

fix) = &i(x) qi(x) + ri(x),
donde p? | ri(x). Para esto refiero de nuevo a [Ste2017].

Procedamos con algunos ejemplos de uso de Kummer-Dedekind.

2.7.6. Ejemplo. Consideremos el anillo R = Z[v/—3]. En este caso f = x> + 3.
Moédulo 2 tenemos
X4+3=(x+1% (méd2), g=x+1,e=2.

Podemos concluir que
p’ C2R, p=(2,1+V-3).

La igualdad no se cumple, pero es algo esperado, dado que p no es invertible.
Por otra parte, médulo 3 se tiene
X +3=x (méd3), g=x,e=2,
y esto nos da la factorizacién obvia
(vV=3R)? = 3R.

Modulo 5 el polinomio x> + 3 es irreducible y se obtiene un ideal primo 5R. En fin, médulo 7 se tiene
(£2)2 = -3 (mdd 7), asi que
f=x+2)(x—2) (méd 7).

Tenemos entonces
pp C 7R,

donde
p=(7,2+vV=3), p=(7,2—V=3).

De hecho es facil ver que se cumple la igualdad; esto sucede gracias a la invertibilidad de los ideales p y
7. *

En los siguientes ejemplos vamos a tener Ox = Z[a/], asi que todos los ideales son invertibles.

2.7.1 Ejemplo: campos cuadraticos

Consideremos el campo cuadratico K = Q(v/d), donde d es libre de cuadrados y d = 2,3 (méd 4). En
este caso Og = Z[V/d]. Entonces, el teorema de arriba nos dice que para factorizar los ideales pOy, hay que

ver cémo se factoriza el polinomio f = x> — d mddulo p. Esto depende del simbolo de Legendre (g).
El siguiente resultado es una aplicaciéon inmediata de Kummer—Dedekind.

2.7.7. Proposicién. Sead = 2,3 (mdd 4) libre de cuadrados y K = Q(/d).
Consideremos un primo impar p.
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= Sip | d, entonces
pOK:pza p:(pa\/a)

(En este caso se dice que p se ramifica en K.)

= Si (g) = 41, entonces d = a> (mdd p) para algiin a € 7, y se tiene

pOK = pﬁ7

donde
p=(p,a+Vd), §=(p,a-Va).

(Se dice que p se escinde en K.)
= Enfin, si (g) = —1, entonces
p=pOk

es un ideal primo. (Se dice que p es inerte en K.)
El primo p = 2 siempre se ramifica: tenemos
20k = p?,

donde
I IVRY) sid=2 (méd 4),
1 (2,1+Vd), sid=3 (mbd 4).

De la misma manera podemos analizar el caso de K = Q(v/d), donde d = 1 (mdd 4), solo que en este
caso Og = Z[”Z‘/a} , asi que nos interesa el polinomio

d—1
w2 =
f=x X .

En este caso no cambiard mucho; la descripcién para los primos impares sera la misma. Por otra parte, el
primo p = 2 se comporta de manera mas interesante: se ve que la factorizacién de f médulo 2 depende de
d (méd 8).

2.7.8. Proposicién. Sea d =1 (méd 4) libre de cuadrados y K = Q(v/d).

= Sid=1 (mdd 8), entonces
20k =pb,

14++d _ 1-+d
p=<27 3 > pz(Z, 5 >

» Sid=>5 (mod 8), entonces 2 es inerte; es decir,

donde

pZZOK

es un ideal primo.
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2.7.2 Ejemplo: campos ciclotémicos Q((,)

Ahora me gustaria considerar el caso de campos ciclotomicos K = Q((,), donde para simplificar la vida, p
es primo. Recordemos que Og = Z|[(,| (véase 2.5.14). El polinomio minimo de ¢, es el polinomio ciclotémico
P —1
D,(x) = );71 = x L
Kummer-Dedekind nos dice que para saber factorizar qOk, hay que factorizar ®,(x) médulo q.
Primero, si g = p, entonces
X -1 (x—1)

Qpx) = 5 = ——7- = x— 1" (méd p).

Ahora supongamos que q # p. En este caso se ve que ®,(x) es un polinomio separable en F,[x]. Para
verlo, podemos considerar f = x* — 1 = (x — 1) ®,(x) y calcular que

med(f,f) = med(x” — 1,px*~1) =1, enTF,[x

dado que p es invertible en Fy[x] y se tiene - (px’~1) — (x* — 1) = 1. Esto quiere decir que ®,(x) no tendrd
factores irreducibles g° con e > 1, y también que los primos q # p no se ramifican en Ox.
Pero no cualquier factorizacion es posible.

2.7.9. Ejemplo. Aqui estan las factorizaciones de ®7(x) mddulo algunos q (calculadas en PARI/GP):
q=2: (X +x+ 1)+ +1)
q = 3: irreducible
q = 5: irreducible
q="7:(x—-1)°

q=11: (X + 5x* + 4x + 10) (x> + 7x* + 6x + 10) (q=4 (méd 7))
q=13: (x> +3x+ 1) (¥ +5x+ 1) (¥ + 6x + 1) (q=6 (méd 7))
q = 17: irreducible (@q=3 (mobd 7))
q = 19: irreducible (=5 (mdd 7))
q=23: (x> + 10x* + 9x + 22) (x* + 14x* + 13x + 22) (q=2 (méd 7))
q=29: (x—T7)(x—16) (x — 20) (x — 23) (x — 24) (x — 29) (=1 (méd 7))
q = 31: irreducible (q=3 (mdd 7))
q=37: (x* + 9x* 4 8x + 36) (x> + 29x* + 28x + 36) (q=2 (méd 7))

El patrén es el siguiente.
= Sig=1 (mdd 7), entonces ®7(x) es un producto de seis polinomios lineales.

= Sig = 2,4 (mdd 7), entonces ®7(x) es un producto de dos polinomios ctibicos. Notamos que 2 y 4
tienen orden 3 médulo 7:

22=4,25=1 (méd7), 4°=2,4°=1 (mdd7).

= Sig=3,5 (mbd 7), entonces ®7(x) es irreducible méd q. Notamos que 3 y 5 son generadores de F.

= sig=6 (mo6d 7), entonces ®7(x) es un producto de tres polinomios cuadraticos. Notamos que 6 tiene
orden 2 médulo 7:

62= (-1 =1 (médd 7). A
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2.7.10. Lema. Sea f el orden de g médulo p; es decir, el minimo posible f tal que ¢ = 1 (méd p). En este caso
todos los factores irreducibles en la factorizacion

Dp(x) =81(%) - &(x) enFylx]
tienen el mismo grado f. El niimero de factores irreducibles es s = (p — 1) /f.

Demostracién. Consideremos el campo finito F . Dado que p | (¢ — 1), las raices p-ésimas primitivas
¢3¢t
estan en IFqu, y alli el polinomio se factoriza como

Bp(x) = (x =) (x = ¢*) - (x = ¢P7H).

El grupo de Galois Gal(F/TF,) es ciclico, generado por el automorfismo de Frobenius o: x — x7 (véase
A.12.4), y luego la teoria de Galois nos dice que

Fg={aecFy|o(a)=a}.

Ahora Gal(F,/F,) permuta las raices de ®,. Notamos que al(¢) = qu, y entonces (,(Y,. .., qu es una
orbita de la accién. Tomando en lugar de ¢ cualquier otra raiz primitiva, se obtiene una érbita de felementos.
De esta manera las raices p-ésimas primitivas se descomponen en (p — 1) /f érbitas.

Ahora si aq, ..., ar es una Orbita de la accién del Frobenius, entonces todos los polinomios simétricos
elementales en o;:
Zai, Zaiaj, Z QiqQg, ...
i i<j i<j<k

estan fijos por el Frobenius, y por lo tanto estdn en Fy. Esto significa que al desarrollar el producto
(X — o) (x — oy),
el polinomio correspondiente esté en F,[x]. De esta manera surge la factorizacion en F [
p(x) =Z1(%) - &s (),

donde cada polinomio g;(x) viene de una 6rbita del Frobenius y tiene grado f. Por otra parte, cada g;(x) es el
polinomio minimo de cada una de sus raices «a: se tiene F s = Fy(c), asi que los factores son irreducibles. W

Aplicando el Kuimmer-Dedekind, tenemos el siguiente resultado.

2.7.11. Proposicion. Para un primo p # 2 consideremos el campo ciclotémico K = Q((p).
El mismo p se ramifica en K: tenemos

pOxk=p"~1, p=(p,1-¢).

Para q # p se tiene
qOk = p1-- - bs,

donde p; son diferentes primos 'y s = (p — 1)/f, donde f es el orden de q modulo p. Ademds, Ox/p; = F,r para
todo i.

2.7.12. Ejemplo. La figura 2.2 representa la accién de x — x” sobre las séptimas raices de la unidad y 2.3
representa las factorizaciones correspondientes de pZ[(;] para diferentes primos p. A
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Figura 2.2: Frobenius x — x” actuando sobre las raices séptimas primitivas en F,,



p pOx f (7) p pOx f (7)
2 p1p2 3 2 127 P1 9293 P4 b5 Pe 1 1
3 p 6 3 131 p 6 5
5 p 6 5 137 p1p2 3 4
7 p® 1 0 139 p1 P2 P3 2 6
11 P1p2 3 4 149 P1p2 3 2
13 P12 P3 2 6 151 P12 3 4
17 p 6 3 157 p 6 3
19 p 6 5 163 P12 3 2
23 p1p2 3 2 167 p1p2p3 2 6
29 P1 P2 P3 P4 Ps Pe 1 1 173 p 6 5
31 p 6 3 179 P1p2 3 4
37 p1p2 3 2 181 p1p2 3 2 6
41 p1P2P3 2 6 191 p1p2 3 2
43 P1P2P3PapsPe 1 1 193 p1p2 3 4
47 p 6 5 197 p1p2p3papsPe 1 1
53 p1 P2 3 4 199 p 6 3
59 p 6 3 211 P1P2 P3Paps e 1 1
61 p 6 5 223 p1 b2 3 2 6
67 p1p2 3 4 227 p 6 3
71 P1 P2 P3PaPs Pe 1 1 229 p 6 5
73 p 6 3 233 P1p2 3 2
79 p1p2 3 2 239 p1p2P3PaPsPe 1 1
83 P12 P3 2 6 241 » 6 3
89 P 6 5 251 P1 P2 P3 2 6
97 p1 P2 P3 2 6 257 p 6 5
101 p 6 3 263 P12 3 4
103 p 6 5 269 p 6 3
107 p1 P2 3 2 271 p 6 5
109 P1p2 3 4 277 P12 3 4
113 pipap3paPsPe 1 1 281 P1 P2 P3 paps e 1 1

Figura 2.3: Factorizacion de pOg para K = Q(¢7)



2.7.13. Ejemplo. Tenemos K = Q(v/—3) = Q((3), asi que podemos comparar nuestras dos descripciones
para la factorizacion de primos racionales en campos cuadraticos y ciclotomicos.
Para un primo q # 2, 3 se tiene

Por otra parte, en los campos ciclotémicos la condicién es

qZ[¢s) =pp’ <= q=1 (mbd 3) = +1.

(—3)_((1)_ +1, sig=1 (médd 3),
q/) \3/ |-1, sig=2 (mdd 3).

Este es un caso particular de la reciprocidad cuadratica. A

Entonces,

2.7.14. Ejemplo. Consideremos el campo ciclotomico K = Q(¢s) y su anillo de enteros Ox = Z[(s]. La
extension K/Q es Galois, con el grupo de Galois ciclico

Gal(K/Q) = (Z/52)" = {1,0,0% 5%}
Primero, tenemos la ramificacién
SOK:p47 p:(571_<5)

De hecho, en este caso se puede ver que 5/(1 — (s) € Z[(s], asi que p = (1 — (5).
Ahora para un primo q # 5 hay tres diferentes casos que corresponden al orden de g médulo 5.

= Sig=1 (mdd 5), entonces g se escinde en cuatro ideales primos
qOk = p1p2P3 Pa.

» Sig=2,3 (mdd 5), entonces el ideal gOx es primo.

= Sig=4 (mdd 5), entonces
qO0k = p1p2.

Ahora empiezan las cosas interesantes. La teoria de Galois implica que K contiene inico subcampo cua-
dratico F. Gracias a la identidad

G- G -G+ =5
se ve que F = Q(V/5).

Ok = Z[] <K= Q)

Z C Q

Consideremos un primo racional q # 2, 5. Como ya vimos,
. 5
q se escinde en O < P =+1.
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Ahora si

q OF = pﬁ?
donde p y p son diferentes ideales primos, entonces en Ok estos ideales pueden dejar de ser primos y fac-
torizarse atin mas (cada uno en dos primos), pero de todos modos, g se escinde en Ok.

Curiosamente, con un poco de trabajo y teoria de Galois, también se puede establecer la otra implicacién:
si g se escinde en O, entonces este ya se escinde en Or. Nuestra descripciéon nos dice que los g que se
escindenen Ogsong = 1,4 (mdd 5).

Tenemos entonces

5 .
<q) =41 < g=1,4 (mdd)5).
Esto demuestra un caso particular de la reciprocidad cuadratica para p = 5:
5) (4)
q 5/°
Mais adelante, en un momento adecuado, volveremos a este tema y veremos con todos los detalles cémo la

reciprocidad cuadratica se sigue de la factorizacion de primos racionales en anillos cuadraticos y ciclotd-
micos. A
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p pOF pOk (5) p pOF pOk (5)
2 p q 2 127 p q 2
3 p q 3 131 pipP2 91929304 1
5 p? q* 0 137 P q 2
7 p q 2 139 p1p2 q1 92 4
11 pip2 41929304 1 149 p1p2 q1 92 4
13 p 3 151 pip2 41929544 1
17 p q 2 157 p q 2
19 p1p2 q1 92 4 163 p q 3
23 p q 3 167 p q 2
29 p1p2 q1 92 4 173 p q 3
31 pip2 41929394 1 179 p1p2 q1 92 4
37 p q 2 181 p1P2 q1 92 93 g4 1
41 pip2 41929394 1 191 pip2 41929394 1
43 p q 3 193 P q 3
47 p q 2 197 p q 2
53 p q 3 199 p1p2 q1 92 4
59 P12 q1 92 4 211 pipP2 41929304 1
61 PPz q1929394 1 223 p q 3
67 p q 2 227 P q 2
71 Pip2 d1d20304 1 229 p1p2 q1 q2 4
73 p q 3 233 p q 3
79 p1p2 q1 92 4 239 P1p2 q1 92 4
83 p q 3 241 pipP2 91929304 1
89 p1p2 q1 92 4 251 PPz 91929304 1
97 p q 2 257 p q 2
101 pip2 41929304 1 263 p q 3
103 p q 3 269 p1p2 q1 92 4
107 p q 2 271 PPz 91929304 1
109 p1p2 q1 g2 4 277 p q 2
113 p q 3 281 pip2 91920304 1

Figura 2.4: Factorizacién de pOp y pOx en F = Q(v/5) y K = Q((s)
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Ejercicios
Ejercicio 2.1. Verifique que para los ideales I, J,H C R se tiene (I+J)H = IH + JH.

Ejercicio 2.2. Encuentre los ideales maximales p C Z[v/—5] tales que Z[v/—5]/p = Fy3. Demuestre que no
son principales.

Ejercicio 2.3. Demuestre que para todo « € Z[i] no nulo se tiene
Noiy/o(@) = #(R/(a)).
Mas adelante veremos un resultado mas general.

Ejercicio 2.4. Consideremos el anillo R = Z[v/13]. ;Cudles de los siguientes ideales son maximales?
(2,1+V13), (3,1+V13), (5,1+V13), (7,1+V13).
Ejercicio 2.5. Demuestre que los ideales primos en Z[x] son los siguientes.
» Elideal nulo (0).

= Ideales principales (f) para un polinomio irreducible f € Z|x].

= [deales maximales m = (p, f), donde p es un primo racional y f € Z[x] un polinomio irreducible m6dulo
p.

Concluya que dim Z[x] = 2. Describa Z[x] /m para los ideales maximales.
Ejercicio 2.6. Describa Spec k[x, y] para un campo ky verifique que dim k[x,y] = 2.
Ejercicio 2.7. Describa Spec(R x S) en términos de SpecR y Spec S.

Ejercicio 2.8. Demuestre que el ideal (23, x) no es invertible en el anillo R = Z[x].
Ejercicio 2.9. Consideremos el anillo Z[v/5] y los ideales

pr=(2,1+V5), pi=(11,4+V5).
Determine si son invertibles y encuentre ! en cada caso.

Ejercicio 2.10. Asumiendo que Pic(Z[v/—37]) = Z/27Z, demuestre que la curva eliptica y> = x> — 37 no
tiene puntos enteros.

Ejercicio 2.11. Encuentre el anillo de enteros Ok para K = Q(v/3, V/5).
(Hay modos listos de hacerlo, pero también se pueden ocupar calculos directos como en el caso de cam-
pos cuadraticos; véase [Wil1970].)

Ejercicio 2.12. Demuestre que si R es un anillo con un ntimero finito de ideales maximales (en este caso
se dice que R es semilocal), entonces Pic(R) = 0.

Ejercicio 2.13. Si R es un anillo finito, demuestre que
1
#R* =#R- ] (1—),
peSpecR #(R/p)
Ejercicio 2.14. Demuestre que todo dominio de factorizacién tnica es integralmente cerrado.

Ejercicio 2.15. Consideremos el anillo R que consiste en todos los enteros algebraicos; es decir, los ele-
mentos de Q que son enteros sobre Z.
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1) Verifique que R es un anillo.
2) Demuestre que dimR = dimZ = 1 usando [AM1969, Theorem 5.11].
3) Encuentre una sucesidn infinita de enteros algebraicos oy, ay, as, . .. tal que ajyq | aj, pero a; t aj1.

4) Concluya que R no es noetheriano y no es un dominio de factorizacién tnica.

Ejercicio 2.16. Consideremos el campo ciclotémico K = Q((;1). Describa la factorizaciéon de pOx para
diferentes primos racionales p € Z. (La respuesta depende de p (méd 11).)

Ejercicio 2.17. Consideremos el campo ciclotémico K = Q((s).
Ma4s adelante veremos un modo adecuado para probar que Ox = Z[(g], pero por el momento se puede
aceptar este resultado.

1) Describa las factorizaciones de pOx en ideales primos para diferentes primos racionales p. (La res-
puesta depende de p (mdd 8).)

2) Encuentre las subextensiones Q C F C Ky encuentre las factorizaciones de pOk.

Ejercicio 2.18. Considerando la descomposicion de primos racionales en Ok, demuestre que ¢, ¢ Q((;)
para diferentes primos impares p # q.

Ejercicio 2.19. Para el campo ciclotémico K = Q((,) el grupo de Galois Gal(K/Q) es ciclico, asi que la teoria
de Galois implica que existe un subcampo cuadratico inico F C K. Considerando la factorizacién de primos
racionales en O y Ok, demuestre que F = Q(/p*), donde p* = (—1)»~1/2p,

(Sugerencia: si g se ramifica en O, entonces g se ramifica en O.)
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Capitulo 3

Algebra Z-lineal

Dedicamos el capitulo anterior al dlgebra conmutativa, y ahora nos ocuparemos de... dlgebra lineal.
Recordemos que para una extension finita de campos L/K, la norma y traza de un elemento « € L se definen
como el determinante y traza de la aplicacién K-lineal x — «x. Ahora vamos a explorar estas construcciones
para extensiones de anillos.

3.1 Normay traza
Clase 9

3.1.1. Definicion. Sea A C B una extension de anillos tal que B es un A-moédulo libre de rango n sobre A. (7,09/20
Para 8 € B consideremos la aplicacion A-lineal de multiplicacién por 5:

png: B— B, xw— Bx.
Lanorma y traza de j se definen como el determinante y traza de ;15 respectivamente:

Np/a(B) = detpg, Tpja(B) = trpug.

Esto nos da aplicaciones
NB/Av TB/A: B — A.

Especificamente, si ey, ..., e, es una base de Bsobre Ay 3e; = Z]. mjjej, entonces
N(B) = det(my)ij, T(B) =Y mj.
i
El argumento habitual demuestra que esto no depende de la eleccién de base: si T es una matriz de

cambio de base, entonces es invertible, y luego
det(TMT~ ') = det(T) det(M) det(T)~! = det(M),
tr(TMT 1) = tr(T~'TM) = tr(M).
Vamos a denotar el polinomio caracteristico correspondiente por

fa/a = det(xl, — M).

Este es un polinomio mdénico de grado n:

1

fg/A:x”Jra,,_lx"* +- 4 ax+ay € Alx.
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El argumento habitual demuestra que

do = (—1)"Npja(B), an-1=—Tp/a(B). (3.1
La norma es multiplicativa:
N(Bp") = N(B)N(5),

mientras que la traza es A-lineal:

T(ap) = aT(B), T(B+pB")=T(B)+T(B)

Para a € A se tiene
N(a) =a", T(a)= na.

3.1.2. Proposicion. Para un campo de nimeros K/Q tenemos n = [K : Q] encajes
o1y...,0n: K— C,
y la norma y traza vienen dadas por

Ngjg(a) = o1() - --on(a), Tgg(a) =o1(a) +--- 4 on(a).
Aqui oi(a) son las raices del polinomio caracteristico de o respecto a la extension K/Q.

Demostracion. Primero, si K = Q(«), entonces un encaje o : K — C esta definido por la imagen de « y tiene
que enviarlo a una raiz compleja del polinomio minimo fj. De esta manera surgen los [K(a) : Q] encajes.

Tenemos
o= ] x-oc(a).

o: K—C

En general, tenemos Q C Q(«) C K, y cada encaje o: Q(a)) — C admite [K : Q(«)] extensiones a un
encaje K — C. Ahora

o= (KN = ] x-o(a),

o: K—C

donde f¥ /g €S el polinomio caracteristico, mientras que fo es el polinomio minimo. En fin, recordemos cémo
lanormay traza estan relacionadas con los coeficientes del polinomio caracteristico (las férmulas (3.1)). H

3.1.3. Comentario. Dado que K/Q es una extensién algebraica, en realidad todo encaje o: K — C tiene su
imagen en Q, la cerradura algebraica de Q, asi que los niimeros complejos no son tan relevantes.

Si K/Q es una extension de Galois, entonces los encajes K — C corresponden a los elementos de
Gal(K/Q). En general, puede haber mas encajes que automorfismos de Galois.

Para mas detalles sobre la norma y traza de una extension finita de campos, el lector puede revisar, por
ejemplo, [Mor1996, §I1.8] o [Lan2002, §VL.5].

3.1.4. Proposicion. Si o € Ok, entonces Ngg(a), Tx/g(a) € Z.

Demostracion. Si o, ..., a, son las raices del polinomio caracteristico de o sobre QQ, entonces estas son
también enteros algebraicos, y por lo tanto N(a) = a; - - - ay ¥ T(a) = a1 + - - - + o SOn enteros algebraicos.
Al mismo tiempo son nimeros racionales, asi que N(«), T(a) € Z. |

3.1.5. Proposicion. Se tiene
Og ={a € Ok |N(a) = £1}.
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Demostracion. Si o € O tiene inverso a~! € Ok, entonces
N(a)N(a™1) = N(aa ) = 1.

Pero N(a™!) € Z, asi que N(a) = +1. Viceversa, sia € Ogy N(a) = +1, sean a; = a, ay, ..., a, las raices
del polinomio caracteristico de .. Tenemos

aqy o = £1,

y luego
al=%(ay---an),

donde o; son enteros algebraicos, asi que el producto a la derecha estd en O . |

3.1.6. Ejemplo. Consideremos el campo cuadratico K = Q(v/d), donde d es libre de cuadrados. La multi-
plicacién por a 4+ bv/d en la base 1, v/d se representa por la matriz

G @)

N(a+bVd) = a®> —db?, T(a+bVd) = 2a.

Entonces,

También calculamos

(a+bVd) (a—bVd) =a® —db*, (a+bVd) + (a—bVd) =2a. A

3.2 Recordatorio de algebra lineal

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo k. Consideremos una forma bilineal si-
métrica
() VxV—=k

Seaey,...,e, unabase de V. El discriminante de (-, -) respecto a esta base se define como
Aleq,. .. ,en) = det((e,-, ej))i,j-

El discriminante depende de la base. En general, sif1, ..., f, son algunos elementos de V'y f; = 3, aje;,

entonces calculamos que
(i fo) = <Z xi€i, Zaz;'61> = Zaki (ei, €)) ay;.
i j ij
En términos de matrices,
((fis i) = (a) - ({ei €5))ij - (ay)"-

Luego,

det((f,f))i; = det(ay); - det({e;, €)));;.

También recordemos que fi, ... ., f, es otra base de V'si y solamente si det(aj); ; # 0.
Se dice que la forma (-, -) es no degenerada si se cumple una de las siguientes condiciones equivalentes:

1) el discriminante de (-, -) respecto a alguna base de V no es nulo;
2) {-,-) induce un isomorfismo entre V'y el espacio dual V¥ = Hom,(V, k) mediante

G VEVY, vis (x (v,X)).

“No estamos diciendo que cada «; estd en K; esto sucede cuando K/Q es una extensién de Galois.
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Ahora supongamos que se cumplen estas condiciones. Recordemos que el espacio dual VV tiene base
e}, ..., e, definida por

1, sii=j
ej(e)=0j=1 ’
() = {0, sii+].
o . ~ 3 =1/ p%
Usando el isomorfismo ¢: V = V¥ de arriba, podemos tomar los vectores e; = ¢~'(ef), y luegoej, ..., e,
cumplen
(€7, €j) = dj
Podemos decir que e}, ..., e, eslabase dual a ey, ..., e, respecto a la forma bilineal.

3.3 Apareamiento de traza y el discriminante

3.3.1. Definicion. Para una extension de anillos A C B tal que B es un A-mddulo libre de rango n, el
apareamiento de traza es la forma A-bilineal simétrica

<'a'>:B><B_>A7 (Xv)/)’_)TB/A(Xy)'
Para una base ey, . .., e, de B sobre A, el discriminante viene dado por
Aley, ... ey) = det((e;, €j))i-

Sifi,...,fn son otros elementos que se expresan en términos de los e; mediante f; = >, ajie;, entonces
los mismos calculos que vimos arriba nos dan la relacién

A(fl, . ;fn) = det(a,-j),-ZJ . A(El, . ,en).

Ahorafi, ..., f, es unabase siy solamente si (a;;); ; s una matriz invertible, lo que equivale a det(a;); ; € A*.
Entonces, si no queremos fijar una base particular, el discriminante esta bien definido solamente salvo un
factor de (A*)2, como un elemento de A< /(A*)2.

Sin embargo, en el caso particular cuando A = Z, tenemos (A*)? = 1, asi que el discriminante es un
namero entero bien definido. Vale la pena recordar esto como una definicién. Como siempre nos interesan
anillos de nimeros R C K.

3.3.2. Definicidon. Sea R un anillo de nimeros que es finitamente generado (y luego libre) como Z-moédulo.
Entonces, el discriminante de R viene dado por

A(R) = det({oy, a)))ij,

donde a4, . .., ay, es alguna base de R sobre Z. (Como acabamos de notar, el resultado no depende de la base.)
3.3.3. Lema. Sea R un Z-modulo libre de rango n con una base o, . .., on. Para 81, ..., 8, € R consideremos
el Z-submdédulo generado por 81, . .., Bn:

M=Z(pi,...,5n)-

Tenemos (; = Zi a;joj para a; € Z. Entonces,

00, si det(a,-j)i,- =0,
R: = . ’
[ M { det(a[l'),"ﬂ, S1 det(a,-j),-,,- 7é 0.

“En la primera versién de estos apuntes decia «<emparejamiento» y luego me di cuenta de que en México es mas comun el término
«apareamiento».
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Demostracion. Podemos identificar R con Z" y el submddulo M C R con laimagen de una aplicacion Z-lineal
A: Z" — Z" (multiplicacion por la matriz A).

Primero, si det A = 0, esto significa que hay una dependencia Z-lineal entre los vectores de M, asi que
rkM < n,y el indice de M es infinito.

Podemos poner A en la forma normal de Smith (véase por ejemplo [Coh1993, Chapter 2])

b
B= — UAY,
by

donde B es una matriz diagonal y U, V € GL,(Z). Las aplicaciones Z-lineales U, V: Z" — Z" son isomotfis-
mos, asi que [Z" : A(Z")] = [Z" : B(Z")]. Tenemos

det B = det(UAV) = +det(A),

y luego
[Z" : B(Z")] = #(Z/b1Z x --- x Z/b,Z) = | det B|. [ |

3.3.4. Ejemplo. Consideremos el subgrupo de R = Z? generado por los vectores 8, = (2,3)y 3, = (=2, 1).
Estos corresponden a la matriz
A (2 2
-G

La forma normal de Smith en este caso sera

1 -6\ /2 -2 1 1\ (/80

0 1 301 -3 -2) \0 1/°
Entonces, el cociente de Z? por A(Z?) tiene 8 elementos. Aqui estan dibujados los vectores 3; y 3, y ocho
representantes del cociente Z2/A(Z?).

€2

Bi

€1

Esto nos lleva al siguiente resultado.

3.3.5. Proposicion. Sea R un anillo de ntimeros que es un Z-modulo libre de rango n y M C R un submédulo

de rango n generado por algunos elementos (31, . .., B,. Luego,
A(M) = [R: M- A(R).
Demostracion. A(M) = A(B1,...,00) = det(a,»,-),%i - A(R), donde | det(a;;)| = [R : M]. |
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3.4 Generacion finita del anillo de enteros

Nuestro préximo objetivo es probar que para un campo de nimeros el apareamiento de traza no es
degenerado y sacar algunas consecuencias importantes de este resultado.

3.4.1. Lema. Sea K/Q un campo de niimeros y oy, ...,on: K < C sus diferentes encajes. Para una base
ai,...,an € K, el discriminante correspondiente del apareamiento de traza viene dado por

Alag,...,an) = det(a,-(a,-)),%j.

Demostracion. Calculo directo:

(0, 05) = Tyyoleieg) =Y orle) orley).
P

Luego,
((ai, )i = (ai(q))i; (oi())ij-
Tomando los determinantes, se obtiene A(ay,...,ay) = det(O'j(O[j))lzJ.
3.4.2. Proposicion. Para un campo de niimeros K/Q el apareamiento de traza
() KxK—=Q, (a,8) Tgig(aB)
es no degenerado.

Demostracion. Siaq,...,ay es alguna base de K sobre Q, seria suficiente ver que
Alaq,...,ap) = det(ai(ai)),-z,i #0.

Esto es 1o mismo que probar que los vectores de la matriz correspondiente son linealmente independientes.
Lo ultimo se sigue de la independencia lineal de los caracteres o;: KX — C* (el lema de Dedekind; véase
A.8.1).

A saber, una combinacion lineal no trivial de las filas de (oi(q;)); ; seria

cioi1(qj) + -+ + cpon(aj) =0
paratodoj=1,...,n. Por lalinealidad, esto implica que
ciop(a)+ -+ cpop(a) =0
para todo « € KX, pero luego ¢; = - -- = ¢, = 0 seglin la independencia lineal de caracteres. [ ]

3.4.3. Teorema. Sea K/Q un campo de ntimeros. Entonces, el anillo de enteros Ok es un Z-mddulo libre de
rangon = [K : QJ.
Ok C K

n n

Z CQ

Demostracion. Sea «y,...,a, € Kuna base de K sobre Q. Al multiplicar los «; por un entero racional N € Z
suficientemente grande, podemos asumir que «ay, ..., a, € Ok (véase 2.5.9). Dado que el apareamiento de
traza (-, -) es no degenerado, podemos tomar la base dual o}, . .., a;, € K tal que

<Ot,', Oz]/> = 5,']'.
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Todo a € Ok puede ser expresado como
/
o = Z aiO[i,
i
donde a; € Q. En realidad, estos coeficientes son enteros:

a =Y ap; = aioia)) 0‘112"1 (i) €2
j j

(usando que a, a; € Ok. Entonces, tenemos
a1 Z® - D anl C OKQOAZEB---EBO(;Z.

Esto demuestra que Ok esta entre dos Z-moddulos libres de rango n, y por lo tanto el mismo Oy es libre de
rango n. ]

3.4.4. Comentario. El argumento de arriba usa de manera implicita la estructura de Z-moédulos finitamente
generados. Si tenemos una extension de campos de ndmeros L/K, entonces Ox C O, pero Oy, no tiene por
qué ser un Og-modulo libre: esto puede fallar si Og no es un dominio de ideales principales. En general, un
submédulo de un médulo libre no es necesariamente libre.

3.4.5. Corolario. El anillo de enteros Ok es el subanillo mds grande de K que es finitamente generado como
Z-médulo.

Demostracion. Ya vimos que el mismo Ok es finitamente generado. Por otra parte, si un subanillo R C K
es finitamente generado como Z-mddulo, entonces por nuestra caracterizacion de integridad (véase 2.5.5),
todos elementos de R son enteros sobre Z, y luego R C Ok. |

Un subanillo R C K que es finitamente generado como Z-modulo y tiene rango n = [K : Q] se llama un
orden. El anillo de enteros Ok es entonces el orden maximal. La letra O viene del aleman Ordnung.
Ahora sabiendo que Ok es un Z-mddulo libre, tiene sentido dar la siguiente definicion.

3.4.6. Definicion. Dado un campo de nimeros K/Q, su discriminante es el discriminante del anillo de
enteros Ok:
Ak = A(Ok).

3.4.7. Ejemplo. Consideremos un campo cuadratico K = Q(v/d), donde como siempre d es un entero libre
de cuadrados. Sid = 2,3 (m6d 4), entonces Ox = Z[v/d]. Tomemos 1, v/d como su base sobre Z y calculamos

AZ[VA) = det (Tf%) T%g)) _ det (o 20d> —4d

Sid=1 (méd 4), entonces Og = [—f ytomando como base 1, 1+‘f , calculamos

()t

T( 1+f ) 1+2f+d> 1+d

)

Se obtiene

M) cam (L) -

Entonces, para un campo cuadréatico K = Q(1/d) se tiene

[d, d=1 (mod4),
AK{4d, d=2 . 4



3.5 Calculos del discriminante y anillo de enteros

El discriminante puede ser calculado en términos de encajes o;: K — C. Yahicimos este cdlculoen 3.4.1: géa/gg /12%
sustituyendo la férmula
Tx/g(@) = o1(@) +- -+ + on(a)
en la definicién del discriminante, se obtiene lo siguiente.

3.5.1. Proposicion. Dado un anillo de nimeros R C K que es un Z-médulo derangon = [K : Q], sea oy, . .., ay
una base de R sobre 7.. Entonces, el discriminante viene dado por

A(R) = det(oi(0j))?;.

Ahora consideremos la siguiente situacion particular: dado un campo de nimeros K/Q, podemos escribir
K = Q(«), donde « es un entero algebraico (use el teorema del elemento primitivo y el hecho de que para
un namero algebraico « existe un entero racional no nulo N € Z tal que N« es un entero algebraico). En

este caso R = Z[a] es un Z-submoédulo de rango n con una base 1, a,...,a" 1. Siay,. .., o, son diferentes
raices del polinomio minimo de « sobre Q, entonces o;(a) = ;.
Tenemos 3
-1
1 o oz% 0/17
) ay ol ag_l
A(Zla]) = det(oi(qy));; = det . :
2 -1
1 ap of o

Nos salié un determinante de Vandermonde:
2
Aizlo])= ] (ai—a)™
1<i<j<n
Esta expresion es precisamente el discriminante del polinomio minimo de «.

3.5.2. Definicién. Para un polinomio ménico f € Q[x] con raices complejas ay, ..., a;, el discriminante
viene dado por

Af)= ][] (ci—a)*

1<i<j<n
Entonces, hemos probado el siguiente resultado.
3.5.3. Proposicion. Dado un anillo de niimeros Z[a] C K que es un Z-mddulo de rango n, se tiene
A(Zla]) = A(fg)-
Aunque el discriminante de polinomio esta definido en términos de sus raices complejas, la expresién
A= ][] (ai—ap)™
1<i<j<n

es invariante respecto a cualquier permutacion de las raices «;, asi que la teoria de Galois implica que A(f) €
Q. Ademas, los a; son enteros algebraicos si f es monico, asi que A(f) € Z. Hay una manera de calcular el
discriminante usando algebra lineal, sin calcular las raices de f. Para esto se ocupa el resultante.

3.5.4. Definicion. Dados dos polinomios
f=ax—a1) - (x—oam), §=bx—p51) - (x— ),
el resultante de fy g viene dado por una de las siguientes férmulas equivalentes:
Res(f,g) = a"g(a1) -~ glam) = (=1)™b" f(B1) - f(Bn) = a"b"™ [] (ci - 5.

1<i<m
1<j<n
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3.5.5. Proposicion. Para un polinomio ménico
f=(x—a1) (x—ay)

se tiene
n(n—1)

A(f) = (=1)"7" Res(f.f).

Demostracion. Si ftiene raices multiples, entonces A(f) = Res(f, f) = 0 (note que si «; es una raiz multiple,
entonces esta es también una raiz de f). Supongamos que las raices de f son distintas. Tenemos

fy=> TJx-o,

1<i<n j#i

y luego
fai) = (i — o).
A
Ahora por la definicién,

Res(f.f) = f(ar)-f (ew) = [[[J(ei = o) = (=D& T (@i =) = (-1)

i 1<i<j<n

n(n—1)
2

A(f. n

3.5.6. Corolario. Para K = Q(«), donde « es un entero algebraico y f € Z[x] es el polinomio minimo de o se
tiene

n(n—1)

A(Z[a]) = A(f) = (=1) "7 Ngso(f (@)
Demostracion. Tenemos

Res(f,f) = f () f (an),

donde ay, ..., a, son las raices de f. En términos de encajes o;: K — C, tenemos a; = o;(«). Dado que
f € Z[x], tenemos f € Z|[x], y luego f (ci(«)) = oi(f («)). Entonces,
Res(f,f) = o1(f (@) - - ou(f (@) = Ni/o(f (). u

3.5.7. Ejemplo. Consideremos el campo ciclotémico K = Q((p), donde p es un primo impar. En este caso
Ok = Z[¢p). El discriminante entonces viene dado por

Ak = (=1)®) Ny/g (@}(6))-

Aquin=p—1,pero () = % (mdd 2). Escribamos

X —1=(x—1)By(x),
y entonces
pxPl = @y(x) + (x — 1) B (x).
Sustituyendo x = (,, se obtiene
p@[;)_l =(¢p—1) (P;;(Cp)'

Ahora
PP~ Nigjg(Gp)P !

Nko(Gp — 1)
Aqui ¢, € OF, y por lo tanto Ng/g(¢,)P ! = (£1)P~! = 1 (de hecho, la norma de ¢, es igual a 1), y se ve que

NK/Q(CP —1)=@p(1) =p.

Ni/o(®,(¢p)) =

Entonces,
p—1

Ag = (1) p2. A
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El resultante puede ser calculado de la siguiente manera.

3.5.8. Proposicion. Dados dos polinomios

f=amx" + - - +a1x+ayg, g=Dbpx"+ -+ b1x+ by,

el resultante Res(f, g) es igual al determinante de la siguiente matriz de (n + m) x (n+ m):
adm dm—1 dAm—2 s aq dg 0 0 0
0 am Ap_1 QAm—y - a; do 0 0
0 0 n  Ap-1 Gm—2 -+ 41 do 0
0 0 e 0 am QAu_1 Qm—y -+ d; Qg
by bp_1 - b, b, by 0 0 0
0 by by - by b, bp O 0
0 0 by bp1 - b, by b 0
0 0 - 0 by bp1 -+ by b1 b

(esta se conoce como la matriz de Sylvester). Aqui los coeficientes de f se repiten en n = deg(g) filas y los
coeficientes de g se repiten en m = deg(f) filas.

A continuacién no vamos a usar esta interpretacion del resultante y la menciono solo para ser completo:
a veces esto aparece como la definicién del resultante. Para una prueba, véase por ejemplo [Coh1993, §3.3].

3.5.9. Ejemplo. Para el polinomio f = x? + bx + ¢ tenemos f = 2x + b, y luego
1 b c
A(fy=—det |2 b 0| =b*—4c
0 2 b
Para el polinomio ctibico f = x*> + ax + b tenemos f = 3x*> +ay
0

A(f) = —det = = —(4a® +27b°). A

SO WO
SO WO~

KO Q OQ
o o &
Q OO ST O

3.5.10. Ejemplo. Sid es un entero libre de cuadrados, entonces
A(ZIVd) = A(X* — d) = 4d.

Sid=1 (mdd 4), entonces

S(EM) <ok x ) e :

En PARI/GP, la funcién poldisc(f) calcula el discriminante de f, y polresultant(f,g) calcula el
resultante.

Como un caso particular de 3.3.5 tenemos el siguiente resultado.

3.5.11. Proposicion. Sea K/Q un campo de niimeros y o € Ok un entero algebraico de gradon = [K : Q).
Entonces,

A(Z[a]) = A(fy) = [Ok : Zla])? - Ag.
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3.5.12. Ejemplo. Si d es un entero libre de cuadrados tal que d = 1 (mdd 4), consideremos el campo
cuadratico K = Q(v/d). En este caso

oc=2[-7]

Notamos que
VA =ze2. . +2\/az,

asi que

(O : Z[Vd]] = 2.
Tenemos

a@a) = [2[F 5% :Zmr.éff. A
—4d =

La formula de 3.5.11 ayuda a calcular el anillo de enteros en ciertos casos.

3.5.13. Ejemplo. Consideremos el campo de nimeros K = Q(«), donde « es el entero algebraico tal que
a® + a — 1 = 0. Calculamos
A(Z[a]) = A@X +x—1) = =31

Tenemos
A(Zle]) = [Ok : Z[a]] - A,

pero —31 es libre de cuadrados, y entonces Og = Z[a/]. A
3.5.14. Ejemplo. Calculamos que

AX* —x+6)=AKX —x+1)=-23.
Este nimero es libre de cuadrados, asi que para los campos

K=Qla)/(e* - a+6) = Q(vV-23)

K =Qg)/(8° - B +1)

tenemos
Ok = Z[OZ}, Ox = Z[ﬁ] A

3.5.15. Comentario. Elultimo ejemplo también demuestra que el discriminante de dos campos de nimeros
no isomorfos puede coincidir. Obviamente, si K = K’, entonces Ok = Ok, y luego Ax = Ag . Sin embargo,
muy a menudo sucede que Agx = Ak, pero K 2 K'. El discriminante no es un invariante muy fino, pero este
ayuda a enumerar los campos de nimeros: mas adelante veremos que hay solamente un ntimero finito de
campos de nimeros (salvo isomorfismo) tales que |Ak| < C para alguna constante C.

3.5.16. Ejemplo (Dedekind). Consideremos el campo de niimeros K = Q(«), donde
oA +at—2a+8=0. *)
Calculamos (con ayuda de computadora) que
A(Z[a]) = A(x® + x* — 2x 4 8) = —22 . 503.
Aqui el nimero 503 es primo. Entonces, hay dos posibilidades: o tenemos Ox = Z[a], 0 [Ok : Z[a]] = 2. En

realidad, estamos en el segundo caso.
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Primero, multiplicando (*) por (2/«)3, se obtiene

4 1
SR )
o3 o’ o«
Esto significa que
4 1, 1
= — = — — _ = 1
F=a="2% 37

y entonces
Ok =Zlo, 8] =Z @ aZ @ PZ.

En efecto, a3 = 4, y se calcula que
o =2—-a-28, B*=-2-2a+5.
Dejo al lector confirmar que
A(Z|a, 8]) = —503.
De hecho, se puede ver que Ox no es de la forma Z[v] para ningin entero algebraico +. Primero, se puede
ver (con ayuda de PARI/GP) que en Ok = Z|[«, 3] se tiene factorizacién en ideales primos
20k = p1p2Pp3,
donde
pr=0C-a=p), p=0-3a-28), ps=(7—-4a-3p).

Ahora supongamos que Ok = Z[v]| = Z|x]/(f) para algin polinomio ménico irreducible f de grado 3. El teo-
rema de Kummer-Dedekind (2.7.3) nos dice que para factorizar 20k en ideales primos, hay que factorizar
el polinomio fen Fy[x]. Los polinomios irreducibles en Iy [x] son los siguientes:

deg=1:x x+1,

deg =2: x* +x+1,

deg=3: x> +x+1, X°+x*+ 1.

Esto significa que f no puede ser expresado como producto de tres diferentes polinomios irreducibles. En
términos de factorizacién del ideal 20k, esto excluye la factorizacion de la forma 20k = p; py bs. A

En general, para encontrar el anillo de enteros Ok, puede servir la siguiente observacién.

3.5.17. Proposicion. Para un campo de niimeros K/Q, sea R C K un Z-submddulo libre de rango n = [K : Q).
Luego, se tiene

RC O C éR, donde d = A(R).
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Demostracion. Sea f31,. .., S, € Runa base de R sobre Z. Expresamos un elemento arbitrario o € Ox como
a=X181+ -+ Xnfn,
donde x; € Q. Aplicamos a esta expresion los encajes
01y...,0n: K— C.
Se obtiene un sistema de ecuaciones lineales

o1(a) = x101(B1) + -+ - + Xp01(Bn),

on(a) = x100(B1) + -+ + Xnon(Bn).
Podemos expresar los x; usando la regla de Cramer:

Xi:%»

donde
o1(B1) - o1(Bn)

d = det : : ,

Un(ﬁl) to O'n(ﬂn)

y 7; es el determinante de la misma matriz, donde en lugar de la i-ésima columna esta (o («),. .., on(a))".
Como ya sabemos, d = A(R) = §2. Entonces, podemos escribir x; = %f. Aqui ;0 = dx; € Q, pero al
mismo tiempo 4;4 es un entero algebraico, asi que ;4 € Z. Entonces, hemos probado que

ﬁl Bn _1
aegZ@”ﬂBgZ—dR. |

3.5.18. Comentario. He aqui algunas observaciones al respecto.

1. Dado que R C Ok, toda clase lateral en }1R /R consiste en enteros algebraicos o no contiene ningdn
entero algebraico.

2. Tenemos d = [Ok : R]? - Ak, asi que para ver cudles elementos de Ok no estdn en R, es suficiente
considerar las clases laterales en R/R, donde m? | d.

3. Setiene [LR : R] = m",yporlo tanto este método es util solo cuando el discriminante es relativamente
pequeno.

La proposicion de arriba solo nos dice que Ok es calculable; en realidad para calcular Ok se usan mé-
todos mas sofisticados. Véase por ejemplo [Coh1993, §6.1]. También recomiendo el articulo panordmico de
Lenstra [Len1992].

3.5.19. Ejemplo. Consideremos el campo cuibico K = Q(+v/19). Primero para o = v/19 calculamos
A(Z[o]) = A(x® —19) = —27- 19 = —33.19%,

Entonces,
[Ok:Zla]]=m=1,3,19,3-19.

Vamos a ver si algunos elementos de la forma
a b c
— 4+ —a+ —a,
m m m

donde 0 < a, b, c < m son enteros algebraicos.
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polisintegral (f) = denominator(content(f)) == 1;

test (m) = {
for (a=0,m-1,
for (b=0,m-1,
for (c=0,m-1,

local (elt = (a + b*x + c*x"2)/m);
if (polisintegral (minpoly (Mod(elt, x/3 - 19))),
print (elt)
D)
D)
)
D,
3

? test(3*19)
0

1/3%xA2 + 1/3%x + 1/3
2/3%xA2 + 2/3%x + 2/3

Los Unicos elementos integrales que nos salieron son

B=_-(1+a+a?), 28,

W =

y luego Ok = Z|«, 8]. Tenemos entonces
Ok :Z[a]] =3, Ax=—-3-19% A

Este ejemplo solamente demuestra el procedimiento general. En realidad, si d es libre de cuadrados, no
es dificil probar que para K = Q(v/d) se tiene Ox C 1Z[v/d]. Véase el ejercicio 3.6.

3.6 Version mas general de Kummer-Dedekind

Hemos visto en §2.7 que para un anillo R = Z[a] = Z[x]/(f), donde « es un entero algebraico, la factori-
zacion de un ideal pR en ideales primos corresponde a la factorizacion del polinomio fen F, [x]:

PR=pf - p% +— f=g1" & enFplx].

Pero esto funciona solamente cuando los ideales p; son invertibles. En particular, esto funciona si Z[a] = Ok
es el anillo de enteros de K = Q(«). ;Qué hacer si Ok no es de la forma Z[«]?
Resulta que los primos problematicos son solamente los que dividen al indice [Ok : Z[«]].

3.6.1. Proposicion. Sea K un campo de niimeros tal que K = Q(«), donde « es un entero algebraico. Para un
primo racional p tal que p 1 [Ok : Z[c]] el homomorfismo natural

Z[a]/(p) — Ok/(p)

inducido por la inclusion Z[«] C Ok es un isomorfismo.
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Demostracién. Pongamos m = [Ok : Z[a]] y consideremos el siguiente diagrama:

mOK Z[O{} OK

! !

mOx/(p) —— Zla]/(p) — Ok/(p)

Aqui el homomorfismo mOx/(p) — Ok/(p) es sobreyectivo: por nuestra hipdtesis m es invertible médulo
p: tenemos mm’ = 1 (méd p) para algin m’. Luego, dado x + (p) € Ok/(p), podemos escribirlo como

X+ (p) = xmm' + (p) € mOg/(p).

Entonces, Z[a]/(p) — Ok/(p) es un homomorfismo sobreyectivo. Pero Z[«a] y Ok son Z-modulos libres de
rango n = [K : QJ, asi que

#(Z[a]/(p)) = #(Ok/(p)) = P",

y se trata de un isomorfismo. |

3.6.2. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 3.5.19. Consideremos el campo K = Q(+v/19). Tenemos

Ok =Zlo, B, a=vV19, B= 1(a2+a+1).

(SN

Hemos calculado que
Ax=-3-19%, A(Z]a]) = —-3°-19%

El polinomio minimo de 3 viene dado por
x> —x*—6x—12,

de donde se calcula
A(Z[F]) = —2%-3-19%

? minpoly (Mod(1l/3*(x"2+x+1), x73-19))
% = xN3 - xN2 - 6%x - 12

? poldisc(%)

% = -4332

? factor(%)

9% =
[-11]

[ 2 2]
[ 31]
[19 2]

Tenemos entonces
[Ok:Zla]] =3, [Ok:Z[p]]=2.

Esto significa que para factorizar 30k, podemos ocupar el anillo Z[3]. Se tiene
X —x2—6x—12=x*(x—1) enTFs[x|.
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Para cualquier otro primo racional p # 3, podemos ocupar el anillo Z[«a]; es decir, factorizar el polinomio
f=x>—19. Por ejemplo, .
f=x+1)(**+x+1) enFy[x.

He aqui algunas observaciones.
= Sip = 19, entonces f = x>. Supongamos ahora que p # 19.

» Sip = 2 (méd 3), entonces x — x* es un automorfismo de F, asi que existe Ginico x € F, tal que
x3 = 19. Esto significa que ftiene un factor lineal y otro cuadratico.

= Sip =1 (mod 3), entonces F contiene un elemento ¢ # 1 tal que ¢® = 1. Hay dos posibilidades: o
19 no es un cubo médulo p, y en este caso fes irreducible, 0 19 = a> (méd p), y luego

f=(x-a)(x-¢a)(x-(ta).
Entonces, la factorizacion de primos racionales en Ok es la siguiente
» 30k =p?py,dondef; =fo = 1.

= 190k = p%, donde p = vV190k y f= 1.

= Sip =2 (mbd 3), entonces pOk = py pz, donde f; = 1, f, = 2.

= Sip#19yp =1 (mbdd 3), entonces hay dos opciones.
Si 19 no es un cubo médulo p, entonces p = pOx es un ideal primo.
Si 19 es un cubo médulo p, entonces pOx = p1 p2 p3, donde fy = fo =fz = 1.

Para ver de manera eficaz si 19 es un cubo médulo p = 1 (mdéd 3), podemos factorizar p = 77 en Z[(3).
Aqui Z[(5]/(m) = Fp, asi que la respuesta depende del simbolo de Legendre (g)3 que puede ser calculado
usando la reciprocidad ctibica. Notamos que 19 = pp en Z[(3], donde p = 3¢z + 5y p = —3(3 + 2. A

3.7 Ramificacion

3.7.1. Definicién. Sea K/Q un campo de ndmeros. Para un primo racional p € Z consideremos su factori-
zacion en ideales primos en Ok:

pOk = pi' - pg,

donde e; > 1. En este caso Ok/p; = Fyiry los nimeros f; se llaman los grados de campos residuales. Los
numeros e; se llaman los indices de ramificacion. Si e; > 1 para algln i, se dice que p se ramifica en K.

3.7.2. Teorema. En la situacion de arriba se tiene

> efi=[K: Q.

1
Antes de probar este resultado, seria oportuno introducir las normas de ideales.

3.7.3. Definicion. Sea K un campo de nimeros. Para un ideal no nulo I ¢ Ok su norma se define mediante

Ng/o(I) = #(Ok/I).

Para el ideal nulo, se puede poner Ng/q(I) = 0.
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p pOx f (3) p pOx f (3)
2 p1p2 (1,2) 2 127 pip2ps (1,1,1) 1
3 p1p3 (1,1) 0 131 p1p2 (1,2) 2
5 P1p2 (1,2) 2 137 P1p2 (1,2) 2
7 P 3 1 139 P 3 1
11 p1p2 (1,2) 2 149 P12 (1,2) 2
13 p 3 1 151 pipaps (L, 1,1) 1
17 pip (1,2) 2 157 P 3 1
19 p3 1 1 163 p 3 1
23 p1p2 1,2) 2 167 p1p2 (1,2) 2
29 p1p2 (1,2) 2 173 p1p2 (1,2) 2
31 p 3 1 179 p1 P2 (1,2) 2
37 P 3 1 181 pipeps  (1,1,1) 1
41 p1p2 (1,2) 2 191 p1p2 (1,2) 2
43 P 3 1 193 P 3 1
47 p1p2 1,2) 2 197 p1p2 (1,2) 2
53 P1p2 1,2) 2 199 P 3 1
59 pipr (1,2) 2 211 P 3 1
61 b 3 1 223 b 3 1
67 p 3 1 227 p1 P2 (1,2) 2
71 pips (1,2) 2 229 P 3 1
73 p 3 1 233 1P (1,2) 2
79 p 3 1 239 p1 P2 (1,2) 2
83 P12 1,2) 2 241 P 3 1
89 P1p2 (1,2) 2 251 P1p2 (1,2) 2
97 pipaps  (1,1,1) 1 257 p1p2 (1,2) 2
101 p1p2 (1,2) 2 263 p1p2 (1,2) 2
103 b 3 1 269 pip (1,2) 2
107 p1p2 (1,2) 2 271 pipaps  (1,1,1) 1
109 pipaps  (1,1,1) 1 277 pipaps  (1,1,1) 1
113 p1p2 (1,2) 2 281 p1p2 (1,2) 2

Figura 3.1: Factorizacion de pOg para K = Q(v/19)
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3.74.Lema. 1) La norma es multiplicativa:
Nio(I)) = Nijo () Ni/o ()-
2) La norma de un ideal principal es el valor absoluto de la norma habitual de su generador:

Ngjq(aOk) = [Ng/g(a)|.

Demostracion. Todo ideal no nulo en Ok se descompone de manera Unica en ideales primos, asi que para la
parte 1) basta ver que

N(pi' - pg) = N(p1)®* -+ N(ps)*.
Primero, por el teorema chino del resto se tiene

N(p§t---pg) = N(p{) - - - N(p§e).

Luego, hemos visto en 2.7.1 que para cualquier anillo de nimeros R y un ideal primo invertible p C R se
cumple

N(p®) = N(p)*,
y en Ok todo ideal no nulo es invertible. Esto establece la parte 1).
Para la parte 2), notamos que aOk es la imagen de la aplicacion Z-lineal de multiplicacién por a:

to: Ok — Ok, X ax.
Entonces, como fue observado en 3.3.3, se tiene
[OK : OzOK} = |det(ua)|.

Por la definicion,
det(pa) = Noy/z(a) = Nijg(a). u

3.7.5. Ejemplo. Consideremos el anillo Z[i]. Para & = a + bi € Z[i] no es dificil ver que el ideal generado
por « esta generado como Z-modulo por a + biy a — bi:

oZli] = {(c+di) (a+Dbi) | c,d e Z} = {c-(a+Dbi) +d- (~b+ai) | c.d € Z}.

Ahora el nimero de elementos en el cociente de Z? por el Z-submdédulo generado por (a,b) y (—b, a) viene
dado por

det (Z "’) = a® + b = N(a + bi). A
a
Demostracion de . Sacando las normas, tenemos
N(pOx) = N(p1)*" -+~ N(ps)*,

donde N(pOx) = [Ni/q(p)| = p" y N(p;) = ph. u

Mas adelante veremos que si K/Q es una extension de Galois, entoncesfy =--- =f;ye; = --- = es.
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3.71 Discriminante y ramificacion

Ahora sea o un entero algebraico y f € Z[x] su polinomio minimo. Ahora si para un primo racional p se

tiene
plAP = ] (ei—ap)?

1<i<n
esto significa que el polinomio f € F,[x] tiene una raiz multiple en F,, y por lo tanto un factor mdltiple
modulo p: .
f=8""8& enFpl,

donde e; > 1 para algln i. En vista del teorema de Kummer-Dedekind, estas consideraciones sugieren el
siguiente resultado.

3.7.6. Teorema. Para un campo de nimeros K/Q, un primo racional p se ramifica en K si solamente si p | Ag.

Sin embargo, no todos los anillos de enteros tienen forma Z|«], asi que necesitamos trabajar mas para la
prueba. Primero vamos a formular algunos lemas sobre discriminantes de algebras sobre campos. En este
caso el discriminante depende de una base particular, pero por abuso de lenguaje hablaremos del discrimi-
nante, porque al final nos interesara solo si este es nulo o no.

3.7.7. Lema. Se tiene
Agmodp = A(Ok/(p)/Fp),

donde a la derecha estd el discriminante de la F,-dlgebra O/ (p).

Demostracion. La reduccién médulo p nos da una F,-dlgebra Ox/(p) = Ok ®z Fp. Los determinantes y tra-
zas conmutan con productos tensoriales, y en particular, el siguiente diagrama conmuta:

Ox — Ok/(p)
NUT NuT
Z —» F,
Ahorasiay, ..., o, esunabase de O sobre Z, entonces a7, . . . , @, es una base de Ok /(p) sobre F,. Tenemos
Ag = det(ToK/Z(aia,-)),

y la reduccién médulo p nos da o
Ag = det(Toy/(p) /r, (@)
Lo que esta a la derecha, es el discriminante de Ok/(p) respecto a la base particular ag, . .., a. |

3.7.8. Lema. Para un campo k, sean A y B dos k-dlgebras de dimension finita. Luego, para el producto de Ay B
se tiene
A(A x B/k) = A(A/k) x A(B/k).

Demostracion. Siay,...,a, esunabase de A sobre ky by, ...,b, es una base de B sobre k, entonces
(ai,0),...,(am,0), (0,b1),...,(0,by)

es una base de A x B. Ahora el discriminante de A x B respecto a esta base es
T(a,-a-))i i (0] >
dt( 174 = A(A/k) x A(B/k). [ |
¢ ( 0 (Thbe)) = AWK > 2B

3.7.9. Lema. Para un ideal primo p C Ok se tiene A(Ok/p¢/F,) = 0 siy solamente si e > 1.
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Demostracién. Denotemos A = Og/p®. Si e = 1, entonces A = [, es una extension finita de F,. Estas
extensiones son separables y tienen forma [F,[x]/(g), donde f es un polinomio irreducible, y sus raices «; en
la cerradura algebraica I, son distintas:
g:(x—al)--~(x—af), ai#aj.
Los calculos parecidos a los que vimos arriba“ nos dicen que
A(A/Fp) = A(g) = [ (i — )* # 0.
i<j

Supongamos ahora que e > 1. Podemos escoger una base de A que contiene un elemento representado
pora € p \ p%. En este caso @ # 0, pero @" = 0, asi que tenemos un nilpotente. Para cualquier otro elemento
B € A, se obtiene un operador lineal nilpotente Hap: A — A,ysutrazaesnula . Entonces, Ty, (o) =0

para todo 3 € A, asi que A(A/F,) = 0. [ |
Demostracion del teorema 3.7.6. Consideremos la factorizacion

€s

pOK:pil... &,
Ocupando el teorema chino del resto, se obtiene un isomorfismo de F,-algebras

Ok/(p) = Ok/p}' x -+ x Ok/p&.

Gracias a los lemas de arriba,
Agmédp = [ A(Ok/p /Fy),

1

y el producto es nulo si y solamente si e; > 1 para algan i. |

3.7.10. Corolario. Para un campo de ntimeros K/Q hay solamente un niimero finito de primos p € Z que se
ramifican en K.

Més adelante también veremos que para toda extension no trivial K/Q se tiene |Ag| > 1, asi que algin
primo siempre se ramifica.

3.7.11. Ejemplo. Consideremos un campo cuadratico K = Q(+/d), donde d es libre de cuadrados. Los pri-
mos impares que se ramifican en K son precisamente p | d. Ademas, sid = 2,3 (mdd 4), entonces 2 también
se ramifica. Sid =1 (méd 4), entonces 2 no se ramifica. Toda esta informacién est4 contenida en el discri-

minante
{d7 d=1 (méd4),
Ag =

4d, d=2,3 (méd 4), 4

3.7.12. Ejemplo. Para el campo ciclotémico K = Q((,) el tnico primo que se ramifica es el mismo p (véase
2.7.11). Por otra parte, calculamos en 3.5.7 que el discriminante es igual a

b=t
Ag = (-1)7 pP~2,
Este es un nimero bastante grande, pero su tnico divisor primo es p. A

3.7.13. Ejemplo. Como vimos en 3.6.2, para el campo K = Q(+/19) tenemos Agx = —3 - 192, y los Unicos
primos que se ramifican en Kson 3y 19. A
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3.8 Teoremas de Brill y Stickelberger

Clase 12
Hemos explicado el significado de los divisores primos del discriminante Ag. El discriminante también 31/09,20

tiene signo, y no es dificil entender su significado. Sera oportuno primero dar una definicién.

3.8.1. Definicion. Para un campo de nimeros K/Q, consideremos sus encajes
01y---,0n: K= Q.

Si 0i(K) C R, se dice que o; es un encaje real. En el caso contrario, se dice que o; es un encaje complejo.
Notamos que para cada encaje complejo o; su conjugado 7; # o; es también un encaje. Entonces, tenemos

rn+2r=n=[K:Q,

donde r es el nimero de encajes reales y 2r; es el nimero de encajes complejos. Se dice que (r,13) es la
signatura de K.

En términos sencillos, si K = Q(a) y f = fo es el polinomio minimo de «, entonces r; es el nimero de
raices reales de f, mientras que 2r; es el nimero de sus raices complejas.

3.8.2. Proposicion (Brill'). El signo de Ag es (—1)".

Demostracion. Escribamos K = Q(«a), donde « es un entero algebraico, f € Z|x] su polinomio minimo y «;
las raices complejas de f. Tenemos
A(Z[a]) = [Ok : Z[a]]* - Ax,

asi que el signo de Ak coincide con el signo de

Azla))=A = ] (@-o)?

1<i<j<n

Dejo como un ejercicio verificar que el signo de la Gltima expresién serd precisamente (—1)2, donde 2r; es
el nimero de raices complejas. |

3.8.3. Ejemplo. He aqui una pequena lista de campos con sus signaturas y discriminantes.

K r Iy AK
d
Q(f) 2 0 d o 4d
donded > 1
d
Q(\[) 0 1 d o 4d
donded < 0
Q(V2) 1 1 ~22.33
Q) 3 0 434
dondea® —3a+1=0
Q(G) 0 (p—1)/2 (—1)"7 pp-?

En el caso de f(x) = x> — 3x + 1, notamos que el polinomio tiene tres raices reales:

fl-2)= -1, fi-1)=3, fl)=-1, fi2)=5.

“Tal vez tenia que formular algunos lemas en la generalidad adecuada, para extensioies separables de campos...
““Ejercicio: para un operador lineal nilpotente f: V — V todos los valores propios en F) son nulos.
*Alexander von Brill (1842-1935)
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Cabe mencionar que para encontrar el nimero de raices reales de fo, y como consecuencia la signatura
de K = Q(«), no hay que calcular las mismas raices; se puede usar algo como la regla de los signos de
Descartes. A

El siguiente resultado también nos dice cudl es el resto de Ag mddulo 4.
3.8.4. Proposicion (Stickelberger’). Se tiene Ax =001 (mod 4).

Demostracion. Siaq,...,a, esunabase de Ok sobre Zy oy,...,0,: K< C son los encajes, entonces

AK = det(O'[(Ozi))Z.

Escribamos
det(oi(as)) = > 580(p) - 01y (1) -+ Ty (0n)
PESy
Denotemos por P los términos con sgn(p) = +1 y por N los términos con sgn(p) = —1. Ahora

Ag = (P - N)* = (P+ N)? — 4PN.

Notamos que las expresiones P + N y PN son invariantes respecto a cualquier permutacién de raices, asi
que la teoria de Galois implica que son nimeros racionales. Ademads, son enteros algebraicos, y por lo tanto
P+ N, PN € Z. Entonces, Ak es un cuadrado mddulo 4. [ ]

3.8.5. Ejemplo. Consideremos un campo cuadratico K = Q(+/d) donde d es libre de cuadrados. Tomamos
Z[Vd) = Z @ VdZ y calculamos

A@IVA) = 4d = [Ox : ZIVA] - A

Dado que d es libre de cuadrados, hay solo dos opciones: Ax = d 0 4d. Sid = 2,3 (mdd 4), entonces
Stickelberger nos dice que necesariamente Ag = 4d, y luego Og = Z[Vd).
Sid=1 (mdd 4), entonces Stickelberger no nos ayuda, pero basta calcular que 1+T\/H es entero y luego

1++d
2

Az| |)=d=loc:zvap - a,

de donde Ok = Z[V/d], dado que d es libre de cuadrados. A
*Ludwig Stickelberger (1850-1936)
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3.9 Campos linealmente disjuntos

Nuestro préximo objetivo serd, como fue prometido, calcular que el anillo de enteros del n-ésimo campo
ciclotémico Q(¢,) es Z[(,]. Primero, tenemos que hacer una digresion sobre campos linealmente disjuntos.

3.9.1. Definicién. Para dos extensiones finitas K/Q y K’/Q adentro de un campo comun (por ejemplo,
adentro de una cerradura algebraica fija Q), el subcampo més pequeno que contiene a Ky K’ se llama el
compositum’ de Ky K’ y se denota por KK'.

Q
|
KK’
RN
K
NS
Q

K/

Se dice que Ky K’ son linealmente disjuntos si se cumple una de las siguientes condiciones equivalen-
tes:

a) el homomorfismo de QQ-algebras
KooK — KK, x®Yy+xy
es un isomorfismo;

a’) el mismo homomorfismo de Q-algebras es inyectivo;

b) siay,...,an esuna base de K sobre QQ, esta es linealmente independiente sobre K';
b’) sif1,..., B, es una base de K’ sobre Q, esta es linealmente independiente sobre K;
c) sia;y f; sonbases de Ky K’ respectivamente, entonces «;/5; es una base de KK';

d) [KK': Q) = [K: Q] - [K': Q).

Para mas detalles, véase §A.13.

3.9.2. Comentario. Un criterio Util para ver si dos campos son linealmente disjuntos es el siguiente: si
K/Qy K'/Q son extensiones finitas de Galois y KNK' = Q, entonces Ky K’ son linealmente disjuntos. Véase
A.13.4 para la prueba.

Para calcular el anillo de enteros del compositum de campos, ocuparemos el siguiente resultado.
3.9.3. Proposicion. Sean Ky K’ dos campos de ntimeros linealmente disjuntos y sean
Ok=a1Z® - ®anZ, Ox =aZ& - ®ayl

bases de sus anillos de enteros. Supongamos que los discriminantes Ag y Ag son coprimos. Entonces, a,alf es
una Z-base de KK' y
K- K:
A = AU AT

“En espafiol a veces se usa el término compuesto, pero voy a decir «compositum»; estrictamente hablando, es una palabra latin.
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Demostracion. Pongamos n = [K: Q] yn’ = [K’ : Q]. Bajo nuestra hipétesis, [KK' : Q] = nn’, y los elementos
oz,-a]f forman una base del compositum KK’ sobre Q.

/KK’
N
K
N
Q

K/

Dado un elemento « € Okx, escribamos
/
o = Z a,-jaioz,-,
ij
donde a;; € Q. Vamos a ver que en realidad a; € Z. Pongamos
ﬁj = Z ajjo.
i
Para calcular los discriminantes, consideremos los encajes
o1y..yon: K~ C, o1,...,00: K < C.
Denotemos por brevedad d = Axy d’ = Ag.. Recordemos que

d = det(X)?, d = det(Y)?, donde X = (0i(qyj)), Y = (0op(a})).

Escribamos .
a:(gll(a)v"'vg;l/)tv b:(ﬂl,...7ﬂn/)t.
Se tiene

—

d=Yb.
Ahora si Y* es la matriz adjunta (compuesta por menores), entonces
YY" =Y Y=det(Y)I,.
Entonces, .
det(Y)b = Y*d.

Dado que las matrices Yy Y* y el vector d tienen entradas enteras sobre Z, podemos concluir que
d/ﬁ]‘ = Zd’ai,-a,- S OK,
i

y luego d’a;; € Z. El argumento simétrico (intercambiando «; con o) demuestra que daj; € Z. Perody d’ son
coprimos, asi que a;; € Z. Esto demuestra que aia}f es una Z-base de Ok .
Bajo nuestra hipétesis de que los campos K y K’ son linealmente disjuntos, los encajes del compositum
KK’ vienen dados por
oxop: KK C, 1<k<n 1</(<n,

y luego se puede ver que Agx es el discriminante de la matriz de nn’ x nn’ que consiste en bloques

oi()Y - oi(an) op(ey) - oplay)
S

oua)Y o onlan)Y on(al) - ollal)
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Este es precisamente el producto de Kronecker X @ Y, y su determinante viene dado por
det(X ® Y) = det(X)" - det(Y)"
(ejercicio 3.10). Entonces,
Agg = det(X @ Y)? = det(X)?" - det(Y)" = d" - d". ]

3.9.4. Ejemplo. Los campos K = Q(v/3) y K’ = Q(+v/5) son linealmente disjuntos. Su compositum es KK’ =
Q(V/3,V/5). Ahora Ag = 12y Ax = 5, asi que la proposicién de arriba nos dice que

Okx =Z&V3L&

1+2\/§ZéB ﬂz\/ﬁzzz[\/ﬁ, 1+2\/§}

Aggr = A% - A2, =2%.32.52,

Solo para ilustrar la segunda parte del argumento de arriba, tenemos

semde(t ) g am (D (0
y luego
1 /3 1+V53)/2 (+V3+V15)/2\ )
oo} 8 0012 G2 ) w0 0B
1 —V3 (1-V5)/2 (—V/3+V15)/2

3.10 Anillo de enteros de Q((,)

Para el n-ésimo campo ciclotdmico Q(¢,) podemos factorizar n = pi'---p$, y en este caso Q(¢,) =
Q(gpel ) -+~ Q((yes ), donde los campos Q(¢ pe,-) son linealmente disjuntos. De esta manera vamos a calcular el
1 s i

anillo de enteros de Q(¢,) mediante la proposicién , por induccién sobre el nimero de divisores primos de
n. Primero necesitamos calcular el anillo de enteros de Q((pe) y ver que los discriminantes son coprimos
para diferentes p.

3.10.1. Lema. Consideremos el campo ciclotomico K = Q((pe).

1) Setiene
A(Z[(y]) = +p°, dondes=p*' (pe—e—1).

2) Elideal principal p = (1 — (pe)Ox es primoy se tiene pOx = p®#) y O /p = T,

Note que si e = 1, ya sabemos que Ag = 4 p?~2. El signo del discriminante no nos interesard porque
este se determina facilmente por el teorema de Brill.

Demostracion. El calculo del discriminante en la parte 1) es muy similar al que hicimos en 3.5.7 para el caso
de e = 1, y lo dejo como un ejercicio para el lector.
Pongamos por brevedad ¢ = (pe. Notamos que

Dpe(1) = H (1- Ck) =D

(k,pe)=1
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Aquil — ¢k = 11—}: (1—¢), donde

)

1-¢*\  Ngpo(1-¢5
NK/Q<1—C> ~ Niso(1-¢) =+

asi que 1 —¢¥ = ¢ (1—¢), donde ¢, € OF es una unidad. Entonces, tenemos (1 —¢)?#) = ¢p, donde ¢ € OF.
De aqui se sigue que pOx = p?*"), donde p = (1 — ¢)Ok. Ahora tomando las normas de ideales,

Niyg(p)*?) = Nig/g(p??) = Nijo(pOk) = p*?",
asi que Ng/q(p) = p, lo que implica que Ok/p = F,. [ ]
3.10.2. Proposicion. Para el campo ciclotomico K = Q((p-) se tiene Og = Z[(pe].
Demostracion. Primero, si d = A(Z[(y]) = £p°®, entonces seglin 3.5.17 se tiene

1
Zlw) € Ok € 2],

lo que podemos escribir también como
p*Ok C Z[pe) C Ok.
Pongamos p = (1 — (pc)Ok. El lema anterior nos dice que Ox/p = Z/pZ, asi que Og = Z + p, y luego
Ok = Z[Gpe] + p. *)
Multiplicando esta identidad por p, se obtiene
P = PL[Ge] + 9%

Al sustituirlo a (*), tenemos
Ok = Z[Gpe] + p*.

Procediendo de esta manera, tenemos
Ok = Z[Cpe] +p" paratodot > 1.
Ahora sit = s ¢(p®), entonces por el lema anterior,
P = (p?P)° = p*Ox.
Pero p*Ok C Z[(y], asi que podemos concluir que O = Z[(pe]. |
3.10.3. Teorema. Para el campo ciclotémico K = Q((,) se tiene Ox = Z[(a] ¥
nom

[T, P2/ ®-D

Demostracion. Induccién sobre el nimero de divisores primos de n. Acabamos de probar el caso cuando
n = p¢. La formula del discriminante es también correcta: calculamos que en este caso

Ag = (71)¢(n)/2

A==£p’, s=p~'(pe—e—1).
Ahora para el paso inductivo, sin = p{' -+ p§*, consideremos los campos
Ky = Q(Cpil )7 K; = Q(CP‘Z’Z)v LK = Q(Cpﬁs)
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Tenemos

Q(¢n) =Ky -+ K.
Los campos K - - - Ks_; y K; son linealmente disjuntos y tienen discriminantes coprimos, asi que se aplica
la proposicién 3.10. Por la hipétesis de induccién, tenemos

Onties =Pl )

Luego, la proposicién 3.10 nos dice que

Ok, .k, = ZKpil v 'CP?JR] - L[Gpes] = Z[Gnl-

El discriminante se calcula mediante

Ks: Ky---Ks_1:
Arox = A - Ao

y se ve que se obtiene la formula enunciada. El signo del discriminante viene dado por el teorema de Brill.
|

3.10.4. Ejemplo. Consideremos el campo ciclotémico K = Q((z0). Tenemos K = K;Kj, donde K; = Q({4) =
Q(i) y Ky = Q(¢s)- El teorema nos dice que K = Z[(y]- Calculamos ¢(20) = ¢(4) ¢(5) = 8. Una posible base
de Ok es
L, G20, G0, G50+ Go- GBos G50 Co-
pero también podriamos tomar el producto de las bases {1,i} y {1, (s, ¢Z, (2, (¢}. El discriminante viene dado
por
Ag = Ak, - Ak, =28 55 A
. o . . . Clase 13
Ahora, dado que nos sali6 Ox = Z[(,], no podemos resistir la tentacion de aplicar el Kummer-Dedekind 33/99/20
para factorizar pOk. Para esto tenemos que factorizar el n-ésimo polinomio ciclotémico ®,(x) € Z[x] moédulo
diferentes primos p.

3.10.5. Lema. Factoricemos n = [[, p". Para un niimero primo p, sea f el orden de p médulo n/p", i.e. el
niimero mds pequeiio tal que p’ = 1 (méd n/p*). Luego, se tiene

Ba(x) = (81-&)°"") enFyly),
donde gy, . ..,&s € Fylx] son distintos polinomios irreducibles de grado f.
Demf)stracién. Ya hemos visto algo parecido para el caso de n primo (véase 2.7.10), y esta es una generali-
ZaCII;)rrilr'nero supongamos que p { n, asi que v, = 0. En este caso f = x" — 1 es un polinomio separable en

Fp[x], como demuestra el calculo de mecd(f,f) = 1. Por nuestra eleccidn, f es el nimero mas pequeno tal
que el grupo multiplicativo IFpr contiene elementos de orden n, asi que I, es precisamente el campo de

descomposicién del polinomio @, € F,[x]. La factorizacién en polinomios irreducibles sera
D, =81 &,
donde cada g; es el polinomio minimo sobre F, de alguna raiz n-ésima { € ]F;f, y cOmo consecuencia,
deggi = [Fyr: Fy] = f.

(Como fue explicado en la prueba de 2.7.10, es instructivo ver como los factores g; vienen de las érbitas del
Frobenius.)
En el caso cuando p | n, escribamos n = mp¢, donde e = v, (y entonces p t m). Este caso se reduce al
anterior observando que
Bp(x) = p(x)?P) (méd p).

(jEjercicio!) ]
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Ahora aplicando Kummer-Dedekind, se obtiene el siguiente resultado.

3.10.6. Teorema. Consideremos el campo ciclotomico K = Q(Cy). Factoricemos n = [], p*. Para un niimero
primo p, sea f el orden de p médulo n/p". Luego, se tiene factorizacion

POk =pi -+ ps,
donde los indices de ramificacién son e = ¢(p*»), y los grados del campo residual son f.
En particular, los primos que se ramifican son los divisores de n, excepto el caso de p = 2 cuando

v2(n) = 1. Esto no es muy interesante, dado que en esta situacion Q(¢,) = Q((n/2). Notamos que la in-
formacion sobre los primos que se ramifican también estd en el discriminante que hemos calculado.

3.10.7. Ejemplo. En el campo ciclotémico K = Q((;5) la factorizacion de pOx depende de los restos de p
modulo 3y 5.

Para p = 3 hay ramificacién con e = ¢(3) = 2 y para p = 5 hay ramificacién con e = ¢(5) = 4. Para p
distintos de 3y 5, tenemos las siguientes posibilidades (véase también la figura 3.2).

p(5)
1 2 3 4
p (3)
1 p1p2 - Pg p1p2 pip2 p1pap3p4
2 P1p2pP3psy P1p2 pip2 P1p2p3pa

Por ejemplo, sip = 2 (mdéd 3) yp = 2 (mdd 5), entonces el orden de p médulo 3 es 2 y el orden de
p modulo 5 es 4. Entonces, el orden de p médulo 15 es igual a 4. Esto nos da ideales p; con el grado del
campo residual 4. Se cumple necesariamente s - 4 = ¢(15) = 8, entonces hay s = 2 ideales primos en la
factorizacién. Notamos que no hay primos inertes. A

3.10.8. Ejemplo (Kummer). Consideremos el campo ciclotdmico K = Q((y3). El primer primo tal que p = 1
(méd 23) es 47, lo que implica que
470k = p1p2 -~ P2z,
donde Ng/q(p;) = 47. Los ideales primos p; no son principales. En efecto, si p; = aOx, entonces [Nk /q(a)| =
47. Sin embargo, se puede ver que en O no hay elementos de norma 47" .
A saber, para o € Ok se tiene
Ng/q(a) = ]___[ o(a).

o€Gal(K/Q)

El grupo de Galois Gal(K/Q) = (Z/23Z)* es ciclico de orden 22. Sea o su generador. La teoria de Galois
implica que en Q((z3) hay tinico subcampo cuadratico, y este es el subcampo fijo por o2. Por razones de
ramificacion (véase ejercicio 2.19) se puede deducir que este subcampo cuadratico es F = Q(v/—23).

Escribamos
Ni/g(a) = (a ot(a)o*(a)--- Jzo(oz)) (U(a) o3(a) o (a)--- 021((1)).

Aqui cada uno de los dos multiplos estd en F, y ademas, se ve que uno es el conjugado complejo del otro:
tenemos @ = o'!(a), y de esta manera,

ao(a)ot(a) - o2(a) = ot (a) c? M (a) o* T (a) - - 62T () = o(a) o3 () 0°(a) - - - o2 ().

“He aqui un calculo en PARI/GP que lo confirma:
? K = bnfinit(polcyclo(23));
? bnfisintnorm(K,47)
% =[]

Sin embargo, lo explicaré mas tarde.
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p pOk f p(5 p pOx f pa5 p pOk f p(15)
2 P12 4 2 127 P12 4 7 283 P12 4 13
3 p? 4 3 131 pypapsps 2 11 293 p1p2 4 8
5 p 2 5 137 P1 P2 4 307 P1 P2 4 7
7 p1p2 4 7 139 p1pap3ps 2 4 311 pip2p3pa 2 11
11 pip2psps 2 11 149 pipapsps 2 14 313 p1p2 4 13
13 p1p2 4 13 151 pypy---ps 1 1 317 p1p2 4 2
17 p1p2 4 157 p1p2 4 7 331 pipz---ps 1 1
19 P1P2p3Pa 2 4 163 p1p2 4 13 337 p1p2 4 7
23 P12 4 167 P12 4 2 347 P12 4 2
29 pip2p3ps 2 14 173 p1p2 4 8 349 pi1p2pspa 2 4
31 pipa---ps 1 1 179 pipapsps 2 14 353 p1p2 4 8
37 p1p2 4 7 181 pipa---ps 1 1 359 pipap3pa 2 14
41 pip2p3pa 2 11 191 pipapsps 2 11 367 p1p2 4 7
43 P1p2 4 13 193 P12 4 13 373 P1p2 4 13
47 p1 P2 4 2 197 p1 P2 4 379 P1 P2 P3ha 2 4
53 p1p2 4 8 199 pipapsps 2 4 383 p1p2 4

59 pipapsps 2 14 211 pipy---ps 1 1 389 pipapsps 2 14
61 P12 Ps 1 1 223 p1P2 4 13 397 P12 4 7
67 p1p2 4 7 227 p1p2 4 401 pipap3ps 2 11
71 P1P2p3Pa 2 11 229 pipapspa 2 4 409 pipap3ps 2 4
73 p1p2 4 13 233 p1p2 4 419 pipap3ps 2 14
79 pipapspa 2 4 239 pipap3ps 2 14 421  pip2---ps 1 1
83 p1 P2 4 8 241 pipy---ps 1 1 431 P1 P2 P3Pa 2 11
89  p1p2p3pa 2 14 251  pipapspa 2 11 433 p1p2 4 13
97 p1p2 4 7 257 p1p2 4 2 439 p1p2psPa 2 4
101 pipapsps 2 11 263 p1p2 4 8 443 p1p2 4

103 P12 4 13 269 pipap3ps 2 14 449 pipap3ps 2 14
107 p1 b2 4 271 pip2---Pps 1 1 457 P12 4 7
109 pipapsps 2 4 277 p1p2 4 7 461 pipap3ps 2 11
113 P1 P2 4 281 P1P2P3Pa 2 11 463 P1 P2 4 13

Figura 3.2: Factorizacidn de pOg para K = Q((;5)

105



Podemos entonces escribir

Ng/g(@) = (a+bv=23) (a — bv—23) = a* + 23 b*

para algunos a,b € Q. Dado que « es un elemento entero, tenemos también a + b\/—23 € Z [ 1“2*23} , asi

que a = % yb= %, donde a’,b’ € Zya =b’' (méd 2). Entonces,

a/2 4 23 b/Z
Nijgla) = ——.

Ahora si en Z[(33] hay un elemento de norma 47, esto implicaria que para algunos a’,b’ € Z se cumple
a* +23b"? =4 - 47.

Sin embargo, no es dificil ver que esto es imposible”.
Podemos concluir que los ideales primos p; que estan sobre 47 en el campo ciclotémico K = Q(¢z3) no

son principales. Como consecuencia, el anillo Ox = Z[(33] no es un dominio de factorizacion tnica.

Tenemos (*4—273) = +1, y entonces en el anillo Z[”i VZ*B] el ideal generado por p = 47 se factoriza

como p p, vy lo que acabamos de ver demuestra que estos ideales primos tampoco son principales. (Al pasar
a Q({y3), cada uno de estos ideales se escinde en 11 ideales primos no principales.)

pr---p2 € ZlGs] < Q(C3)
\ | n
A L *23] c Q(v/=23)

47 C Z C Q

—
5%

2

A

De hecho, K = Q(¢,) para n = 23 es el primer campo ciclotémico tal que Ox = Z[(,] no tiene factoriza-
cién tnica, o de manera equivalente, tal que el grupo de clases Cl(K) no es trivial. Esto fue descubierto por
Kummer.

Hay una anécdota bien conocida relacionada con este resultado de Kummer. En 1847 el matematico
francés Gabriel Lamé anunci6 ante la Academia de Ciencias de Paris una supuesta prueba del dltimo teorema
de Fermat basada en la factorizacion Unica en el anillo Z[(,]. Liouville puso en duda esta afirmacién y se
comunicé con Kummer quien aparentemente ya tenia contraejemplos. Para los detalles histéricos, véase
por ejemplo [Edw1975] y [Edw1977]. El libro [Edw1996] también contiene detalles sobre los calculos de
Kummer.

Véase también https://en.wikipedia.org/wiki/23_enigma sobre la numerologia detras de 23.

“Tenemos necesariamente 23b'2 < 4 - 47, y luego |b’| < 2. Basta entonces sustituir b’ = 1,2y ver que la ecuacién no tiene
soluciones enteras.
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3.11 Calculos en PARI/GP

Ya he mencionado PARI/GP (https://pari.math.u-bordeaux.fr/) en varias ocasiones, y ahora
veremos de manera un poco mas sistematica cémo hacer calculos con los campos de nimeros en este pro-
grama. Si todavia no lo han descargado, es hora de hacerlo y probar los ejemplos de abajo.

He aqui algunos comandos tiles:
= \l "log.txt" — guardar toda la sesion en el archivo Log. txt (otra vez \1 deja de hacerlo),

= ?xXXXx — ayuda sobre xxxxx, por ejemplo,

? ?idealprimedec

idealprimedec(nf,p,{f=03}): prime ideal decomposition of the prime number p
in the number field nf as a vector of prime ideals. If f is present and
non-zero, restrict the result to primes of residue degree <= f.

= ??xxxxx — ayuda detallada sobre xxxxx,

m % — el resultado del calculo anterior:

? 21N2

%l = 4

? %2

%2 = 16

? %2

%3 = 256
? %1 + %2
%4 = 20

» quit o \q — salir del programa.

Cuando ocurre algin error, el programa entra en el «ciclo break» y nos recomienda escribir break para
salir de alli. Esto sirve para encontrar errores en cddigo mas complejo y probablemente no sera relevante
para nuestros pequenos calculos.

? med(2,3)
**%*  at top-level: mcd(2,3)
x*X*¥ A

P not a function in function call
L Break loop: type 'break' to go back to GP prompt
break> break

? gcd(2,3)
% = 1
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3.11.1 Polinomios

Un campo de nimeros se especifica por un polinomio irreducible ftal que K = Q[x]/(f). Para ver si un
polinomio es irreducible, sirve la funcion polisirreducible(f).

? polisirreducible(x?3 - 3*x + 1)

% =1
? polisirreducible(x”3-1)
% = 0

Si queremos factorizar un polinomio, podemos ocupar la funcién factor(f).

-~

factor (x78-1)
%:
[ x-11]

[ x+11]
[xA2 + 1 17

[xA4 + 1 17

El resultado es una matriz de s x 2, donde en la primera columna se encuentran los factores irreducibles
y en la segunda columna las potencias correspondientes:

81 €
f=gioogr e |
8s 6
La factorizacion moédulo p (que ocupamos para el Kummer—-Dedekind) puede ser obtenida mediante
factor(f*Mod(1,p)).

? factor (polcyclo(8)*Mod(1,2))
%:
[Mod(1l, 2)*x + Mod(1l, 2) 4]

? factor (polcyclo(8)*Mod(1,3))

%:

[Mod(1l, 3)*x72 + Mod(1l, 3)*x + Mod(2, 3) 1]
[Mod(1l, 3)*x”2 + Mod(2, 3)*x + Mod(2, 3) 1]

? factor (polcyclo(8)*Mod(1,5))
%:

[Mod(1, 5)*xA2 + Mod(2, 5) 1]
[Mod(1, 5)*x/2 + Mod(3, 5) 1]
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El discriminante de un polinomio se calcula mediante poldisc(f).

-~

poldisc (polcyclo(7))
% = -16807
? factor(%)
% =
[-11]
L 7 5]

3.1.2 Campos de numeros

Para especificar un campo de nimeros K = Q[x]/(f), hay que escribir K = nfinit(f). Esta funcién
calcula los invariantes basicos de K.

= K.pol — el polinomio usado para definir K,
= K.zk — el anillo de enteros Ok,
» K.disc — el discriminante Ag,

» K.sign — lasignatura [ry,12],

? K = nfinit(x"3-19);
? K.pol

% = xA3 - 19

? K.disc

% = -1083

? factor (%)

% =

[-1 1]

[ 31]

[19 2]

? K.zk

% = [1, 1/3*x"2 + 1/3*x + 1/3, X]
? K.rl

% =1

? K.r2

% =1

? K.sign

% = [1, 1]

Aqui escribi K = nfinit(x”3-19); con punto y coma para suprimir la salida. De todas maneras, el
resultado serd guardado en K. Pueden ejecutar el mismo comando sin punto y coma, y PARI/GP imprimira
toda la estructura de datos asociada con K.
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Lo que se encuentra en K. zk es una base de Ok sobre Z en términos de x méd f. En este caso particular
el resultado significa que para Q[a]/(a® — 19) se tiene

OK:Z@%(QZ—FOH-I)Z@CMZ.

Por supuesto, el mismo campo de nimeros puede ser especificado por diferentes polinomios irreduci-
bles. Para ver si dos campos de nimeros son isomorfos, sirve la funcién nfisisom(f,g). Como entrada
podemos especificar polinomios irreducibles o las estructuras nfinit.

? nfisisom(x"4 + 2*x”2 + 4*x + 2, polcyclo(8))
% = [X"2 - X, X2 + x, -x"3 - x72, x"3 - x2]

? nfisisom(x"4 + 2, polcyclo(8))
% = 0

Si la salida es 0, esto significa que no hay isomorfismo; en el caso contrario, se devuelve una lista de
posibles isomorfismos. En el ejemplo de arriba vimos entonces que

Qlal/(a® + 20% + 4a +2) = Q(G),
y ademas que uno de los isomorfismos viene dado por
o — Cé — Cg.

La funcién nfisincl(f,g) verifica si Q[x]/(f) es isomorfo a un subcampo de Q[x]/(g) vy encuentra los
isomorfismos. He aqui un ejemplo particular.

? nfisincl(x”2-7, polcyclo(7))

% = 0

? nfisincl (x*2+7, polcyclo(7))

% = [-2*¥xMN4 - 2¥xN2 - 2*%x - 1, 2*xMN4 + 2*¥xN2 + 2%x + 1]

Los resultados nos dicen que Q(v/'7) ¢ Q(¢7) yQ(v/=7) € Q(¢7). También hay modos de encontrar todos
los posibles subcampos, pero los veremos cuando hablaremos de la teoria de Galois.

Una funcion muy ttil es polredbest (f). Esta a partir de un polinomio f nos da otro polinomio g tal que
Qlx]/(f) =2 Q[x]/(g), pero los coeficientes de g son relativamente pequenos. He aqui un ejemplo particular
para qué sirve esta reduccion.

Para ver un ejemplo particular, supongamos que nos interesa el campo bicuadratico K = Q(v/2,v/3).
Este se genera por o = /2 + /3, cuyo polinomio minimo viene dado por x* — 10x% + 1. Ahora

Zla) =2 .32 Ap=28.3%

lo que significa que
[Ok : Z]a]] = 8.
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? £ = xM - 10*xM2 + 1;
poldisc(£f)

% = 147456

? factor(%)

% =
[2 14]

-~

[3 2]

? K = nfinit(f);
? K.disc

% = 2304

? factor(%)

9% =

[2 8]

[3 2]

? sqgrtint(poldisc(f)/K.disc)
% = 8

(Podemos encontrar un mejor subanillo cuyo indice en Ok sea menor? Con ayuda de PARI/GP encon-
tramos Z|f], donde 5* — 45% + 1 = 0, y resulta que Ok = Z[]. De hecho, 8 = /2 + /3.

? g = polredbest(f)
% = XN - 4*%xN2 + 1
? poldisc(g)

% = 2304
? % == K.disc
% =1

Otro ejemplo parecido: para K = Q(«), donde a = v/19 tenemos

Ok : Zla]] = 3.
Con ayuda de PARI/GP encontramos el subanillo Z[3], donde 33 — 32 — 63 — 12 =0y
O Z[f) = 2.

? £ = x°3-19;
? K = nfinit(£);
? sgrtint(poldisc(f)/K.disc)

W

? g = polredbest(f)

% = xN3 - xN2 - 6%x - 12

? sgrtint(poldisc(g)/K.disc)
% = 2
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Si queremos saber cdmo « se expresa en términos de S (para trabajar en el nuevo anillo Z[3]), hay que
escribir polredbest(f,1)

? polredbest(f,1)
% = [x"3 - xA2 - 6%x - 12,
Mod(1/2*x"2 - 1/2%x - 2, X3 - x"2 - 6*x - 12)]
? %[2]73
% = Mod(19, x~3 - x"2 - 6*x - 12)

La salida significa que
1

1
— -p2_ "p_
a—zﬁ 26 2.

3.11.3 Operaciones con elementos de K/Q

Hay varias maneras de especificar un elemento de un campo de nimeros Q[x]/(f). Podemos trabajar con
elementos modulo f.

? a = Mod(x"M - x73 - xA2 + x, polcyclo(5))

% = Mod(-2*x73 - 2*xA2 - 1, xM + xN3 + x"2 + x + 1)
? an2

% = Mod(5, xM + X3 + x"2 + x + 1)

Otra opcidén es expresar los elementos en términos de la base de Ok. La conversién se hace mediante
nfalgtobasis(K,a) ynfbasistoalg(K,[a;, .., anp]~).

? K = nfinit(polcyclo(5));
? K.zk
% = [1, x, x"2, x"3]

? nfalgtobasis(K, -2*xA3 - 2*xA2 - 1)
% =[-1, 0, -2, -2]-~

% [-1, @, -2, -2]~

? K.zk * %

% =2%xA3 - 2¥xA2 - 1

X1

? nfbasistoalg(K,%)
% = Mod(-2*x7"3 - 2*x7"2 - 1, xM + xN3 + x22 + x + 1)

Aqui [-1, @, -2, -2]~ representa el vector columna (—1,0, -2, —2)%. Las funciones que trabajan
con elementos de un campo de nimeros empiezan por «<nfel t». Por ejemplo,

nfeltadd(K,a,pB), nfeltmul (K, «, ), nfeltdiv(K,a, ).

Si los nimeros algebraicos estan especificados como polinomios médulo f, basta usar los operadores habi-
tuales +, -, ¥, /, etc. Otras funciones ttiles son

112



nfeltnorm(K,«) onorm(Mod(g,f)) — norma,;

nfelttrace(K,a) otrace(Mod(g,f)) — traza;

charpoly(Mod(g,f)) — polinomio caracteristico;

minpoly(Mod(g,f)) — polinomio minimo.

Trate de escribir nfelt y digitar para ver la lista completa de funciones cuyo nombre empieza por
nfelt.

K = nfinit(polcyclo(7));
nfelttrace(K,x)

= -1
trace(Mod(x,K.pol))

= -1

nfeltnorm(K, 1-x)

=7

norm(Mod(1-x, K.pol))
=7

charpoly(Mod(x + x~-1, K.pol))

= XN6 + 2*¥XA5 - 3*¥xXN4 - 6¥XAZ + 2¥xA2 + 4%x + 1
minpoly(Mod(x + x~-1, K.pol))

= xXN3 + xN2 - 2*¥x - 1

3.1.4 Extensiones de campos de niumeros

PARI/GP también trabaja con campos de niimeros relativos, es decir, extensiones Q C K C L. Las funcio-

nes correspondientes empiezan por «<rnf» que es una abreviacion de «relative number field». Para mayor
informacidn, les invito a consultar la documentacién. He aqui un pequeno ejemplo donde calculamos el

campo Q(v'2, (s).

t3

K = nfinit(tA3-2);

L = rnfinit(K, polcyclo(3));

L.polabs

= XN6 + 3*¥XA5 + 6*xM4 + 11*xA3 + 12*%xA2 - 3*x + 1

rnfeltreltoabs(L,x+t)

= Mod(-4/9*xA5 - 14/9%*x"N4 - 28/9%xA3 - 52/9%x"2 - 65/9%x - 4/9,
XN6 + 3*¥XA5 + 6%xN4 + 11*¥xA3 + 12%xA2 - 3¥x + 1)

minpoly (%)

= XN6 + 3*xA5 + 6*%xMN4 + 3*xA3 + 9%x + 9

nfisisom(%, L.polabs)

= [-x -1, ..... ]

Es importante que las variables de los polinomios que definen K y L sean distintas, por esto pusimos

— 2. El programa calculé que

L= Qx]/(x* +3x° +6x* + 11x° + 12¢* — 3x + 1)
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y que v/2 + (3 tiene polinomio minimo sobre Q
X0+ 3x° + 6x* +3x3 + 9x + 9.

Aungque en este curso no vamos a hablar mucho de la situacién relativa L/K°, PARI/GP sabe calcular
varios invariantes relativos, como el discriminante Ay x que sera un ideal en Ok, los generadores de Of
como Okg-modulo, etc. Para obtener un campo «absoluto», podemos escribir nfinit(L).

? L.zk

% = [[1, x - 17, [1, [1, @, 1/3; @, 1, 2/3; 0, @, 1/3]]]
? L.disc

% = [[3, 1, 2; @0, 1, @; @, 0, 1], -3]

? nfinit(L).disc

% = -34992

? factor(%)
% =
[-1 1]

[ 2 4]

L37]

3.11.5 Operaciones con ideales

Clase 14
Para un campo de niimeros K el programa puede hacer calculos con Ok-ideales fraccionarios. 28/09/20

Un ideal principal aOg puede ser especificado por su generador «, que puede ser un polinomio en x (en
labase 1,x,x%,...,x"~ ! de Q[x]/(f)) o vector [ay,...,a,]~ (en la Z-base de Ox calculada por el programa en
K.zKk).

En general, los ideales se representaran por matrices de n x n. A saber, las columnas de dicha matriz
forman una base de I € Ok como un Z-submodulo de Ok (en términos de la base de Ok). En la salida de
PARI/GP la matriz estara en la forma normal de Hermite, que es una matriz triangular superior definida
de manera canénica a partir de I (y la base fija de O).

3.11.1. Proposicion-definicion. Sea H una matriz de n x n con coeficientes en Z. Digamos que el coeficiente
mayor de cada fila es el primer coeficiente no nulo. Se dice que H estd en la forma normal de Hermite si se
cumplen las siguientes condiciones.

1) H es una matriz triangular superior con elementos > 0.
2) El coeficiente mayor de cada fila estd a la derecha del coeficiente mayor de la fila anterior.
3) Los elementos arriba del coeficiente mayor son estrictamente menor.

4) Los elementos abajo del coeficiente mayor son nulos.

Para toda matriz A € My, (Z) existe tinica U € GL,(Z) tal que H = UA estd en la forma normal de Hermite.
En este caso se dice que H es la forma normal de Hermite de A.

Demostracion. [Coh1993, §2.4.2]. [ |

“Los libros de texto avanzados empiezan en esta generalidad, pero no lo hago a propésito para simplificar la exposicién.
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3.11.2. Ejemplo. Tenemos

0 +1 +1 +3 -2 0 2 11
-1 +1 —-1}-[+4 +3 3| =0 4 1.
-1 +1 +2 0 -2 +2 0 0 2

H

U A

Aqui H es la forma normal de Hermite de A. A

Para convertir un ideal en la forma normal de Hermite se puede usar la funcién idealhnf(K,I).

= nfinit(x"2-5);

[1, 1/2%x - 1/2]
= idealhnf(K, 4+x)

(Notamos que la letra I en PARI/GP ya esta reservada para la unidad imaginaria v/—1, asi que no hay
que usarla para un ideal.) Interpretacién de la salida: tenemos

V5 -1
2 b

Ok =a1Z D aZ, oa1=1, ay=

y luego
(44 V5)0k = 1101 Z & (8ay + a3)Z.

Otro ejemplo mas conocido: consideremos el campo Q(i).

? K = nfinit(xA2+1);
? K.zk
% = [1, x]

Alli todos los ideales son principales y tenemos
(m+ni)={(c+di)(m+ni)|c,decZ}={c-(m+ni)+d-(—n+mi) | c,de€Z} = (m+ni)Z & (—n + mi)Z.

Entonces, el ideal (m + ni) se representa por la matriz

W)

que luego puede ser reducida a la forma normal de Hermite.
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?
%

a = idealhnf(K, 2+3*x)

[13 5]

C

?
%

0 1]

mathnf ([2, -3; 3, 2])

[13 5]

L

?
%

0 1]

Ya que la forma normal de Hermite es canénica, esta sirve para ver si dos ideales coinciden.

a = idealhnf(K, 2+3%*x)

[13 5]

C

9 1]

? b = idealhnf(K, -3+2%*x)

%

[11 8]

C

?
%

%

9 1]

Mod ((2+3*x)/(-3+2*x), K.pol)
= Mod(-x, x"2 + 1)

La funcion ideal list (K, N) devuelve todos los ideales enteros I C Ok tales que Ng/q(I) < N.

nfinit(x"2+1);
= ideallist(K,10)
L[[1, ©; @, 177, /* norma 1: I=0_K */

X

[[2, 1; @, 177,

[1, /* no hay de norma 3 */
[[2, @; @, 217,

L[5, 35 @, 1], [5, 2; o, 1]],

[1, /* no hay de norma 6 */
1, /* no hay de norma 7 */
[[4, 2; 0, 2]],

2
[[3, 0; 0, 3]],
[[10, 3; @, 1], [10, 7; 0, 171]

La salida es un vector
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[ideales de norma 0, ideales de norma 1, .. ., ideales de norma N]

Por ejemplo, si queremos contar los ideales de cada norma, o ver cuantos son en total, podemos hacer
lo siguiente:

~J

vector (#L,i,#L[1i])

=[1, 1, o0, 1, 2, 0, 0, 1, 1, 2, @, 0, 2, @, @0, 1, 2, 1, 0, 2]
sum (i=1,#L,#L[1i])

% = 17

N X

Tenemos las siguientes operaciones basicas con ideales (todas las funciones relevantes empiezan por
«ideal»):

m idealadd(K,a,b) —sumaa+b,

» idealmul(K,a,b) — producto ab,

m idealpow(K,a,n) —a",

= idealinv(K,a) —a7l,

» idealintersect(K,a,b) —anb.
Otras funciones utiles:

= idealdown(K,a) — el Z-ideal aN Q,

= idealnorm(K,a) — la norma Ng/q(a),

» idealismaximal (K,a) — verifica si el ideal es maximal.

? K = nfinit(x"2+1);
? idealdown(K, 1+x)

% = 2

? idealdown(K,3+3%*x)
% = 6

? idealnorm(K, 1+x)

% = 2

? idealnorm(K,3)

% =9

? idealnorm(K,3+3%*x)
% = 18

? idealismaximal (K, 1+x)

% =[2, [1, 1]~, 2, 1, [1, -1; 1, 17]
? idealismaximal (K, 3+3%*x)

% = 0
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Aqui idealismaximal (K, a) devuelve @ si el ideal no es maximal, y en el caso contrario, devuelve
varias cosas precalculadas, cuyo significado sera explicado abajo.

Aunque la representacion de ideales en PARI/GP es ttil para célculos, estamos mas acostumbrados a
representar los ideales por sus generadores. Como sabemos, dos generadores son siempre suficientes (véase
2.6.9). Para encontrar dos generadores, sirve la funciéon ideal twoelt(K,a).

? K = nfinit(x*3 - 2);

; a = [3,1,2; 0,1,0; 0,0,1]
[o 1 2]

[0 1 0]

[0 0 1]

? idealtwoelt(K,a)
% = [3, [1, 1, 0]~]
? nfbasistoalg(K,%[2])
% = Mod(x + 1, x*3 - 2)

Interpretacién de la salida: a« = (3,1 + v/2). Por supuesto, es muy interesante ver si algun ideal es
principal y admite un solo generador. Esto equivale a ver si a es trivial en el grupo de clases Cl(K), y es mds
complicado computacionalmente. Veremos como hacerlo en PARI/GP en otra ocasion, cuando hablaremos
del grupo de clases.

3.11.6 Factorizacion de ideales en el anillo de enteros

Para factorizar un ideal a en ideales primos, se usa ideal factor(K,a). Nos va a interesar principal-
mente factorizacién de primos racionales p € Z en Ok, y para esto sirve la funcién idealprimedec(K,p).

Antes de ver los calculos en PARI/GP, hay que explicar el formato de la salida. Si la factorizacion tiene
forma

pOx = pi' -+ ps,
entonces
idealprimedec(K,p) = [P1,...,Ps],
donde P; corresponde al multiplo p;'. En particular, P = P; contiene los siguientes datos:
= P.e = el indice de ramificacion e;,
= P f =el grado del campo residual Ok/p;,
= P.gen = [p, a],dondep; = (p,a).

He aqui un ejemplo particular: consideremos cémo los primos racionales se factorizan en el campo cua-
dratico Q(v/5) y el campo ciclotémico Q((s).
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%

%

%

%

%

%

N H Y N Y

K = nfinit(xA2 - 5);

decK = idealprimedec(K,11)

= [[11, [-3, 2]~, 1, 1, [5, 2; 2, 3]],
[11, [5, 2]~, 1, 1, [-3, 2; 2, -5]1]

#decK

2 /* 2 factores */

[decK[1].e, decK[1].f]
= [1, 1]

decK[1].gen

= [11, [-3, 2]~]
nfbasistoalg (K,%[2])
= Mod(x - 4, x"2 - 5)

[decK[2].e, decK[2].f]
= [1, 1]

decK[2].gen

= [11, [5, 2]-]
nfbasistoalg (K,%[2])
= Mod(x + 4, x*2 - 5)

La interpretacion de la salida:

110k = pipz, p1=(11,V5—4), pp=(11,V5+4), i=fo = L.

Para el campo L = Q(¢s) de la misma manera encontramos que

1101 = p1p2ap3ps.

L = nfinit(polcyclo(5));

decL = idealprimedec(L,11);

#decL

4 /* 4 factores */

vector (#decL,i, [decL[i].e, decL[i].f])
= [[1, 1], [1, 11, [1, 1], [1, 1]]

La Gnica ramificacién serd en p = 5.

idealprimedec(K,5)

= [[5, [1, 2]~, 2, 1, [1, 2; 2, -1]1]
%[1].e

= 2

idealprimedec(L,5)

= [[5, [-1, 1, @, @]~, 4, 1, [..... 177
%[1].e

=4
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Notamos que (£) = (g) para p impar, asi que la factorizacién depende del resto de p médulo 5. Para

ver diferentes casos, tomemos considerar p = 2,3, 5, 11, 19. Invito al lector a hacerlo en PARI/GP.
Terminemos por el ejemplo de Kronecker con la factorizacién de p = 47 en K = Q((z3).

? K = nfinit(polcyclo(23));
? dec = idealprimedec(K,47);
? #dec
% = 22

3.12 Un par de experimentos numeéricos

The attitude adopted in this book is that while
we expect to get numbers out of the machine,
we also expect to take action based on them,
and, therefore we need to understand
thoroughly what numbers may, or may not,
mean. To cite the author’s favorite motto,
“The purpose of computing is insight, not
numbers,” although some people claim,

“The purpose of computing numbers is not yet
in sight.”

There is an innate risk in computing because
“to compute is to sample, and one then enters
the domain of statistics with all its
uncertainties.”

Richard W. Hamming,
Introduction to applied numerical analysis, 1971

PARI/GP nos permite hacer varios experimentos numéricos. Me gustaria presentar un par de ejemplos
curiosos, donde surgen ciertos fendmenos que seran explicados mas adelante.

Usando la funcion ideallist, podemos contar los ideales enteros en Ok de norma < Ny ver como este
numero depende de N. Por ejemplo, para K = Q(i) el resultado se ve de la siguiente manera.

g \HH
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Aqui asintéticamente, la dependencia es lineal, pero ;cémo explicarlo? Todos los ideales en Ox = Z][i]
son principales, y tenemos
Ni/q((a+ bi)Z[i]) = a* + b
Ademads, para todo entero de Gauss no nulo « € Zli] tenemos cuatro diferentes enteros de Gauss u«a, donde
u € Z[i]* = {*1, £i}, que representan en mismo ideal. Entonces,

#{IC Z]i] |[N(I) < N} = 411 -#{(a,b) € Z* | a®> + b* < N}.

Entonces, el nimero que nos interesa es i de los nimeros enteros que estan en el circulo de radio v/N, as{
que asintdticamente,

#{I C Z[i] | Ngjg (D) < N} ~ T N.

? K = nfinit(x/2+1);

? L = ideallist(K,20);

? vector (#L,s, sum(i=1,s,#L[i]))

% =[1, 2, 2, 3, 5, 5, 5, 6, 7, 9, 9, 9, 11, 11, 11, 12, 14, 15, 15, 17]
? vector (20,i, ceil(Pi/4%*1i))

% =[1, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 7, 8, 8, 9, 10, 11, 11, 12, 13, 14, 15, 15, 16]

Podemos tomar otros campos de niimeros, por ejemplo K; = Q((s), Ky = Q(+/10), K5 = Q(v/19). De
hecho, para K; y K3 el anillo Ok no es un dominio de ideales principales (lo probaremos después), pero de
la figura 3.3 se ve que la dependencia es siempre asintéticamente ~ C - N. Mas adelante explicaremos C de
ddnde sale la constante C en cada caso.

Otro fenémeno curioso que podemos investigar es la estadistica de descomposiciones de primos racio-
nales. Para ver un ejemplo concreto, consideremos el campo K = Q(v/2, (3) y veremos cémo se factorizan
diferentes primos racionales p en Ok. Primero, calculamos que los primos que se ramifican son 2 y 3. Es
facil explicarlo: estos ya se ramifican en los subcampos Q(v/2) y Q((3).

? F = nfinit(t"3-2);

? K = nfinit (rnfinit(F,polcyclo(3)));
? K.disc

% = -34992

? factor (%)

9% =

[-1 1]

[ 2 4]

L37]

Ahora si p no se ramifica, tenemos descomposicion

POk =pi---ps, » fi=[K:Q]=6.

Entonces, diferentes factorizaciones corresponden a particiones de 6.
;Sera que cualquier particién puede ser realizada de esta manera? Al parecer, la respuesta es no: he aqui
algunos ejemplos.
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K=Q(¢s

(TR

Ll ‘
K- Q(V19)

Figura 3.3: El nimero de ideales en Og de norma < I

)
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particion p particion p particion
5 24242 41 24242 83 24242
7 343 43 14+1+1+1+14+1] 89 24242
11 242472 47 242472 97 3+3
13 3+3 53 2+2+2 101 2+2+2
17 24242 59 24242 103 3+3
19 3+3 61 3+3 107 242+72
23 24242 67 3+3 109 14+14+1+1+1+1
29 24242 71 24242 113 24242
31 14+41414+14+1+1|73 3+3 127 1+1+14+1414+1
37 3+3 79 3+3 131 242+72

Se ve que los f; deben ser iguales, pero esto no es muy sorprendente: ya vimos que lo mismo pasa con
los campos ciclotémicos. En el siguiente capitulo veremos que esto sucede porque K/Q es una extension de

Galois. Ademads, parece que no hay primos inertes (dejo al lector pensar a qué se debe esto).

Las cosas sorprendentes aparecen si nos preguntamos cual es la frecuencia de cada tipo de particion.
A saber, podemos tomar N niimeros primos, donde N es bastante grande, y ver cuantos de estos primos
corresponden a cada una de las tres particiones. Aqui estd una pequena tabla de frecuenciasde 1 +--- + 1,

2+ 2+ 2y 3+ 3para diferentes N.

Se ve que las frecuencias convergen lentamente a los nimeros racionales é, %, % Este fendmeno se
explica por el teorema de densidad de Chebotarév que sera formulado en el siguiente capitulo. Para
entender qué esta pasando, tomemos otro campo K = Q(({7). Ya sabemos factorizar los primos racionales
en los campos ciclotomicos. En este caso las factorizaciones son las siguientes.

N I+ +1 2+2+2 3+3
10 0,1000 0,5000 0,4000
100 0,1500 0,5200 0,3300
1000 0,1570 0,5080 0,3350
10000 0,1635 0,5011 0,3354
100000 0,1659 0,5004 0,3337

Y aqui estan las frecuencias.

p(7) factorizacion f
1 P1 P2 P3 P4 Ps Pe 1
2 p1p2ps3 2
2,4 p1p2 3
3,5 p 6
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N I+ +1 24242 3+3 6

10 0,2000 0,1000 0,3000 0,4000
100 0,1700 0,1600 0,3200 0,3500
1000 0,1660 0,1660 0,3300 0,3380
10000 0,1662 0,1663 0,3324 0,3351
100000 0,1668 0,1669 0,3328 0,3336

Los nimeros convergen a 1, 1, 1, 1,y es facil explicarlo. En total tenemos 6 restos no nulos médulo
7. El primer caso, igual y como el segundo, corresponde a un resto. Por otra parte, el tercer y cuarto caso
corresponden a dos restos cada uno. El hecho de que precisamente % primos cumplen la condiciéon p = a
(méd 7) paraa = 1,2,3,4,5, 6 es intuitivamente esperado, pero es el contenido del teorema de Dirichlet

sobre primos en progresiones aritméticas (véase el apéndice D).

124



Ejercicios

Ejercicio 3.1. Encuentre la férmula para el discriminante del polinomio x" + ax + b.

Ejercicio 3.2. Para una extensién K/Q, seaey, ..., e, unabase de KsobreQyej, ..., e}, labase dual respecto
al apareamiento de traza. Demuestre que

Aleq,. .. en) - Alel,...,e,) = 1.

Ejercicio 3.3. Encuentre el anillo de enteros Ok y discriminante Ak para el campo K = Q(«) donde «
cumple o +a + 1 =0.

Ejercicio 3.4. Sea K/Q un campo de nimeros de grado n = [K : Q. Supongamos que para algin primo
racional p < n se tiene factorizacion en n diferentes primos pOg = p; - - - p,. Demuestre que en este caso O
no es de la forma Z[a].

Ejercicio 3.5. Sea K/Q un campo de ndmeros y « € Ok un elemento entero tal que o ¢ mOg param > 1.
Demuestre que en este caso existe una base de Ok sobre Z que contiene a. En particular, demuestre que Ok
siempre admite una base que contiene 1.

Ejercicio 3.6. Sea d un entero libre de cuadrados. Consideremos el campo ctibico K = Q(v/d). Denotemos
o = v/d y consideremos un elemento

B=a+ba+ca?, abceqQ.
1) Calcule las trazas Tx,q(3), Tk/q(aB), Tk/g(a?8) y la norma Ng g (8).

2) Si B € O, entonces las trazas y normas de arriba son ntimeros enteros. Use esto para concluir que
1
Ok C 3Z[a].

3) Use estas consideraciones para calcular el anillo de enteros Ok y discriminante Ag.

Ejercicio 3.7. Encuentre el anillo de enteros Ok y discriminante Ag para los campos ctbicos Q(v/6) y

Q(V12).
Ejercicio 3.8. Sea K/Q un campo de nimeros y N un ndmero natural fijo.

1) Demuestre que hay un nimero finito de ideales I C Ok con la norma N/ (I) < N. (Indicacion: use la
factorizacion de ideales en ideales primos y multiplicatividad de la norma.)

2) Demuestre que modulo larelacion ~, hay un nimero finito de elementos a € Ok, tales que |[Ng/g(a)| <
N.

Ejercicio 3.9. Consideremos el campo ctibico K = Q(+/17).
1) Calcule el anillo de enteros Ok y discriminante Ag.
2) Describa las factorizaciones de primos racionales p € Z en Ok.
3) Describa los ideales primos p C Ok tales que Ng/q(p) < 10.
4) Describa todos los ideales I C O tales que Ng/q(I) < 10.

Ejercicio 3.10. Sea X una matriz de n x n e Yuna matriz de n’ x n’. El producto de Kronecker X ® Yes la
matriz de nn’ x nn’ que consiste en bloques

xuY - X

XY - XmY
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(El significado de esta matriz: si X e Y corresponden a aplicaciones R-lineales f: R" — R"y g: R" — R"
entonces X ® Y corresponde a f® g: R™ — R™ respecto a la base estandar e; @ €.)
Demuestre que
det(X® Y) = det(X)" - det(Y)".

Ejercicio 3.11. Para el campo de niimeros K = Q(v/3, (5) calcule Og y Ag. ¢Cudles primos racionales se
ramifican en K?

Ejercicio 3.12. Consideremos los campos cuadraticos K = Q(v/3) y K’ = Q(v/—5) y su compositum KK’ =
Q(V3,V/-5).5ea O = Z & V3Z & V-5Z @ vV-15Z.
Calcule Okxr, Agxr v €l indice [Okx: : O].

Ejercicio 3.13. Calcule que
A(Z[Cpe]) = A(Ppe) = £p°, dondes = p¢l(pe—e—1).

¢Cudl es el signo?
(Indicacién: generalice el calculo de 3.5.7.)

Ejercicio 3.14. Demuestre que si n = mp¢, donde p 1 m, entonces se cumple la congruencia

(%) = Bu(x)*?)  (mbd p).
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Capitulo 4

Teoria de Galois

Ya hemos usado ciertos argumentos de la teoria de Galois, y en este capitulo veremos de manera mas
sistemdtica algunas propiedades de los campos de nimeros K/Q que son extensiones de Galois.

4.1 Breve recordatorio sobre la teoria de Galois

En esta seccion vamos a revisar rapidamente la teoria de Galois. El apéndice A contiene la mayoria de
los resultados necesarios.

La teoria de Galois considera las extensiones de Galois que son extensiones separables y normales. En la
caracteristica nula cualquier extension es separable, asi que la condicién que nos interesa para los campos
de niimeros es la normalidad.”

Dado un campo de nimeros K/Q, gracias al teorema del elemento primitivo, podemos escribirlo como
K = Q(«) para algun numero algebraico a. Sea f = fj el polinomio minimo de a. Consideremos sus raices

complejas
f=x—ai) - (x—ap).

Por la separabilidad, se tiene o; # «j para i # j. El campo de descomposicion de f viene dado por L =
Q(ay, ..., an), y esta es una extension normal. El grupo

G = Gal(L/Q) = Aut(L/Q)
se llama el grupo de Galois. Se tiene |G| = [L : Q]. Hay una accion fiel y transitiva sobre las raices
G {ag,...,an}.

Fijando una numeracién de las raices (como ya hicimos implicitamente), se obtiene un homomorfismo in-
yectivo G — S,. Si K = L, entonces K/Q es una extension de Galois. En el caso contrario, L es la cerradura
de Galois de K.

4.1.1. Ejemplo. Ya hemos usado en varias ocasiones que las extensiones ciclotémicas Q(¢,)/Q son de Galo-
is: el polinomio minimo de ¢, es el polinomio ciclotémico ®, y sus raices son las raices n-ésimas primitivas
que estan en Q(¢p)-
Todo automorfismo o: Q(¢,) — Q(¢n) debe mandar ¢, a otra raiz n-ésima primitiva, asi que los auto-
morfismos son
0a: Cn— ¢h, med(a,n) = 1.

“También en este curso nos interesan extensiones finitas de campos finitos, pero estas son siempre extensiones de Galois.
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Tenemos un isomorfismo
Gal(Q(¢)/Q) = (Z/nZ)*, o4+ a.

Todo el trabajo duro consiste en probar que @, es el polinomio minimo de (,; es decir, probar la irreducibi-
lidad de ®,. Véase el apéndice B. A

4.1.2. Ejemplo. La extensién Q(+/2)/Q no es de Galois. Tenemos
f=2—2=(x—V2) (x - V2) (x— GV2).

El campo de descomposicién de fes Q(v/2, (3), y su grupo de Galois es el grupo simétrico Ss. Especificamente,
hay dos automorfismos

o V2 V2, (3 (s,
V2 \S/E7 CgHC%

Aqui el orden de o es 3y el orden de 7 es 2. Tenemos o7 = 7% # 70. Estos dos elementos generan el grupo
de Galois que es isomorfo al grupo simétrico Ss. A

El problema con el campo de ndmeros K = Q[a]/(a’—2) es el siguiente: este tiene tres diferentes encajes
K = C: un encaje real con imagen Q(v/2) y dos encajes complejos con imagen Q((3v/2) y Q(¢Zv/2). Esto no
puede pasar con extensiones de Galois.

4.1.3. Proposicion. Sea K/Q una extension de Galois. Entonces, todo encaje o : K — C tiene la misma imagen.
Como consecuencia, todos los encajes son reales (r; = [K : Q]) o todos los encajes son complejos (r; = %[K : Q).

Demostracion. En general, una extension finita K/F es normal si'y solamente si para todo F-homomorfismo
o: K — K se cumple o(K) = K (véase A.5.1). [ |

Este no es un curso de la teoria de Galois, pero nuestra discusion seria incompleta sin el siguiente re-
sultado.

4.1.4. Teorema (Correspondencia de Galois). Dada una extension finita de Galois K/Q, consideremos el
grupo de Galois G = Gal(K/Q). A una subextension Q C F C K se puede asociar un subgrupo H = Gal(K/F) C G.
Viceversa, dado un subgrupo H C G, se obtiene una subextension

F=K'={acK|o(a)=aparao € H}.
Esto nos da una biyeccién
F—Gal(K/F)
{ subcampos F C K} ———— { subgrupos H C G}
K H

Esta correspondencia satisface las siguientes propiedades.

» La correspondencia invierte las inclusiones. Si F C F', entonces Gal(K/F') C Gal(K/F). SiH C H C G,
entonces K C K.

» [K:F|=|H|y[F:Q]=[G:H|

» La extension F/Q es normal (y entonces Galois) si y solamente si el subgrupo H C G es normal. En este
caso la restriccion de automorfismos Gal(K/Q) — Gal(F/Q) es sobreyectiva y tiene H como su nticleo, asi
que Gal(F/Q) = G/H.

» Para dos subextensiones Fy F' se tiene F = F' si y solamente si los subgrupos correspondientes H H C G
son conjugados por un elemento de G.
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Demostraciéon. Véase A.11.2. [ ]

4.1.5. Ejemplo. En K = Q(v/2,¢3) hay un subcampo cuadrético Q(z) y tres subcampos ctbicos Q(v/2),
Q(¢sV'2), Q(¢2v/2) isomorfos entre si. La correspondencia con los subgrupos de Gal(K/Q) = (o, 7) = Ss es
la siguiente:

I

Q(\Vi7 3) 1
:

/ \\\ ~ / \
Q(3V2) (r)
AN

Qv QGVD)
-
%

Cs)

@—w—

{o77)
A

Uno de los problemas abiertos mas importantes de la aritmética es el problema inverso de Galois que
pregunta si todo grupo finito es isomorfo a Gal(K/Q) para alguna extension de Galois K/Q.

4.1.6. Ejemplo. Segtn un teorema de Selmer [Sel1956], el polinomio x" — x — 1 € Q[x] es irreducible para
todo n. Su campo de descomposicidn tiene S, como su grupo de Galois; véase [Osal987] o la exposiciéon
[KCd-Selmer]. A

Para los grupos abelianos, el problema se resuelve facilmente de la siguiente manera.
4.1.7. Proposicion. Cualquier grupo abeliano finito puede ser realizado como un grupo de Galois.

Demostracion. Primero notamos que para todo primo p la extension ciclotémica Q(¢,)/Q es una extension
de Galois, con el grupo de Galois ciclico

Gal(Q(()/Q) = (2/pZ)*

A saber, los automorfismos son
o: (p ¢y, med(a,p) = 1.

Todo grupo abeliano finito se expresa como producto de grupos ciclicos

Cpy, % Cpy X -+ - x Cp,.

Ocupando el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas (véase el apéndice D), podemos
encontrar diferentes primos p, ..., ps tales que p; = 1 (méd n;). De hecho, el teorema afirma que para cada
n; existe un nimero infinito de primos p; con esta propiedad.

Ahora consideremos el campo ciclotémico

K= Q(Cpy-p.)-

Su grupo de Galois es un producto de grupos ciclicos

G= (Z/py--psL)* = (Z/P\Z)* % -+ x (L/psL)*.
Por nuestra eleccién de p;, existe subgrupo H; C (Z/p;Z)* de indice n;, y luego

G/(Hy x - X Hg) 2 Cp, X -+ Cp,. ]
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4.1.8. Ejemplo. Parahacerlo mas especifico, si buscamos una extensién con el grupo de Galois C3, podemos
tomar p = 7. Nos interesa entonces la extension ciclotémica Q(¢7)/Q y el grupo de Galois

G = Gal(Q(¢r)/Q) = (Z/TZ)*.

La conjugacion compleja (7 — {; ! tiene orden 2. El subcampo ctibico real fijo por la conjugacién compleja
es Q((7 + ¢ 1). También hay automorfismo de orden 3 dado por (; — ¢Z. Este fija el subcampo cuadrético

Q(v/~T7), donde
V=T = 1426 +2¢ +2¢2

Hemos descrito todas las posibles subextensiones:

Q(¢7)
27 \ /
Q¢+ ¢ 3 (1,6}
\ AN
3 QW-T7) {17274}
\ P
Q (Z)7Z)*

A

4.1.9. Ejemplo. Si queremos encontrar una extension con el grupo abeliano C; x C; usando este método,
podemos tomar el campo ciclotémico Q(¢;5) con el grupo de Galois

G = (Z/15Z)* = (Z/3Z)* x (Z/5Z)*,

y tomar adentro el subgrupo
H=1{1,4} c (z/1572)*.

Ahora el subcampo Q(¢;5)" es el campo bicuadratico Q(v/—3,V/5).

Q(¢1s)
1 \\
/ T
V5 (Cs)

/\
3
951
~—~

2\‘/2
Q

El diagrama de arriba contiene todos los subcampos de Q((;s). Los subgrupos correspondientes H C G son
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los siguientes:
1

| \

{1,4} {1,-4} {+1}

S N

{1,4,7,13} {1,2,4,8} {£1,+4}

N

(Z)15Z)*

A

Entonces, cualquier grupo de Galois abeliano se realiza mediante una subextension de algiin campo
ciclotémico. Esta no es una coincidencia: se cumple el siguiente resultado mucho mads fuerte.

4.1.10. Teorema (Kronecker-Weber). Sea K/Q une extension con el grupo Gal(K/Q) abeliano. Entonces,
para algun n se tiene K C Q(¢y).

Demostracion. La prueba requiere bastante trabajo y nos llevaria lejos de los objetivos de este curso... El
lector interesado puede consultar [Was1997, Chapter 14]. |

4.1.11. Ejemplo. Para un campo cuadrético K = Q(v/d) es facil encontrar n tal que K ¢ Q(¢,): use que para

un primo impar p se tiene \/p* € Q((,), donde p* = (—1)‘%1 p (véase ejercicio 2.19), yque Q(v—1) = Q({4)
y vV£2 € Q(¢g). Para el caso general, basta factorizar d en nimeros primos. Dejo los detalles como un
ejercicio. A

4.2 Accion del grupo de Galois sobre los ideales

A partir de ahora supongamos que K/Q es una extension finita de Galois y denotemos G = Gal(K/Q).
Primero notamos que la accion de G sobre K induce accién de G sobre Ok y los ideales en Ok.

4.2.1. Proposicion. Consideremos un elemento o € Gal(K/Q).
1) Sia € Ok, entonces o(a) € Ok.

2) Dado un ideal I C Ok, el conjunto o(I) = {o(«) | o € I} es también un ideal en Ok. En términos de
generadores, sil = (a1, ...,ap), entonces o(I) = (o(ay),...,0(an))-

3) Hay isomorfismo natural Ox/I = Ok/o ().

4) Sip C Ok es unideal primo, entonces el ideal o(p) C Ok es también primo. Ademds, si p | p para un primo
racional p € Z, entonces o(p) | p, y los grados de campos residuales coinciden.

Demostracion. En la parte 1), si « es una raiz de un polinomio ménico f € Z[x], entonces f(o(«)) = o(fla)) =
0,asique o(a) € Ok. Laparte 2) se verifica facilmente usando el hecho de que o preserva sumasy productos.
Para la parte 3), basta notar que el homomorfismo

Ok —» Ok/a(l), aw o(a)+a(])

tiene I como su nucleo y entonces induce el isomorfismo deseado.

En particular, Og/p es un dominio si y solamente si Og/o(p) es un dominio, y esto demuestra que para
p primo el ideal o(p) es también primo. Ahora si p € p, entonces p = o(p) € o(p). En fin, el isomorfismo
Ok/p = Ok/o(p) nos dice que los grados del campo residual son iguales. Esto establece la parte 4). |
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Entonces, si pOg = p' ---ps*, el grupo G actda de alguna manera sobre el conjunto {py,...,ps}. Esta
accion es el objeto principal de estudio del presente capitulo.

d

4.2.2. Ejemplo. SiK = Q(V/d) es una extensién cuadratica, entonces para (5) = +1 se obtiene

pOK =p U(p)u
donde ¢ : vd — —+/d es el automorfismo no trivial de K/Q.

Consideremos alguna extension un poco mas interesante que cuadratica.

| 4

4.2.3. Ejemplo. Consideremos algin campo ciclotémico, por ejemplo K = Q((s). Tenemos Gal(K/Q) =
(Z/5Z)*, donde como generador se puede tomar o: (s — CSZ. La descomposicion de un primo racional p
depende de su resto médulo 5.

= Sip =1 (mdd 5), entonces pOx = p1 p2 p3 p4, donde segtin Krull-Dedekind, p; = (p, (s — a'), y a es
una quinta raiz primitiva de la unidad maéd p. Se puede calcular que la accién de o sobre los ideales

primos viene dada por
/\ P

b1 p2 ps3 P4
MV~ \/
Nos conviene entonces escribir la factorizacion como pOx = p o (p) o%(p) o3(p).

= Sip =4 (mdd 5), entonces la factorizacion tiene forma pOx = p; p;. En este caso se puede calcular
que o(p;) = py y viceversa, o(py) = pi1. Entonces, la factorizacién toma forma pOg = p o (p).

= Sip=2,3 (mdd 5), entonces p es inerte: el ideal pOx es primo.

= Sip = 5, entonces tenemos ramificaciéon pOx = p*, donde p = (1 — ¢5), y no es dificil comprobar a
mano que o(p) = p (aunque ya lo sabemos: o permuta los primos p | p, y en este caso hay un solo
primo sobre p). A

Resulta que la accién de G sobre los primos p | p es siempre transitiva. Esto puede ser probado usando
el siguiente resultado general.

4.2.4. Lema (Tate). Sean A un anillo conmutativo y G un grupo finito que actia sobre A mediante automorfis-
mos. Consideremos los elementos fijos respecto a esta accion:

AS={acA|o(a)=aparatodo o c G}.

Sean R un dominio y ¢, dos homomorfismos
[
A°C A—=R
P

tales que ¢|,c = 1|46 Entonces, ¢ =1 o o para algiin o € G.
Antes de probar el lema, vamos a sacar un corolario.

4.2.5. Corolario. Para una extension de Galois K/Q, sipi, ps C Ok son dos primos tales que p1, py | b, entonces
existe o € G tal que o(p1) = ps.

Demostracién. Tenemos K¢ = Q, yluego (Ok)¢ = Z. Cada p; es el ntcleo de algtin homomorfismo ¢;: Ox —
IF,. Estamos en la siguiente situacion:

¢ _
ZcOx —= T,
(o))

Aqui ¢1|, = ¢2l,, asi que el lema de Tate implica que ¢ = ¢, o o para algin o € G. Ahora o(ker(¢;)) =
ker(¢y). [ |
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Demostracion del lema de Tate. Todo homomorfismo ¢: A — R se extiende a ¢: A[x] — R[x]. Tenemos
¢ "
AC[x] C Alx] ? Rx] *)
Para un elemento a € A definamos un polinomio
f=T]x- o).
€6

Notamos que los coeficientes de este polinomio son invariantes respecto a la accion de G, asi que f € A%[x],
y por nuestra hipotesis se tiene ¢(f) = ¥ (f) en R|x]. El elemento ¢(a) es una raiz de ¢(f) = ¢ (f):

o) = [ = x=¢o(@) =) = [[ = x—vo(a)).
oeG oeG

En particular, ¢(a) = ¢o(a) para algin o € G.
Ahora para cada ¢ € G consideremos

A, ={acAld(a) =vo(a)}.

A= UAU.

ceCG

Por lo que acabamos de probar,

Afirmamos que se tiene A = A, para algiin ¢ € G. Supongamos que esto no es cierto y para todo o € G
existe a, € A tal que a, ¢ A,. Consideremos el polinomio

g=Y ax" € Alx].
oeG
donde los d, son diferentes. El mismo argumento de arriba aplicado a (*) demuestra que

Al = J Ao = |J Al

oceG oeG

Tenemos g € Alx|, pero g ¢ A, [x] para todo o. Contradiccién. [ |

La transitividad de la accién del grupo de Galois sobre los primos p | p tiene la siguiente consecuencia
importante.

4.2.6. Proposicion. Sea K/Q una extension finita de Galois. Para un primo racional p consideremos la facto-
rizacion

pOg = pi' -+ -pg. *)
Los grados de campos residuales e indices de ramificacion coinciden:

fi=-=f, e = ---=e¢;.

Entonces, si f, denota los grados de campos residuales, e, denota los indices de ramificaciény g, = s es el niimero
de primos, se tiene
epfpgp = [K:Ql.

Demostracion. Para la igualdad de los f;, ya notamos que p y o(p) tienen el mismo grado del campo residual,
y basta usar que la acciéon de G sobre los p; es transitiva. Para los indices de ramificacién, aplicando o a la
expresion (*) se obtiene

POk = o (p1)® -+ a(ps)®,
y luego si o(p;) = pj, entonces e; = ¢; por la unicidad de factorizacién en ideales primos. De nuevo, la
transitividad de la accién de G sobre los p; implica que todos los e; coinciden. [ ]
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4.2.7. Ejemplo. Consideremos el campo ciclotomico K = Q(¢n), donde n = [[, p'». Hemos visto que para

un primo racional p se tiene e, = ¢(p") y f, es el orden de p mddulo n/p". Notamos que estos niumeros
dependen solamente del resto de p médulo n. A

4.2.8. Ejemplo. Consideremos el campo de niimeros K = Q(+/19) y su cerradura de Galois L = Q(+v/19, (3).
También tenemos un subcampo cuadratico F = Q((3).

L
v
3
K \
F
3
\ )
Q
Las siguientes consideraciones son utiles. Para un primo racional py p | p en Ok, sea q un primo en Or,
tal que p C q. En este caso tenemos la siguiente situacion:

qC O —» OL/q
p C Ok —» Og/p |fa)
‘ f(p)‘

pcC Z —»F,

En particular, f(p) | f(q).
Para analizar los primos ramificados, podemos calcular los discriminantes:
Ap=-3, Ax=-3-19% Ap=-3.19%

En particular, los primos ramificados en O, son los mismos que en Ok.

= Para p = 3 se tiene pOr = 2. El ideal tO;, se factoriza de alguna manera en ideales primos en Oy que
tal vez pueden ramificarse mas, pero de todos modos, tenemos 2 | es. Por otra parte, 30k = p?p’, asi
que gz > 2. Dado que e3 f3 g5 = 6, esto nos deja la Unica posibilidad (es, f3,83) = (2, 1, 3). Entonces,

3OL _ CIZq/Zq//Z
donde f3 = 1.

= Para p = 19 se tiene 190k = p. Por otra parte, 190 = p’p”. Entonces, e, > 3y g, > 2. Pero esto nos
deja con la tnica posibilidad e, = 3, g, = 2, fig = 1:

190; = ¢°q".
Ahora para los primos no ramificados, recordemos que p se escinde en F si y solamente si

(;3) =+1 < p=1 (mdd 3).

= Sip =2 (mbd 3), entonces
POk =pp', flp)=1, flp') =2.
Esto implica que 2 | f, y g, > 1, pero dado que f, g, = 6, la Unica posibilidad es (f,g,) = (2, 3).

pOL=qq'q".
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= Sip=1 (mdd 3)y 19 no es un cubo mddulo p, entonces p es inerte en Ok, lo cual implica que 3 | f,.
Por otra parte, p se escinde en F, y luego g, > 2. Esto nos deja la tinica posibilidad f, = 3y g, = 2:

pOL=1qq".

= Sip =1 (mdd 3) y 19 es un cubo médulo p, entonces pOx = pp’p”. Hay dos posibilidades: pOp =
919293, 0 pOL = q192 - * - Q6.

Pero sabemos que
pOr N O = pOr = tU(t),

donde o es la conjugaciéon compleja. Entonces, tO; y o(t)Of, se factorizan de la misma manera en
ideales primos en Oy, y la inica posibilidad es

pOL = q192 - - - 6.

La figura 4.1 demuestra las factorizaciones en O, Ox y Ok. Los primeros primos p = 1 (mdd 3) tales
que 19 es un cubo méd p son

p=97,109,127,151, 181,271,277, 283,307,313, . .. A

Note que en el Gltimo ejemplo la factorizacién de p no depende del resto de p médulo algin N, sino de
una condicién misteriosa «19 es un cubo mddulo p». Para las extensiones abelianas (con el grupo Gal(K/Q)
abeliano), el comportamiento de primos si depende del resto de p mddulo algin N. La razén detrds de este
fendmeno es el teorema de Kronecker—Weber.

4.3 Descomposicion e inercia

El dltimo ejemplo con la descomposicién de primos en Q(v/19) sugiere que es Util considerar extensiones
de campos de nimeros L/K/Q. Vamos a resumir brevemente qué sucede en este caso. Dado un ideal primo
p C Ok, tenemos su factorizacién en ideales primos q C O,

pOL = H qe(qlp).
qlp

Pongamos
flalp) = [Or/a : Ok/p] = [k(a) : £(p)].
Se cumple entonces

> _elalp) flalp) = [L: K].

qlp
Ahora si p | p para un primo racional p, entonces se cumple

flalp) = flalp) - flplp),  e(alp) = e(alp) - e(p[p)-

qg C Op — k(q)
‘ ‘ f(q\p)‘
p C Ox —» k(p) |falp)

‘ ‘ f(mp)‘
(p) C Z —» Fp
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p pOF pOx pOL 3) vp pOr pOx pOL (3)
2 t p1p2 q192 93 2 127 vwry pip2Ps 419293949596 1
3 5 p1p3 a7 5 a3 0 131 v p1p2 91 92 93 2
5 v p1p2 q192 93 2 137 v p1p2 q1 92 g3 2
7 IR p q1 92 1 139 v p q1 92 1
11 ¢ p1 P2 q19293 2 149 ¢ p1p2 419293 2
13 3R p g1 92 1 151 vivz pip2Ps 9192093949596 1
17 t p1p2 q1 92 93 2 157 v p q1 g2 1
19 3R p’ qi 95 1 163 1 p q1 92 1
23 t p1p2 q1 9293 2 167 v p1p2 q1 92 93 2
29 t p1p2 q1 9293 2 173 v p1p2 q192 93 2
31 1ty p q1 92 1 179 v p1p2 q1 92 g3 2
37 1Ty p q1 92 1 181  vry  pip2Ps 419293949596 1
41 v p1p2 q142493 2 191 v p1p2 q1 4293 2
43 IR p q1 92 1 195 v p q1 92 1
47 t p1p2 q1 92 93 2 197 v p1p2 q1 9293 2
53 t P1p2 q1 92 93 2 199 un p q1 92 1
59 t p1p2 q1 92 93 2 211 p q1 g2 1
61 1ty p q1 g2 1 223 un p q1 92 1
67 1ty p 1 92 1 227 t p1p2 q1 92 93 2
71 t p1p2 q1 92 93 2 229 umn p q1 g2 1
73 Tty p q1 92 1 233 t p1b2 q1 9293 2
79 3R p q1 g2 1 239 t p1p2 q1 92 93 2
83 t p1p2 q1 92 93 2 241 vy p q1 q2 1
89 v p1p2 q19293 2 251 t p1p2 q1 9293 2
97 Tty piP2Ps 4192939495 de 1 257 t p1p2 q192 93 2
101 ¢ p1p2 q19293 2 263 ¢ p1p2 419293 2
103 v p g1 92 1 269 t p1p2 q1 92 93 2
107 t p1p2 q1 92 93 2 271 vra pipaP3 919293049596 1
109 vz pipaPs 919203949576 1 277 vyvy pipaPs 419293049596 1
113 t p1p2 q1 9293 2 281 t p1p2 q1 92 93 2

Figura 4.1: Factorizacién de primos racionales en F = Q((3), K = Q(v/19) y L = Q(v/19, (3)
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SiL/K es una extension de Galois, el grupo Gal(L/K) induce una accién sobre Oy, y luego para todo primo
p C Ok una acci6n transitiva sobre los primos q | p en Oy. De la transitividad de esta accién se deduce que
los nimeros f{q|p) y e(q|p) coinciden para todo q | p, y entonces si g, es el nimero de ideales primos en Oy,
que estan sobre p, se cumple

e(qlp) flalp) 8» = [L : K].

4.3.1. Definicién. En la situacién de arriba, para q | p el grupo de descomposicion es el estabilizador de
q respecto a la accién de Gal(L/K) sobre los primos sobre p:

D(alp) = {o € Gal(L/K) | o(q) = a}.

El grupo de descomposicién tiene el siguiente significado: todo elemento o € D(q|p) induce un auto-

morfismo & € Gal(k(q)/k(p))-
- \ o~

L L

|

r(p)

/

De esta manera se obtiene un homomorfismo de grupos

D(qlp) — Gal(x(q)/r(p)), o+ 0.

4.3.2. Definicién. Para un primo q | p el grupo de inercia viene dado por
I(qlp) = ker(D(q|p) — Gal(x(q) /ﬁ(p))) = {0 € Gal(L/K) | o(a) = a (méd q)para todo a € O ).

(Note que o(a) = o (mdd q) implica que o(q) = q, asi que o € D(q|p).)

4.3.3. Definicién. Para los grupos D = D(q|p) e I = I(q|p) los campos fijos correspondientes LP y LI se
Ilaman los campos de descomposicion e inercia respectivamente.

Notamos que para o € Gal(L/K) se tiene
D(o(a)lp) = o D(alp) o', I(o(a)lp) = o I(alp) o~
Esto implica que el campo de descomposicién e inercia, salvo isomorfismo, depende solo de p.
En general, dado un subgrupo H C Gal(L/K), consideremos el subcampo fijo K C L¥ C Ly el anillo
(O =IFnoy.
Para un primo q C Oy, consideremos el primo correspondiente en (Ok):

q" =qn (0"
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Tenemos entonces la siguiente situacion para q | p:

a C Op — x(q)

|
q" C (O — k(")
|

p € O — K(p)

4.3.4. Teorema. Para una extensién de Galois de campos de niimeros L/K, sean p C Ogy q C Ok primos tales
que q | pyD = D(q|p) e I = I(q|p) los grupos de descomposicion e inercia correspondientes. Denotemos por g,
el numero de primos en Or, sobre p.

1) Tenemos los siguientes grados de extensiones e indices de ramificacion.

L q e(alq’) = e(alp) fala") = 1
e(alp)

L q’ e(a'lq?) = 1 fla'laP) = flalp)
flalp)

P q? e(q®lp) = 1 flaPlp) = 1
&p

K p

2) Setiene [G: D] =g, e|l| = e(q|p).
3) Tenemos una sucesion exacta corta de grupos
1 — I(qlp) — D(qlp) — Gal(x(q)/r(p)) — 1

En particular, si p no se ramifica en L, entonces I = 1y se tiene un isomorfismo
D(qlp) = Gal(k(q)/k(p)), o—T.

Demostracién. Denotemos G = Gal(L/K).

= Primero vamos a probar que [L? : K] = g,. Por la teoria de Galois, se tiene [L” : K] = [G : D]. Recorde-
mos el teorema de drbitas y estabilizadores: si G actia sobre un conjunto X, entonces para x € X hay
una biyeccién entre la érbita Gx y las clases laterales del estabilizador G/G,. En nuestro caso la accién
es transitiva, asi que [G : D] = g,.

= Ahora veremos que e(q°|p) = f(qP|p) = 1. La accién de Gal(L/LP) sobre los primos sobre qP es transi-
tiva, pero Gal(L/LP) = D deja q fijo, asi que podemos concluir que q es el Ginico primo que esta sobre
qP. Como consecuencia, tenemos
[L : LP) = e(a|a®) f(alaP).

Ahora
[L : K] = e(qlp) flalp) 8
junto con [LP : K] = g, nos da
e(qla”) = e(alp), flala®) = flalp),
y luego
e(q”lp) = fla"lp) = 1.
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= Vamos a ver que f{q|q’) = 1. Esto equivale a probar que el grupo Gal(x(q)/x(q’)) es trivial.

Para o € Ok consideremos el polinomio

fx) = [T = o(e).

o€l

Se ve que los coeficientes de f(x) estan en (Or)’. Reduciendo médulo g, se obtiene un polinomio f(x) €
#(q)[x], y como acabamos de ver, sus coeficientes estan en (q’).

Para un elemento @ € x(q), dado que o(a) = @ (méd q) para todo o € I, tenemos f(x) = (x — @)",
donde n = |I], y el polinomio f(x) tiene coeficientes en (q'). Esto implica que cualquier automorfismo
de x(q)/x(q") debe mandar @ a otra raiz de f(x), pero la tnica raiz de f(x) es @. Entonces, x(q)/x(q") no
tiene automorfismos no triviales.

= De f(qPlp) = 1y f(qlg’) = 1 se sigue que f(4'|q”) = flalp).

» Tenemos [L! : LP] = [D : I]. Por una parte, [L' : LP] > f(q|q°) = f(q|p). Ademds, tenemos una sucesion
exacta
1 — I(alp) — D(qlp) — Gal(s(q)/x(p)),

de donde [D : I] < |Gal(q/p)| = f(q|p). Entonces, podemos concluir que [L! : LP] = [D : I] = f(qlp), y
ademas que el tltimo homomorfismo en la sucesién exacta es sobreyectivo.

Esto también implica que e(q'|qP) = 1.
= De lo que hemos calculado se sigue que [L : L] = e(q|p) vy e(q|q’) = e(q|p)- [ |

El resultado que acabamos de probar explica los términos «campo de descomposicién» y «campo de
inercia».

4.3.5. Corolario. Si D = D(q|p) es un subgrupo normal en G = Gal(K/Q), entonces p se descompone en g,
diferentes primos en LP. Ademds, si I = 1(q|p) es también un subgrupo normal en G, entonces cada uno de esos
primos es también primo en L! (es decir, inerte). En fin, estos primos se ramifican en L, volviendo e = e(q|p)-
ésimas potencias.

Demostracién. Si D C G es un subgrupo normal, entonces LP /K es una extension de Galois. En este caso
todos los primos en Lp que estédn sobre p tendrane = 1yf = 1, asi que la factorizacion tiene forma p (O )P =
b bl

De la misma manera, si I C G es un subgrupo normal, entonces L//K es una extensién de Galois y
los indices de ramificacion serdn e = 1y los grados de campos residual f = f{q|p), y habra g primos. La
factorizacion tiene forma p (O)! = p/ - -- pg, lo que significa precisamente que los primos p; son inertes en
L. |

Los célculos de 4.3.4 de hecho caracterizan el campo de descomposicién e inercia. Usando la misma
notacion, consideremos un subcampo K € K’ C Ly un primo p = q N Ok. Tenemos K’ = L para algtin
subgrupo H C Gal(L/K), y la extension L/K’ es Galois. Notamos que p’ | p. De las definiciones del grupo de
descomposicion e inercia se ve que

D(qlp") =DnH, I(qp') =INH,
y los campos de descomposicion e inercia correspondientes son los compositums
LD(qIP,) — LDK/, Ll(q|p') _ LIK/.

El teorema 4.3.4 nos da el siguiente diagrama de extensiones
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L
\E(qlp’)
e(alp)
'Kk
) / flalp’)
falp) IPK
LD / 8y
8p K
K /
Anadi este
resultado

4.3.6. Proposicion. En la situacién de 4.3.4, consideremos un subcampo K C K’ C L. El campo de descompo-  gespués
sicién LP e inercia L' se caracterizan por las siguientes propiedades.

a) LP es el K’ mds grande tal que e(p'|p) = f(p'|p) = 1.

b) LP es el K' mds pequerio tal que g, = 1 (es decir, q es el tinico primo en Oy, tal que q | p’).
¢ L!es el K' mds grande tal que e(p’|p) = 1.

d) L!es el K' mds pequerio tal que e(qlp’) = [L : K'].

Demostracién. Primero observamos que 4.3.4 nos dice que LP y L! cumplen las propiedades deseadas.
En a), si tenemos e(p’|p) = f(p’|p) = 1, entonces del diagrama de arriba se deduce que

[L:LPK'] = e(qlp’) flalp") = e(alp") e(v’Ip) flalp’) fip'[p) = e(alp) flalp) = [ : LP].
Entonces, LP K’ = P, y por lo tanto K’ C LP.

Enb), sig, = [LPK : K'] = 1, entonces L° K’ = K’, y por ende LP C K'.
En c), si e(p’|p) = 1, entonces de la misma manera calculamos

[L: L'K') = e(qlp’) = e(alp”) e(p'|p) = e(alp) = [L : L,

y entonces K’ C L.
En fin, en d), si e(q|p’) = [L : K], entonces del diagrama se ve que L' K’ = K, y luego L' C K'. [ ]

4.3.7. Ejemplo. Consideremos el campo ciclotomico K = Q((zg). El primo p = 2 se ramifica. Tenemos
Pog= (X +x+ 12 (X +x*+1)% (méd 2),
lo que nos da la factorizacién pOk = p? p2, donde f; = f, = 3,y
Pr=(21+Cs+CG), p2=(2,1+ s+ o).
Escribiendo K = Q(i, (7), se ve que Gal(K/Q) = (Z/47)* x (Z/7Z)* . Como los generadores, podemos tomar
o:i— —I, (71— (

de orden 2y
Tl I, C7|—>C73
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de orden 6. En términos de la raiz (;3, tenemos o: (25 — (13 y 7 (28 — (3e. Calculamos que

o(p1) =p1, 7T(p1) =p2, o(p2) =p2, 7(p2) =p1-

De aqui se ve que el grupo de descomposicién viene dado por D(p;|p) = (o, 72). Aqui o y 7% inducen
algunos automorfismos del campo finito

Z[Cag]/p1 = Falx]/(x* + X+ 1) = Fs.

Podemos notar, por ejemplo, que o actiia de manera trivial, dado que [Fg| = 7y 15 =1 (mdd 7), y entonces

@: (28 — Cag. Por otra parte, la accién de 72 no es trivial y viene dada por (pg — @2. (En efecto, 172 = 3% = 2
(méd 7).) De estas consideraciones se sigue que I(p;|p) = (o).
Ahora el campo de inercia serd K = Q((7), y el campo de descomposicion es Ko™ = Q(W-=T7).

Q(Cas)

e=2

Q(¢7)
-

La factorizacion de p = 2 en Q(+/—7) toma forma t; vz, y la factorizacion en Q(¢;) toma forma v/ v,
donde f; = f, = 3: factorizando el polinomio ciclotémico correspondiente,

7= +x+1) X +x*+1) (mdd 2).
Ahora podemos considerar un primo no ramificado, por ejemplo p = 3. Tenemos entonces
D=0+ +x85+x+1) (¥ - —x*—x+1) (mdd 3),
lo que nos da factorizacion pOg = p; p2, donde
pr=(3Cs+ s+ Gs+Cs+1), pa=(35%—Cs— G+ Gs+ 1),
y fi = f = 3. Podemos calcular el grupo de descomposicién:
o(pr) =p2, T(p)=p1, op2) =p1, 7(p2) =p1.

Se ve que o7y 72 = (07)? estén en el grupo de descomposicion, y este serd generado por

15-17 3

Al reducir o7 médulo p, se obtiene el automorfismo de Frobenius x ~ x> sobre x(p;) = Fss, y tenemos un
isomorfismo

D(p1lp) = {o7) = Gal(x(p1)/Fp)-

El grupo de inercia I(p;|p) sera trivial, y esto sucede precisamente porque p = 3 no se ramifica. A
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4.3.1 Reciprocidad cuadratica

Como una aplicacion de la teoria anterior, podemos dar otra prueba mas de la ley de reciprocidad cua-
dratica. Dado un primo impar p, consideremos el campo ciclotémico L = Q({p) y el subcampo cuadratico

K =Q(/p*), donde p* = (71)% p (véase ejercicio 2.19). Primero notamos el siguiente resultado.

4.3.8. Lema. Un primo impar q # p se escinde en K si y solamente si q se factoriza en L en un ntimero par de
ideales primos.

Demostracion. Si q se escinde en K, entonces qOx = qo(q) para algiin o € Gal(K/Q) C Gal(L/Q). Luego, o
induce una biyeccién entre los primos Q C Oy, tales que 9 | q y los primos 9 | o(g). Como consecuencia, el
nimero #{Q | q} =2 - #{Q | q} es par.

Viceversa, supongamos que el nimero g de primos Q C Op tales que 9 | q es par. Para el grupo de
descomposiciéon D = D(Q|q) se cumple [Gal(L/Q) : D] = g. El grupo G = Gal(L/Q) es ciclico de orden p — 1.
Para subgrupo H tal que [G : H| se tiene L = K, pero luego, puesto que [G : D] es par, se cumple D C H, y
entonces K C LP. Ahora f(2P|q) = 1, y luego f{Q N K|q) = 1. Esto significa que g se escinde en K. |

Ahora sabemos que g se escinde en K = Q(,/p*) si y solamente si (%) =1.

Por otra parte, el nimero de ideales primos en O, = Z[(,] sobre q es igual a g = %, donde fes el orden
de g modulo p (véase 2.7.11 y 3.10.6). Notamos que este nimero es par si y solamente si f | %; es decir, si
y solamente si qp%l =1 (méd p).

Recodando la congruencia de Euler q% = (5) (méd p), estas consideraciones demuestran que

5)-()

4.4 El Frobenius

Clase 18

...the Galois group Gal(L/K) contains an 14/10/20
essential element called Frobenius

substitution. This element <...> governs over

the decomposition of p in L: We might even

claim that it has “the soul of p”. It glimmers

like a firefiy in Gal(L/K) for each and every

prime ideal.

[KKS2011, p. 18]

Como antes, consideremos una extensidn de Galois de campos de nimeros L/Ky primos p C Ok, q C Or,
tales que q | p. En este caso si p no se ramifica en L, el grupo de inercia es trivial y tenemos un isomorfismo

D(alp) = Gal(x(q) /x(p)), o 5.

El grupo Gal(x(q)/x(p)) es ciclico, generado por el automorfismo de Frobenius x +— x#*(), Gracias al iso-
morfismo de arriba, podemos considerar el elemento correspondiente en el grupo de descomposicion.

4.4.1. Definicién. Enla situacion de arriba, el elemento Frob,, € D(q|p) que se reduce méd q a x — x##(#)
se llama el automorfismo de Frobenius', o simplemente el Frobenius.

4.4.2. Comentario. Hagamos algunas observaciones basicas.

“Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), matematico aleman.
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1) En otras palabras, Frob,, es el nico elemento de Gal(L/K) que cumple
Frob,,(a) = o#*®)  (mdd q) *)
para todo o € Oy. (Esta condicién implica que Frobg, € D(q(p).)

2) Al pasarde q | p a otro primo o(q) | p se obtiene
FI‘Obg(q)‘p =o0o0 Fl‘ObqhJ o1

(ejercicio para el lector). Entonces, la clase de conjugacién del Frobenius depende solo de p.

3) En particular, para una extension abeliana L/K, el Frobenius depende solo de p, y podemos denotarlo
por Frob,. En este caso la condicién (*) se cumple para todo q | p, y ocupando el teorema chino del
resto (y que e(q|p) = 1 por nuestra hipétesis), podemos concluir que el Frobenius esté definido por la
condicién

Frob,(a) = a®*®  (méd pOy).

4.4.3. Ejemplo. Consideremos un campo cuadratico K = Q(+/d). Si p es un primo no ramificado, entonces
hay dos posibilidades:

= p se escinde en dos ideales en K, y luego D(p|p) = 1, y Frob, es el automorfismo trivial;

= pesinerte en K, y luego D(p|p) = Gal(K/Q), y Frob,: vd — —+/d es el automorfismo no trivial.
Para p impar tal que p { d, podemos escribir entonces Frob, : Vd — (g) V. A

4.4.4. Ejemplo. Consideremos un campo ciclotémico K = Q(¢y). Los primos p { nno se ramifican en K. En
este caso Frob,: ¢, — ¢}. En efecto, para un elemento o € Og = Z[¢y) = 3, a; ¢}, donde a; € Z, calculamos
que

of = Zaf(n = Za,-(,f (mdd p). A

El orden de Frob,, es igual a f{q|p), y entonces determina el tipo de descomposicion de p en L: tenemos
pOL = q1---qg, donde f es el orden de Frob,, y § = [L : K]/f. En particular, p se descompone en [L : K]
ideales primos si y solamente si Frob,, = 1. En este caso se dice que p se escinde completamente en L.

El siguiente resultado forma una parte importante de la teoria de campos de clases y se conoce como
el teorema de densidad de Chebotarév. Solo para simplificar el enunciado, vamos a formular la version
para extensiones K/Q en lugar del caso general L/K .

4.4.5. Teorema. Para una extension de Galois K/Q, sea C una clase de conjugacion en el grupo G = Gal(K/Q).
El conjunto de primos racionales X = {p | Frob, € C} tiene densidad d(X) = #C/#G.

En particular, el teorema nos dice que salvo conjugacion, cualquier elemento del grupo de Galois puede
ser realizado como Frob, para un ntimero infinito de p.

Para mas detalles (matemadticos e histdricos), recomiendo el articulo [SL1996]. Para la definicién de
densidad d(X), véase el apéndice D. El teorema es cierto para la densidad de Dirichlet (analitica) y también
para la densidad natural .

4.4.6. Corolario. Hay un ntimero infinito de primos racionales p que se escinden completamente en K, y su
densidad es igual a 1/#G.

“Para las extensiones L/K hay que definir la nocién de densidad para ideales primos en Ok que esta relacionada con la funcién
zeta de Dedekind (x(s) de la misma manera que la densidad de primos racionales esté relacionada con la funcién zeta de Riemann
¢(s).

“Véase https://mathoverflow.net/questions/302390/
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4.4.7. Ejemplo. Para una extension ciclotémica K = Q(¢,) y un primo p { n, el Frobenius Frob,, esta de-
terminado por el resto de p médulo n. En este caso el teorema de densidad de Chebotarév se reduce al
teorema de Dirichlet sobre los primos en progresiones aritméticas (véase el apéndice D). Se puede pensar
en el teorema de Chebotarév como una generalizacién del teorema de Dirichlet. A

4.4.8. Ejemplo. Consideremos el campo K = Q(+/19, (3). El grupo de Galois es isomorfo a S5, donde hay
tres clases de conjugacion:

C={1}, C={(12),(13),(23)}, C"={(123),(132)}.
El teorema de Chebotarév nos dice lo siguiente.

= Los primos con Frob, € C corresponden a las factorizaciones de la forma p;p; - - - pe. Su densidad es
Estos son los primos p = 1 (mdéd 3) tales que 19 es un cubo méd p.

=

= Los primos con Frob, € C' corresponden a las factorizaciones de la forma p;p;p,. Su densidad es
Estos son los primos tales que p = 2 (mdéd 3).

D=

= Los primos con Frob, € C” corresponden a las factorizaciones de la forma p;p;. Su densidad es
Estos son los primos p = 1 (mdéd 3) tales que 19 no es un cubo méd p.

W=

La densidad de los primos p = 2 (méd 3) viene dada por el teorema de Dirichlet sobre primos en progre-
siones aritméticas. Sin embargo, parap = 1 (mdd 3) la condicion «19 es un cubo méd p» es mas sofisticada
y no esta claro por qué la densidad correspondiente debe ser %

He aqui alguna estadistica calculada con PARI/GP. En la primera columna est4 el nimero de primosy en
la segunda la fraccién de primos que cumplen la condicién de que p =1 (mdd 3) y 19 es un cubo méd p.

10%: 0,140000000

10%: 0,160000000

10*: 0,163500000

10°: 0,166410000

10°: 0,166575000

107: 0,166609100

108: 0,166655150

10%: 0,166663355 A
Notamos que el Frobenius contiene mas informacion que el tipo de descomposicién de p: dos elementos

o,7 € Gal(L/K) pueden tener el mismo orden pero estar en diferentes clases de conjugacion. (Por ejemplo,
en el grupo alternante A4 los 3-ciclos (1 2 3) y (1 2 4) no son conjugados.)

4.5 Caso de extensiones no Galois

Aunque el Frobenius fue definido para extensiones de Galois L/K, en general es posible tomar la cerra-
dura de Galois y determinar el tipo de descomposicién mediante el Frobenius. Consideremos una torre de
campos de nimeros

L

H

K ¢
|
F
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donde L/F es una extensién de Galois con Gal(L/F) = GyK = LF. Paraun primo p C O que no se ramifica en
L,sea) C O unprimo tal que £ | p. El grupo de descomposiciéon D(|p) actia sobre las clases laterales Ho
mediante la multiplicacion por la derecha. Puesto que D(SQ | p) estd generado por el Frobenius F = Frobg,,
las 6rbitas de esta accién vienen dadas por

{HJI»HUlF,HalFZ, .. ,Hglpnlfl}’

{Hos, HoiF, HosF?, . .. HoF 1},

donde n; es el minimo nimero tal que Ho;F" = Ho;. Lo que tenemos es una particion de las clases laterales,
asique > ;n; =[G:H|] = [K:F|.

4.5.1. Teorema. En la situacion de arriba se tiene pOx = q1 - - - qs, donde q; = 0;(Q) N Ok y f(qilp) = n;.

Demostracion. Esta claro que g; | p. Primero vamos a probar que g; # g; para i # j. Supongamos que q; = g;.
En este caso 0;(9Q) y 0;(Q) son primos en O, sobre el mismo primo en Ok, y luego por la transitividad de la
accion de Galois sobre ideales primos, existe o € Htal que 0;(Q) = 70;(Q). Luego tenemos aj_lra,- € D(Qlp).
El grupo de descomposicion es ciclico, generado por F, asi que O'j_lTO'[ = F* para algtn k. Esto implica que
Ho; = HojF* estan en la misma orbita, pero luego i = j.

Falta ver que los g; son todos los primos en O tales que g; | p. Notamos que
> mi=> flalp) = [K: F,
i qlp

asi que bastaria probar que para todo i se tiene f{q;|p) > n;. Estamos en la siguiente situacién:

OL —» k(0i(Q))

Ox — r(ai)

O ——» x(p)

y se ve que (jejercicio!)

Frob,,(q)|q = (Frob,, (D)lp)f(qflp) — (gipai—l)f(qilp) = o; FLailp) ‘71’_1-

i

Ahora Frob,, )|, € H,y entonces o; ") 5! ¢ H. Esto implica que Ho; = HoF9ilP), de donde f{(qip) >
n;. |

Como mencionamos, el teorema de Kronecker—Weber nos dice que para toda extensién K/Q con el gru-
po Gal(K/Q) abeliano existe n tal que K C Q(¢,). Entonces, la descomposiciéon de primos en K depende
solamente del resto de p médulo n. El caso de extensiones no abelianas es mucho mas complicado.

4.5.2. Ejemplo. Consideremos el campo de nimeros K = Q(v/2). La extensién K/Q no es normal, y pode-
mos pasar a la cerradura de Galois L = Q(+/2, i). Dejo al lector comprobar que el grupo de Galois de L/Q est4
generado por los automorfismos o: v/2 — iv/2 de orden4vy 7: i — —i de orden 2. Se cumple o7 = 703 # 70.
El grupo de Galois es isomorfo al grupo diédrico D4 (también conocido como Dg):

Gal(L/Q) = {1,0,0%, 0% 7,70, 702, 70°}.
Tenemos K = L{™, y las clases laterales de H = (r) en G son

H,Ho,Ho?, Ho3.
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En este caso el Gnico primo que se ramifica en L es p = 2. (jEjercicio!) Par p impar sea p C O un primo
tal que p | p, y consideremos el Frobenius correspondiente F = Frob,,. Supongamos por ejemplo que F = .
En este caso calculamos que HF = H, HoF = Ho3, y Ho*F = Ho?. Esto nos da tres érbitas

{H}, {Ho,Ho®}, {Ho*}.

Entonces, el teorema nos dice que pOg = p1paps, donde fi = f, = 1y fz = 2.
Un ejercicio instructivo seria determinar el tipo de factorizacion para el resto de posibilidades para el
Frobenius F. A

Con esto terminamos nuestra breve investigacion de la teoria de Galois para los campos de nimeros.
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Ejercicios

Ejercicio 4.1. Para un campo cuadratico Q(v/d) encuentre n tal que Q(v/d) € Q({y).
Ejercicio 4.2. Describa los subcampos de Q(v/2,1).

Ejercicio 4.3. Demuestre que para una extension de Galois L/K, primos q C Oy, p C Ok, talesque q | p, y
o € Gal(L/K) se tiene

D(o(a)lp) = o D(alp) o', I(o(q)lp) = o I(qlp) o "
Ademas, si p no se ramifica, entonces el Frobenius cumple

FI’O]Z)U(C,)‘p =0 FI'O]Z')q‘p oL

Ejercicio 4.4. Sea F un campo de niimeros, y L/K/F una torre de extensiones tal que L/K es una extension
normal. Sean p C OF, q € Ok, Q C Oy ideales primos talesque Q | qy q | p.

1) Demuestre que la restricciéon de automorfismos identifica D(9Q|q) con un subgrupo de D(Q|p) e I(Q]q)
con un subgrupo de I(Q|p).

2) Sip no se ramifica en L, demuestre que

Frobg), = (Frobg,) 7"

3) Sila extension K/F es normal, demuestre que Frob,,, es la restriccion de Frobg|,,.

Ejercicio 4.5. Sea K el campo de descomposicion del polinomio f = x* + 8x + 12. Calcule Gal(K/Q), las
clases de conjugacion, los tipos de descomposicion que corresponden a cada Frob,, y las densidades que
nos da el teorema de Chebotarév.

Ejercicio 4.6. Para K = Q(+/2) consideremos la cerradura de Galois L = Q(v/2, ).
1) Demuestre que el Ginico primo racional p que se ramificaen L es p = 2.

2) Para p impar sea p C O un primo tal que p | p. Determine cémo el tipo de factorizacién de p en Ok
para toda posibilidad para Frob,,,.

Ejercicio 4.7. Para la extension ciclotémica L = Q(¢,) determine cémo los primos no ramificados p t n se
descomponen en el subcampo K = Q(¢, + ¢ Y).
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Capitulo 5

Teoria de Minkowski

El objetivo de este capitulo es probar los siguientes teoremas.
1) Para una extension no trivial K/Q se tiene |Ag| > 1.

2) Teorema de Hermite: para C fijo, existe un namero finito de campos de nimeros K/Q, salvo isomor-
fismo, con discriminante |Ag| < C.

3) Dado un campo de niimeros K/Q, el grupo de clases CI(K) = Pic(Ok) es finito.
Este resultado es bastante sutil y no se sigue del dlgebra conmutativa: si en lugar de Ok se toma otro
dominio de Dedekind R, el grupo Pic(R) ya no tiene por qué ser finito.

4) Teorema de unidades de Dirichlet: el grupo Oy es finitamente generado de rango r; +r, — 1, donde
r; es el nimero de encajes reales K < Ry 2r; es el nimero de encajes complejos K < C. En otras
palabras, existen unidades ei, ..., e,,—1 € Of, llamadas unidades fundamentales, tales que

OI><< = pK X <€1> X X <6r1+fz*1>'

Aqui pg es el subgrupo de torsién que consiste en las raices de unidad en K, mientras que ¢; son gene-
radores de diferentes componentes ciclicas infinitas.

La herramienta principal en las pruebas sera el teorema de Minkowski sobre puntos de reticulos en con-
juntos convexos simétricos. El término clasico para los resultados de Minkowski es «geometria de nimeros»
(Geometrie der Zahlen), pero hoy en dia el punto de vista geométrico a la teoria de nimeros estd conteni-
do mds bien en la teoria de esquemas (véase por ejemplo [EH2000] y [GW2010]). Por esto un nombre mas
adecuado para este capitulo seria «teoria de Minkowski».

5.1 Reticulosy el teorema de Minkowski

5.1.1. Definicién. Sea V un espacio vectorial real. Un reticulo” en V es un subgrupo aditivo A ¢ Vde la
forma
A=Zwi+ -+ Zwy,

donde wy,...,w, € Vson vectores linealmente independientes. En este caso se dice que wy,...,w, €s una
base de A. Sin = dimg V, se dice que A tiene rango completo en V. El conjunto

II= {Z)\iwi
i

se llama un dominio fundamental de A.

03A,~<1}

*lattice en inglés; no confundir con los reticulos que estudian 16gicos y «algebristas universales».

148

Clase 19
19/10/20



5.1.2. Comentario. Si A tiene rango completo, entonces V puede ser recubierto por el dominio fundamen-
tal IT trasladado por los elementos de A:

V= |_| I+ w.

weA
Esta unidn es disjunta. El dominio fundamental se identifica con el cociente V/A.
5.1.3. Comentario. Vamos a considerar V como un espacio vectorial topoldgico, dotado de la topologia
real estandar. Para las aplicaciones que nos interesan, se puede pensar que V = R".
5.1.4. Ejemplo. Consideremos los enteros de Eisenstein Z[(s] C C. Identificando C con R? de la manera

habitual, podemos ver Z[(3] como un reticulo generado por los vectores w; = (1,0) ywy = (—%, ?)

2wy w1 + 2wy 2w1 + 2wy

A

5.1.5. Ejemplo. Elsubgrupo A = Z-1+7Z-+/2 no es un reticulo en R: los vectores 1y /2 no son linealmente
independientes. A

5.1.6. Lema. Un reticulo A C V tiene rango completo si y solamente si existe un conjunto acotado X C V tal
que
V= U X+ w. *)

wEeA

Demostracion. Si A = Zw; + - - - + Zwy tiene rango completo, entonces podemos tomar como X el dominio
fundamental II.

Viceversa, si existe un conjunto acotado X tal que se cumple (*), denotemos por Vj el subespacio vectorial
generado por los elementos de A. Nos gustaria ver que Vy = V. Paratodov € Vy k € N podemos escribir
kv = x; + wi para algunos x; € Xy wy € A. Puesto que X es acotado,

, 1
lim —x;, =0.
k—s 00
Ahora tenemos )
v= lim —w € Vp,
k—s 00

usando que V; es un subespacio cerrado de V. |

Aunque nuestra definicién de reticulos menciona explicitamente una Z-base de A, hay otra caracteri-
zacién mas canodnica.
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5.1.7. Lema. Un subgrupo aditivo A C V es un reticulo si 'y solamente si A es discreto.

Recordemos que A C V es un subespacio discreto si para todo w € A existe un entorno abierto U > w
en Vtalque ANU = {w}.

5.1.8. Ejemplo. Para A = Z - 1 4+ Z - v/2, usando la irracionalidad de v/2, se puede ver que para cualquier
¢ > 0 existe un nimero infinito de a + bv2 € Z[V2] tales que |a + bv/2| < e. A

Demostracion. Primero, si A = Zw; +- - -+Zwy, es unreticulo en V, entonces para todo puntow = >, ajw; €
A podemos tomar el entorno abierto

@ =Ml < 1,

U= {Z)\iwi
i

ysecumple ANU = {w}.

Viceversa, supongamos que A C V es un subgrupo discreto. En general, si G es un grupo topolégico
de Hausdorff, entonces cualquier subgrupo discreto H C G es cerrado. En nuestro caso particular, A serd
cerrado. Sea Vj el subespacio de V generado por los elementos de A. Podemos entonces escoger una base
de V; que consiste en elementos wi, ...,w, € A. Esta base nos da un subreticulo

A=Zwi+ -+ Zw, CA.

Dado que Ag tiene rango completo en Vj, tenemos

Vo = U o 4 w,

wENg

donde IIj es el dominio fundamental que corresponde a la base wy, .. .,w,. Vamos a probar que el cociente
A/Ap es finito. Sean w; € A representantes de diferentes elementos en A/Ag. Escribamos

wi = Xj + woi,

donde x; € TIp Yy wg; € Ap. Aqui x; = w; — wg; € A N1ly. El espacio A NI es discreto y acotado, asi que es
finito. Se sigue que el cociente A /A es finito. Ahora

1
Ag CAC —— Ay,
[A: Ag]
y A es también un grupo abeliano de rango n, asi que admite una Z-base finita wi, ..., w;,. Estos vectores
son linealmente independientes sobre R porque generan el espacio Vy de dimensién n. |

Ahora supongamos que V tiene estructura de espacio euclidiano; es decir, viene con una forma bilineal
definida positiva
(,): Vx V=R

5.1.9. Definicién. Para unreticulo A = Zw; + - - - + Zw, el covolumen viene dado por
covol(A) = vol(TI) = | det({w;, w;))|/2.

Notamos que el covolumen no depende de una base particular: para otra base wi, ..., w; la matriz de
cambio de base tiene determinante &1 (recuerde también nuestra discusién del discriminante en el capi-
tulo 3).

5.1.10. Definicidon. Sea X C V un subconjunto.

= Se dice que X es simétrico (respecto al origen) si para todo x € X se tiene —x € X.
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= Se dice que X es convexo si para cualesquiera x,y € X la recta entre x e y también estd en X:

{Ay+(1-Nx[0<A<IJCX.

Todo conjunto convexo simétrico no vacio X C V necesariamente contiene el punto 0. Ahora dado un
reticulo A C V, si X es suficientemente grande, entonces X contiene otro punto de A a parte de 0. Este es el
contenido del siguiente teorema.

5.1.11. Teorema (Minkowski'). Sean A C V un reticulo de rango completo y X C V un conjunto convexo
simétrico tal que
vol X > 2" covol A.

Entonces, X contiene un punto no nulo de A.

En algun sentido, este resultado es una version continua del principio del palomar.

L] L] L] 6 L] L] L]

5.1.12. Comentario. Para entender el significado del multiplo 2" en la cota del teorema, podemos consi-
derar el hipercubo abierto con 2" vértices en (+1,+1,...,+1). Consideremos el reticulo A = Z" C R". El
volumen del cubo es 2" = covol A, pero el cubo no contiene ningtin punto de A salvo 0.

. . . . . . .
. . . . . . .
. ) ¢ - - —-—o . .
1
: I
| |
L] L] , L] ? L] L]
i 0 )
1 1
. . - — - ——9 . .
. . . . . . .
. . . . . . .

Dejo como un ejercicio probar que si X es compacto, entonces también funcionaria vol(X) = 2" covol A.
Para demostrar el teorema, necesitamos el siguiente resultado auxiliar.

5.1.13. Lema (Blichfeldt ™). Dado un conjunto medible X C V tal que vol X > covol A, existen dos diferentes
puntos x,x' € X tales que x — x' € A.

“Hermann Minkowski (1864—-1909)
““Hans Frederick Blichfeldt (1873-1945), matematico danés.
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Demostracion. Puesto que

V= |_| I+ w,
weA
tenemos
X=|]|XxnII+w),
weA
asi que

volX =Y " vol(XN (1T +w)) = Y vol((X — w) NII).

weA weA
Aqui los conjuntos (X — w) N 1I estan en el dominio fundamental I1, y por nuestra hipétesis vol X > volII,
asi que podemos deducir que existen w,w’ € A tales que
X-w)nNnX-w)+#a.
Tomando y € (X — w) N (X — w'), se obtiene
x=y+w, ¥=y+weX x—-¥=w-uweA [ |

Notamos que en realidad el lema no usa la covexidad de Xy se aplica a cualquier conjunto medible, pero
en particular, los conjuntos convexos son medibles.

Ahora estamos listos para demostrar el teorema de Minkowski, y aqui serd importante la hipétesis de
que X es convexo y simétrico. Consideremos el conjunto
1 1
—X= {fx)xeX}.
2 2
Tenemos

1 1
vol [ =X ) = = volX > covol A,
(3%) =
asi que por el lema de Blichfeldt existen dos puntos distintos x, x’ € %X tales que x — X’ € A. Para terminar
la demostracion, seria suficiente ver que este punto pertenece a X. Por la hipdtesis que X es simétrico,
—x' € 1 X, yluego

1 1
X=3, —x = 3 y' paraalgunosy,y € X.
El punto
x—xX = 1 + 1y
—2Y 7Y
pertenece a X, siendo una combinacion convexa de dos puntos y,y’ € X. |

Notamos que el argumento no es constructivo y no nos da una manera eficaz de obtener un punto no
nuloen XN A.

5.2 Aplicacién: teorema de cuatro cuadrados

Practicamente todo este capitulo sera dedicado a varias aplicaciones del teorema de Minkowski, pe-
ro primero seria instructivo ver algiin ejemplo mds sencillo de su uso. En esta seccién vamos a probar el
siguiente famoso resultado, conocido como el teorema de cuatro cuadrados.

5.2.1. Teorema (Lagrange). Para todo enteron > 0 existen a, b, c,d € Z tales que n = a* + b + c* + d>.
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Primero, gracias a la identidad
(@+ b2+ +d)- (X +y+22+wh)
= (ax — by — cz — dw)? + (ay + bx + cw — dz)* + (az — bw + cx + dy)* + (aw + bz — ¢y + dx)?,

descubierta por Euler, notamos que es suficiente probar el teorema para el caso cuando n = p es un niimero
primo.

5.2.2. Comentario. He aqui una breve explicacion. La identidad para las sumas de dos cuadrados
(a® + b*) (¥* +y?) = (ax — by)* + (ay + bx)*

se sigue de la formula N(«a3) = N(a) N(B) para la norma N(«) = a@ sobre los enteros de Gauss Zi].
De la misma manera, podemos considerar el algebra de cuaterniones con coeficientes en Z:

H(Z) ={a+bi+ ¢ +dk|a,b,c,d e Z},
donde la multiplicacion esta definida por

P=p2=k=_1,

ij =k, ji=—k,
jk=i, kj =i,
ki=j, ik=—j.

De manera mas concreta, tenemos una representacion fiel del dlgebra de cuaterniones H(Z) por las matrices
M;(Z]i]) dada por

(@ -+ bi+ ¢+ dk) — (“”” ”d’).

—c+di a-bi
Podemos definir el conjugado de o« = a + bi + ¢j + dk mediante

=a—bi— ¢ — dk.

Ql

La norma se define como
N(a) = aa = a* + b* + & + &,

o en términos de matrices,

—c+di a-—bi
La norma es multiplicativa: N(a3) = N(«) N(5).

det(a+bl C+dl):az+b2+C2+d2.

5.2.3. Lema. Para todo primo p existen m,n € Z tales que
m?*+n*4+1=0 (médp).
Demostracion. Ejercicio. [ ]
Fijemos entonces m y n como arriba y consideremos los siguientes vectores en V = R*:
w1 =(1,0,m,n), wy;=(0,1,n,—m), ws3=1(0,0,p,0), ws=(0,0,0,p).

Consideremos el producto escalar estandar sobre R*, y para un vector v =Y, a; e; pongamos ||v||> = (v,v) =
>, a?. Calculando el determinante correspondiente, es facil verificar que los w; generan un reticulo de rango
completo

A=Zw1+Zwy+Zws+ Zwsy C R4,

tal que
covol A = p?.
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5.2.4. Lema. Para todo w € A el niimero ||w||? es un entero divisible por p.

Demostracion. Si
w:a1w1+a2wz+a3w3+a4w4:(al, ay, agm+axn+asp, aln—a2m+a4p),

entonces

|wl|? = a? +a}+ (agm+ayn+asp)® + (ayn — azm + ay p)>

=ad+at+(@m+ayn?+(an—aym? (médp).
Luego,
@+ ak+ (aym+ayn)? + (ayn—aym)? = (a2 + ad) (m* +n* + 1)
ym? 4+ n?+1=0 (mbd p) por nuestra elecciéon de my n. [ |

Sea X la bola abierta en R* de radio r = \/2p centrada en el origen:
X={xeR*||x|?* < 2p}.
Recordemos que en general la bola n-dimensional de radio r tiene volumen
/2
Enestecason =4y (5 + 1) =I'(3) = 2! = 2. Tenemos

2

vol X = T’A = 2n2p? > 2* covol A = 16 p?

(de hecho, 2% = 19,73 ... > 16). Entonces, seglin el teorema de Minkowski, existe un punto no nulow € A
tal que w € X. Ahora de
0<lwl*<2p, pllw]?

podemos concluir que ||w||?> = p. Esto nos da una representacion de p como una suma de cuatro cuadrados.
|

Cabe mencionar que la representaciéon de nimeros enteros por sumas de cuadrados es un problema
clasico relacionado con mucha teoria de niimeros profunda. Véase por ejemplo el libro [Gro1985].

5.3 Aplicacion: teorema de aproximacion de Dirichlet

Lectura
El siguiente famoso teorema de Dirichlet es el primer resultado en la aproximacién diofantica. adicional

5.3.1. Teorema. Dados ntimeros reales a y N > 1, existen p,q € Z tales que 1 < q< Ny

1

o2 < <
oa— = — .
ql ~gN ~— ¢

Demostracion. Consideremos el conjunto convexo simétrico

X= {(x,y) € R? ’ |x| §N+%, lax —y| < %}
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y=ax
N—3 |
— S
| N+

Este es un paralelogramo de drea (2N+1) % > 4,y el teorema de Minkowski implica que existe un punto
no nulo (q, p) € Z?* tal que (q,p) € X. Por la simetria, podemos asumir que q > 1. Tenemos entonces

1
1<qg<N, [qa—p|[<. u
N
5.3.2. Corolario. Para « irracional existe un niimero infinito de fracciones % tales que
1
q q
Demostracion. Primero, el teorema de Dirichlet nos da una aproximacién

< — —.
ql ~gN ~ ¢

Notamos que siempre podemos asumir que mcd(p, q) = 1. Escojamos

’a—g ! <1

, 1
N >
-
a-?
q
y tomamos otra aproximacion
-
‘a_v; oL a | _p
¢l gN a - ql

Aqui necesariamente % =+ ";—,, y continuando de esta manera se obtienen diferentes %, donde
1

O<‘a7&

n

_ Pn—1
qn-1

<’o¢ ’<~-~<’a7&‘

q1

_bi 1
y‘oz Qi’<q,~2' |
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5.3.3. Ejemplo. Para a = v/2 las fracciones

pp 15717 41 9
q. 17275 12729 70’
cumplen la condicién del corolario:
Pn . 1 3 7 17 41 99
an i 2 5 12 29 70

o —pn/qn|:  0,414213 0,085786 0,014213 0,002453 0,000420 0,000072
1/¢%:  1,000000 0,250000 0,040000 0,006944 0,001189 0,000204

A

Las aproximaciones de 5.3.2 pueden ser obtenidas mediante las fracciones continuas para o. Vamos a
revisarlas mds adelante porque estas tendran una relacion con el grupo de unidades Oy para K = Q(Vd)
campo cuadratico real.

Para mayor informacidn sobre la aproximacién diofantica, véase por ejemplo [Sch1980].

5.4 Anillo de enteros como un reticulo
. . . . Clase 20
Sea K/Q un campo de numeros. Este tiene n = [K : Q] encajes 7: K — C, entre estos r; encajes 21/10/20
reales p: K — Ry 2ry encajes complejos o: K < C tales que & # o. Consideremos el espacio complejo

n-dimensional
Kc=]]c
T
y el encaje correspondiente

$: K— Key, ar (1(a)),.

Vamos a dotar el espacio K¢ del producto hermitiano habitual
(7)) =) z.7.

En particular, notamos que (z',z) = (z,Z') y (z,z) > O paraz # 0.
El grupo Gg = Gal(C/R) actda sobre K¢ mediante la conjugacién compleja y permutacién de las coor-
denadas 7 — 7. Esto nos da un automorfismo R-lineal de orden 2

F: K(C — K(Ca (ZT)T = (z?)T-
Consideremos el subespacio real fijo por la accién de Gg:

Kp = (KC)GR ={(z7)r | z7 = Z:}.

Dado que (Fz,FZ') = (z,7’), el producto hermitiano sobre K¢ se restringe a un producto escalar
<-,~>ZKR XKR — R.
Efectivamente, para todo x,y € Kg se tiene

(x,y) = (Fx,Fy) = (x,y),

y.x) ={xy) = xy),
(x,x) >0six#
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Notamos que por la definicién, para o € K se tiene 7(«) = 7(«a), y entonces el encaje ®: K — K¢ toma
valores en Kg:

K <2 Kg
N
.
5.4.1. Comentario. En términos de productos tensoriales,
» Kc =2 K®gC,
= el encaje ®: K — K¢ se identificacona — a® 1,
» la aplicacion F: K¢ — K¢ correspondeaa ® Z— a ® Z,

» Kr 2 K®g R, ylainclusién K — K estd inducida por R C C.

El siguiente resultado explica el significado geométrico del discriminante Ag.

5.4.2. Proposicion. La imagen del anillo de enteros A = ®(Ox) C K es un reticulo de rango completo tal que

covol A = /|Ag].

Demostracion. Si Ox = Zag + -+ + Z ap, entonces A = Z®(ay) + - -+ + Z ®(ap). Ahora si 7;: K — C son
diferentes encajes, recordemos que Ag = det(A)?, donde A = (7iq)); ).
Por otra parte, el covolumen de A se calcula mediante la matriz

t

(@(00). @0y = (3 men.7iew) | = AR
k ,

covol A = \/| det(AA)| = /| Ax]. m

5.4.3. Corolario. Para todo ideal no nulo I C Ok, la imagen correspondiente A = ®(I) es un reticulo de rango
completo tal que covol A = /|Ag| - Ngq(I).

Ahora

Demostracion. SiI # 0, entonces el indice

Niyo(I) = #(Ok/I) = [Ok : 1]
es finito, yluego A = ®(I) es un subreticuloen A’ = ®(Ok) tal que [A" : A] = Ng/(I). Dejo como un ejercicio
verificar que
covol A = covol A" - [A' : A]. [ ]
El ultimo célculo explica el significado geométrico de la norma N/ (I).

5.4.4. Ejemplo. Volvamos a los enteros de Eisenstein Z[(3] C C.Hay dos encajes complejos,7: Q(¢3) — C
dados poro: (3 (3y: (3 — (2. En este caso particular

Kr ={(z5,25) € K¢ | 77 = 25}
Esto nos da un isomorfismo de espacios vectoriales
¢: Kp >R, (24,25) — (X0, %5) = (Rez,,Imz,).
Poniendo z, = x, + iy,, 2, = X, + iy,,, calculamos que
202y + 252 = 2o 2y + 20 25 = 2 (Xo X + Yo V) = 2 (X0 X, + X5 X).
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Entonces, el producto escalar sobre R? que corresponde al producto escalar sobre Ky es
(xX,x') =2 (Xo X, + X5 X5).

Tenemos el encaje
®: Z[¢5] — Kg — R?

dado por
1'_>(170)7 Cg*—)(REC'],,Ing).

Ahora el volumen del reticulo correspondiente sera

/2 1/2
o(1), (1)) <<I><1>,<1><<3>>> 1 ( 2 2Re <3>
det (¢ = |det =,/4—4-R = /3.
ot (sl al) (o6 o) “\2re¢s 2-16:12)| =V o)

En este caso Ax = —3. A
5.5 Cota de Minkowski

5.5.1. Comentario. Para ver el espacio Kz de manera mads explicita, sean py, ..., o, : K < R los encajes
reales, y o1, o1, ...,0r,, 0r,: K< Clos encajes complejos. Entonces,

Kr ={(z:) € Kc |z, € R, 25 =7, }.
Tenemos un isomorfismo de espacios R-vectoriales
(b: KR i) Rr1+2r27 (ZT>T = (X‘r)‘r7

donde
X, =2, X,=Re(z,), xz=Im(z,).

Un cdlculo similar al de 5.4.4 demuestra que el producto escalar correspondiente sobre R'+2 viene
dado por

<X7Y> = ZnTXTyT)

donde
h 1, sirTesreal,
" 12, sirescomplejo.

Este producto escalar define una medida sobre R"1+2"2 respecto a cual

vol(X) = 2" - volge(o(X)),

donde vol;,, denota el volumen respecto a la medida de Lebesgue habitual sobre R". A partir de ahora,
cuando hablamos del volumen de un subconjunto de K, vamos a entender esta medida inducida por el
producto escalar.

5.5.2. Lema. Parat > 0 el conjunto convexo simétrico

Xe={z)ekn|) lz| <t}

tiene volumen )

vol(X;) = 2" 7" %
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Demostracién. Como vimos, tenemos vol(X;) = 2" vole,(4(X;)), y el conjunto ¢(X;) en R"**+272 con coorde-
nadas (xi,...,Xr, ¥1,21,---,Yr,Zr,) €S el conjunto definido por la desigualdad

‘X1|+"’+|Xrl‘+2\/m+"'+2\/)/rz+zr2St-

Pasando a las coordenadas polares y; = u; cos 6;, z; = u; sen 6;, tenemos
VOlpep(p(Xe)) = /Ul - usdxy - - - dxp, duy - - - duy, doy - - - dO,,

donde la integracion es sobre el dominio
0<6;<2m, u; >0, |x9|+---+|xy]|+2u3+---+2u, <t
Pasando a la integral sobre x; > 0y 2u; = w;,

VOlrep (0(Xp)) = 247" (2m)"2 I, 1, (1),
donde

I () = /W] oWy, dxy - - dxp dwy - - - dwyy,

y la integral es sobre
x>0, w;>0, xq+ - +x,+wi+---+w, <L

Tenemos
Irl-,fz(t) = tr1+2r2 I"lﬂ‘z(l) = tn Ir1,"z(1)'

Reescribiendo el dominio como
Xp+ - +Xy Wi+ W, ST—Xyp,
tenemos por el teorema de Fubini

1 1
1
Irl,rz(l) :/ Ir1*17r2(1 —X1)dX1 :/ (1 _Xl)n_l dx ~Ir171,r2(1) = Elflfl,rz(l)a
0 0

y entonces por induccién
1

nn-1)---(n—r +1)

Ior,(1).

Irlyfz -

De la misma manera .
Ior,(1) = / wi (1 —w)? 2 dw Iy, 1(1),
0

de donde por induccién

Tor (1) = g5 foo(1) = gy
Entonces,
Irl,rz(l) = l!’
asi que
vol(X;) =27 -2 47" (2m) I, 1, (t) = 2" 7" ﬁ |

n!
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5.5.3. Teorema (La cota de Minkowski). Dado un ideal no nulo I C Ok, existe un elemento no nulo « € I,
tal que

INk/q(a)| < Mk - Ng/o(I),
donde

nl /4\"

MK == 7 () vV |AK‘
n" \mw

es una constante que depende solamente de K, llamada la cota de Minkowski.

Demostracion. Consideremos el reticulo A = ®(I) C Kg, y el conjunto convexo simétrico compacto X; C Kg
del lema anterior, escogiendo t tal que

vol(X;) = 2" covol A;

es decir,
n

t 4\"
2" =2"/[Ak] - Nijo(l) <= t" =n! <W> VI2k] - Nisa (D)

En este caso X; N ®(I) # {0}; es decir, existe un elemento no nulo « € I tal que ®(a) € X;. (Basta tomar la
igualdad vol(X;) = 2" covol A porque X; es compacto.) Notamos que

INksg(@)] = [T Im(a)l;

y tenemos la desigualdad entre la media aritmética y geométrica

1/n
LS ) 2 (Hwa)) .

De aqui

™

ool = T i) < s (S i) < G = 15 (2) VI8l Mgl .

En particular, si en 5.5.3 tomamos I = Ok, entonces se obtiene la desigualdad 1 < |[Ng/q()| < Mk, que

puede ser escrita como
n\? 7\ 2n n\? /r\n
>(=) (=) =>(=) (5) .
Akl = (n!> (4) - (n!) (4)

Esta es una cota inferior para el discriminante en términos del grado de la extensién n = [K : Q]. No es
dificil verificar que la funcién de n que esta a la derecha es creciente. (jEjercicio!) Para n = 1 a la derecha

estd 7,y paran = 2 tenemos %2 que es mayor que 1, asi que |[Ag| > 1 paran > 1. Esto establece el siguiente
resultado.

5.5.4. Teorema (Minkowski). Si K/Q es una extension no trivial, entonces |Ag| > 1. En particular, en K
necesariamente se ramifican algunos primos.

5.6 Teorema de Hermite

Ahora vamos a probar un teorema de Hermite que establece la finitud de campos de nimeros de discri-
minante acotado. Empecemos por un resultado auxiliar.

5.6.1. Lema. Para todo campo de niimeros K/Q existe a € Ok tal que K = Q(«), y para cualquier encaje
7: K< C se tiene |7(«)| < C, donde la constante C depende solamente del discriminante Ag.
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Demostracion. Consideremos dos casos diferentes.

1) Supongamos que K tiene un encaje real p: K — R. En este caso parat > 1 definamos el conjunto
convexo simétrico
Xe = {(x,), € Ke | [x,| <. |x,| < 1 para7 # p}.

2) SiKno tiene encajes reales, sean ¢, : K — C un par de encajes complejos conjugados. Definamos X;
por las condiciones
Xo X5 € (=1,41) + (—t,+t)i C C

|x;| < 1parart # o,0.

En ambos casos, podemos tomar t suficientemente grande de tal manera que vol(X;) > 2" /|Ak]. El
teorema de Minkowski entonces implica que existe un elemento no nulo @ € Ok tal que ®(«) € X;. Nos
gustaria probar que K = Q(«a). Todo encaje Q(a) — C se extiende a [K : Q(«)] encajes K < C. Entonces,
seria suficiente ver que para cualesquiera dos encajes 71,75 : K < C se tiene 7 () # 72(a). Dejo al lector
revisar las definiciones de X; de arriba y verificar que en cualquier caso 71 (a) = 73(a) para ; # 7, implicaria
que |7(a)| < 1 para todo encaje 7: K — C, y luego

INg/o(a)| =[] Ir(e)] < 1.

Sin embargo, |[Nk/q(a)| € Z>1, dado que « es un entero algebraico no nulo.
Entonces, podemos concluir que K = Q(«). Por la defnicién de X;, sabemos que los valores |r(a)| estan
acotados en términos de t, y como consecuencia en términos de Ag. [ ]

5.6.2. Teorema (Hermite). Para todo C > 0, salvo isomorfismo, hay un ntimero finito de campos de ntimeros
K/Q con discriminante |Ag| < C.

Demostracion. Primero, gracias a la cota de Minkowski, una cota sobre |Ag| implica una cota sobre el grado
[K : Q]. Seria suficiente entonces ver que para todo grado fijo n = [K : Q] existe un ndmero finito de campos
de ntmeros de discriminante fijo Agx = A.

El lema anterior nos dice que K = Q(«), donde las raices del polinomio minimo f = f3 € Z[x] estdn aco-
tadas en términos de A. Pero luego los coeficientes del polinomio minimo pueden ser acotados en términos
de A. El grado n = deg(f) esta fijo, lo que nos deja un namero finito de posibilidades para f. |

Cabe mencionar que el argumento de arriba usa la teoria de Minkowski y es mds reciente que los traba-
jos de Hermite. Para los detalles histdricos (y qué exactamente fue probado por Hermite), véase [SO1985,
Chapter 9].

5.6.3. Ejemplo. Hay solamente dos campos ctbicos con |Ag| < 100. Estos estan definidos por los polino-
mios

xX4+x2-2x—1 (Ax=49)
x> —3x—1 (Ag = 81)

Por ejemplo, si aplicamos el lema de arriba a los campos ctbicos reales, entonces
X; = {(x1,%2,%3) € R®| |x1| < t, |xa], |x3] < 1}.
Para que se cumpla vol(X;) > 2% - \/|Ak]|, basta tomar t > 80. Tenemos entonces
f=k&—a1)(x— ) (x—a3) € Z[x],

donde «; son raices reales con |o;| < ty |agl,|as] < 1. Despejando la expresion para f, se obtiene una cota
para los coeficientes. Esto reduce las consideraciones a un niimero finito de polinomios (aunque no es un
modo muy eficaz de hacer los calculos). A
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5.6.4. Comentario (Densidad de discriminantes). En general, si N,(C) es el nimero de campos de nime-
ros K/Q (salvo isomorfismo) de grado ny |Ak| < C, el comportamiento asintético de la «densidad» N,,(C)/C
con C — oo es un objeto de recientes estudios.

Por ejemplo, un teorema clasico de Davenport y Heilbronn (1971) dice que si N,,(C)/C tiende a -

2¢3) —
0,069325. .. si se consideran los campos cubicos reales (r; = 3,1, =0, Ax > 0)ya %(3) = 0,207976. .. si
se consideran los campos ctibicos complejos (r; = r; = 1, Ag < 0).

El articulo [Bel1997] est4 dedicado a un algoritmo eficaz para enumerar los campos ctbicos de discrimi-
nante acotado; al final se encuentran unas tablas de campos de discriminantes pequenos y su nimero para
|Ag| < 101,

Para los resultados mds recientes, véanse por ejemplo los articulos [Bha2005], [Bha2010], [BBP2010].

5.7 Finitud del grupo de clases

Ocupando la cota de Minkowski 5.5.3, no es dificil deducir la finitud del grupo de clases
Cl(]() = PiC(OK) = I(OK)/P(OK).
5.7.1. Lema. Para todo C > 0 hay un niimero finito de ideales I C O tales que N q(I) < C.

Demostracién. Primero, si I = p es un ideal primo, entonces Ng/g(p) = p/, donde p es un primo tal que
pNZ = pZ. Para todo primo racional p hay un nimero finito de ideales primos p C Ok talesque pNZ = pZ
(es decir, p | p), y de estas consideraciones se ve que la afirmacion es cierta para los ideales primos.
En general, todo ideal no nulo I C Ok se factoriza de alguna manera en ideales primos: I = p§! -+ - p$, y
luego
Ni/o(I) = Ni/o(p1)® - - - Ni/g(ps)®.

De esta manera se ve que para encontrar los ideales de norma < C, podemos considerar los primos
racionales p < C'y los ideales primos correspondientes p | p con Ng/q(p) < C, y luego tomar diferentes
productos de estos ideales p. |

5.7.2. Lema. Para todo elemento [I| € CI(K) existe un ideal entero ] C Ok tal que [I] = []] y Nx)o(J) < Mk,
donde Mg es la cota de Minkowski, definida en 5.5.3.

Demostracion. Consideremos un elemento [I] € Cl(K) representado por un Ok-ideal fraccionario no nulo
I C K. En este caso para algiin 3 € Ok no nulo se tiene 3I-! C O. Seglin el teorema 5.5.3, existe entonces
un elemento no nulo o € SI-! tal que

INk/q(a)| < Mg - Ngjo(BITH).

Notamos que aB~!I C (BI7Y) (37) = Ok, asi que el ideal a3~I es entero. Ademds, [I] = [a3~'1] en el
grupo de clases. La desigualdad de arriba nos dice que

NK/Q(Oé/B_ll) < Mk. |
5.7.3. Teorema. Elgrupo Cl(K) es finito.

Demostracién. Hemos probado que cualquier elemento [I] € Cl(K) puede ser representado por un ideal
entero /] C Ok tal que [J] = [I] y Nk/g(J) < Mk. Aqui la constante My depende solamente de K, asi que hay
un ntmero finito de ideales J. n

5.7.4. Definicién. Para un campo de nimeros K/Q el nimero hx = # Cl(K) se llama el nimero de clases
de K.
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5.7.5. Comentario. Se puede probar que todo elemento de CI(K) tiene forma [p] para algin ideal primo
p C Ok.

Este es un resultado sutil porque es cierto para Ok y no se cumple para los dominios de Dedekind en
general, asi que no es un asunto de algebra conmutativa sino de la aritmética. Esto se sigue del teorema

que

afirma que los ideales primos que estdn en una clase fija en Cl(K) tienen densidad i Como todos

los teoremas densidad, esto se demuestra considerando ciertas funciones L. Véase por ejemplo [Neu1999,

§VII

13].

5.8 Ejemplo: campos cuadraticos imaginarios

5.8.1. Ejemplo. Consideremos los campos cuadraticos imaginarios K = Q(v/—d). En este cason = 2y

rp =

1, asi que la cota de Minkowski serd Mg = % v/|Akl, donde

Ap— —4d, sid=1,2 (mdd4),
K7 1-d, sid=3 (méd4).

d: 1 2 3 5 6 7 10 11 13 14

Myy=: 127 180 110 285 312 168 403 211 459 476

Si Mk < 2, esto implica que Cl(K) = 0. De esta manera sabemos que los campos
Q(l)a Q( v _2)7 Q( v _3)5 Q( v _7)

tienen el grupo de clases trivial. Esto no es algo nuevo: ya sabemos que los anillos de enteros corres-

pondientes
Zi], ZIV=2), Z[l +;/j3} Z[l +;E}

son dominios euclidianos.
El anillo de enteros de Q(v/—11) es Z [“’7 VZ_“} , ¥ es también un dominio euclidiano.

La cota de Minkowski en este caso es Mk = 2,11. El primo p = 2 es inerte en Q(v/—11), asi que no hay
ideales de norma 2. Esto nos da otra prueba de que Q(+/—11) tiene el grupo de clases trivial.

Consideremos el campo K = Q(+/—5). En este caso Mg ~ 2,85 nos dice que todo elemento en Cl(K)
puede ser representado por un ideal entero de norma 1 o 2. El inico ideal de norma 2 es el ideal primo
que esta arriba de p = 2:

20k=p", p=(2,1+V-5).
Afirmamos que el ideal p no es principal: en el caso contrario tendriamos p = («) para algiin o € Ok,
y luego Nk /q(p) = |Nk/g(a)|. Sin embargo, Nk ,q(p) = 2, mientras que Ng/q(a) = a* + 5b? # 2.
Entonces, [p] es el inico elemento no trivial del grupo de clases, y podemos concluir que Cl(K) = Z/27.

En el caso de K = Q(v/—6) tenemos que examinar los ideales de norma 2 y 3. Estos son
pz = (27 v _6)7 p3 = (37 Vv _6)

Calculamos que
p3 =20k, p3 =30k, p2ps=(V-6).

Esto significa que en el grupo de clases los elementos [p;] y [p3] tienen orden 2,y ademas [p;]-[p3] = [Ok]
implica que [p;] = [p3]. Un argumento similar al de arriba demuestra que ideal p; no es principal, asi
que CI(K) =2 Z/27.
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= Para los campos K = Q(v/—10), Q(v/—13) de la misma manera se puede ver que ClI(K) = Z/2Z. Dejo
los detalles como un ejercicio.

= En fin, consideremos K = Q(+/—14). La cota de Minkowski es M = 4,76, asi que basta considerar los
ideales primos arriba de 2 y 3. Estos son los siguientes:

132 = (27 Vv _14)7 ZOK = p%a

p3:(371+ V714)a p?:(salf V714)7 SOK:PSE

En el anillo Z[v/—14] no hay elementos de norma 2y 3, asi que los ideales p;, p3, p3 no son principales.
Calculamos que

p2=(9,3+V—14,-13+2vV—14) = (1 — V—14/2) py,

asi que [ps3]? = [pz]. Por otra parte, [p3]* = [p2]> = [Ok]. Entonces, [ps] tiene orden 4. Tenemos [p3] =
[ps]~! = [ps]°. Podemos concluir que CI(K) = Z/47. A

5.8.2. Comentario. En los calculos de arriba la parte mas complicada es verificar si algtin ideal p ¢ O es
principal, o en general si [I] = []] en el grupo de clases. Esto no se ve tan dificil para los campos cuadrati-
cos imaginarios, pero también existe un algoritmo general para resolver este problema; véase por ejemplo
[BW1987].

Una pequena tabla de grupos de clases CI(Q(v/—d)) se encuentra en el apéndice C.1. De alli se nota que
estos grupos no suelen ser triviales, y es facil explicarlo. Primero recordemos que

Ok = Z[H—\/Td} d=13 (méd4)-

2 )
Ahora la norma sobre Z[v/ —d] tiene forma

Ngjg(a+by/—d) = a* + db?,
y la norma sobre Z [”T\/Td} tiene forma

1+d 1
@ +ab + % b = £ ((2a+ D)+ db?).
De aqui se ve que en Ok no hay elementos de norma 2, con excepciéon de d = 1, 2, 7. Entonces, si en Ok el

primo p = 2 se ramifica o se escinde:

Nejoa+ b Y1)

20k =p? 0 20k =pp,

el ideal p | 2 no tiene chances de ser principal: p = («) implica que Ng/g(a) = Ng/g(p) = 2. Esto nos lleva
al siguiente resultado.

5.8.3. Proposicién. Supongamos d # 1,2,7.Sid = 1,2 (m6d 4) o d = 7 (mdd 8), entonces Cl(K) # 0.
Especificamente, en este caso un ideal p | 2 representa un elemento de orden 2 en C1(K).

Otra observacion curiosa: si d no es primo, entonces Cl(K) # 0.

5.8.4. Proposicion. Si d es un niimero compuesto y p | d, entonces el ideal p | p representa un elemento de
orden 2 en Cl(K).

Demostracién. Tenemos p> = pOk. En el caso que nos interesa d > 3,y luego OF = {*1}. Si p fuera
principal, tendriamos /%p € K, pero esto implicaria K = Q(,/%p), lo cual no es cierto por nuestra hipétesis.
|
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Dejo como un ejercicio probar que si d = p; - - - ps, entonces los ideales correspondientes py, ..., ps C Ok
generan un subgrupo en CI(K) isomorfo a (Z/2Z)5~!.

5.8.5. Comentario. Gauss probé el siguiente resultado mds fuerte: para K = Q(+/d) con d < 0 el subgru-
po de 2-torsién CI(K)[2] es isomorfo a (Z/27Z)<(»)~1 donde w(Ak) es el nimero de divisores primos del
discriminante Ag.

Por ejemplo, sip = 1 (mod 4), entonces Ag(, /=5 = —4 - p, y el subgrupo de 2-torsion serd Z/2Z.

Otro ejemplo: paraK = Q(v/~3-5-7-11-13-17-19) tenemos Ax = —4-3-5-7-11-13-17-19, yel
grupo de clases (calculado con la computadora) es

Cl(K) = 7,/247 & (Z/27.)°.

El rango de 2-torsién es 7, como nos dice el teorema de Gauss.

Para los campos cuadraticos reales, Gauss también calculd la 2-torsién en Cl(K), pero el resultado es un
poco mas dificil de formular, asi que no entraré en los detalles. De la torsién CI(K)[¢] con ¢ # 20 [K : Q] > 2,
todavia no se sabe mucho, este es un tema de investigacién contemporanea.

De lo que hemos visto hasta el momento se sigue que si nos interesan los campos cuadraticos imagi-
narios con Cl(Q(v/—d)) = 1, entonces d = p es necesariamente un primo tal que p = 3 (mdd 8). La tnica
excepcionesd = 1,2,7.

5.8.6. Ejemplo. Para p < 200 nos interesan entonces
p =19, 43, 59, 67, 83, 107, 131, 139, 163, 179.

Una observacion ttil es la siguiente: si todos los primos racionales g < Mg son inertes en K, entonces
CI(K) = 0. Hagamos una tabla con las cotas de Minkowski y el primer primo q que no es inerte en K =

Q(v/=D). Es facil encontrarlo: este serd el primer q tal que (%’) =+1.

p: 11 19 43 59 67 83 107 131 139 163 179
Ax: 2,11 277 4,17 489 521 580 659 729 7,51 8,13 852
e 3 5 11 3 17 3 3 3 5 41 3

De esta tabla se ve que Cl(Q(y/—p)) = O para p = 11,19,43, 67, 163. Curiosamente, para estos primos
todo g < (p+1)/4 es inerte en Q(/—p). Por otra parte, para p = 59, 83,107, 131, 139, 179 el grupo de clases
no sera trivial.

= En K= Q(v—59) tenemos
30k = p3 ps3,
donde p3 y p3 no son ideales principales: en Ok no hay elementos de norma 3. Ademas,
lps)* = [P3],  [ps]® = [psPs] = [Okl,
asi que CI(K) = Z/3Z.

» En K = Q(v/—83) y Q(v/—107) el primo q = 3 se escinde y g = 5 es inerte. De nuevo, en Ok no hay
elementos de norma 3, y los cdlculos similares demuestran que Cl(K) = Z/3Z.

= En K = Q(v/—131) los primos g = 3,5,7 se escinden, y en O no hay elementos de norma 3,5, 7.
Pongamos
SOK = p3 p?a SOK - p5 p757 7OK = p7 p77
Tenemos las siguientes relaciones en el grupo de clases:
[ps]? = [Bs] = 7], [ps)® = [ps] = [p7],  [ps]* = [Ps),  [bs]® = [Ox].
Entonces, CI(K) = Z/5Z.
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= En K= Q(v/—139) los primos g = 5, 7 se escinden, y en O no hay elementos de norma 5y 7. Tenemos
las siguientes relaciones:

ps] = [F7],  [ps]* = [Ps] = [p7],  [ps]® = (O]
En este caso CI(K) = Z/37Z.

= En K= Q(v/—179) los primos q = 3, 5 se escinden, mientras que q = 7 es inerte. De nuevo, en Og no
hay elementos de norma 3y 5. Las relaciones

P=1lpsl, [ps]"=[ps], [ps]’ =[Okl

nos permiten concluir que Cl(K) = Z/5Z.

[os]* = [ps], [ps

Invito que el lector verifique todos los detalles. A
En el siguiente capitulo vamos a establecer la siguiente interpretacién del nimero de clases de Q(,/=p).

5.8.7. Teorema (Dirichlet). Sea p > 3 un primo tal que p = 3 (mdd 4). Consideremos el campo cuadrdtico
imaginario K = Q(\/—p). Sip =7 (mdd 8), entonces

e 2,6

1<a<p/2

ysip =73 (mdd 8), entonces

1<a<p/2

5.8.8. Ejemplo. Sip = 7, entonces

DRORCEEEE

(tenemos 32 = 2 (méd 7)).
Si p = 11, entonces

1 2 3 4 5
(11>+<11)+<11>+<11>+<11> =1-14+141+1=3
(note que 52 =3y4% =5 (mdd 11)).
De estos calculos se sigue que Cl1(Q(+v/—7)) = 0y Cl(Q(v/—11)) = 0. A

Estas formulas tienen que ver con el siguiente fenémeno: aunque en I hay el mismo numero de cua-
drados y no-cuadrados, resulta que para p = 3 (mdd 4) el intervalo [1, (p — 1)/2] contiene més residuos
cuadraticos que no-residuos (véase [Mos1951] para una prueba elemental). Este «defecto» tiene que ver
con el grupo de clases.

En la figura 5.1 se encuentran los nimeros de clases obtenidos mediante el Gltimo teorema.

Estos calculos sugieren que los tinicos campos cuadréaticos imaginarios K = Q(v/—d) con CI(K) = 0
corresponden a

d=1,23 7, 11,19, 43, 67, 163.

Esto fue conjeturado por Gauss. En 1936 Heilbronn y Linfoot probaron que a lo sumo existe un ndmero
mas, pero en este caso d > 10°. Heegner, Baker, y Stark probaron que este ntimero no existe. La prueba de
Heegner fue publicada en 1952, pero contenia menores omisiones y no fue aceptada hasta que Stark dio una
prueba similar completa en 1967. Otra prueba totalmente diferente fue publicada por Baker en 1966 (véase
[Bak1990, Chapter 5)).
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hk

hk

hk

hk

19

Q(v/~1063)
Q(v/—1087)
Q(v-1091)
Q(v/~-1103)
Q(v-1123)
Q(v-1151)
Q(v-1163)
Q(v-1171)
Q(v-1187)
Q(v/-1223)
Q(v-1231)
Q(v-1259)
Q(v-1279)
Q(v/-1283)
Q(v-1291)
Q(v—1303)
Q(v/~1307)
Q(v~-1319)
Q(v-1327)
Q(v-1367)
Q(v~1399)
Q(v/-1423)
Q(v—1427)
Q(v—1439)
Q(v/—1447)
Q(v—1451)
Q(v-1459)
Q(v-1471)
Q(v/-1483)
Q(v/—1487)

23
11

Q(v=647)
Q(v=639)
Q(vV=683)
Q(v=691)
Q(v=T19)
Q(vV=T27)
Q(v=T39)
Q(v=T743)
Q(v/-751)
Q(v=787)
Q(v=8T1)
Q(v=823)
Q(v=827)
Q(v=8%9)
Q(v/-859)
Q(v=863)
Q(v/—883)
Q(v=887)
Q(v=907)
Q(voTT)
Q(v=919)
Q(v—o47)
Q(v967)
Q(v=971)
Q(v/—983)
Q(v=991)
Q(v—1019)
Q(v—1031)
Q(v=1039)
Q(v-1051)

3
3

Q(v/~283)
Q(v=307)
Q(v=310)
Q(v=331)
Q(v=347)
Q(v=359)
Q(v_367)
Q(v=379)
Q(v/—383)
Q(v—419)
Q(v—431)
Q(v—4%9)

9
17
23

Q(v=11)
Q(v/=T9)
Q(v=23)
Q(v/=31)
Q(v/=43)
Q(v/=47)
Q(v=59)
Q(v/=67)
Q(v=T1)
Q(v/=T9)
Q(v=83)
Q(v/=103)
Q(v/=107)
Q(v=127)
Q(v/=T31)
Q(v=139)
Q(v=151)
Q(v/=163)
Q(v_167)
Q(v/=179)
Q(v=191)
Q(v—199)
Q(v/=211)
Q(v—223)
Q(v/=227)
Q(v—2%9)
Q(v—251)
Q(v/=263)
Q(v=271)

5

19
3
5

5
41

31

13

19
9

7

7
9

35

21

3

15

17
9
21

27

7

15
23

15

5
3
5
5
3
7
1

33 11

7

7
25

Q(v/—463)
Q(v—467)
Q(v—479)
Q(v/—487)
Q(v/—491)
Q(v—-499)
Q(v—503)
Q(V-523)
Q(V—547)
Q(V—563)
Q(V-571)
Q(v/-587)
Q(vV-599)
Q(v—607)
Q(v—619)
Q(v/-631)
Q(v/—643)

9
11

21

11

45

3
29

7
9
3

21

15
25

3
31

11

27

19

5
3
9
5

7
25

9
15
39
23
13
11
23

5
11

13

15
27

17
13
35
23

13

15
7

7
37

13

3

13
11

5

3 (4)

Figura 5.1: Numeros de clases hg /= parap
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Los d de arriba se conocen como los niimeros de Heegner. Lamentablemente, Heegner falleci6 en 1965,
antes de que su trabajo fuera reconocido por la comunidad matematica...

Gauss también hizo otras conjeturas:

» hgy=a) — oo cond — oo.

Esto fue probado por Heilbronn en 1934.

= Para cualquier h fijo existe un nimero finito de campos cuadraticos imaginarios con # Cl(K) = h.

Por ejemplo, Baker y Stark demostraron en 1971 que hay exactamente 18 campos K = Q(+/—d) con
hx = 2, y estos corresponden a

d=5,6,10, 13, 15, 22, 35, 37, 51, 58, 91, 115, 123, 187, 235, 267, 403, 427.

Oesterlé demostr6 en 1985 que hay 16 campos K = Q(v/—d) con hg = 3, y estos corresponden a

d =23, 31, 59, 83, 107, 139, 211, 283, 307, 331, 379, 499, 547, 643, 883, 907.

De los trabajos de Goldfeld, Oesterlé, Gross y Zagier se sigue una cota explicita para d en términos de
hQ( v=a) De esta manera el problema se reduce a un calculo finito. Los campos correspondientes para

pequenios valores de h han sido enumerados gradualmente; por ejemplo, en [Wat2004] se encuentra
una tabla para h < 100.

Para la historia detrds de los campos cuadraticos imaginarios con Cl(K) = 0, recomiendo el articulo
[Gol1985].

5.9 Numeros de la suerte de Euler

Euler descubrié” que el polinomio f(x) = x* + x + 41 toma valores primos para todox = 0, 1,...,39.
fl1) = 43 f(14) = 251 f2ny = 1797
f2) = 47 f(15) = 281 f(28) = 853
f(3) = 53 fli6) = 313 f29) = 911
f4) = 6l f(17) = 347 f(30) = 971
f(5) = 171 f(18) = 383 f(31) = 1033
fle) = 83 f(19) = 421 f(32) = 1097
7y = 97 f20) = 461 f(33) = 1163
f(8) = 113 f(21) = 503 f(34) = 1231
f9) = 131 f(22) = 547 f(35) = 1301

f(10) = 151 f(23) = 593 f(36) = 1373
f(il) = 173 f(24) = 641 f(37) = 1447
f(12) = 197 f(25) = 691 f(38) = 1523
f(13) = 223 f(26) = 743 f(39) = 1601
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Figura 5.2: Los primos de la forma x> + x + 41 en la espiral de Ulam (los puntos en azul corresponden a
x=0,1,..., 39)
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Para x = 40 se tiene f(40) = 412, asi que este valor ya no es primo. De todos modos, es sorprendente
que hasta este punto salgan nimeros primos. Este fendmeno tiene una explicacién en la teoria algebraica
de nimeros.

5.9.1. Teorema (Rabinowitsch’, 1912). Sean p un primo impary K = Q(,/—p). Si CI(K) = 0, entonces el

polinomio™

f) =¥ +x P

toma valores primos para 0 < x < ”4;3

Obviamente, esta observacién es trivial si uno asume el teorema de Baker—Heegner—Stark sobre los
campos K = Q(v/—d) con CI(K) = 0, pero esto tampoco explicaria mucho... La prueba elemental que vamos
a ver viene del articulo [AC1981].

5.9.2. Lema. SiCl(K) =0y qes un primo tal que q < ”“ , entonces (g) = 1.

Demostracién. Como ya vimos (5.8.3), la hipétesis CI(K) = 0 implica que p = 3 (mdd 4), y luego (g) =

(’T”) Ahora si (%) = +1, entonces g se escinde en K: tenemos

q0x = qq.

.z . s — s e . . 14—
Por r,1uestra hlpote51s, los ideales q y g deben ser principales. Digamos que q estd generado por a + b #.
Aqui necesariamente b # 0, y luego

1+./— 1
QZNK/@(C[) :NK/Q<a+pr) = ((2a+b)2+pb2) > 4

5.9.3. Lema. Si CI(K) = 0, entonces f(0) = "1‘1 es primo.

Demostracion. SiCl(K) = 0, entonces Ok es un dominio de factorizacién Gnica. Supongamos que existe un

primo q tal que g < 1“’ yq| 1“’ . En este caso ( ) = (i’> = —1 por el lema anterior, y luego q es inerte

q
en K, y por lo tanto un elemento primo en Og. Ahora

() (57) (267

4 2 2
Esto es imposible. u

Demostracion del teorema de Rabinowitsch. Supongamos que para el polinomio f(x) para algin x < ”%3 el
valor f(x) no es primo. Sea g un primo impar tal que q | f(x) y ¢* < f(x). Tenemos entonces la desigualdad

2
4 < (2x+ 1) +p < <M>

2
Por el lema 5.9.2, tenemos (%) = —1. Por otra parte,
p+1
X+ x+ 4 —

para algin a € Z, y luego
(2x + 1)* + p = 4aq,

de donde <’7”) = +1. Pero bajo nuestra hipdtesis <’7”) = (%) Contradiccion. |

“La publicaci6n original es la carta de Euler a Bernoulli [E461]. Alli el polinomio es g(x) = x* — x + 41, pero g(x + 1) = f(x).
“Seudénimo de George Yuri Rainich (1886-1968). El mismo Rabinowitsch del famoso «truco de Rabinowitsch» en la prueba del
Nullstellensatz.
““Recuerde que en este caso p = 3 (mé6d 4) seglin 5.8.3.
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5.9.4. Ejemplo. Si en lugar de p = 163 tomamos p = 67, se obtiene el polinomio f(x) = x*> + x + 17 que
toma valores primos parax =0, 1,...,15.

fl1y = 19 fl) = 59 f(11) = 149

f2) = 23 f7) = 73 fl12) = 173

f(3) = 29 f(8 = 89 f(13) = 199

f4) = 37 f9) = 107 f(14) = 227

f(5) = 47 f(10) = 127 f(15) = 257
De la misma manera, para p = 43 se obtiene f(x) = x*> + x + 11 que toma valores primos para x =
0,1,...,9. A
Los primos q que dan lugar a f(x) = x? +x+q que toma valores primos parax = 0, 1,...,q— 2 se conocen

como los nimeros de la suerte de Euler . Tampoco es dificil probar que en este caso necesariamente
se tiene C1(Q(1/1 —4q)) = 0 (véase [Rib2000, Chapter 5]). Entonces, el teorema de Baker—Heegner—Stark
implica que hay solo un nimero finito de nimeros de la suerte: estos se obtienendep = 7, 11, 19,43, 67, 163.

5.10 Ejemplo: campos cuadraticos reales

Ahora veamos algunos campos cuadraticos reales. En este caso la cota de Minkowski serd 1 |/[Ag].

5.10.1. Ejemplo. Calculemos My para los primeros K = Q(v/d).

d: 2 3 5 6 7 10 11 13 14 15
Aoyivay 8 12 5 24 28 40 44 13 56 60
My.a: 141 173 112 245 265 316 332 180 374 387

De aqui notamos que parad = 2,3, 5, 13 el grupo de clases es trivial. Podemos ver otros casos de la tabla
uno por uno.

= Para d = 6, el primo 2 se ramifica en Ok: tenemos 20k = p%, donde p; = (2, \@). Este ideal es
principal: tenemos p; = (2 + v/6). Para verlo, basta notar que N/q(2 + v6) = 22 — 6 12 = -2, asi
que el elemento 2 + v/6 genera un ideal primo que esta sobre p = 2.

= Parad = 7 pasa lo mismo: se puede ver que el ideal p; = (2, 1++/7) es principal, generado por 3+ /7.

» Para d = 10 tenemos
20k =3, p2=(2,V10)
y —_—
30k =p3ps, p3=(3,1+V10).
Estos ideales no son principales. La norma es Ng,q(a + bv'10) = a? — 10 b%, y esta no puede ser igual
a 2 o 3. Para verlo, basta por ejemplo reducir la norma médulo 5.
Ademas, podemos calcular que

(1—+10/2)py = ps,

asi que [ps] = [p2] en el grupo de clases. De la misma manera [p3] = [py]. Entonces, Cl(K) = Z/27Z.

*Euler’s lucky numbers.
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= Dejo al lector ver que para d = 11y 14 el grupo de clases sera trivial.

» Para d = 15 tenemos
20]{:]3%7 92:(271+\/ﬁ)

Yy
30k = p2, ps=(3,V15).

De nuevo, reduciendo la norma Ng,q(a+bv'15) = a*+15 b> médulo 5, notamos que no hay elementos
de norma 2 y 3, asi que los ideales p; y p3 no son principales. Por otra parte, podemos verificar que
[p2) = [ps], v luego CI(K) = Z/2Z. A

Una tabla de grupos de clases para los campos cuadraticos reales se encuentra en el apéndice C.2. Aqui la
situacién es mucho mas misteriosa que con los campos imaginarios. Una conjetura de Gauss, todavia abier-
ta, afirma que Cl(Q(v/d)) = 0 para un nimero infinito de d > 1. Coheny Lenstra predicen que C1(Q(,/p)) = 0
para aproximadamente 75,445 % de los primos. La densidad exacta (conjetural) es

! dond = ! Co =
2C 1 (2)’ on ero(P)—Hl_ip_na oo—HC(”)~

n>1 n>2

Es algo que se puede verificar con la computadora, solo hay que tomar bastantes primos:

primos CI(K)=0

100 91
1000 845
10000 7970

100000 77962
1000000 769230
10000000 7638446

Cohen y Lenstra tienen otras conjeturas de este tipo sobre la estructura de grupos de clase; para mas deta-
lles, consulte el articulo [CL1984].

En general, para un campo de nimeros especifico K, hay un algoritmo para calcular CI(K). Sin embargo,
si nos interesa el comportamiento de grupos de clases para una familia de campos de nliimeros, no se sabe
mucho. Por ejemplo, no se conoce ninguna familia infinita de campos de nimeros con CI(K) = 0. Como
mencionamos, esta es una gran conjetura para los campos cuadraticos reales.

5.11 Perspectiva: campos ciclotémicos

Para los campos ciclotémicos K = Q(¢,) nuestros calculos con la cota de Minkowski ya no serdn muy
practicos porque los discriminantes Ak serdn bastante grandes. He aqui un pequeno ejemplo que si es po-
sible hacer a mano.

5.11.1. Ejemplo. Consideremos el campo ciclotémico K = Q(¢7). Eneste cason = 6,5 = 3,y Ag = —7°,
asi que la cota de Minkowski viene dada por

| 3
My = o <4> 75/2 ~ 4,12,

60 \ 7
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En este caso el orden de p = 2 mdd 7 es igual a f = 3, asi que
20k = p2 py-
Por otra parte, el orden de p = 3 mdd 7 es igual a f = 6, lo que significa que p = 3 es inerte en K.
Factorizando el polinomio ciclotémico, se obtiene

;) =X +x+1) (X +x*+1) (mbd 2).
Entonces,

pr=21+G+@), p=21+G+G).
Afirmamos que estos ideales son principales. En efecto,

I+G+@)A+E+G)=2G,

asi que
m=01+G+G), =0+ +3).
Esto demuestra que Cl(K) = 0. A

De hecho, Kummer descubrié que el primer campo ciclotémico con el grupo de clases no trivial es K =
Q(¢23), donde CI(K) = Z/3Z. Como generador, se puede tomar uno de los ideales primos sobre p = 2, 0
también uno de los 22 ideales no principales sobre p = 47 que encontramos en 3.10.8.

Las cotas de Minkowski para los campos ciclotémicos son las siguientes.

K: Q&) Q&) Q@¢G) Q¢r) Q) Q) Q1) Q(C2) Q(C¢3) - Q(¢23)
Mk : 1,10 1,27 1,70 4,13 2,43 447 58,96 1,82 306,42 ---  9324406,48
joops!

En el apéndice C.3 se encuentra una pequena tabla de grupos de clases para los campos ciclotémicos. Se
sabe que el grupo Cl(Q(¢y)) es trivial precisamente para

n=1,34,5717,8,9,11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84.

Aqui para evitar las redundancias, se considerann # 2 (mdd 4) (sino, Q(¢x) = Q(Cp/2) paran = 2 (méd 4)).
Para la prueba véase [Was1997, Chapter 11].

La teoria de Iwasawa es una rama de la teoria de nimeros que se origina en el estudio de grupos de
clases de campos ciclotomicos. Un texto introductorio en espafol sobre el tema es [FV2020].

5.12 Campos con numero de clases 2

Lectura
Ya sabemos que el anillo de enteros Ok es un dominio de factorizacion tinica si y solamente si se tiene dicional

hg = 1. Recordemos que la factorizacién tinica significa que para todo elemento no nulo o € Ok, si hay dos
factorizaciones

o[:ﬂ'l...ﬂ'r:ﬂ'i...ﬂ-;’ (*)

donde los m; y 7; son irreducibles, entonces r = s, y salvo una permutacion, los factores son asociados:
m; ~ i (lo que equivale a m;Ox = 7]O). Supongamos ahora que Ok no tiene factorizacion Unica, pero
pidamos una propiedad mas débil: dada una factorizacién en elementos irreducibles (*), se tiene r = s. La
caracterizacion de esta propiedad fue obtenida por Leonard Carlitz en un breve articulo [Car1960].

5.12.1. Teorema. La unicidad de longitud de factorizacion se cumple si y solamente si hxy = 1, 2.
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Ya conocemos el caso de hg = 1, asi que vamos a suponer que hx > 1. Primero asumamos que hx = 2.
Empecemos por la siguiente observacion.

5.12.2. Lema. Sea K/Q un campo de ntimeros con hx = 2. Supongamos que € Ok es un elemento irreducible
que no es primo. Entonces, m1Ogx = qq’, donde q y q' son ideales primos no principales (no necesariamente
distintos).

Demostracion. Consideramos una factorizacion en ideales primos

TOk =Pp1---prd1--ds,

donde los ideales p; = ;O son principales y los g; no son principales. Por nuestra hipdtesis de que hg = 2,
todos q; representan el mismo elemento no trivial [q] en el grupo de clases. La factorizacion de arriba nos
dice que [q]* = [Ok], y luego s es necesariamente par, asi que la factorizacion tiene forma

Ok = P1---Prqudy -« - ey

(donde t = s5/2). Pero ahora [q;q;] = [q]* = [Ok], asi que los ideales q;9; = pjOk son principales. Entonces, se
obtiene una factorizacién
/R-Nﬂ—l...ﬂ-rpl...pt.

Aqui 7 es irreducible, y el ideal 7Ok no es principal por nuestra hipétesis, asi que se tiener = 0,t = 1,y
m ~ p. Esto nos da la factorizacién deseada 7Ox = q¢’. |

Ahora ocupando el lema, supongamos que para o # 0 hay dos factorizaciones en elementos irreducibles
! /AN
aZ?Tl"'ﬂ-rpl'.'pS:7r1".7rr’p1'.'p$'7

donde los 7; son primos y p; no lo son. El lema nos da entonces una factorizacion en ideales primos

aOg =p1--Prar--Qas = PP i - Qg

donde los p; son ideales principalesy g; no lo son. Ahora por la unicidad de factorizaciones en ideales primos,
estoimplicaquer =rys’ =s.

Esta es una de las implicaciones del teorema de Carlitz, y la otra es mas dificil: para esto necesitamos
usar que toda clase en CI(K) puede ser representada por un ideal primo (véase el comentario 5.7.5).

Nos gustaria probar que si para las factorizaciones irreducibles en Ok se tiene la unicidad de longitud,
entonces hx < 2. Para esto asumamos que hx > 2. Esto nos deja dos posibilidades: o en el grupo de clases
existe un elemento de orden > 2, o hay por lo menos dos distintos elementos de orden 2.

Primero, supongamos que algin elemento tiene orden n > 2. En este caso por el resultado mencionado,
existen ideales primos p; y py, donde [p;] tiene orden n'y [ps] = [p1]~}, asi que

pi =mOk, py =m0k, p1p2=pOk.

Aqui los elementos 1,7, p son necesariamente irreducibles. Por ejemplo, si 71 = a8 con o, 8 ¢ Of,
entonces 710g = aOk B0k = pipl, donde p§ = aOg y pI' = BOk, £,m > 0y ¢ + m = n. Sin embargo, esto
contradice el hecho de que n es el orden de p; en el grupo de clases. Se obtiene entonces p" ~ 77/, y estas
son dos factorizaciones en elementos irreducibles de diferente longitud.

Supongamos ahora que en el grupo de clases hay dos elementos de orden 2. En este caso tenemos tres
ideales primos py, p2, p3 donde [p;] son diferentes elementos de orden 2y [p3z] = [p1p2], asi que

p} =mOk, p3=mOk, p3 =m0k, Pp1pap3s = 70k,

donde de nuevo se puede verificar que 7, m,, 73 son elementos irreducibles. Pero ahora 72 ~ 7mys3.
Esto concluye la prueba del teorema de Carlitz. |
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5.12.3. Ejemplo. El grupo de clases de K = Q(+/—14) es isomorfo a Z/47Z, y podemos tomar como el gene-
rador la clase de ps = (3,1 ++/—14). En este caso [p3]~! = [p3], y tenemos

pt=(5+2V-14), ps*=(5-2V-14), psps =30k

Analizando las normas, no es dificil ver directamente que los elementos 3y 5 4- 24/—14 son irreducibles en

Ok = Z[V—14]. Ahora

3t = (5+2vV—14) (5 -2V -14)
son dos factorizaciones irreducibles de diferente longitud. A
5.12.4. Ejemplo. El grupo de clases de K = Q(+v/—21) es isomorfo a Z/27Z & 7Z/27Z. En este caso

20k =p}, 30k =p% 50k = psps,

¥ [p2], [p3], [ps] son diferentes clases no triviales: analizando N q(a + bv/—21) = a® + 21b?, se ve que no hay
elementos de norma 2, 3, 5.
Se tiene [p; pa] = [ps]. Especificamente, p; = (2,1 + v/—21), p3s = (3,vV/=21),ps = (5,2 + vV-21),y

calculamos que
papsps = (3—v=21), pi=(2+V-21).

Los elementos 2, 3, 5, 2 + +/—21, 3 — /=21 son irreducibles: esto se sigue del hecho de que en Ok no hay
elementos de norma 2, 3, 5, 6, 10, 15. Tenemos entonces factorizaciones irreducibles de diferente longitud

(3-vV=-21)2=2.3. (=2 —V=-21). A

5.13 Ecuacion de Pell

Nuestro préximo objetivo es probar el teorema de unidades de Dirichlet, pero primero vamos a ver su
caso particular relacionado con los campos cuadraticos reales.

5.13.1. Teorema. Sea d > 1 un entero libre de cuadrados. La ecuacion
¥ —dy =1
tiene una solucion entera distinta de (+1,0).

Demostracién. Consideremos el campo de ntimeros K = Q(v/d). Nuestra ecuacién puede ser interpretada
como
NK/Q(X +)/\/a) =1.

Vamos a encajar el anillo de nimeros Z[/d] como un reticulo A en R? mediante
a+bVd— (a+bVd,a—bVd).

Respecto a este encaje, las soluciones que nos interesan son los puntos del reticulo A en la hipérbola xy = 1.
Sea X un conjunto convexo simétrico acotado suficientemente grande para que X N A # {0}. Segtn el
teorema de Minkowski, hay que tomar X tal que vol X > 4 covol A.

Ahora para todo A > 0 podemos considerar el conjunto

Xo=AATHX={(xA71y) | (xy) € X}

Este tiene el mismo volumen que X, asi que X N A # {0} (véase la figura 5.3)

De esta manera para todo A > 0 se obtiene un elemento a, € Z[/d]. Los puntos que corresponden a
XNA tienen norma acotada, y la transformacion (A, A\~!) preserva la cota sobre la norma. Entonces, tenemos
INk/g(a)| < Cpara todo . Hay un nimero finito de ideales de norma acotada, asi que existen A # )\’ tales
que (o)) = (ax)y @y # Fay. En este caso u = ay /oy es una unidad en el anillo Z[v/d] distinta de +1.
Tenemos N q(u) = +1. Si Ny/q(u) = —1, entonces Nk g (u?) = +1. De esta manera se obtiene una solucién
no trivial de la ecuacién de Pell. [ ]
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Figura 5.3: Argumento de 5.13.1
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5.13.2. Corolario. El grupo de unidades Z[\/d|* es infinito.

Demostracién. Hemos encontrado una unidad u € Z[v/d]* distinta de +1, y luego u" paran € Z son distintas
unidades. ]

A continuacién vamos a probar un resultado mas preciso y para el anillo de enteros Ok de cualquier
campo de nameros K/Q.

5.14 Teorema de unidades de Dirichlet

5.14.1. Teorema (Teorema de unidades de Dirichlet). Sea K/Q un campo de niimeros con r encajes reales
y 2ry encajes complejos. Entonces tenemos un isomorfismo (no canoénico)

X ri4+r—1
O = g x 27777,

donde pix es el grupo finito de las raices de unidad que estdn en Ky Z'*"2~1 es la parte libre (escrita en la notacién
aditiva).

En otras palabras, existen unidades fundamentales u;, ..., u, 1,1 € Of tales que
OI><< = pK X <Ll1> X <u"1+rz—1>'

5.14.2. Ejemplo. SiK = Q(+/d) es un campo cuadratico, hay dos diferentes posibilidades. Sid < 0, entonces
rn =0yr; =2,yluego Of esun grupo finito. Para las raices de la unidad tenemos [Q(¢,) : Q] = ¢(n), asi
que necesariamente pug = pp(C) = {£1}, 0 ua(C) = {£1,+i} (sid = —1), 0 pe(C) (si d = —3). Ya lo hemos
visto porque en este caso Oy se calcula facilmente usando la norma.

Notamos que r; + 2r; = [K : Q), asi que el teorema de unidades nos dice que las tnicas extensiones no
triviales K/Q con el grupo de unidades O finito son los campos cuadréticos imaginarios.

Por otra parte, sid > 1, entonces r; = 2y r, = 0. Las raices de la unidad reales son {+1}, y el rango libre
serd igual a 1. En este caso si u es un generador de la parte libre, entonces +u*! son también generadores,
y normalmente como la unidad fundamental se toma el generador u > 1. Esto es algo especial para los
campos cuadraticos reales; en general no hay manera canénica de escoger las unidades fundamentales. A

Volviendo a lo que vimos al inicio del capitulo, consideremos el encaje
$: K= Kg, a— (1(a)),.

Este se restringe a un encaje
®: K* — Ky ={(z+)r € Kz | z- # 0}.

Para pasar a grupos aditivos, vamos a tomar los logaritmos

0:KF = R (z) > (n, log|z. ).,

donde
n 1, sitesreal,
i 2, sirTescomplejo.
Puesto que |z7| = |z,| = |z,|, las coordenadas que corresponden a encajes complejos conjugadas no se

repiten, pero los contamos dos veces con coeficiente n, = 2. Por esto la imagen es R+ y no es R 272,
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Tenemos el siguiente diagrama conmutativo de homomorfismos de grupos abelianos:

L

Ok

[

K <25 KX 5 R

NK/QJ{

QX

<—)I

+r

22
log ||

B o—

El homomorfismo }_ es la suma de coordenadas y H es su ntcleo:

H={xeR""" | x =0}
i

Tenemos dimg H = r; + r; — 1. La aplicacién L es la restriccion natural: si o € Oy, entonces
INkjo(@)| =[] Ir(@)l =1,
T

y luego
> "log|r(a)| = 0.

Primero calculemos el nicleo de L. Esto es bastante ficil: tenemos
kerL = {a € Of | |7(a)| = 1 para todo encaje 7: K — C}.

Recordemos que ®(Ok) es un reticulo en Kg; es decir un subgrupo discreto. La condicién |z.| = 1 define un
subconjunto acotado en Kg, y alli cabe solamente un nimero finito de elementos de ®(Og ) C ®(Ok). Esto
significa que ker L es un grupo finito, y entonces consiste en elementos de orden finito de Oy . Por otra parte,
cualquier elemento de orden finito en OF se encaja en C como una raiz de la unidad ¢} = exp(2rik/n), y
entonces esta en ker L. Esto demuestra que

ker L = (Ok)tors = 100 (C) NK = 1o (C) N Ok = g

es el subgrupo de las raices de la unidad en K.
Denotemos por A la imagen de L en H. Tenemos una sucesion exacta corta

1= ux— 0 B A0

Aqui siendo un subgrupo de un espacio vectorial real, A es libre. Un resultado general nos dice que el ho-
momorfismo L admite una seccién (no canénica) s: A — Oy tal que L o s = idy, y luego se obtiene un
isomorfismo (no canénico)

O;; = MK X A.

(Estas son generalidades del algebra homoldgica basica; refiero al ejercicio 5.10 para los detalles.)

Nuestro objetivo sera probar que A es un reticulo de rango completo en H, asi que tkA = r; + 1, — 1.
Con esto terminariamos la demostracion del teorema de unidades de Dirichlet.

Para ver que A es un reticulo, tenemos que ver que este es un subgrupo discreto de H. Esto no es dificil:
si tomamos un subconjunto acotado en H, este corresponde a ciertas cotas sobre log |7(«)| para a € Of,y
luego cotas para los coeficientes del polinomio caracteristico f§ 0 € Z[x], 1o que nos da un namero finito de
los a.
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Para ver que A tiene rango completo, hay que trabajar masy emplear la teoria de Minkowski. Recordemos
que ®(Ok) es un reticulo en Kg de volumen /|Ag|. Para t > 0 consideremos el conjunto

X, = {(x;), € Kg | |x;| < t para todo 7}.

El volumen de X; (respecto a nuestra estructura euclidiana sobre Kg) es 2™ (27)" t". Podemos escoger t
suficientemente grande para que vol(X;) > 2" \/|Ag].
Consideremos el conjunto

S={(x,), €KX | ‘HxT — 1} CKZ.

Ahora para todo s € S por el teorema de Minkowski existe un entero no nulo «; € Ok tal que ®(ays) € sX;.
Aqui la multiplicacién por s se entiende coordenada por coordenada, y esta no afecta el volumen de X;.
(Recuerde la seccion anterior donde se consideraban los conjuntos (A, A1) X.) Entonces, s € ®(a;) ™! X;.
Tenemos
SC|J®(as) ' X
seS

Notamos que ®(as) € s X; implica que
INksg(as)] = [T I(as)| < £".

Hay un nimero finito de ideales (as) con la norma acotada por t", asi que salvo multiplicacién por unidades
u € Og, hay solo un nimero finito de elementos «s. Entonces, existe un subconjunto finito Sy C S tal que

SC | @(as)™ 2(OF) X

SESy

Ahora laimagen de S C Kj; respecto a ¢ es precisamente el subespacio H, y la férmula de arriba nos dice
que
H= ] Y+uw,

weA

donde Y es el conjunto acotado. Esto precisamente significa que A es un reticulo completo, y hemos termi-
nado nuestra prueba del teorema de unidades. |

Notamos que la prueba usa el teorema de Minkowski, asi que no es constructiva y no nos da explicita-
mente las unidades fundamentales.

5.14.3. Comentario. Si R C Ok es un orden; es decir un Z-submoédulo de rango n = [K : Q] = rk Ok,
entonces todo lo que hemos probado se generaliza a la formula R* = ug x Z"+7~1 En este caso hay que
notar que ®(R) es un reticulo en K de volumen /|Ag|.

Sin embargo, si R C K es un anillo de ndmeros que no es un orden, el teorema de unidades ya no se
cumple. Por ejemplo, el mismo @ no es un grupo abeliano finitamente generado.

De hecho, el mismo Dirichlet prob¢ el teorema para los érdenes de la forma Z[«] C O, donde « es un
entero algebraico y K = Q(«). Un articulo sobre las contribuciones de Dirichlet es [Els2007].

5.14.4. Comentario. En general, se puede probar que si R es un anillo que es finitamente generado como
Z-mddulo, entonces R* es un grupo finitamente generado. Véase [Sam1967, §4.7]. Esto también es cierto
si R es reducido’ y finitamente generado como anillo”™ [Sam1966)].

“Sin nilpotentes.
"R = Zlay,. .., an) para un nimero finito de elementos ay, ..., a, € R.
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5.15 Aplicacién: unidades en Z[()]

Para ver algin ejemplo interesante de grupos de unidades mas alla de los campos cuadraticos, conside-
remos el campo ciclotémico K = Q((,). En este caso r; = 0y r; = ¢(n)/2. Tomemos el subcampo real fijo
por la conjugacién compleja K™ = Q(¢, + ¢, !). Para este se tiene r; = ¢(n)/2 y r; = 0; este es un campo
totalmente real.

Q(¢p)
E
Q¢ + Cp_l)
EO%
Q

Entonces, los grupos de unidades O y Oy, tienen el mismo rango, y por lo tanto el indice [Of : O]
es finito. De hecho, en el caso de n = p un prlmo impar no es dificil entender cual es el indice.

5.15.1. Proposicion. Consideremos los campos K = Q(¢p) y K™ = Q(¢, + Cp_l).
Toda unidad u € Oy puede ser escrita comou = (5 u', dondeu’ € O, . Como consecuencia, [Og : Og,| = p.

Demostracién. Dada una unidad u € Oy, consideremos el nimero o = u/u. Para todo encaje 7: K — C

tenemos |7(a)| = |7(u)|/|7(u)| = 1, asi que a € uk. Esto significa que o = ig"
En realidad, el signo debe ser «+». Recordemos que arriba de p en K esta el ideal primop = ((, — 1)y

pOk = ({, — 1)P~1. Ahora
u—Zakgp _Zak (méd p),

y de la misma manera

HEZak (méd p) = u.

k

Siu/u= —CI’,‘, esto implicaria que 1 = —1 en Z[(,]/p = F,, pero p es un primo impar... Entonces, u/u = +CI’,‘
para algun k. Escojamos a € Z tal que 2a = k (mdd p) y pongamos u’ = (,“u. En este caso tenemos
u=(fu',yademds, u’ = u', asi que u’ € O, . [ |

5.15.2. Ejemplo. Sip = 5, tenemos el campo ciclotémico K = Q(¢s) de grado 4 y el subcampo cuadratico
real K = Q(V5) con OF, =Z [ 1+2‘/§} . En este caso la unidad fundamental sera

b 1+\f

—(G+¢)

(véase §1.12). Entonces, las unidades en Ok tienen forma +(s (¢ + ¢3)" para n € Z. Multiplicando la unidad
fundamental ¢ + ¢ por ¢, podemos cambiarla por otra unidad fundamental 1 + ¢s. Como conclusién,

Og = p10(C) x (14 Gs). A

Cabe mencionar que Q(¢,) es un ejemplo de algo que se llama campo con multiplicacién compleja
o campo CM. En general, K/Q es un campo con multiplicacién compleja si K es totalmente imaginario
(ri(K) = 0, r(K) = [K : Q]/2), y existe un subcampo F C K tal que [K : F] = 2 y F es totalmente real
(r1(F) = [F: Q] y ry(F) = 0). Del teorema de unidades se sigue que el indice [Of : O/ ] es finito en este caso.
Esto puede pasar solamente con los campos con multiplicacion compleja.
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5.15.3. Proposicion (Einheitsdefekt). Supongamos que Q C F C Kson campos tales que [Of : OF] es finito.
En este caso necesariamente F es un campo totalmente real, K totalmente imaginario, y [K : F] = 2.

Demostracion. Sirk Og = rk Oy, entonces por el teorema de Dirichlet
r1(K) 4 ra(K) = ri(F) 4 ra(F).
Ahora, denotando n = [K : F|,
rnK)+2rnK) =[K:Q=n[F: Q] =nr(F)+2nry(F).

De aqui expresamos

ro(K) = (n — 1) ri(F) + (2n — 1) ry(F),

y luego
rl(K) = rl(F) +r2(F) —rz(K) = (Z—H)rl(F) + (2 —Zn)rz(F).

Dado que ry,r; > 0, esto implica que necesariamente n = 2y ry(F) = r;(K) = 0. ]

5.16 Fracciones continuas

Clase 23
En esta seccion vamos a revisar la teoria de fracciones continuas necesaria para encontrar la unidad fun- 4/11/20

damental de un campo cuadratico real. Este material es elemental y no usa la teoria algebraica desarrollada
en el curso. Una buena referencia sobre el tema es [Khi1997].

5.16.1 Valor de una fraccién continua infinita

Las fracciones continuas finitas vienen dadas por
[ao] = ao,

[ag, a1] = ag + —,

a
1
[ao,alvaﬂ :a0+ 17
a + —
a;
1
o, ay, Az, as] = ap + - 1
a +
! 1
a+ —
as
Por induccién, podemos definirlas mediante
@0, oar] = g +
ag,...,0dn| = g+ ——.
" i, ..., a)

Estas expresiones finitas pueden ser consideradas de manera formal, pero a continuacion nos interesara
el caso particular cuando a, € Zya, > 1 paran > 1.
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5.16.1. Definicion. Sea ag,a;, ay, ... una sucesiéon de nimeros enteros con a, > 1 paran > 1. Luego, el

valor que corresponde a la fraccién continua infinita

1
[ao,al,az,...] =dy + 1
a +
a2_|_
es
lim x,, dondex, = [ag,ai,...,a.
n—oo

Hay que verificar que el limite existe. Esto se hace de la siguiente manera.

5.16.2. Lema. A partir de una sucesion (a,) como arriba, definamos las sucesiones de ntimeros enteros

p—2=0, p_1=1 py=anPn-1+Pn-2,
q—2 = 1; q-1 = 07 qn = Anqn—1 + qn—2.

1) Para cualquier nimero real o > 0y n > 1 se cumple

(0% _ _
[ao,ay,...,0n_1,0] = M7
afn-1+Gqn-2
y en particular,
p
Xn = lag,ay, ... a; = ==
an

2) Se cumplen las identidades

PnQn—1 — Pn—1qn = (_1)n+17

_1)n+1
Xp —Xpn_1 = ,
" -t qn qn—1
Pndn-2 — Dn—-2qn = (71)n an,
1y
Xy — xyqy = )0
qn qn—2

Demostracion. Ejercicio.
Notamos que la ecuacién (5.2) implica que
med(py, gn) = 1.
De la definicién de g, se sigue que
l=qo<q1<q2<qs<---

y luego gracias a (5.3),
nlim (xnp —xp—1) = 0.

De (5.3) y (5.5) se sigue que

Xo < Xy < Xgq <---<Xjp,
X1 > X3 > X5 > - > Xp.
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En palabras: la sucesién (xy,) es creciente y acotada superiormente por x;, mientras que (xzny1) es de-
creciente y acotada inferiormente por xo . Ambas sucesiones (xz,) y (x2,41) tienen limites, y dado que
lim,,_, o (X, — X4—1) = 0, los dichos limites coinciden con lim,,_,, x,. De esta manera se obtienen intervalos

(X0,X1) D (X2,X3) D (X4,X5) D -
tales que o € (Xan, X2n+1)-

5.16.3. Ejemplo. Evaluemos la fraccién continua

1,1,1,1,1,.. ] =1+

1+
1+
1+

1
1+---

Tenemos x,, = 5—:, y las recurrencias que definen a los p,, y g, corresponden a los nimeros de Fibonacci:

xo=1, x=2, «x 3 x—5 x—8 x—l3 x—21 X_Fn+2
0o— 4 1= 4, Z_Za 3_37 4_57 5_87 6_137 ceey n_Fn+1'
En PARI/GP las fracciones [ao, . . ., @n] = pn/qn pueden ser calculadas mediante contfracpngn([ao, ..., an],N).
En este caso se calculan p,/q, paran =0, ..., Ny se devuelven como una matriz <ZO 21 e ZN '
o Q1 - qn

? vec = vector (10,i,1)
% =111, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

? contfracpngn(vec, #vec-1)

% =
[1 2358 13 21 34 55 89]

[11235 8 13 21 34 55]

Denotando el valor de la fraccién continua por «, tenemos
1 2
a=[la] <= a=14+—- << a*—a—-1=0,
[0

de donde (escogiendo la raiz positiva de la ecuacion cuadratica)

14++5
o =
2
es el nimero aureo. En particular, nuestros calculos demuestran la férmula bien conocida
’ Fn+2 1+ \[5
lim = .
n—oo Fy g 2
La figura 5.4 demuestra la sucesién xg, X1, X, . . . en este caso. A
5.16.4. Proposicion. Para una fraccién continua infinita [ag, ay, az, . . .] el valor correspondiente estd definido

de manera tinica por los ntimeros a, y es irracional.

“En general, X, < Xz, para cualesquiera my n.
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I
S

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X¢ X7 Xg X9 Xy0

Figura 5.4: Valores de x, = [ao, ..., a,] (el casode [1,1,1,...])

Demostracion. Para la unicidad, observamos que xy < o < Xy, es decir ap < o < ag + % Dado que a; > 1,
esto implica que
ap = LO(J . (56)

Ademas, es facil comprobar que
1

[al,az,...]'

Usando (5.6) y (5.7), se ve por induccién sobre n que el valor de una fraccién continua define de manera
Unica sus coeficientes:

[ag, ay,az,...] =ap+ (5.7)

[ag, a1, ay,...] = [bo,b1,bs,...] < a, = b, paratodo n.

Ahora para ver que el valor correspondiente es irracional, escribamos como antes

p
Xy = [ag,ay, ..., a,) = =,
n
Si [ag, a1, ay, .. .| = a, entonces como hemos visto arriba, x, < « < x,.1 para todo n. Ahora
1
0 < |a—Xp| < |Xpp1 — Xn| =
dn+14n
(véase (5.3)). Multiplicando todo por g, se obtiene
1
0< ‘O‘Qn _pnl < —.
qn+1

Ahora supongamos que « = a/b es racional, donde b > 0. Se obtiene la desigualdad

b
0 < |agn — bps| < .
qn+1

Pero para n suficientemente grande se tiene q—bH < 1, y esto nos lleva a una contradiccion. |
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5.16.2 Fraccion continua asociada a un numero irracional
Sea o un namero irracional. Pongamos
ap =, dg= LaoL

y luego por induccién paran > 1
1

e :
Qp—1 — anfl’ 8 LanJ

ap =

Por induccién se ve que los o, son nimeros irracionalesy 0 < a,_1 —an,_; < 1,asique a, > 1 paran > 1.
Esto nos da una fraccién continua

[a07 ap,dsz,.. '}7
y de hecho su valor coincide con a.
En efecto, se tiene para todo n
a = [ap, a1] = [ao, a1, ] = - -+ = [ap, ay, ..., an_1, n).
Usando (5.1), podemos escribir
_ On Pn—1+ DPn—2
QnGqn—1+ qGn-2 .
Luego,
_ B -~ _ _ L, — _ _ | n+1 oo
a_[ao’ah“.’anil]:anpn 1+ Dn 2_pn 1: (pn 19n—-2 — Pn—24n 1)_ ( ) n— 0.

anqn-1+qn-2 Qqn-1 qn-1 (Oén qn-1+ Qn—Z) qn-1 (Oén qn-1+ Qn—Z)
Para resumir, hemos obtenido una biyeccién
{fracciones continuas infinitas [ag, a, ag, . . .]} +» {nimeros reales irracionales}.

5.16.5. Ejemplo. Para « = = el algoritmo general nos da

ag =m=3,14..., ap = lag| =3,
1 1
= = =7,06... = =7
v 06..., ap =] =17,
Qp = 1 = 15,99..., a) = LO[ZJ = 15,
a1 — dp
g = 1 = 1,003, az = LO[gJ =1.
Qp — dy
Luego,
T=1[3,7,151,...].

Las primeras aproximaciones son

1 22
3+7—7—371428571...,
1 333
3+7 1 _W_S’MBO%”"
15
1 355
3+771—1—13—371415929...
+15 !
1
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La aproximacion % era conocida a Arquimedes, mientras que % fue descubierta por los matematicos chi-

nos . A

En PARI/GP la funcién contfrac(a) calcula la fraccién continua para «. Por ejemplo,

? contfrac(Pi)

% =[3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2,
1, 84, 2, 1, 1, 15, 3, 13, 1, 4, 2, 6, 6]

? contfracpngn(%)

%:

[2646693125139304345 4300109465910692437]

[ 842468587426513207 1368767354671873407]

? %[1,2]/%[2,2] * 1.0
% = 3.1415926535897932384626433832795028929
2% - Pi

% = 8.663606142479168328 E-36

? contfrac (exp(l))
% =1[2,1,2,1,1, 4,1, 1, 6, 1, 1, 8,
1, 1

1, 1, 1, 12, 1, 1, 14,
1, 1, 16, 1, 1, 18, 1, 1, 20, 1, 1, 22, 1,

1,
, 24, 1, 1, 26, 2]

La féormula curiosa
e=12,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,.. ]

fue descubierta por Euler; véase [San2006], [01d1970], y [Coh2006]. En particular, con esta fraccién continua
Euler establecio la irracionalidad de «su namero» e.
La fraccion continua para © no cumple ningun patrén aparente.

Las aproximaciones ’;—: que salen de la fraccién continua son las mejores posibles en cierto sentido. A

saber, si tenemos
Pn

an
entonces b > q,. Esto se deduce del siguiente resultado (recuerde que q,,+1 > qn)-

)

gl

5.16.6. Proposicion. Si|ab — a| < |aq, — pal, entonces b > qny1.

Demostracion. Supongamos que b < q,.1. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

Xqn +Yqny1 = D,
XPn+YDny1 = Q.

Aqui det <Z” Z”“) = +1, asi que existe una solucién tnica x,y € Z, donde (x,y) # (0, 0). De hecho, bajo
n n+1

nuestras hipotesis, x # 0 e y # 0. Efectivamente, si x = 0, entonces nos queda b = yq,,+1 > qn+1, qQue NO €s
el caso. Por otra parte, si y = 0, entonces x # 0, y se tiene

lab — a| = |x| - |aqn — Pn| > |aqn — Pnl.

. . . . . bh—
Notamos que x e y necesariamente tienen diferentes signos: si y < 0, entonces x = % > 0. De
manera similar, si y > 0, entonces x < 0 por nuestra hip6tesis de que b < @,,1. Los nimeros aq, — pn Y

*https://en.wikipedia.org/wiki/MiLﬁ
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aqni1 — Pny1 también tienen diferentes signos: si n es par, entonces % <a< 511 , Y si n es impar, entonces
n

Esto implica que x (aqn, — pn) € y (qni1 — Pn+1) tienen el mismo signo, y luego

lab —a| = |x| - |aqn — Pn| + Y| - |@Gns1 — Pl > |qn — Dnl- [ ]

1

< 7%

entonces § = £ para algtin n.

5.16.7. Corolario. Si ’a -4 =B

Demostracion. La sucesion (g,) es creciente, asi que para algan n se tiene g, < b < g,1. Segun la proposi-
cién anterior, tenemos entonces

1
|agn — pn| < |ab —a| < =

2b’
y luego
Pn 1
a——| < .
‘ An 2bqy
Ahora ocupando la desigualdad triangular,
a  pn a DPn 1 1
A< |la-+ - < e
| an < o b’+‘a 2. =207 T 2bg,
Por otra parte, si || # Z—:, entonces
a_Pn|_laqn—bpa| o 1
b qn bg, = ban
Todo esto nos lleva a la desigualdad
1 1 1
bg, = 262 ' 2bq,’
de donde b < gy, pero esto contradice nuestra hipotesis. |
5.16.3 Fracciones continuas peridédicas
5.16.8. Definicion. Se dice que una fraccién continua o = [ag, ai, ag, . . .| es periddica si existen nimeros

naturales no y k > 1 tales que a, = a, para todo n > ny. En este caso se escribe
o = [a(]valv co oy Ang—1,0ngs - - - 7ang+k—1]'
Si ng = 0; es decir, si a = [ay, ay, - - ., ax_1), Se dice que la fraccién continua es puramente periddica.

5.16.9. Ejemplo. Evaluemos la fraccién periddica [1, 2, 3]. La periodicidad nos da la relacion

1
a=1+

Esta relacién corresponde a la ecuacién cuadratica
702 —8a— 3 =0,

de donde se obtiene
4 4+ /37
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5.16.10. Proposicion. Sila fraccién continua para « es periddica, entonces o es un ntimero cuadrdtico irra-
cional: se tiene [Q(«) : Q] = 2.

Demostracion. Primero, si « = [dy, dy, - - -, dx_1) €S una fracciéon puramente periddica, entonces
QO Pk—1 + Dk—2
a=|ag,...,q_1,0] = ———=
aqg—1 + qr—2

lo que nos da una ecuacioén cuadratica

Q-1 0" + (Qr—2 — Pr—1) @ — Pr—z = 0.
En general, podemos escribir « = [ay, . . ., ax_1, 3], donde 3 es la parte puramente periddica, y luego

_ BDre1 + P2

B qr—1 + qGr—2 € QB "

Resulta que también se cumple la otra implicacién: si « es un nimero cuadratico, entonces la fraccién
continua correspondiente es periddica. Veamos primero un ejemplo.

5.16.11. Ejemplo. Para o = /11 calculamos

ag=V11=331..., ao = | =3,
ay = 1 :3+\/ﬁ:3,15..., a1 = o] =3,
ap — dg 2
1
ay = :3—|—\/ﬁ:67317 aZZLa2J267
a1 — dy
1 1 a a
az = = = aq, =t
Ta—a vii-3 P

Se ve que los cdlculos se vuelven periédicos y el resultado es

_ 1
V11=13,36] =3+ .
3
" 6+ !
3 1
+ 6+ ---
Las aproximaciones correspondientes son

[3,3] = 3,33333333...

[3,3,6] = 3,31578947 . ..

[3,3,6,3] = 3,31666666 ...

[3,3,6,3,6] = 3,31662269 ...

[3,3,6,3,6,3] = 3,31662489.. ..
m = 3,31662479. .. A

5.16.12. Teorema (Lagrange). La fraccion continua de « es periddica siy solamente si [Q(«) : Q] = 2.
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Demostracion ([Ste1992]). Ya lo probamos en una direccién. Ahora para un nimero cuadratico « hay que
ver que oy, = o, para algunos m # n. Por la hipétesis sobre «, su polinomio minimo

fix) =Ax* +Bx+C
tiene discriminante
A = A(f) = B — 4AC,

donde A > 0 (porque « es real) y A no es un cuadrado. Por induccién podemos definir una sucesién de
polinomios cuadraticos
fa(x) = Ay x> +B,x+Cy, € Z[x]

que cumplen
falom) =0, A(fa) = A.
Para n = 0 tomamos fy = f. Para el paso inductivo, no es dificil comprobar que

o1 faan+ ——) = ok fulan) = 0

nt1

corresponde a la ecuacion cuadratica

fn+1(an+1) = 07 fn+1(x) = An+1X2 +Bn+1X + Cn+1>

donde
Apy1 = @Ay +ayBy+Cy, Bui1 =20a4An+ By, Cuyp1 = Ap. (5.8)
Un calculo directo demuestra que
Alfur1) = Alfy)-

Notamos que la sucesidon (A,) cambia su signo un nimero infinito de veces. Por ejemplo, si A, > 0
para todo n suficientemente grande, entonces de (5.8) se ve que también B,, C, > 0 para n suficientemente
grande. Pero o, > 0 paran > 1, y en este caso tendriamos

fa(an) = Apa + Byan + Cy > 0.
Entonces, para un nimero infinito de n se tiene A, A,_; = A, C;, < 0, y en este caso el discriminante
A(fa) = A=B:—4A,C,
nos da la cota
Bl < VA, [4,1G| < 7 A
Puesto que esto se cumple para un nimero infinito de n, habrd m # n tales que fi, = f, V am = an. [ |

También seria interesante investigar cuando la fraccién continua es puramente periédica. La caracteri-
zacion es la siguiente.

5.16.13. Teorema. Sea a € Q(\/d) un niimero real cuadrdtico. Denotemos por ~ el automorfismo no trivial
Vd — —+/d. La fraccién continua para o es puramente periédica siy solamentesia > 1y —1 < a < 0.

Demostracion. Supongamos primero que la fraccién continua para « es puramente periddicay o = [dg, ay, - - -, dx_1-
Entodo caso se cumple g, > 1,yluego, ay = a; > 1implica porinduccién que tambiénp, = a, pp_1 + pn_2 > 1
para todo n. Entonces, o = lim,,_, % > 1. Como ya notamos en 5.16.10, «, y luego @, es una raiz del poli-
nomio cuadratico

fx) = qr—1 &® + (Qe—2 — Pr—1) @ — pr—2 = 0.

Es facil verificar que f{0) < 0y f(—1) > 0, asi que ftiene una raiz entre —1y 0, y luego —1 < @ < 0.
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En la otra direccién, supongamos que « > 1y —1 < @ < 0. Esto implica por induccién que o, > 1y
—1 < a5, < 0 para todo n > 0. Notamos que

oap =y + — ap = dp +

Qn41 Qn41

Ahora la desigualdad —1 < @, < 0 puede ser escrita como

0<—

—— —an < 17
Qni1

=
an = | — .
Ont1

Dado que « es un nimero cuadratico, la sucesion («;) es periddica, y existe k tal que o, = o, para n
suficientemente grande, y nos gustaria ver que esto es cierto para n = 0. Tenemos

a = i = 1 =da
S A I el

1 1
Qp-1 =0dp—1+ — =0ap_14k +
Qn Ontk

de donde

De aqui

= Qp—14k-
Aplicando este razonamiento, llegaremos a ag = ay. [ ]

5.16.14. Corolario. Sea d > 1 un entero que no es un cuadrado. Entonces,
Vd = [L\/aj,al, ., ayl,
donde a; = 2|V/d).

Demostracién. Notamos que para el ntimero o« = v/d + |Vd]| se cumple a > 0y —1 < @ < 0, asi que
la fraccién continua de « es puramente periddica: a = [d, ay,..., a1, donde ap = a; = || = 2[Vd|.
Luego,

Vd=a—|Vd| = [|Vd), @, @y, @l ]

5.16.15. Comentario. El nimero més pequeio k tal que v/d = [|V/d], @y, ..., d] se llama el periodo. El
mismo Lagrange obtuvo una cota < 2d, pero los calculos sugieren la cota O(+/d). Véase las referencias en
https://oeis.org/A003285 para mas detalles.

En la figura 5.5 se encuentran las fracciones continuas para v/d, donde d < 100.

5.17 Volviendo a la ecuacion de Pell

La ecuacién de Pell x> —dy* = +1 esta relacionada con la fraccién continua de v/d de la siguiente manera.

5.17.1. Proposicion. Toda solucién entera con x,y > 0 de la ecuacién x> + dy* = +1 tiene forma (x,y) =
(pn, qn) para algiin n, donde los Z—: vienen de la fraccién continua para v/d.

Demostracion. De manera un poco mas general, sean x,y enteros positivos tales que med(x,y) = 1y s,t
numeros reales tales que
XX —r=s, 0<s<+r, +resirracional
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= [4,1,1,2,1,1,8| 8,2,1,2,1,2,16]

=[4,1,2,4,2,1,8] 8,2,2,1,7,1,2,2,16]
,1,3,1,8] 7

= [5.10] 8.1,1,1,1,1¢
,2,1,1,2,10] —18,1,3,2,3,1,16]

=[5,2,10] =(8,1,4,1,16]
=15,1,1,3,53,1,1,10] =8,1,7,1,16]

=[5,1,2,1,10] =19,18]

=[5,1,4,1,10] =19,9,18]

= [5,1,10] 9,4,1,1,4, 18|

= [6,12] =109,3,1,1,1,8,1,1,1,3,18

=[6,6,12] 87 = [9,3,18]

=[6,4,12] 9,2,3,3,2,18]

=16,2,2,12] 9,1,1,5,1,5,1,1, 18]

=[6,2,12] 9,1,1,1,4,6,4,1,1,1,18

=16,1,1,3,1,5,1,3,1,1,12] 9,1,2,3,1,1,5,1,8,1,5,1,1,3,2,1,18]

=[6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12] f 9,1,2,1,18]

=6,1,5,1,12] V97 =109,1,5,1,1,1,1,1,1,5, 1, 18]

Figura 5.5: Fracciones continuas para v/d, donde d < 100
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Escribiendo (x — y\/7) (x + y\/T) = s, se obtiene la desigualdad

1 1
X . s T <L

= <
yE+yvr) o yE+yvn 2 (LJF 1) 2y
Wr
usando que yiﬁ > 1, como consecuencia de § —/r > 0. Ahora, dado que

‘;-ﬁkﬁ,

el resultado de 5.16.7 nos dice que § = Z—: para algiin n, donde los % salen de la fraccién continua para /7.
Si nos interesa la ecuacién x> — dy?> = +1, basta aplicar nuestro argumentoar = dy s = 1. Por otra

parte, si la ecuacion es x> — dy> = —1, entonces podemos tomar r = s = %. En este caso la ecuacion sera
1 1
2 2 2 2
X — Sy =5 &= y —dx=-1
v’ Ta Y

’ ’
Tenemos § = Z—:’ para algin n, donde los % salen de la fraccion continua para ﬁ. Pero no es dificil verificar
n n

2—9 = Z:*i , donde las fracciones % vienen de v/d (jejercicio!). [ |
n -

que

Ahora la pregunta es cuando % nos da una solucién de la ecuacién de Pell. Para verlo, nos conviene
describir la fraccién continua de v/d de manera més explicita.

5.17.2. Proposicion. Consideremos la fraccion continua
\/;1: [(10,(11, .. .,ak],

donde k es el periodo. Como antes, consideremos cg = o'y

1
anp = Lanjy Qnyl1 = o — an.
1) Setiene oy = 4£Y4, donde Ag = 0, By = 1, y
d—AZ
Apy1=anBy — Ay, Bpyi=—F— €L (5.9)

By

2) B, = +1siysolamente sik | n.
3) B, # —1 para ningun n.
4) Para todo n se tiene p2 —dq? = (—1)"*! By, 1.

Demostracion. La parte 1) se deja como un ejercicio.
En la parte 2), primero consideremos By, donde k es el periodo. Tenemos oy = a1, y luego

d— A
— M =B =d— |Vd).

A1 =Ar = |Vd|, By= B,

Esto implica que By = 1. Viceversa, si B, = 1 para algtn n, entonces a,, = A, + V/d, y podemos escribir
a = lagp, ai,...,an_1,ay), donde el nimero «, tiene fraccién continua puramente periédica, y por lo tanto
—1 < @, < 0. Esto implica que vd — 1 < A, < Vd, yluego A, = [V/d|. Ahora o, = Vd + |Vd]| = a1, y esto
es posible precisamente si k | n.
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Enla parte 3) de manera similar, si B, = —1, entonces a,, = —A, — v/d tiene fraccién continua puramente
periddica, y luego

an>1, —l<ap<0 <= —A,—Vd>1, —1<—-A,+Vd<0,

pero estas desigualdades implican que vd < A, < —/d — 1. Contradiccién.
En fin, en 4) escribamos

Vd=a = Qn+1DPn + Pn-1 (Apt1 + \/a) Pn+ Bni1DPn-1
ni1Gn+Gn-1 (Anpr +Vd) @n + Bas1 Ga

Dejo al lector analizar la ecuacién correspondiente en Q(\/H), expresar de alli A, en términos de B, 1y
verificar que nos queda

p% - dqf, = (pn qn—-1 — Dn—1 CIn)Bn+1 = (_1)n+1 Bn+1- u

Entonces, hemos probado que las soluciones de la ecuacién de Pell son (p,, g,) para algin n, y ademas
que p2 —dq? = (—1)"*1 B, 1. Aqui Byy1 # —1y Bpy1 = +1 siy solamente si k | (n + 1). Esto nos lleva al
siguiente resultado.

5.17.3. Teorema. Para un entero libre de cuadrados d consideremos la fraccién continua para \/d. Si k es el pe-
riodo, entonces las soluciones enteras positivas de la ecuacion x* —dy* = +1 tienen forma (x,y) = (Pkn—1, Qkn—1),
donden=1,2,3,...

5.17.4. Ejemplo. Consideremos la ecuaciéon x> — 41y*> = +1. En este caso primero calculamos la fraccién
continua v41 = [6, 2, 2, 12]. Las soluciones no triviales son (x,y) = (p3n—1, q3n—1)- En particular, la solucién
mads pequena seré (x,y) = (pa2,q2) = (32,5). Efectivamente, verificamos que 322 — 41 - 5% = —1. A

5.17.5. Ejemplo. Las soluciones de la ecuacién de Pell suelen ser bastante grandes, pero tenemos un algo-
ritmo eficaz de entontrarlas. Por ejemplo, para la ecuacién x> — 151 y? = +1, primero calculamos la fraccién
continua

V151 =[12,3,2,7,1,3,4,1,1,1,11,1,1,1,4, 3,1, 7, 2, 3, 24]

(no es dificil hacerlo con la computadora ocupando las férmulas (5.9)). Aqui el periodo es igual a 21, y luego
la solucién mas pequena sera (pzo, g20)- Calculamosla con PARI/GP:

? fr = [12,3,2,7,1,3,4,1,1,1,11,1,1,1,4,3,1,7,2,3,24];
? contfracpngn(fr)

%=

[41973615123 1728148040

[ 3415764356 1406346937

? [p.q] = [%[1,2], %[2,2]]
% = [1728148040, 140634693]
? pA2 - 151%gA2

% = 1
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5.18 Unidades fundamentales en campos cuadraticos reales

Consideremos un campo cuadratico real K = Q(v/d). En este caso el teorema de unidades nos dice que
Og = {&1} x (u),

donde u es la unidad fundamental. Nuestro objetivo sera encontrarla de manera explicita.
Sid=1 (mdd 4), entonces Ox = Z[”T‘/q .Paraunaunidadv=a+b ”2‘/3 € Of tenemos

NK/Q(V) = a2 + ab + %I b2 =+1.

Sid = 1 (méd 8), entonces considerando diferentes opciones méd 8, se ve que b tiene que ser par en
cualquier caso, asi que v € Z[v/d]*. Por otra parte, sid = 5 (méd 8), un calculo directo y tedioso demuestra
que V3 € Z[V/d]*. Todo esto significa lo siguiente.

» Sid=2,3 (mbd 4) od =1 (mdd 8), entonces OF = Z[Vd]*.

» sid=5 (méd 8), entonces [Of : Z[vVd]*] = 10 3. Siu es launidad fundamental de Z[v/d]*, entonces
para encontrar la unidad fundamental de O, basta resolver la ecuacién u®> = v en Ok. Si esta no tiene

soluciones, entonces OF = Z[Vd]*.

En cualquier caso, para encontrar las unidades en O, bastaréa conocer las unidades en Z[+/d]. Tenemos
{(x+yVd|xy>0 x*—dy=+1}={u" |n=1,2,3,...},

donde u es la unidad fundamental de Z[v/d], definida como la unidad mas pequefa tal que u > 1. Por otra
parte, sabemos que las unidades de arriba tienen forma py,_1 + qin—1v/d, donde k es el periodo de la fraccién
continua para v/d. La mas pequena entre estas corresponde a n = 1, asi que

U=pr1+q1Vd.

5.18.1. Ejemplo. Para K = Q(v/2), empezamos por la fraccién continua v/2 = [1,2]. En este caso nos
interesan py = 1y qo = 1. Entonces, la unidad fundamental es u = 1 + v/2. A

5.18.2. Ejemplo. Para K = Q(/5) tenemos v/5 = [2,4]. En este caso py = 2, qo = 1, asi que la unidad fun-
damental de Z[v/5]* es u = 2+ /5. El anillo de enteros es Ox = Z {H—Zﬁ} .Parav = A+Bl+T¢§ consideremos
la ecuacién v® = u. Esta nos da

AS+3AB+IAB: +2B° = 2,
3A’B+3AB*+ B = 1.
Se ve que A = 0, B = 1 nos da una solucion, asi que la unidad fundamental de Of esv = ”2‘/5. A

5.18.3. Ejemplo. Consideremos K = Q(v/13). En este caso v/13 = [3,1,1,1, 1, 6], y la unidad fundamental
de Z[v/13]* es u = ps + q4+/13 = 18 + 51/13. Luego resolviendo la ecuacién v> = u en Z [”T‘/ﬁ} se obtiene

la unidad fundamental v =1 + ”Tm A

5.18.4. Ejemplo. Consideremos K = Q(v/37). Tenemos v/37 = [6,12], y entonces la unidad fundamental
de Z[/37)* serd u = py + qo\/37 = 6 + +/37. Ahora la ecuacién v = u en Z[HT\/@} corresponde a

AS+2A’B+ 3 AB+14B° = 6,
3A’B+3AB*+5B° = 1.
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Escribamos la segunda ecuaciéon como
B(3A% +3AB+ 10B%) = 2.

De aqui se sigue que B = +1 o +2. Sustituyendo estos valores, se obtiene una ecuacién cuadratica en A
que no tiene soluciones enteras. Entonces, v> = u no tiene solucion. Esto significa que Og = Z[v/37]*,yla
unidad fundamental es la misma u. A

X
En la figura 5.6 se encuentran las unidades fundamentales en Z[v/d]* y Z [HZ—‘/E} para d < 100.

5.19 Calculo del grupo de clases y unidades en PARI/GP

En esta seccion explicaré brevemente como calcular el grupo de clases CI(K) y grupo de unidades Oy en
PARI/GP. Mientras los invariantes basicos como el anillo de enteros O y el discriminante Ag se calculan
mediante la funcién nf init (f), ahora necesitaremos otra funcion mas poderosa bnfinit(f). Aqui «<nf»
como antes viene de «<number field», mientras que «b» se debe al hecho de que los calculos de CI(K) y Of
se hacen mediante un algoritmo disenado por Johannes Buchmann. Todas las funciones que aceptan la
estructura calculada por nfinit también aceptan la estructura de bnfinit que es mas general.

Ahorasi K = bnfinit(f), entonces los invariantes que nos interesan son los siguientes:

= K.clgp — el grupo de clases;
= K.no — el nimero de clases hx = # Cl(K);
= K.cyc — vector [ay,...,dn], tal que CI(K) 2 Z/a17Z x - - - x Z/anZ;

= K.gen — el generador de cada componente ciclica del grupo de clases, representado en la forma
normal de Hermite,

= K.tu — las raices de la unidad; vector [n, (], donde n es el orden del grupo ux y ¢ su generador;
» K. fu — las unidades fundamentales.
(Aqui «tu» son torsion units y «fu» son fundamental units.)

5.19.1. Ejemplo. Sinos interesa el campo K = Q(~+/19).

? K = bnfinit(x"3-19);

? K.no

% = 3

? K.cyc

% = [3]

? K.gen

% = [[2, 1, 1; @0, 1, @; 0, 0, 1]]
? P = K.gen[1];

? idealdown(K,P)

% = 2

? K.fu

% = [Mod(-1/3*x"2 + 2/3*x + 2/3, x"3 - 19)]
? K.tu

% = [2, -1]

? K.fu

% = [Mod(-1/3%xA2 + 2/3%x + 2/3, xA3 - 19)]
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d d@8) uezVa~ vez[i] ©ONw | d d@®) u e Z[Va* ve 74| N
2 2 1+V2 -1 |51 3 50 4+ 7V/51 +1
3 3 2+V3 +1 |53 5 182 +25v/53 3 4 LS -1
5 5 245 145 -1 |55 7 89 + 12v/55 +1
6 6 5+2V6 +1 |57 1 152 + 20v/57 152 4 20V/57 +1
707 8+3V7 +1 | 58 2 99 + 13/58 -1
10 2 3+10 -1 [5 3 530 + 69v/59 +1
13 10 +3v11 +1 |61 5 29718 + 3805v/61 17 4 5 146 -1
13 5 18 + 513 14 LE/E ~-1 |62 6 63 + 862 +1
14 6 15+ 414 +1 |65 1 8+ V65 8+ 65 —1
15 7 4+V15 +1 | 66 2 65 + 8v/66 +1
17 1 4417 44+ 17 -1 |67 3 48842 + 596767 +1
19 3 170 + 39v19 +1 |69 5 7775 + 93669 11+ 3 14/8 +1
21 5 55 4+ 12v/21 2+ Y2 +1 [ 70 6 251 4 30V/70 +1
22 6 197 + 42+/22 +1 |71 7 3480 + 413/71 +1
23 7 24 4+ 5v/23 +1 |73 1 1068 + 12573 1068 + 12573 -1
26 2 5426 -1 |74 2 43 + 574 —1
29 5 70 + 13/29 2 4 LB -1 |77 5 351 + 4077 44 YT +1
30 6 11+ 230 +1 |78 6 53 4+ 6178 +1
31 7 1520+ 273V31 +1 |79 7 80 + 979 +1
33 1 23 + 4/33 23 +4/33 +1 |82 2 9+ /82 —1
34 2 35+ 6v/34 +1 |83 3 82 +9v/83 +1
35 3 6+ /35 +1 [85 5 378 + 41v/85 4 1555 -1
37 5 6437 6+ /37 -1 [ 8 6 10405 + 1122+/86 +1
38 6 37 + 61/38 +1 |87 7 28 + 3v/87 +1
39 7 25+ 4+/39 +1 |8 1 500 + 53+/89 500 + 53/89 —1
41 1 32 + 5V/41 32 + 5V/A41 -1 |91 3 1574 + 16591 +1
42 2 13 +2v/42 +1 |93 5 12151 + 1260v/93 13 4 3 14Y% +1
43 3 3482 + 5311/43 +1 | 94 6 2143295+ 221064./94 +1
46 6 243354 358846 +1 |95 7 39 4+ 41/95 +1
47 7 48 + 747 +1 |97 1 5604 + 569/97 5604 4 569v97 -1

Figura 5.6: Unidades fundamentales en Z[v/d]* y Z [”2*/3
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Interpretacion de la salida:

Cl(Q(V19)) ~ 7/3Z,
donde como el generador se puede tomar un ideal p que estd arriba de p = 2. El grupo de unidades es
2 2 1
Og = {1} x (u), u=2+719V°— 2195 A

5.19.2. Ejemplo. Podemos compilar las listas de campos cuadraticos imaginarios con hg = 1,2, 3. Vamos
a tomar K = Q(v/d) con d < 10%. De hecho, estas serén las listas completas.

? L = vector(3,x,List())
%65 = [List([]), List([]), List([]1)]
? { for (d=1,10"4,
if (issquarefree(d),
n = bnfinit(x*2+d).no;
if (n <= 3, listput (l[n],d))
)
) 3

? 1[1]

% = List([1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163])

? 1[2]

% = List([5, 6, 10, 13, 15, 22, 35, 37, 51, 58, 91, 115, 123, 187, 235, 267, 403, 427])
? #1[2]

% = 18

? 1[3]

% = List([23, 31, 59, 83, 107, 139, 211, 283, 307, 331, 379, 499, 547, 643, 883, 9077])
? #1[3]

% = 16

5.19.3. Ejemplo. Calculemos los grupos de clases de algunos campos ciclotomicos.

? for (n=3,50, if (n%4 != 2, print ([n, bnfinit(polcyclo(n)).cyc])))
[3, [1]
[4, [1]
(5, [1]
L7, [1]
[8, [1]
o, [1]
(11, [1]
(12, [1]
(13, [1]
[15, [1]
(16, [1]
(17, [11
(19, [1]
(20, [1]
[21, [1]
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(23, [3]1]

(24, [1]

(25, []1]

(27, [1]

[28, []1]

[29, [2, 2, 2]]

(31, [9]1]

[32, [1]

£33, [1]

(35, [1]

(36, [1]
B at top-level: ...=3,50,if(n%4!=2,print([n,
**%  bnfinit(polcyclo(n)).

***¥ bnfinit: the PARI stack overflows !
current stack size: 8000000 (7.629 Mbytes)
[hint] set 'parisizemax' to a nonzero value in your GPRC

s Break loop: type 'break' to go back to GP
L prompt

Aqui PARI/GP ya no pudo calcular el grupo de clases de Q({37): no le basté la memoria disponible (el
tamanio de la pila’). Se puede aumentarlo ocupando el comando default(parisizemax,...), pero hay
que tomar en cuenta que los grupos de clases de campos ciclotémicos suelen ser bastante grandes, y su
calculo requiere tiempo y memoria.

? default(parisizemax,10710)
*¥**¥  Warning: new maximum stack size = 10000003072 (9536.746 Mbytes).
?#
timer = 1 (on)
? bnfinit(polcyclo(37)).cyc
**% bnfinit: Warning: increasing stack size to 16000000.
cpu time = 1,690 ms, real time = 1,711 ms.
% = [37]
? bnfinit(polcyclo(41)).cyc
*¥*%¥ bnfinit: Warning: increasing stack size to 16000000.
**% bnfinit: Warning: increasing stack size to 32000000.
cpu time = 3,329 ms, real time = 3,355 ms.
% = [11, 11]
? bnfinit(polcyclo(43)).cyc
*¥*%¥ bnfinit: Warning: increasing stack size to 16000000.
**% bnfinit: Warning: increasing stack size to 32000000.
**% bnfinit: Warning: increasing stack size to 64000000.
cpu time = 6,524 ms, real time = 6,646 ms.
% = [211]
? bnfinit(polcyclo(47)).cyc

“stack
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**¥ bnfinit: Warning: increasing stack size to 16000000.
*¥*%¥ bnfinit: Warning: increasing stack size to 32000000.
**% bnfinit: Warning: increasing stack size to 64000000.
**%* pnfinit: Warning: increasing stack size to 128000000 .
cpu time = 12,276 ms, real time = 12,435 ms.
% = [695]

Otras funciones utiles:

= bnfisprincipal (K,a) — verifica si el ideal a es principal en O. La salida serd un vector [e,t],
donde e = 0 si y solamente si a es principal (es decir, [a] = [Ok]).

= bnfisintnorm(K,n) — devuelve todos los elementos oo € Ok con Ng/g(«) = n, médulo unidades
u € Og con Ng/g(u) = +1.

5.19.4. Ejemplo. Supongamos que nos interesa el grupo de clases de K = Q(+/—6). Calculemos la cota de
Minkowski y factorizaciones de ideales primos correspondientes.

? K = bnfinit(x"2+6);

? 2/Pi * sqrt(abs(K.disc))

% = 3.1187872049347044316234722010930270438
? P2 = idealprimedec(K,2)[1]

% = [2, [0, 1]~, 2, 1, [0, -6; 1, 0]]
? P3 = idealprimedec(K,3)[1]

% = [3, [0, 1]~, 2, 1, [0, -6; 1, 0]]
? bnfisprincipal (K,P2)

% = [[1]~, [-1, 0]-]

? bnfisprincipal (K,P3)

% = [[1]~, [0, 1/2]~]

? bnfisintnorm(K,2)

% =[]
? bnfisintnorm(K, 3)
% =[]

? bnfisprincipal (K,idealdiv(K,P2,P3))
% = [[e]~, [0, -1/3]~]

Aqui arriba de 2 y 3 estan ideales primos p; y p3 respectivamente. Verificamos que estos no son principa-
]e&ElnmﬁWo:61OKnohayebnwnumdenonnaZyZJJwgovmﬂkﬂnwsqueeHdeMpnglﬁespﬂndpm;
es decir, [py] = [p3]. A

Recomiendo que el lector revise la documentacién para més detalles y otras funciones.

5.20 LMFDB

Un recurso indispensable para la teoria de nimeros experimental y computacional es L-functions and
Modular Forms Database, Imfdb.org. Alli en particular en la seccién «Number Fields» se pueden buscar
los campos de nimeros con los invariantes precalculados. Véase la pagina https://www.lmfdb.org/
NumberField/
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https://www.lmfdb.org/
https://www.lmfdb.org/NumberField/
https://www.lmfdb.org/NumberField/

Degree Signature Galois group Class number Class group structure

E J ) ) ) | ]

Regulator Ramified prime count Ramified [ include "] Unramified primes CM field

| J | ) | ) | ) | v]
Discriminant Root discriminant Intermediate field

-100-100

( Search again ] | Random field ]

Results (9 matches) Downloadto [ paice | [ sageman | [ magma |

3.1.231 ¥ 241 S3 (as 3T2) trivial

31311 ;34 -1 —31 S (as3T2)  trivial

31441 P 2ays1 2211 S (as3T2) frivial

33491 ,¥3_,2.2y41 T C3 (as3T1)  trivial

31591 ,340x-1 —50 Sy (as3T2)  trivial

3.1.76.1 x3_2x-2 —22.19 S3 (as 3T2) trivial

33811 ¥ .3x-1 3! C3 (as 3T1) trivial

31831 B¥_x2+x-2 -8 S3 (as 3T2) trivial

31871 x¥_x2+2x+1 —3-29 Sy (as 3T2) trivial
Download to [ PariGP ] [ SageMath ] [ Magma ]
Degree Signature Galois group Class number Class group structure
E J J | (= ) l

R tamified i CM field

( Search again ] Random field ]

Results (1-50 of 609 malches) Download to [ Pari/GP. ” SageMath ][ Magma ]

Label Polynomial Discriminant Galois group Class group
31461201 3 - x2+9x-85 ~2°.5.1153 53 (as 3T2) [23]
3.1.66723.1  x3. 42+ 25x-24 —3-23.967 S3 (as 3T2) [23]
3.1.69987.1  x3+54x-1 —3-41-560 53 (as 3T2) [23]
3.1.73060.1  x3 - x2-208 —22.5.13-281 53 (as 3T2) [23]
3.1.74359.1 3+ 19x- 100 —23-53-61 53 (as 3T2) [23]

31775881 ,3.2+37x-77 -~ 22-7-17-163 5, (as3T2)  [23]

31861071 x3-x2+13x-58  —7-12301 S; (as3T2)  [23]
3.1.97960.1  x3-17x-66 —2°.5.31-79 S; (as3T2)  [23]
311157681 x3-x2-34x-90  —2°-29.499 S; (as3T2)  [23]
3.1.135508.1 x3 + 25x- 52 —2.19-1783 S; (as3T2)  [23]
311464471 x3_ 2+ Bax-32  —7T-20021 S; (as3T2)  [23]
311487121 x3. 32+ 25x-149 —2°-20-641 S; (as3T2)  [23]
311529991 x3_ 2+ 76x- 188 —7-11-1987 S; (as3T2)  [23]
311612431 x3_ 32+ 7x-234  —383-421 S; (as3T2)  [23]
311624321 x3_ 2 +pex+00 —2° -31-650 S; (as3T2)  [23]

Figura 5.7: Ejemplos de busqueda en LMFDB: la lista completa de campos ctbicos con |Ag| < 100y algunos
campos cubicos con CI(K) = Z/23Z
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Conclusion

En este capitulo investigamos los invariantes mas importantes de un campo de nameros K/Q: el grupo
de clases CI(K) y el grupo de unidades Oy . Probamos que CI(K) es un grupo finito, mientras que Oy es
finitamente generado de rango r; +r, — 1. En general, no es facil encontrar generadores explicitos para O,
pero vimos cémo hacerlo en el caso especial cuando K = Q(+/d) es un campo cuadrético real. El siguiente
capitulo serd dedicado a los métodos analiticos, en particular la funcién zeta de Dedekind (k(s). La tltima
nos ayudard a relacionar Cl(K) con Oy, mediante la férmula analitica del nimero de clases, que es otro
resultado fundamental descubierto por Dirichlet (en el caso de campos cuadraticos, y luego generalizado a
todo K/Q por Dedekind).
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Ejercicios

Ejercicio 5.1. Demuestre que si G es un grupo topolégico Hausdorff, entonces todo subgrupo discreto H C
G es cerrado.

Ejercicio 5.2. Demuestre directamente que Z[+/2] no es un subgrupo discreto de R.

Ejercicio 5.3. Demuestre que si X es un conjunto convexo simétrico compacto tal que vol X = 2" - covol A,
entonces X N A # {0}.

Ejercicio 5.4. Demuestre que para todo primo p existen m,n € Z tales que m*> + n> +1 =0 (méd p).

w=(2) G

Ejercicio 5.6. Parat > 0 consideremos el conjunto convexo simétrico

Ejercicio 5.5. Demuestre que

crece con n.

X: = {(x;)r € Kg | |x-| < t paratodo 7}.

Calcule que
vol(X;) = 2" (27)2 t".

Ejercicio 5.7. Supongamos que d = p; -- - ps, donde s > 1y los p; son diferentes primos y consideremos
el campo cuadratico imaginario K = Q(v/—d). Demuestre que los ideales correspondientes py,...,ps C Ok
generan un subgrupo en CI(K) isomorfo a (Z/27)~!.

Ejercicio 5.8. Calcule los grupos de clases de campos

Q(vV-110), Q(V-127), Q(V33), Q(V19), QV-3,v-5).

Ejercicio 5.9. Sea K/Q un campo de nimeros. Demuestre que para cualquier ideal I C Ok existe una ex-
tension finita L/K tal que el ideal correspondiente I Oy, es principal.
(Use que [I] tiene orden finito en CI(K).)

Ejercicio 5.10. Consideremos una sucesion exacta corta de R-mddulos
0-MLEMEM -0
1) Demuestre que si M es un R-méddulo libre, entonces el homomorfismo p admite una seccions: M’ —
Mtal que p os = idy:.

2) Demuestre si existe una seccién s como arriba, entonces M’ ® M = M.

Ejercicio 5.11. Encuentre el nimero cuadratico « tal que o = [3,2, 1].

Ejercicio 5.12. Demuestre que si « = [ag, aj, az, .. .], entonces é = [0, a9, ay,ay,...]. Concluya que si las

— qn—1
DPn—1 :

(G

fracciones parciales para a'y L son fT" y Z—'} respectivamente, entonces Z
n n

R

Ejercicio 5.13. Encuentre las fracciones continuas para vn% + 1, /n (n + 1), Vm2n2 + n.

Ejercicio 5.14. Describa el grupo de unidades Oy para K = Q(+/29) (justifique todos los calculos sin usar
las tablas).
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Capitulo 6

Funcion zeta de Dedekind

Para un campo de nimeros K/Q, la funcidn zeta de Dedekind correspondiente es una especie de fun-
cién generatriz definida por la serie

k(s) = !

1£0 NK/Q (I)S ’

donde la suma se toma sobre los ideales enteros no nulos I C Ok. Resulta que la funcién zeta de Dede-
kind codifica mucha informacién aritmética sobre K. Nos interesara (x(s) como un objeto analitico, y en
particular hay que ver la convergencia de la serie.

Primero notamos que si K = Q, entonces los ideales no nulos en Og = Z tienen forma nZ para n =
1,2,3,..., asi que {g(s) = ¢(s) es la funcion zeta de Riemann.

6.0.1. Lema. La serie ((s) =, = converge absolutamente para Re s > 1, y se tiene

lim (s — 1) ¢(s) = 1.

s—1+

Demostracién. Primero, notamos que |1/n°| = 1/nR®S, asi que serd suficiente establecer la convergencia

para s > 1 real. Tenemos
e 1 " odx
—<o< ) =
n X n n—1 X

donde la primera desigualdad se cumple para n > 1y la segunda para n > 2 (véase la figura 6.1). Tomando
la suma sobre n > 1, nos sale la desigualdad

> dx > dx
/1 —<((s)§1+/1 =

x5 =

Ahora, dado que [ % = _L_ tenemos

x

1 s
— < <
s—1 <¢) = s—1’
y luego
1<(s=1)¢(s) <s.
Esto establece la convergencia y también calcula (s — 1) {(s) paras — 17. [ |

Ahora podemos probar la convergencia de (x(s).
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1/x

1/x

Figura 6.1: Demostracién de 6.0.1
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6.0.2. Proposicion. La serie (k(s) = > 14 m converge absolutamente para Re s > 1. Ademds, se cumple
la formula del producto de Euler

2 Ngowr - U=em

I£0 NK/@

—s )

NK/@

donde el producto es sobre todos los ideales primos (no nulos) p C Ok.

Demostracion. De nuevo, la convergencia absoluta para Res > 1 se sigue de la convergencia para s > 1 real.
Sera suficiente probar la convergencia absoluta del producto de Euler

Hi—wNgw=

NK/@

y luego,
H =

Aqui hemos usado la serie geométrica, la multiplicatividad de la norma, y que todo ideal entero no nulo
I C Ok tiene factorizacion tnica en ideales primos I = p{' - - - p¢*.
Un producto [ ],~(1 + [x,|) converge si y solamente si la serie ) -, |x,| converge. Entonces, la conver-
gencia del producto de Euler se sigue de la convergencia de [ [, (1 — Nx/q(p) ~*), y luego de >, W.
Recordemos que para todo primo racional p, existen < [K : Q] ideales primos p | p, y luego para cada
uno de estos se tiene Ni/q(p) = p/ > p. Entonces,

I o~ o N

NK/Q o =6 Neyalp =5 Nisall

zN X K: Q1)
k/a(p o o Nejalp >
Aqui hemos usado la convergencia de la funcién zeta de Riemann. |

6.1 Ejemplo: la funcion zeta de Q(i)

Tomemos K = Q(i). Para entender como se ve la funcién zeta correspondiente (k(s), seria mas facil
trabajar con el producto de Euler
H =

Los primos en O = Z][i] son los siguientes.

NK/@

= Al primo ramificado p = 2 corresponde un ideal primo p; de norma 2.
= Sip =1 (mbd 4), entonces p se escinde en dos ideales primos p y p, cada uno de norma p.
= Sip =3 (mbd 4), entonces p es inerte y corresponde a un ideal primo p de norma p?.

Entonces,

1
CK(S) = __9—s H H 1 _p—2s°
1-2 (1-p)? 1-p-
p=1(4) p=1(4)

1 _ 1
1_p—2$ - 1— —p—S 1+p—s)

Notamos que asi que

1 1
_gl—p—s 1;[l—x(p)p—f’
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donde
+1, p=1 (mobd4),
o) = b p= 1 (modd)
-1, p=3 (mdd4).
Este es un caracter de Dirichlet mdd 4, y a este se asocia la serie L de Dirichlet correspondiente
1 x(n)
Ls, )= ————— = .
=== =2

n>1

Entonces, se tiene
Ck(s) = ¢(s) L(s, x)-
Invito que el lector revise el apéndice D para mas detalles.

Recordamos que Ok = Z[i] es un dominio de ideales principales y Of = {+£1, +i}. Como consecuencia,
todo ideal tiene forma I = («), y para I # 0 hay precisamente cuatro maneras de escoger un generador a.
Si o = x + yi, entonces Nk o(I) = x* + y*. Pongamos

C(n) = #{(x,y) € Z* |,y > 0, ¥* +y* = n}.

Tenemos entonces una identidad con series de Dirichlet

w055 (50 (S ),

n>1 n>1 n>1

Comparando los coeficientes, nos sale

C(n) =Y x(d).

din

De la multiplicatividad del caracter y se sigue también que C(mn) = C(m) C(n) si m y n son coprimos.
Calculando ahora

1, sip =2,

) = e+1, sip=1(4),
0, sip =3 (4), eimpar,
1, sip =3 (4), epar,

se obtiene el siguiente curioso resultado que generaliza el teorema de Fermat sobre los primos de la forma
x% +y? (véase 1.6.5).

6.1.1. Teorema. Supongamos que n = py' -- -pzk, donde los p; son diferentes primos.
» Sip; =3 (mbd 4) para algiin i y e; es impar, entonces n no es una suma de dos cuadrados.
» En el caso contrario, hay precisamente
C(n) = H (e;+1)
pi=1 (4)

representaciones de n como una suma de dos cuadrados x> +y* con x,y € N (0 4 C(n) si contamos x,y € 7.
con diferentes signos).

6.1.2. Comentario. Mds adelante veremos que para cualquier extension finita abeliana K/Q se tiene una
descomposicion en ciertas series L de Dirichlet

() = [T LG5 ).

En particular, para el caracter trivial sale el factor ((s). Mas adelante veremos que (x(s) determina la facto-
rizacién de primos racionales en Ok. La formula de arriba significa que en el caso abeliano la factorizaciéon
depende de p méd N para algin N. El caso no-abeliano es mas complicado.
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Figura 6.2: 12 puntos enteros en el circulo de radio 5

6.2 Formula analitica del numero de clases

Nuestro proximo gran objetivo sera calcular el residuo en s = 1:

lim (s — 1) ¢(s) = 22" Regy M

s—1+ #uk /| Ak

Esta féormula contiene todos los invariantes basicos de K que hemos considerado.

El nimero de encajes reales r; y el nimero de pares de encajes complejos rs.

El nimero de clases hg = # CI(K).

El nimero de las raices de la unidad #ux = #(OF ) tors-
El discriminante Ag. Especificamente, aparece /|Ag| que es el covolumen de O realizado como un
reticulo en el espacio K.

En fin, Regy es el regulador que, salvo una normalizacién, corresponde al covolumen de la parte libre
del grupo de unidades Oy, realizada como un reticulo en el espacio H de dimensién r; +r, — 1. Enla
siguiente seccién vamos a dar una definicién mas precisa.

Para K = Q se pone Reg;, = 1, y la férmula se reduce a lim_,;+ (s — 1) {(s) = 1.

La férmula del nimero de clases fue descubierta por Dirichlet para el caso de campos cuadraticos, y la
version general es de Dedekind.

6.3 Regulador

Vamos a ver con mas detalle qué es el regulador y como calcularlo. Recordemos nuestra prueba del
teorema de unidades en §5.14 con el encaje logaritmico de O . Serd conveniente numerar diferentes encajes
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K — Cpor
(2 BIIRI O'rl ) Ur1+1a Ur1+17 e 7Ur1+rz7 Ur1+r27
donde los primeros r; encajes son reales y el resto son complejos.

Tenemos la aplicacién
¢: K* = Kg, am (oi(a)),
y el encaje logaritmico
0Ky — R (z,) — (n; log|z,,|)i,
donde
nA:{ sil<i<m,
Y2, sin<i<r+n.

Esto nos da el diagrama conmutativo

) L H
KX <% KX _ Lt Rntn

NK/QJ JZ

Q~ log || R

Hemos probado que la aplicacién L realiza la parte libre de O como un reticulo de rango completo
r=r; +r; — 1 en el subespacio

H= {X S RN | in = 0}
i

Como consecuencia, L(uy), . .., L(u;) forman una base de H, y podemos completarla a una base de R+
anadiendo el vector 1
L=—"(1,...,1) € R,
v el
El vector (1,...,1) es ortogonal a H, y con la normalizacion de arriba, la longitud de L es 1. Esto significa

que el covolumen de L(Oy ) en H es igual al volumen del paralelepipedo en R"*"2 generado por los vectores
L,L(uy),...,L(u); es decir,

Ly Ly(uy) Li(uz) -+ Ly (ur,4r,-1)
Ly Ly(uq) Ly(uy) - Lo(ur, 4r,—1)
covolL(Of ) = +det | . . ) ) e
Leivry, Legr,(U1) Ly, (u2) -+ Lyyr—1(Ur4r-1)

Ahora podemos sumar a la i-ésima fila de la matriz de arriba todas las filas. Como resultado, en la i-ésima

fila estara el vector
(vVri +1,0,...,0)
—puesto que L(u;) € H, se tiene ), L;(u;) = 0. Esto nos lleva al siguiente resultado.

6.3.1. Proposicién-definicién. El covolumen del reticulo L(Oy ) en H es igual a
VI + 1 RegK,

donde Regy es el valor absoluto del determinante de cualquier menor de rango ry + r, — 1 de la matriz

(Li(w)) 1<i<r4r, = (nilogloi(w)]) 1<i<r+r, -
1<j<n+nr—1 1<j<rn+n—-1

El niimero Regy > 0 se llama el regulador de K.
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Si Of = pxk es un grupo finito (lo que puede pasar solo si K = Q o K = Q(v/—d) es un campo cuadratico
imaginario), entonces se pone Regy = 1.

6.3.2. Ejemplo. Si K = Q(v/d) es un campo cuadratico real, entonces su regulador sera log |u|, donde u es
la unidad fundamental de Oy . A

6.3.3. Ejemplo. Para el campo K = Q(¢7) podemos calcular con ayuda de computadora que como unidades
fundamentales, se pueden tomar
up=1+¢, uy=¢+G.

En este caso r; = 0y r; = 3. Los encajes complejos, salvo conjugacion, serdn
2 3
o1: 1 (7, 02: G (7, 031 (7 (.
Tenemos entonces

2log|1+¢r| 2 log|¢r + ¢F

RegK:id“(Zloguu% 2 log |c2 + (7|

) =2,101818... A

6.4 Ejemplos de uso de la formula del nimero de clases

Clase 26
Antes de probar la formula, podemos ver algunos ejemplos de su uso. Consideremos el campo cuadrético 1g8/11/20

real K = Q(V/5). Argumentando de la misma manera que en §6.1, se demuestra la identidad

Ck(s) = ¢(s) L(s, x),

donde x(n) = (%). Ahora L(s, x) converge en s = 1 a un valor no nulo, mientras que lim,_,;+ (s — 1) {(s) = 1,
asi que
lim (s — 1) ¢k(s) = L(1, x).

s—1+

En general, para el caracter cuadratico x(n) = (g) mobd p se tiene

exp(g0) L(Lx) = [J1-¢) [Ta ),

n r

donde

= Y x@g¢

1<a<p-1

es la suma de Gauss, y los productos son sobre los no-residuos y residuos cuadraticos méd p respectiva-
mente. Para la prueba, véase el ejercicio 6.4.
En nuestro caso calculamos que

EX)=G-G-G+¢E=V5

y
5
1-AA-G -G - = 3+2f,
Entonces,
i 1 3++/5
AR = D9 = HLx) = T o +zf' 6.1)

El regulador en este caso serd igual a logu, donde u = 13—‘/5 es la unidad fundamental de Oy . Tenemos
rn=2,rp =0y ug = {+1}, Agx = 5, y la formula del nimero de clases nos da entonces

) 2" (27)" Regg hx 1 1++5
lim (s -1 s) = =—hg-21lo . 6.2
By v B A S (62
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En fin,

2 log

1445 1+v3\ 3445
5 = log 3 = log g

Comparando (6.1) y (6.2), podemos concluir que hx = 1.

Si K = Q[x]/(f), entonces para calcular el residuo de (x(s) en s = 1 en PARI/GP, basta digitar L fun(f,
1). Calculamos el residuo para K = Q(v/10).

? lfun (xA2 - 10, 1)
% = 1.1500865228483708943221826442284221318%xA-1 + 0(x @)

La unidad fundamental en este caso es u = 3 + /10, el discriminante es Ag = 40, asi que

T T
lim (s — 1) e(s) — 222 Regic e _ 2

= log(3 + V/10) - .
ot PRV v Rz R ) he

? 2 / sqrt (40) * log (3 + sqrt(19))

% = 0.57504326142418544716109132211421106589
? polcoef (lLfun (xA2 - 10, 1), -1) / %

% = 2.00000000000000000000000000VVVVVBRRVO

Esto nos permite concluir que hg = 2.

De hecho, en este caso también se puede ocupar una descomposicion (x(s) = ((s) L(s, x) para cierto
caracter de Dirichlet x (véase ejercicio 6.3), y luego obtener el valor de L(1, x), pero no quiero entrar en los
detalles de este cdlculo.

6.5 Numero de clases de Q(,/—p)

Ahora vamos a aplicar la férmula del nimero de clases a campos cuadraticos imaginarios K = Q(v/ —d).
En particular, tomemos d = p primo, p > 3y p = 3 (mdd 4). En este caso Ax = —p, Og = px = {£1},y
Regx = 1. Tenemos entonces

, 2" (2m)" Regy hy T
lim(s—1 s) = = — hg.
R TV

Notamos que bajo nuestra hipotesis de que p = 3 (mdd 4), la factorizacion de un primo racional g en

Ok depende del simbolo de Legendre (%) ,y como en §6.1 se demuestra la identidad
Ck(s) = () L(s, x),
donde x(n) = (g) Esto implica que

lim (s — 1) ¢x(s) = L(1, x),

s—1t

210



y luego
hg = gL(l,x).

Podemos de nuevo ocupar la formula

expg() L(L,x) =1 -¢) [JA -
n r
Usando el lema 1.4.10 sobre las sumas cuadraticas de Gauss, tenemos

() = +/p, p=1 (mbd4),

BT 4B p=3 (mod 4).
De hecho, el famoso célculo de Gauss dice que el signo es +1 en ambos casos. Para la prueba, véase por
ejemplo [IR1990, Chapter 6]. De todos modos, estamos calculando hg que es un nimero positivo, asi que el

signo no es tan relevante y podriamos determinarlo al final del célculo.
Tomando los logaritmos, se obtiene (médulo 27iZ)

L) =—— 3 (@ log(l-c).

Nos interesa la suma

1<a<p-1
Notamos que x(—1) = —1 (usando la hipdtesis p = 3 (mdd 4)), asi que podemos escribir
1— (4
25, = > x(a)(log(1 ¢ ~log(1—¢)) = 3 (@ log 2o
1<a<p-1 1<a<p-1 p
Aqui
1-¢,“ a . 2mia (1 a
log G = log(—¢, “) = logexp (m - p) = 2ri (2 - p) .
Entonces, )
i
SX = Z X(a) a,
p 1<a<p—-1
y luego

p VB 1 1
=iy Lg 1 v(@)a.
T T I\/D X p 1§§—1

Esta expresion todavia puede ser simplificada.

6.5.1. Lema. Sea p un primo, p > 3 tal que p =3 (mod 4). Entonces, para el cardcter x(a) = (g) se tiene

-1 Y «x(@), sip=3 (méd8),

1 1<a<p/2
=Y x@a=9q T A
p 1<a<p—1 - 1<EP/ZX(Q)7 SIp = 7 (mOd 8)

Demostracion. Pongamos



Podemos escribir (recordamos que p = 3 (méd 4), asi que x(—1) = —1)

pC= Y x@a= > x@a+ > x(p—a)(p-a)

1<a<p-1 1<a<p/2 1<a<p/2

=2 > x(@a-p Y x(). (63

1<a<p/2 1<a<p/2
Por otra parte,
pC= Y x@a= > x@a+ > xp-a)(p-a) =
1<a<p-1 1<a<p-1 1<a<p-1
a par a par
> xQa)2a+ Y x(p-2a)(p-2a)=
1<a<p/2 1<a<p/2

=4x(2) Y x@a-px(2) > x(a). (6.4)

1<a<p/2 1<a<p/2

Ahora comparando (6.3) y (6.4), nos sale

C2x(2)-1)=-x(2) > xla).

1<a<p/2
Recordamos que
-1, =3 (mobd 8),
(@)= b p=3 (modd) "
+1, p=7 (mddS8)

Nuestros calculos nos llevan entonces al siguiente resultado (que ya fue mencionado en §5.8).

6.5.2. Teorema (Dirichlet). Sea p > 3 un primo tal que p = 3 (mdd 4). Consideremos el campo cuadrdtico
imaginario K = Q(\/—p). Sip =7 (médd 8), entonces

a
hK = Z () ’
1<a<p/2 p
ysip =73 (mbd 8), entonces
1 a
w=g > (5)
1<a<p/2

6.5.3. Corolario. Sip =3 (mdd 4), entonces el intervalo [1, (p — 1) /2] contiene mds residuos que no-residuos
cuadrdticos.

La féormula de arriba implica una cota lineal sobre hx en términos de p. De hecho, para las sumas de
caracteres existen cotas mejores, no triviales.

6.5.4. Proposicion (Pélya-Vinogradov). Para el cardcter y = (E) tenemos

’ > x(t)’ < /P logp

m<t<n

para cualesquiera m y n.
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Demostracion. Segun el lema 1.4.9 se cumple
x(t) 8(x) = &(x);

donde
g0 = > x(¢,

1<a<p—-1

y en particular g(x) = g1(x). Ahora
1 1
Z x(t) = g0 Z &(x) = 500 Z &(x);

m<t<n m<t<n m<t<m+k

donde k < p (usando que 3, .., ; x(t) = 0). Vamos a analizar la expresion

a(k+1) 1
Y sw=] XX xegl=| X x@ Y ¢=| X x@¢n Tt
m<t<m+k m<t<m+k 1<a<p—1 1<a<p—1 m<t<m+k 1<a<p-1 p
Ocuparemos la cota
Ca (k+1) 1
> gt(X)‘ < > 1’@7_1 :
m<t<m+k 1<a<p-1 p
Notamos que
T 1) <2, |¢f—1]=2 |sen <‘ZT> ' :
Ademas,
sen (”)’ - sen((p_a)W)‘.
b b
Juntando todo esto, se obtiene
1 1
Z &(x)| < | T 2 N
m<t<m+k 1<a<p-1|S€N (FW) 1<a<ty! |S€I (?ﬂ)
Usando la desigualdad senx > %x para un angulo agudo x, obtenemos la cota
1 1
> gt(x))SZ 5o =D 5 Splogp
m<t<mtk I<a<Pyt TP 1<y

Aqui la dltima desigualdad viene de logp = [ % En fin,

> 0] = | X &t0|< Tplogp = v log.

8001,

m<t<n
6.5.5. Comentario. En general, para cualquier caracter de Dirichlet y mdéd N la suma de caracteres pue-
de ser acotada como O(v/N log N). Bajo la hipdtesis de Riemann generalizada, esta cota se generaliza a

O(VN loglogN).

6.5.6. Comentario. En general, para cualquier campo cuadratico K = Q(v/d) (imaginario o real) se puede
definir un caracter y médulo |Ag| que gobierna la factorizacién de primos en Ok y nos lleva a la formula

Ck(s) = ¢(s) L(s x)

—véase ejercicio 6.3. Luego los métodos parecidos a los de arriba nos permiten calcular hg en términos de
L(1, x) (v log u para la unidad fundamental u en el caso de campos reales). Para los detalles, véase [BS1966,

Chapter 5].
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6.6 Demostracion de la formula del numero de clases

Clase 27
El objetivo de esta seccidn serd probar la formula analitica del nimero de clases 23/11/20

. 2" (2m)" Regy hy
lim (s — 1) (k(s) = .
S T

La prueba es algo larga y técnica, asi que al principio explicaré la estrategia general, omitiendo algunos
detalles técnicos. Mi referencia es [BS1966].
Primero vamos a partir (x(s) en hg series

1 1
k(s) = NeoF ~ > Gls), donde((s) = NejoDF

10 ceCl(K) =c

A continuacién veremos que cada una de estas series tiene el mismo residuo

lim (s — 1) ¢e(s) = 2" (2m)" Regy

st © #ux /DK

Esto claramente implicaria la férmula del nimero de clases.

Para cada clase ¢ € CI(K) fijemos un ideal entero I' C Ok tal que [I'] = ¢~!. Ahora para todo ideal entero
I C Ok tal que [I] = c se tiene II' = aOk para algiin a € Ok no nulo. Esto nos da una biyecciéon

{I C Ok | [I) = c} + {ideales principales aOk | « € I'}.
Tenemos Nx/q(I) Ng/o(I') = [Ng/o(c)|, y entonces
1
Cels) = Ngyo(I')? N7
‘ ¢ Ogm [Nisg(@)
agl’

La suma es sobre todos los ideales principales generados por los elementos o € I, que es lo mismo que la
suma sobre los « € I’ considerados médulo la relacion ~.

El grupo de unidades Of actda sobre el espacio complejo K¢ mediante la multiplicacién punto por punto
u-x=9o(u)x,

y no es dificil ver que esta accién se restringe al subconjunto K. Para esta accién se puede obtener una
construccién explicita de un dominio fundamental X C K en términos de las raices de la unidad ;¢ y las
unidades fundamentales uy, ..., urr—1 € Of.La daremos mas adelante, y la conclusién serd la siguiente.

6.6.1. Teorema. Existe un subconjunto X C K que satisface las siguientes condiciones.
1) X esun cono: si x € X, entonces \x € X para todo A > 0.

2) X es un dominio fundamental de la accién de Oy sobre Kj; : para todo punto 'y € Ky existen tinicos u € Oy
yx € Xtales quey = ®(u) x.

3) Elsubconjunto T = {x € X | [[; |xi| < 1} es acotado y se tiene
2" (27m)" Regy
Huk

Para la construccion de X, véase §6.6.2, y para el calculo de vol T, refiero a §6.6.3. Por el momento pro-
pongo considerar un par de ejemplos particulares cuando K = Q(v/d) es un campo cuadratico.

vol T = (6.5)
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6.6.2. Ejemplo. Consideremos el campo cuadratico imaginario K = Q(1/—3). Tenemos un isomorfismo

Kp &~ R2,

(z5,25) — (Rez,,Imz,).

El grupo de unidades es OF = u¢(C). La multiplicacién por o((s) = exp (%) corresponde a la rotacién del

plano complejo respecto al origen por el d&ngulo /3, y entonces como un dominio fundamental podemos

tomar

El conjunto T es la interseccion de X con el circulo definido por |z| = 1.

El 4rea de T es

Esto corresponde a la férmula general vol T =

X:{ze@|0§argz<%}.

vol(T) = 2" Volyey (T) =

21 (27)"2 Regy
HHK :

LN_\ B

A

6.6.3. Ejemplo. Consideremos el campo cuadratico real K = Q(v/3). En este caso Kz = R2. El grupo de

unidades sera

Og ={xu" |neZ},

donde u = 2 + v/3 es la unidad fundamental.
Primero podemos ponernos de acuerdo que para (x,y) € X se tiene x > 0. De esta manera se escogen
representantes Unicos respecto a la accién de ux = {£1}, y nos queda ver qué sucede con la accién de la

parte libre (u). Esta viene dada por

Consideremos el encaje logaritmico

Como una base del subespacio

se puede tomar el vector

e(U") - (x,y) = ((2+V3)"

0Ky = (R*) = R,

H={(x,y) cR*|x+y=0}

L(u) = (log(2 + V/3),log(2 — V/3)).
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Podemos completarlo a una base de R? con el vector (1, 1). Todo elemento de R? se expresa entonces de
manera inica como
AL(u) + 4 (1,1)

para algunos A, 1 € R. En particular, para todo (x,y) € Kz
£(x,y) = (log x|, log |y|) = AL(u) + p (1, 1). *)

Afirmamos que como dominio fundamental X se pueden tomar los (x,y) € K talesque 0 < X\ < 1en
la expresion de arriba. En efecto, si (x,y) € K; es cualquier punto tal que ¢(x,y) tiene coordenadas Ay ;» en
(*), entonces tomamos n = | A, y luego

(B (1)) = L) + L0y) = (A= L) + e (1, 1),
<1

Entonces, cualquier punto de K puede ser enviado al dominio fundamental X actuando por alguna unidad
en Oy . Por otra parte, podemos ver que los elementos de X no pueden ser identificados por una accién de
Og . Consideremos dos puntos (x,y), (¥',y') € X:

0x,y) = AL(w) + (1, 1),
X.Y) = N Lu) + ' (1,1),

con 0 < A\, ) < 1, y supongamos que para algin n € Z se tiene
o(u") (x,y) = (¥, y).
Aplicando el encaje logaritmico ¢, se obtiene
(A +n)L(u) + £(x,y) = N L(u) + £(X',y),

yentonces
An=X, p+u.

Dado que 0 < A, )\ < 1, esto es posible si y solamente si n = 0, pero luego (x,y) = (x',y).

Llegamos a la conclusién que X consiste en los puntos (x,y) € K = (R*)? tales que

log|x| = A log(2 4+ V3) + 4,
log ly| = A log(2 — V3) + p,

donde 0 < X < 1yx > 0. De aqui es facil ver que X sera la unién de dos conos
Ci=((1,+1), 2+ V3,42 -V3)), Cy={((1,-1), (2+V3,-2+V3)).

El subconjunto T C X esta acotado por la curva xy = +1.
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No es dificil calcular que el drea de T es

243 dx
2/ 7:210g(2+f3),
1

lo que corresponde a la férmula vol T = %. A
De la parte 2) del teorema 6.6.1 se deduce facilmente el siguiente resultado.

6.6.4. Corolario. Para todo o € Ok no nulo existe tinico 8 ~ « tal que ®(8) € X.

Demostracion. La accién de Of sobre K se restringe a una accién sobre A \ {0} = ®(Ok \ {0}). |

Volvamos a nuestra expresion

1
Cels) = Ngyo(I')* N
‘ O;ﬁ(;g% INk/q(@)f*
acl’

Denotemos por A el reticulo ®(I') C Kg. Denotemos por N: Kr — R el producto de coordenadas x — [[; x;.
En este caso Nk/g(a) = N(®(«)). Ocupando el ultimo corolario, podemos escribir entonces

GlS) = Nl Y (1

N NTs”
weANX N w)|

Para calcular el residuo de esta serie en s = 1, vamos a formular el siguiente teorema general.

6.6.5. Teorema. Sean X un cono en (R*)" F: X — R+ una funcién positiva, y A C X un reticulo de rango
completo. Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones.

a) Para cualesquierax € Xy A > 0 se cumple F(Ax) = A" F(x).

b) Elsubconjunto T = {x € X | F(x) < 1} es acotado y tiene volumen no nulo.
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Entonces, la serie

1
Z(s) = Foy
weANX
converge para s > 1, y se tiene
volT
Ii -1 Z(s) = —————.
sirlr}*'(s ) Z(s) covol A

Veremos la prueba en §6.6.1. En nuestra situacién, podemos aplicar el teorema a la funcién F: x —
IN(x)| sobre X C K,y el subconjunto T C X. Recordamos que el espacio Kg no es precisamente R”", sino
tiene estructura euclidiana ligeramente distinta, respecto a cual vol = 2™ vol;,, , pero esto serd irrelevante
porque nos sale el cociente de dos volimenes.

Como ya sabemos,
covol A = /|Ag| Ng,q(I'),

y por otra parte, calcularemos que el volumen de T viene dado por (6.5). Esto nos permite concluir que

, 21 (2m)" Regy
lim (s — 1) ¢(s) = —— ——=°5K
S—”*( )&l #ux /| Ak|

Entonces, para terminar la prueba, nos falta lo siguiente:

1) demostrar el teorema 6.6.5 sobre el residuo de Z(s) = > -\ ~x ﬁ ens=1;

2) obtener una buena descripcién para un dominio fundamental X C Kj; de la accién de Of;

3) calcular el volumen (6.5) del subconjunto T C X.

6.6.1 Conos, reticulos y residuoens =1

Primero vamos a probar el teorema 6.6.5. Tenemos un reticulo de rango completo A C R" y un cono
X C (R*)" junto con una funcién F: X — R que es homogénea en el sentido de que

F(\x) = A" F(x).
Consideremos el conjunto
T={xeX|Fx) <1}
que es acotado y de volumen finito no nulo. Nos interesa probar que la serie

1
6= 2 Fay

weANX

vol T

covol A ens =1

converge para s > 1y tiene residuo

El punto clave es una interpretacién de voliimenes en términos del conteo de puntos en reticulos. Para
un pardmetro r > 0 vamos a considerar el reticulo 1 A. Notamos que covol(%A) = L covol(A). Definamos

C(r):#{we%A|w€T}:#{wEA\werT}:#{weAﬁX\F(w)Sr”}.

Tenemos entonces ) c
vol T = lim C(r) COVO](; A) = covol A lim ﬂ

r—o0 r—soo M

Podemos ordenar los puntos w € A N X de tal manera que

0< F(wl) < F(wz) < F(w3) <...
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Pongamos ry = {/F(wy). Tenemos {wy, ...,wy} C ri T, asi que C(ry) > k. Por otra parte, para todo e > 0
se tiene x; ¢ (r, — €) T, asi que C(ry — €) < k. Esto nos da la desigualdad

C(rk — 6) <k< C(rk),

y luego
Clre—¢) (ne—e)" _ k _ Clr)
(ne—em g e T
Pasando al limite k — oo, tenemos r, — oo, y luego
, k wvolT

klggc F(wy)  covol A’

Esto significa que para todo € > 0 se tiene

(VO]T >1 1 (volT +)1

covol A~k < F(wy) < covol A &k

para todo k suficientemente grande, digamos k > kq. Elevando todo a s > 1y sumando sobre k > kg,

tenemos 7 . . . - . .
Vo Vo
(CovolA a 6) kZ: [ D Flo © (CovolA + 6) D ks
>ko k>ko k>ko

Aqui
1 1
Z E = C(S) - Z Ev
k>ko 1<k<ko

donde ((s) converge para s > 1. Por otra parte, nuestra serie es
Z F PAE

Las desigualdades de arriba que se cumplen para todo e > 0 establecen la convergencia de Z(s) para s > 1.
Ahora multiplicando la desigualdad por (s — 1) y pasando al limite s — 17, en vista de la férmula

lim (s — 1) st lim (s — 1)¢(s) =1,

s%l+ ik s—1+
0

se obtiene |7 I
Vo L. , vo

— — < — -

covol A €< llsm 11£1f(s 1)Z(s) < hzn ?Ep(s 1)Z(s) < covol

Esto se cumple para todo ¢ > 0, asi que podemos concluir que

vol T
li -1)Z(s) = ————.
it (s=1)Z(s) covol A
Hemos entonces probado el teorema 6.6.5. |

6.6.2 Dominio fundamental X de la accién de unidades sobre Kj;

Ahora vamos a probar la primera mitad del teorema 6.6.1 que nos da un cono X C K;; que es un dominio
fundamental de la accién de O .
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Consideremos unidades fundamentales uy, ..., u, € Of. Entonces los vectores L(uy), ..., L(u;) forman
una base del espacio H ¢ R "2, Por otra parte, el vector

no estd en H, asi que los L(u;) junto con L forman una base de R"*": todo x € R"*" puede ser expresado
como
AML(up) + -+ M L(u) + AL (6.6)

para algunos Ay,..., A\, A € R.
A partir de ahora vamos a denotar por m = #x el nimero de las raices de la unidad en K.

6.6.6. Definicién. Sea X C K el subconjunto definido por las siguientes condiciones.
a) Paratodo x € X en la expresion de /(x) en la base (6.6) se tiene0 < \; < 1 parai=1,...,r.
b) Setiene 0 < argx; < .

La condicidn b) merece alguna explicacién. Si K tiene un encaje real, entonces ux = {£1} (otras raices
de la unidad no se encajan en R), asi que m = 2 y la condicién b) nos dice simplemente que x; > 0. En
general, la condicién b) sirve para tomar en cuenta la accién de px = (Of )rors cOmo en el ejemplo 6.6.2. La
condicién a) es similar a lo que vimos en el ejemplo 6.6.3.

6.6.7. Proposicion. X es un cono: si x € X, entonces \x € X para todo X > 0.

Demostracion. Parax € Xy A > 0 tenemos
L(x) = log |M| L+ £(x),

y esto no afecta los coeficientes Ay, ..., \;, asi que la condicién a) se preserva. Por otra parte, arg(\x;) =
argxi, asi que b) se preserva también. Notamos que X # @' por ejemplo, el punto ®(1) estd en X. [ ]

6.6.8. Proposicion. X es un dominio fundamental de la accién de Oy sobre K3 : para todo puntoy € Ky existen
tnicosu € Og yx € X tales quey = ®(u) x.

Demostracion. Primero para la existencia, escribamos £(y) en términos de nuestra base de R *"2:
E(y) =\ L(Ll]) + -+ )\rL(ur) + AL.
Parai=1,...,r pongamos
Ai = @i + pi,

donde
a e, 0<p<l

Consideremos la unidad v = u{' - - - uf" y el punto z = ®(v~1)y. Ahora
0(z) = Lv ") +£(y) = —ay L(uy) — - - - — ar L(u;) + Ay L(up) + - - -+ A\ L(uy) + AL = g L(uy) + - - -+ pr L(uy) 4+ AL.

Esto nos asegura la condicién a) de la definicién de X, y falta analizar la condicién b). Si argz; = ¢,

entonces para algin k se tiene

2k _ 2wk
m m

Sea ¢ € ug la m-ésima raiz de la unidad tal que o1(¢) = exp(%’r"). En este caso el punto x = ®(¢ %) z estd
en X: primero tenemos



dado que g = ker L, asi que la condicion a) se preserva. Por otra parte,

2k 2k
argx; = argz; — m o ¢ — m’

y luego
2T
0<argx < —.
m

Entonces,
y=®(v)z=o(¢"v)x

es la representacioén que estdbamos buscando.
Ahora para ver que la representacion es Ginica, supongamos que

y=ou)x=ou')x
para algunos u,u’ € O, x,x’ € X. Tomando los logaritmos, se obtiene
L(u) + 0(x) = L(u") + ¢(x').

Aqui por nuestra hipotesis

O(x) = A L(uy) + - - + A L(ur) + AL,
0X") =N L(up) + -+ \-L(uy) + VL,
donde 0 < \;, \! < 1. Por otra parte,
L(u) =a; L(uy) +-- -+ a-L(uy,),
L) =a}

L(
L(uy) +---+a. L(u,),
L(

donde a;, a € Z. Esto nos permite concluir que L(u) = L(u’), asi que u’ = ¢u para alguna raiz de la unidad
¢ € pg = ker L. Ahora ®(u’) = ®(¢) ®(u), y entonces x = ®({) X/, y en particular x; = 0(¢) ;. La condicién
b) nos dice que

2w
0 < argx;,argx) < o

Tenemos 9
™
< -
0<lon(Q)] <,

pero o1(¢) es una raiz m-ésima compleja, asi que la Ginica opcién es o1(¢) = 1, y luego ¢ = 1. Podemos
concluir queu = u’' yx = x'. |

6.6.3 Calculo del volumende T

Para terminar la prueba de la férmula del nimero de clases, tenemos que ver que
T={xeX||Nx)| <1}

es un conjunto acotado y calcular su volumen

n r

El calculo esencialmente consiste en una reduccién a ciertas integrales iteradas, lo que no suena muy in-
teresante. Sin embargo, este es precisamente el punto donde aparece el regulador y m = #pu.

6.6.9. Lema. T C X es un conjunto acotado.
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Demostracion. Recordemos que X C K esun cono. Todo rayo en X que sale del origen contiene tinico punto
x € X tal que [N(x)| = 1. Ahora si S es el conjunto de tales puntos, entonces T = [Jy_,<; AS.

Para todo punto x € K consideremos
L(x) = (n; log |x;|)i = A\ L(uy) + - - + A L(uy) + AL.
Calculando la suma de coordenadas de los vectores en la parte derecha e izquierda, nos sale log |[N(x)| =
n(r1 + 2ry) = n\, usando que L(u;) € H. Podemos entonces escribir
0(x) = M L(uy) + -+ A\-L(uy) + % log |[N(x)| L.
Ahora six € S, entonces log [N(x)| = 1, y nos queda
£(x) = (n; log|xi|)i = A1 L(ur) + -+ + Ar L(ur),

donde 0 < )\ < 1, puesto que x € S C X. Esto nos da una cota sobre los log |x;|, y luego sobre los x;. Esto
significa que S es acotado, y por ende T también lo es. |

6.6.10. Lema. Para toda unidad u € Oy la transformacion x — ®(u) - x sobre Kj; preserva el volumen.
Demostracién. El determinante de esta transformacion serd N(®(u)) = Kg/q(u) = £1. [ ]

En particular, sea ¢ € ug una raiz de la unidad tal que

o1(¢) = eXp(W)
Parak=0,1,...,m — 1 consideremos los conjuntos
Ty = (Y- T.
Tenemos entonces vol(Ty) = vol(T). Ahora
IN(@(¢¥) - %) = IN(),
(¢ %) = L),
arg(®(¢Y) - X)1 = argxy + — -

Entonces, cada conjunto T}, esta definido por las condiciones
1) 0 < N < 13
2) £(x) = A L(u1) + -+ A L(uy) + L 1og|N(x)| L, donde 0 < ); < 1.

3) 2k < argx < KD

De la condicion 3) se ve que los T son disjuntos y su unioén  Jy«,,_; Tk esta definida por las condiciones
1) y 2). Sea T el subconjunto de la unién tal que x1, . .., x, > 0. Tenemos entonces

r M1+

vol(T) = % vol(T) =

vol
m Leb. (

T).
6.6.11. Proposicion. Se tiene voly, (T) = ©" Regy, y por lo tanto vol(T) = %.
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Demostracién. Para x € T se tiene

(i = > ML(w) + - log N,

1<k<r

donde n; = 1 para las coordenadas que corresponden a encajes reales (es decir, 1 <i < r;)yn; = 2 paralas
coordenadas que corresponden a encajes complejos (es decir, r; + 1 <i < ry + ).
Escribamos las coordenadas de Kg = R 22 como

(X17 s 7Xr7y1azla .. ,erZrz)-
Hagamos un cambio de variables
Xi = pis  Yj = Pr+j COSQj,  Zj = pr4j SN P,

donde 1 <i<r;yl <j<r.Eljacobiano correspondiente sera

o, oM | o o O Ox
9p1 aprl 8Pr1+1 Jb1 8Prl +ry 8¢r2
8)(,1 o 6)(,1 0Xr1 8"’1 L 8)(,1 8)(,1
9py 3Pr1 8Pr1+1 b1 8Prl +ry 8¢r2
oy ... On (o1 oy ... o (o0
9p1 8pr1 apr1-¢—1 Jb1 6l)r1+r2 B(brz
oz ... 0z 9z, 9z . 9z; 0z1
9p1 8Pr1 8Pr1+1 Jb1 aprl +ry 6¢r2
8Yr2 . 8Yr2 8er 8)’r2 o 6)’r2 6)’r2
9py 6Pr1 8Pr1+1 oz} aPrl +ry 8¢r2
9z, .. 0w | 0%, Oz,  0m 0z,
9p1 3Pr1 aPrl +1 oz} aprl +ry 8¢‘r2

Calculandolo con cuidado, nos sale la matriz

1 ... 0 0 0 0 0
0o - 1 0 0 0 0
0 CoSp1  —pr41 sen(¢r) - 0 0
0 0 |sen¢; +pr41co8(p1) - 0 0
0o --- 0 0 0 COS¢Pr, —pri+r, S€N(Pr,)
0O --- 0 0 0 <o sen¢r, +pr+r, €0S(ér,)

de determinante pr, 11 - - - pr,+r,-
En términos de nuevas coordenadas, el conjunto T ¢ R"+2" viene dado por

1) Plse-y Pri4r, > O’ H P? < 1’

1<i<ri4ny
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2) logp/ = > N (L(w))j+ 3 log
1<k<r
3) 0 < ¢ < 2.

Ahora pasemos a otras coordenadas Ap, . .

I

1<i<r+n,

., Ar, A, definidas por

pi’, donde 0 < N\ < 1;

logp! = Y MeL(w); +H} log \.

Sumando estas ecuaciones paraj = 1,...,r; +r; ynotando que > ;e; =ny >, L(ux); = 0, se obtiene
e
II P
1<j<ry+ry
Entonces, el conjunto T esta definido por las condiciones
0< <l 0<A<1
parak =1,...,r. Calculamos el jacobiano
9p1 9p1 9p1 L pL p1
Py A AN, nx e L(un) 2 L(ur)y
aﬂrl Oprl aprl Pry Pry Pry
/ G o D DN o L(u1)r, e e L(uy)r,
8Pr1+1 8Pr1+1 3Pr1+1 Pri+1 Pri+1 Pri+1
ON O\ O\ nx €41 L(ul)rl+1 €11 L(ur)r1+1
8Prl +ry aprl +ry 8Pr1 +ry Pri4ry Pri4ry Pri+ry
O O O\r nx er,1r, L(ul)r1+rz €rtry (ur)rlJrrz
El determinante correspondiente sera
1 L(u1)1 L(Llr)l
1] L(u) L(ur)
L " A
|det ]| = % det
2| L(uy)r+1 L(ur)r 11
2 L(ul)rl+r2 L(ur)flJrrz
Sumando todas las filas a la primera, alli nos quedara el vector (n,0,...,0). Recordando la definicién del
regulador,
Lo 1
det|]] = 2P prrlm Regy = — Regy.
A2n pr1+1"'pr1+r222
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Juntando todos los calculos de arriba,
Vol (T) = / e / dxy - -dxy, dy, dzy - - - dyr,dz;,
= / : '/,Dr1+1 CPritn dpi--- dpr1+r2 do; - - d¢r2

2 2
= [ o [ don [ [ oo don

0
= (Zﬁ)rz /-“/detll\ Pri+1 " Pri+n, dAy - dArdA

1 1 1
=" RegK/ d\ - - / d\, / d\ = 7" Regy. [ ]
0 0 0

Con esto ya tenemos todos los detalles de nuestra prueba de la férmula de clases.

6.7 Funcioén zetay series L

Clase 28
En esta seccion me gustaria explicar como la funcion zeta se factoriza en ciertas series L de Dirichlet  35/11/20

CK(S) = HL(S’ X)7

en el caso cuando K/Q es una extension abeliana. Aqui voy a seguir la exposicion de [Was1997].

La idea es bastante sencilla: recordemos que un cardcter de Dirichlet méd m es un homomorfismo
multiplicativo x: (Z/mZ)* — C*. Dado que para un campo ciclotémico Q(¢n) se tiene Gal(Q(¢n)/Q) =
(Z/mZ)*, es util considerar los caracteres de Dirichlet como caracteres de Galois x: Gal(Q(¢,)/Q) — C*.
Ahora los subgrupos H C Gal(Q(¢,)/Q) corresponden a subcampos K C Q(¢{). Como ya mencionamos en
el capitulo 4, el teorema de Kronecker-Weber afirma que cualquier extensién abeliana K/Q puede ser
realizada como una subextension de Q((,)/Q para algiin m.

Ahora para el grupo de caracteres (Zm X o Gal(@)/@) se tiene (Zﬁni)X ~ (Z/mZ)*, asi que los
subcampos de Q((,) estdn en correspondencia con grupos de caracteres de Dirichlet m6d m. Sin embargo,
aqui el isomorfismo (Zﬁni) X o (Z/mZ)* no es candnico, y por esto hay que proceder con cuidado. Vamos
a empezar por una revision mas sistematica de los caracteres de grupos abelianos finitos.

6.7.1 Caracteres de grupos abelianos finitos

Sea G un grupo abeliano finito. Vamos a usar la notaciéon multiplicativa. Un caracter de G es un homo-
morfismo y: G — C*. Los caracteres forman un grupo respecto a la multiplicacién punto por punto que
serd denotado por G. Esta construccién es contravariante: un homomorfismo de grupos f: G — H induce
un homomorfismo de grupos de caracteres?z H — G mediante la composiciéon con f.

6.7.1. Lema. Se tiene ﬁ-[ ~Gx H

Demostracion. Para los grupos abelianos el producto x coincide con coproducto, y luego Hom(G x H, C*)
Hom(G,C*) x Hom(H, C*) por las propiedades universales de productos y coproductos. [ ]

6.7.2. Lema. Hay un isomorfismo no canonico G=G.En particular, #@ = #G.

Demostracion. Primero, si G = C, es un grupo ciclico finito, entonces
C, = Hom(C,,C*) = Hom(Cy, un(C)) = Hom(Cy, Cy) = Cy.
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En general, tenemos un isomorfismo no candénico G = C,, x --- x C,,, y luego
G=Cp X xCp ZCp x---xCy, ZG. [ |

Las siguientes propiedades es un caso muy particular de la dualidad Pontriaguin que funciona para los
grupos abelianos localmente compactos. En este caso el grupo dual G se define como el grupo de homo-
morfismos continuos x: G — T, donde T = {z € C | |z| = 1} es el grupo compacto del circulo. En el caso
cuando G es finito, es trivialmente compacto, y todo homomorfismo x: G — C* toma valores en las raices
n-ésimas de la unidad 1, (C) C T, donde n = #G. En general la prueba de la dualidad de Pontriaguin es

bastante complicada, pero para G finito podemos usar la observacién de arriba de que #f} = #G y ocupar
el conteo de elementos.

6.7.3. Proposicion. Sean G un grupo abeliano finito y G su grupo de caracteres.

a) Hay isomorfismo candnico G = G dado por el homomorfismo de evaluacion ev: g — (x — x(g))-

b) Tenemos un apareamiento no degenerado
GxG—C*, (&) x(8);

Es decir, si x(g) = 1 para todo g € G, entonces x = 1, y si x(g) = 1 para todo x € G, entonces g = 1.

¢) Dado un subgrupo H C G, consideremos el subgrupo ortogonal respecto al apareamiento de arriba:
H' = {x € G| x(h) = 1 para todo h € H}.

Tenemos isomorfismos naturales
H'~G/H, H=G/H".

d) Bajo la identificacion de G con G, se tiene (H-)* = H.

Demostracién. El homomorfismo ev es inyectivo: si tenemos x(g) = 1 para todo caracter y: G — C*, en-
tonces todo x se factoriza de manera tinica por el cociente G/(g), yluego G = G/(g). Sin embargo, #G = #G

—

vy #G/{g) = G/(g), asi que necesariamente g = 1. Por otra parte, el homomorfismo es sobreyectivo, dado

que #G = #G = #G. Esto establece la parte a). Notamos que el argumento es similar a la prueba del
isomorfismo canénico V= (VV)V para un espacio vectorial de dimension finita V.

La parte b) es una consecuencia inmediata de lo que acabamos de ver.

En c), observamos que si H C ker x, entonces x se factoriza de manera Ginica por el cociente G/H, asi
que H+ = G/H. Ademds, la inclusién H — G induce la restriccion de caracteres G — H, y por la definicién
H* es el nicleo. Esto nos da un homomorfismo inyectivo f}/HL < H.Parala sobreyectividad, calculamos

que
# G/H') = = —— = =#H= #IA{.
(G/H) #H"  4G/H  #(G/H)

En fin, en la parte d), primero tenemos por la definiciéon H C (H*)*, y luego

#(H"): = #(G/H)- = # <i> — #H. n
G/H
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6.7.2 Caracteres de Dirichlet
6.7.4. Definicion. Un carécter de Dirichlet méd m es un homomorfismo x: (Z/mZ)* — C*.

Notamos que si m | m’, entonces y induce un caracter
(Z)m'Z)* — (Z/mZ)* X C*.

6.7.5. Definicion. El m mas pequeno tal que y puede ser considerado como un caracter méd m se llama
el conductor de y y se denota por f,. Cuando x se considera como un cardcter méd f,, se dice que x es
primitivo.

6.7.6. Ejemplo. Consideremos el homomorfismo x: (Z/6Z)* — C* definidopor1 — 1y5 +— —1.En
realidad este x se induce por el homomorfismo no trivial x’: (Z/3%Z)* — C* definidopor 1 +— 1,2 — —1:

’

x: (Z)6Z)* — (Z/32)* X5 C*.
Entonces y tiene conductor f,, = 3 y no es primitivo. A
6.7.7. Definicion. Si y(—1) = +1, se dice que x es par, y si x(—1) = —1, se dice que x es impar.
Un caracter de Dirichlet x: (Z/mZ)* — C* se extiende a una aplicacién x: Z — C poniendo
x(n) =0, si med(n,f,) # L.
Si x y ¥’ son caracteres primitivos, entonces su producto punto por punto se define como un caracter
xx't (Z/ mem(fy, f)Z)* — C*,

y es también primitivo. Si med(f,,f,/) = 1, entonces f,,,» = f, fy.

Sea K/Q una extension abeliana. En este caso gracias al teorema de Kronecker—-Weber tenemos K C Q(¢n)
para algin m. El minimo posible m con esta propiedad se llama el conductor de K. En este caso todo caracter
de Galois x: Gal(K/Q) — C* puede ser interpretado como un caracter de Dirichlet mdd m:

(Z/mz)* = Gal(Q(Cn)/Q) C

~ A

Gal(K/Q)

—

De esta manera el grupo de caracteres Gal(K/Q) se identifica con cierto grupo de caracteres de Dirichlet X
y se tiene el apareamiento perfecto correspondiente

Gal(K/Q) x X — C*.

Para un subcampo F C K consideremos el subgrupo Gal(K/F) C Gal(K/Q) y el correspondiente subgrupo
ortogonal de X
Y = Gal(K/F)* = {x € X| x(8) = 1 para todo g € Gal(K/F)}.
Viceversa, dado un subgrupo Y C X, podemos considerar el grupo Y+ C Gal(K/Q) y el subcampo fijo co-
rrespondiente F = K¥ . De esta manera se obtiene la siguiente version de la correspondencia de Galois para

K/Q.

“Nota politicamente incorrecta: aqui «f> viene del aleman Fiihrer, lo que literalmente significa lider o conductor.
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6.7.8. Teorema. Para un campo K C Q(¢), sea X = Gal(K/Q) un grupo de caracteres de Dirichlet correspon-
diente. Tenemos una biyeccién

Y K(Yi)
subgrupos Y C X — subcampos F C K
<7
Gal(K/F)*«F

Esta correspondencia cumple con las siguientes propiedades:
@) [F:Q] = £V,
b) Setiene F;, C F; siy solamente si Y; C Y.
¢) Al subgrupo generado por los elementos Y, e Y, corresponde el compositum F, F.
En particular, hay una biyeccion

-

{subgrupos X C (Z/mZ)*} —— {subcampos K C Q(¢n)}

Demostracién. SiF = K", entonces Y- = Gal(K/F) por la teoria de Galois, y luego Gal(K/F)+ = (Y+)L =
Y. De manera similar, si Y = Gal(K/F)+, entonces K(Y") = K(GalK/P)")" — gGal(k/F) — F. Esto establece la
biyeccion.

Para verificar la propiedad a), notamos que [F : Q] = # Gal(F/Q). Por otra parte,

Gal(K/F)* = (Gal(K/Q)/ Gal(K/F)) = Gal(F/Q),
y #Gal(F/Q) = # Gal(F/Q).
La propiedad b) nada mds viene del hecho de que para la correspondencia de Galois habitual, se tiene
F; C F, siy solamente si Gal(K/F,) C Gal(K/F;), y lo dltimo se cumple si y solamente si Gal(K/F;)* C
Gal(K/F;)*.
Como consecuencia, en la propiedad c), el subgrupo de X mas pequeno que contiene Y; e Y; correspon-
derd al subcampo mas pequeno de K que contiene F; y Fj. |

6.7.9. Ejemplo. En el campo ciclotémico Q(¢7) consideremos el subcampo cuibico real K = Q(¢7 + ¢ .

-

Este debe corresponder a algin grupo de caracteres de Dirichlet X € (Z/7Z)* de orden 3. El grupo (Z/7Z)*
tiene solamente dos caracteres ctbicos; estos corresponden a 2 y 4 que tienen orden 3 méd 7.

Para definir un caracter cibico, podemos escoger un generador de (Z/77Z)*, por ejemplo 3, y mandarlo
a la raiz de la unidad (s:

xils 1, 2=3¢, 3G, 4=3—G, 5=3 ¢, 6=3—1.
El otro caracter cubico serd y? = . Entonces, X = {1, x, x*}. A

6.7.10. Ejemplo. Consideremos el campo K = Q(1/2,/3). La extensién K/Q es abeliana, y el teorema de
Kronecker-Weber nos dice que K C Q((,,) para algiin m.

Nos conviene considerar por separado dos campos cuadriticos F; = Q(v/2) y F, = Q(+/3). Tenemos
F1 Cc Q(¢s) YF2 € Q(C12), yluego K = F1F; C Q(C24)-

El encaje F; C Q((g) corresponde a un caracter cuadratico y; mdd 8, y seria instructivo entender cuél
es este, ocupando las consideraciones de arriba. El automorfismo no trivial de Q(¢g) que deja fijo a v2 =
(s+Cglesa: (g (], asique

Gal(Q(¢s)/F1) = {1,0}.

Nos interesa el grupo ortogonal

Gal(Q(¢s)/F1)* = {x € Gal(Q(¢s)/Q) | x(o) = 1}.
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Todos los elementos no triviales de Gal(Q(¢s)/Q) = (Z/8Z)* tienen orden 2, asi que los caracteres x €

—

Gal(Q(¢s)/Q) = (Zﬁi)x toman valores +1. Bajo la identificacion Gal(Q((s)/Q) = (Z/8Z)*, notamos que
el elemento no trivial de Gal(Q(¢g)/F;)* debe mandar 7 a +1, y esto ya nos define todo el carécter:

x1:1l—=+1, 3—-1, 5= -1, 7~ +1

Dejo al lector investigar el caso de F, C Q(¢12) v ver que el caracter correspondiente méd 12 serd
x2: 1= +1, 5—-1, 7— -1, 11— +1.

Podemos concluir que K corresponde al grupo de caracteres de Dirichlet

X ={1,x1,x2, x1x2}- A

6.7.3 Caracteres de Dirichlet y ramificacion

Empezamos por un par de pequenos lemas sobre los indices de ramificacién en extensiones. Invito que
el lector revise el material de §84.3-4.4 sobre el grupo de descomposicion e inercia y automorfismo de
Frobenius.

Primero, nos conviene introducir la siguiente terminologia: se dice que un primo racional p es totalmen-
te ramificado’ en una extension K/Q si en Ok hay tnico ideal primo p | py pOx = p¢, donde e = [K : Q.
Notamos que esto es equivalente a tener f(p|p) = 1.

6.7.11.Lema. Enunatorre de extensiones Q C F C K, si p es totalmente ramificado en K, entonces es totalmente
ramificado en F.

Demostracion. Si*33 es el tinico primo en Ok que esta sobre p, entonces p = B N OF es el tnico primo en Of
que esta sobre p. Ahora f(3|p) f(p|p) = f(B|p) = 1 implica que f(p|p) = 1. [ |

6.7.12. Lema. Sean F; y F, dos campos de niimeros, donde F,/Q es una extension de Galois. Dado un primo
racional p, consideremos ideales primos 3 C Op,r,, p1 C Of,, p1 C OF, tales que*B | p1 | pyp2 | p.

1) Sip no se ramifica en F,, entonces e(*B | p1) = 1.

2) En particular, si F,/Q es también una extension de Galois, y p no se ramifica en F,, entonces el indice de
ramificacion de p en F,/Q es el mismo que el indice de ramificacion de p en F1F,/Q.

F1F,

Demostracion. Recordemos que si F5/Q es una extension de Galois, entonces F;F,/F; es también una ex-
tension de Galois. Consideremos los grupos de descomposicién

D(Bp1) = {0 € Gal(F1F2/Fy) | o(*B) =B},
D(pa2|p) = {0 € Gal(F2/Q) | o(p2) = p2}.

“No hemos mencionado este término hasta el momento solo porque por el carcter introductorio de este curso, no hemos tratado
de manera mds sistematica la teoria de ramificacién...
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Dejo al lector verificar que el siguiente diagrama conmuta:

I —— I(¥lp1) —— D(Plp1) — Gal(x(R)/k(p1)) — 1

l |

1 —— I(p2|p) — D(palp) — Gal(x(p2)/Fp) —— 1

Aqui el homomorfismo en el medio est4 inducido por el homomorfismo inyectivo de restriccién
Gal(F1Fy/F1) — Gal(F/Q), o+ ol

(véase A.13.4). Como consecuencia, tenemos un homomorfismo inyectivo I(3|p;) < I(p2|p). En particular,
si p no se ramifica en Fy, entonces I(p;|p) = 1, y luego I(Blp;) = 1, asique e('P | p1) = 1.

Para la parte 2) del lema, dado un primo racional p, sean 8 C Opr, un ideal primo tal que ¢ | py
p1 =P N OF, p2 =P N OF,. Entonces,

e(Blp) = e(Blp1) e(p1lp) = e(p1|p)- u

i _ k ~ k T\ X o k
Ahora si m = I[I,r% e.nFonces (Z/,mZ)X = [1,(2/p*Z)*, y luego (Z/mZ)* = [],(Z/p Z)X,. De es,ta
manera todo cardcter de Dirichlet y mod m se descompone como x = [, x», donde x, es un cardcter mod
p*. Dado un grupo de caracteres de Dirichlet X, pongamos

Xp=1{xp | x €X}.

L —

6.7.13. Teorema. Para K C Q(¢y), sea X = Gal(K/Q) el grupo de caracteres de Dirichlet correspondiente.
Para un primo racional p el indice de ramificacién en K es e, = #X).

Demostracién. Escribamos m = p*m’, donde p { m’. El campo L = KQ((y) corresponde al grupo de carac-
teres de Dirichlet generado por X'y (Z/m’Z)*. Los caracteres mdd m’ son precisamente los caracteres mod

m de conductor f, tal que p 1 f,. Entonces, L corresponde al producto directo X, x (Zm)x, y por ende
L = FQ({m), donde F es el subcampo de Q((,«) que corresponde a X),.
Tenemos el siguiente diagrama, donde esta marcada la ramificacién de p en las extensiones.

Aqui p no se ramifica en la extension Q(¢,)/Q, asi que el indice de ramificacién de p en K/Q es el mismo
que en la extension L/Q. En la extension L/F el primo p tampoco se ramifica, asi que el indice de ramificacién
es el mismo que en F/Q. En fin, F/Q es una subextension de Q({,«)/Q donde p es totalmente ramificado. Se
sigue que p es totalmente ramificado en F/Qy e, = [F : Q] = #X,. [ |

Esto nos lleva a la siguiente caracterizacién de ramificacién.

6.7.14. Corolario. En la situacion anterior, un primo p no se ramifica en K si y solamente si x(p) # 0 para todo
X € X
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Demostracion. Segun el teorema, p se ramifica en K/Q si y solamente si #X, # 1. Esto es equivalente a
tener un caracter no trivial y € X tal que

xp#1 <= plfy <= x(p)=0. n

—

6.7.15. Teorema. Sean K C Q((n) y X = Gal(K/Q) el grupo de caracteres de Dirichlet correspondiente. Para
un primo racional p consideremos los subgrupos de X dados por

Y={xeX|x(p)#0}, Z={xeX|x(p) =1}

En este caso el grupo Y/Z es ciclico, y se tiene

e, =X:Y], fp=1[Y:Z, g =#Z

Demostracion. Recordamos que
epfo8 = [K: Q] = #X.
Entonces, bastard verificar que e, = [X: Y] yf, = [Y: Z], y luego

#X

XY

Sea F el subcampo de K que corresponde al subgrupo Y C X. Entonces, Q C F C Kes la subextension mas
grande donde p no se ramifica. Esto significa que F es precisamente el campo de inercia de p (véase 4.3.6).
Tenemos entonces F = K/(*IP) = KS3K/F) "asi que I(p|p) = Gal(K/F). Luego, e, = #I(p|p) = # Gal(K/F)
(véase 4.3.4).

Recordemos que bajo el apareamiento Gal(K/Q) x X — C* se tiene Y = Gal(K/F)*, asi que

X/Y = Gal(K/Q)/ Gal(K/F)* = Gal(K/F).
Entonces, e, = # Gal(K/F) = #GWF) =[X:Y].

Ahora nos vamos a fijar en la extension F/Q donde p no se ramifica. En este caso el grupo de descompo-
sicién correspondiente es ciclico, generado por el automorfismo de Frobenius Frob, € Gal(F/Q), y se tiene
fp = #(Frobp).

Sea n el mem de los conductores f, para x € Y. En este caso F C Q(¢), donde p { n, y p tampoco se
ramifica en la extensién Q(¢,)/Q. Recordemos que el grupo de descomposicién de p respecto a Q(¢,)/Q es
ciclico, generado por el automorfismo de Frobenius ¢, — ¢Z.

El grupo Gal(F/Q) es el cociente de Gal(¢,)/Q = (Z/nZ)* por Gal(Q(¢,)/F), y el automorfismo Frob, es
precisamente la clase lateral de p € (Z/nZ)*. Ahora si x € Y, entonces se tiene Gal(Q(¢,)/F) C ker x, asi
que x(Froby,) = x(p). En particular, x(Frob,) = 1 siy solamente si x(p) = 1. Esto significa que respecto al
apareamiento Gal(F/Q) x Y — C*, tenemos precisamente Z = (Frob,)~-. Ahora

Y/Z = (Frob,),
y luego [Y : Z) = #(Frob,) = # (Frob,) = f,. n

6.7.4 Factorizacion de la funcidn zeta en series L de Dirichlet

Recordemos que a un caracter de Dirichlet y se asocia la serie L correspondiente

) 1
Ko =2 T = 1;[ L=xp)p=

n>1

Aqui para levantar y a una aplicacion x: Z — C, vamos a usar nuestra convencién de que y se considera
moédulo su conductor f, .
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6.7.16. Teorema. Para un subcampo K C Q(¢), sea X el grupo de caracteres de Dirichlet correspondiente. Se
tiene
s) =[] L(s,x)-
x€X

Demostracion. Escribamos la funcién zeta como el producto de Euler

= 5

N
p plp K/Q

Pongamos
POk = (p1---pg,)?, donde Nk (pi) = pP.

El factor de Euler que corresponde a p sera entonces

II

1<i<gy

1;[ 1— P~ fp
Por otra parte, en el producto er «L(s, x) el factor que corresponde a p sera

Hl X _HI, ps’

x€X

1 —NK/@

donde
Y={xeX|x(p) #0}.

Hemos pasado al producto sobre y € Y porque los términos con x(p) = 0 no contribuyen nada. De la misma
manera, podemos considerar el subgrupo de Y dado por

Z={xeX|x() =1}

Para cada clase lateral xZ € Y/Zlos caracteres en xZ toman el mismo valor en p. Esto nos permite reescribir

nuestro factor de Euler como 47
H 1
22 1-x()p~s ’

X€Y/Z

donde por X € Y/Z se entienden diferentes representantes del grupo cociente. Recordemos de 6.7.15 que
Y/Z es un grupo ciclico de orden f, y #Z = g,. Entonces, los valores x(p) para diferentes representantes
X € Y/Z seran precisamente las f,-ésimas raices de la unidad. Usando la identidad [, (1 — ¢Xx) =
1 — x", calculamos -
1 1
H K p—s “fps

ocksp, 1 1P 1-p

Esto nos dice que

1
Hl— PP (I—x(p)p W) .

XEX

Como consecuencia, se obtiene el siguiente resultado que es el punto clave en la prueba del teorema de
Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas (véase el apéndice D).

6.7.17. Corolario. Para y # 1 setiene L(1,x) # 0.
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Demostracion. Consideremos el grupo de caracteres de Dirichlet X = (x) y el campo correspondiente K C
Q(¢m), donde m es el conductor de x. Sea n = #X. El teorema anterior nos da

&= JI Lsx=c¢6s) T LisxH.

0<k<n—1 1<k<n—1

Sabemos que las funciones (k(s) y {(s) tienen un polo simple en s = 1, y esto implica que ninguno de los
factores L(s, x) se anulan en s = 1. |

6.7.18. Ejemplo. En el ejemplo 6.7.9 vimos que el campo ctbico real K = Q(¢7 + ;- 1) corresponde al grupo
de caracteres de Dirichlet X = {1, x, x*}, donde y es un caracter cibico méd 7. Entonces,

Ck(s) = ¢(s) L(s. x) L(s, X A

6.7.19. Ejemplo. En el ejemplo 6.7.10 vimos que el campo bicuadratico K = Q(v/2, v/3) se encaja en Q((a4)
y corresponde al grupo de caracteres

X= {17X17X21X1X2}7

donde ; es un caracter mod 8 y y; es un caracter méd 12. (De hecho, estos caracteres también pueden ser
recuperados del ejercicio 6.3.) Tenemos como consecuencia

Ck(s) = C(s) L(s; x1) L(s, x2) L(S, x1X2)- A

6.7.20. Comentario. Todo lo que hemos hecho en esta seccién funciona para extensiones abelianas K/Q.
Para factorizar la funcién (x(s) en el caso no abeliano, Artin introdujo funciones L(s, p), donde p es una
representacion lineal del grupo Gal(K/Q); es decir, un homomorfismo p: Gal(K/Q) — GL,(C). Aquinesla
dimension de la representacion. El resultado general es la factorizacion

&(s) = [[Ls. ).

donde el producto es sobre todas las representaciones irreducibles del grupo de Galois.

Cuando G = Gal(K/Q) es un grupo abeliano, un resultado basico de la teoria de representacion (véase
por ejemplo [Ser1978]) nos dice que todas las representaciones irreducibles de G son unidimensionales, y
entonces corresponden a los caracteres xy: G — GL;(C) = C*. En este caso las funciones L de Artin seran
las series L de Dirichlet.

El caso no abeliano es mas complicado y de este se origina una gran parte de las matematicas contem-
poraneas.

6.8 Perspectiva: Prolongacién analitica

En muchos casos una funcién de variable compleja definida por una serie sobre el dominio de conver-
gencia (como la funcién (x(s) que al principio se define para Res > 1) puede ser extendida a una funcién
meromorfa sobre todo s € C. Este es el caso con la funcién zeta de Dedekind.

6.8.1. Teorema. La funcion zeta de Dedekind admite prolongacioén analitica a todo plano complejo con el tinico
polo en s = 1 de residuo dado por la féormula del niimero de clases. Se cumple la ecuacion funcional

k(1 =s) = A(s) Ck(s),

donde N
_ s—1/2 TS\ TS\ s n
A(s) = | Akl (cos 5 > (sen 5 ) (2(2m)°T(s)) ",

n = [K:QJ, yr (resp. 2ry) es el niimero de encajes reales (resp. complejos) de K.
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-10 -9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1

Figura 6.3: Valores negativos de ((s)

Demostracion. Véase [Neul1999, §VIL.5]. [ |
Aqui
I'(s) :/ e 't"1dt, Res>0
0

es la funcién Gamma. En particular, T'(k) = (k— 1)! parak=1,2,3,...
Tomando K = Q, se obtiene la ecuacién funcional para la funcién zeta de Riemann

((1-5) = (cos %S) 2(27) S T(s) C(s). 6.7)

Sustituyendo s = 1 en la ecuacién funcional, notamos que el término (cos %‘)rlm tiene cero de orden
r1 + r, mientras que (x(s) tiene polo de orden 1. Esto nos permite concluir que (x(s) tiene cero en s = 0 de
orden r; 4+ r; — 1. Curiosamente, este es también el rango del grupo de unidades Oy . Dejo al lector calcular
que el residuo correspondiente sera

_ Regy Iy
#ux

Gi(0) = lim s~ (12D i (s) =

En particular,
1
0)=—-.
€(0) = —3
La ecuacidn funcional nos da los ceros triviales de la funcién (x(s) que aparecen paras = 0,—1, -2, -3, ...

gracias a los términos cos 7 y sen 7. Aqui estan los ordenes de estos ceros.

S: 0 -1 -2 -3 —4 -5 -6 -7 -8 -9 -10

ord: rn+r—1 rn n—+nrn n rn-—+rnr nr r—+rnr Iy r—+rn rp 1+rn
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Figura 6.4: Valores negativos de (g, /27 (S)

La hipétesis de Riemann extendida afirma que todos los ceros no triviales de (k(s) tienen Res = % El
mismo Riemann formuld su conjetura para el caso de K = Q, y este es uno de los problemas abiertos més
importantes en matematicas.

Las series L de Dirichlet también admiten prolongacién a todo el plano complejo.

6.8.2. Teorema. Sea y un cardcter de Dirichlet primitivo méd m. La serie L(s, x) admite prolongacion analitica
a todo plano complejo que satisface la ecuacién funcional

L(1—s,x) = A(s) L(s,X), (6.8)

donde ()
_ ML) s 1y mis/2
AG) == g (61 e ) 800

y

g = > x(a)

1<a<m-1

Demostracion. Véase [Neul999, §VII.2] o [Apo1976, Chapter 12]. [ |

Mas adelante veremos que g(x) # 0. Ademas, de la formula del producto de Euler se ve que L(s, %) # 0
para s > 1. Entonces, los ceros triviales de L(s, x) ens = 0, —1,—2, -3, ... vienen del término

2 cos (%), six(—1)=+1,

e*ﬂ'iS/Z +y(—1 e7ris/2 —
x(=1) —2isen (%), siy(—1)=-1.
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X1

X2

L(s, x)

Figura 6.5: L(s, x) para x1(n) = (£) (pa) y xa(n) = (
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Podemos concluir que si x(—1) = +1, entonces L(s, x) tiene ceros simples en s = 0,—2,—4,—6,..., y si
x(—=1) = —1, entonces L(s, x) tiene ceros simples en s = —1, -3, —5,... La hipdtesis de Riemann gene-
ralizada afirma que los ceros no triviales de L(s, x) tienen Re s = %

Nuestro préximo objetivo sera calcular los valores L(s, x) paras = 0, —1, —2, —3, ... de manera explicita.

6.9 Perspectiva: Valores especiales

Los valores de la funcién zeta (k(s) en enteros s = n € Z se conocen como los valores especiales. Como
vimos, la funcién zeta suele tener ceros en s = n negativos, asi que normalmente por el valor especial se
entiende mas bien el residuo correspondiente

Gi(n) = im(s — n) % (s),

donde d, denota el orden de cero en s = n (para el polo en s = 1 tenemos d; = —1).
Para las funciones L(s, x) los valores especiales se definen de manera similar.
Un ejemplo primordial de valores especiales es

;o _ Regy hy 2" (27)" Reg hy,
£(0) = lims™(MF=D (p(s) = ——2K X o x(1) = KX
Ck(0) = lim Ck(s) i k(1) 2 V1A

Hay varias identidades (en gran parte conjeturales) que generalizan estas formulas a todos = n € Z. La
idea general es definir ciertos invariantes algebraicos analogos a Cl(K) y Oy ; estos deben ser algunos grupos

abelianos finitamente generados. De sus partes de torsiéon vendra algin nlimero racional, similar a ;ﬁK Por
otra parte, deberia haber ciertos «reguladores superiores» Regy ,, responsables por la parte trascendente del
valor especial. Estos reguladores superiores también seran covolimenes de algunos reticulos, pero son mas
dificiles de definir.

Las construcciones técnicas necesarias para escribir estas formulas para los valores especiales nos lle-
varian demasiado lejos. El lector interesado en los resultados y conjeturas contemporaneos acerca de los
valores especiales puede empezar por el articulo de Kontsevich y Zagier sobre periodos [KZ2001], y también
ver el articulo de Nekovar sobre las conjeturas de Beilinson en [Motives-I], y el libro [CRSS2015] sobre las

conjeturas de Bloch—Kato para la funcién zeta de Riemann. Aqui me gustaria explicar un resultado clésico.

6.9.1. Teorema (Siegel-Klingen). Para un campo totalmente real K/Q los valores (x(—1), (x(—3), ¢k(—5),
... son numeros racionales.

Aqui se trata literalmente de valores (x(—n), no de residuos (;(—n). Hemos calculado arriba los ordenes
de ceros triviales (x(—n), y estos son ry 0 r; + ry, dependiendo de la paridad de n. En particular, si K no
es totalmente real y r, > 0, entonces (x(—n) = 0 para todo n < 0. Por esto la hipétesis dice que K/Q es
totalmente real.

Para la prueba completa del teorema véase [Neu1999, §VIL.9]. A continuacién veremos una prueba para
K/Q una extension abeliana. En este caso, como ya vimos, se tiene (k(s) = [, L(s, x) para ciertos caracteres
de Dirichlet x, y bastaria saber calcular los valores de L(s, x) en s = n < 0. Estos célculos son muy clésicos.

6.9.1 Numeros y polinomios de Bernoulli

Hay diferentes definiciones equivalentes de los nimeros y polinomios de Bernoulli. Nos conviene usar
las funciones generatrices exponenciales.

6.9.2. Definicion. Los niimeros de Bernoulli B, ¢ Q se definen mediante
tet By

el—1 Z<X
>0
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y los polinomios de Bernoulli By (x) € Q[x] se definen mediante

te tk
o1 ZBk(X) R

k>0

No es dificil verificar que la funcién generatriz para By, es equivalente a la recurrencia
k+1
> (T m ke
o<izk * !

6.9.3. Proposicion. Los niimeros y polinomios de Bernoulli cumplen las siguientes propiedades.
a) Bk(l) = Bk.
b) By(x+ 1) — By(x) = kxk—1,
En particular, para x = 0 se obtiene By(0) = By para k # 1.

) Bi(1—x) = (=1)* By(»).
En particular, para x = 0, se obtiene que B, = 0 para k > 3 impar.

d) Paratodo k > 1 se tiene By (x) = kBy_1(x) y fo Br(x)dx =

Demostracion. La propiedad a) se sigue de las funciones generatrices para By y Bi(x), y la propiedad b) se
sigue de la identidad

tk te()(+1)l’ tel’X : Xk Kt 1
D Bux+ 1) =Bx) g = o — g e =t

k>0 k>0

De manera similar, c) se sigue de

th red=0t  (—p)er(-D K tk
ZB"(I_X)E: et — 1  et_1 :Z<_1> Bk(X)E-
k>0 k>0

En fin, para d), tomando as derivadas formales de la identidad “" Zk>0 Bi(x) & respecto a x, se obtiene

0 [ te™ t- te
ax<et—1> =t> Bux) 5= Bi1(x) => B

k>0 Kt k>1 k>0

Se tiene [ By(x) dx = i1 Biy1 (%) + C, donde By;1(0) = Biy1(1), y luego fo Bi(x)dx =0 [ ]

De hecho, la dltima propiedad caracteriza los polinomios de Bernoulli: estos se definen de manera tinica
por las condiciones

Bo(x) = 1, By(x) = kB 1(x /’Bk x)dx = 0 parak > 1.

(Laidentidad B;(x) = k Bx_1(x) define By (x) salvo el término constante que luego se recupera de la condicion

[y B(x)dx = 0.)

A continuacién nos servira el siguiente caso particular de series de Fourier. Sea f: R — R una funciéon
continua por trozos y periddica tal que f(x + 1) = f(x). Luego, para todo xy € R donde f es continua y las
derivadas izquierda y derecha de f existen, se cumple

= Z?(n) 2o donde f(n) = /1 e~ 2T fx) dx
0

nez
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k  Bi(x) By
0 1 1
1 1
I x—3 1
2 1 1
2 x-x+z :
3 -3+ 1x 0
3, .2 1 1
4 X -2x°4xr— %5
5 X -3xt+ix8-1lx 0
6 5.5 1,2, 1 1
6 -3 +3xt—1x24+ L =
7T X —Ix+IxX I+ 1ix 0
8 7 14 6 7 2,2 1 1
8 X —4xT+ 2Tt ikt -
9 -3 +6x"— xS +2x5 - 3x 0
10 9 , 15.8 6 3.2, 5 5
10 x10—5x°+ 2x® —7x0 45— 3x2 + 2 Z
11 XM - Uyl0 5550 1147 4 11x° — ULd 4 3x 0
12 1 10 33,8 6 33 2 691 691
12 x2—6x" +11x10 — 2 x% +22x° — $x* 4+ 5x* — 2 —
13 13 12 11 143 .9 | 286 .7 _ 429 .5 , 65.3 _ 691
13 X *TX +13X *TX +?X *TOX +?X *mx 0
14 13, 91,12 1001 ,10 , 143 ,8 1001 .6 , 455 691 .2 | 7 7
14 xM—7x13 4 20 x12 _ I0Lyl0 4 13548 1B x6 4 2044 Bly2 4 1 z
15 x15— Loyl 35415 ILyll | TISA0 429,74 455,45 69145 4 By 0

Figura 6.6: Polinomios y nimeros de Bernoulli
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Figura 6.7: Polinomios de Bernoulli B, (x)
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6.9.4. Proposicion. Tenemos la serie de Fourier

k! eZTrinx

= iy 2w
n#0

Bk(X —

(6.9)

Demostracion. Necesitamos calcular los coeficientes de Fourier de la funciéon f(x) = By(x — |x]). Paran =0

tenemos

R 1
70) = /0 B(x) dx = 0.

Paran # 0y k = 1 usamos la integracion por partes ( fab f (%) g(x) dx = [f(x) g(x)]ﬁ - fab f(x) g (x) dx):

! , 1 I . 1
—2minx _ - — _ —2minx _ -
/0 ¢ (X 2) dx 27rin/0 (e72™) (X 2) dx
1
__ 1 e—Zm’nx X — 1 o /1 efzm'nx dx | =
27”” 2 0 0
N—— o ——’

=0

Para k > 1 la integracion por partes junto con la identidad Bj(x) = kB_; (x) nos da
o~ 1 .
fin) = [ e B

- /1(627rinX)/Bk(X) dx
0

= ein J, e 2 B (x) dx
k(k—1 ! —2minx
:(;m'n)z)/o e 2" B, (x) dx

k! ! —2minx 1
e A YK

B k! (1N _ K
- (2min)k-1 2rin) — (2rmin)k’

La serie de Fourier (6.9) nos lleva al siguiente famoso resultado.

6.9.5. Teorema (Euler). Para todo k > 1 se tiene

2k—1
2 2k

C(2k) = (‘UkHBZk W T

Demostracion. Sustituyendo x = 0 en (6.9) y 2k en lugar de k, se obtiene

By = By(0) = —(_l()f'g;w 230 = e B )
n>1
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Bi(x — [x])

By(x — [x])

Bs(x — [x])

By(x — [x])

Figura 6.8: Funciones periddicas B, (x — |x])
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6.9.6. Ejemplo. Los primeros valores ((2k) son

’/TZ
((2) = % ~ 1644934,
774
((4) = 55 ~ 1,082323...,
m° 1734
™ 1004077
7.(.10
((10) = grzzz ~ 1,0009%. ...
691 712
((12) = cogerygre ~ 1000246 A

6.9.7. Comentario. Los valores ¢(3),¢(5),¢(7), ... son mas misteriosos. Al parecer, son nimeros trascen-
dentes. Por supuesto, los nimeros

221(—1

o 2k

C(2k) = (~1)+" By

son también trascendentes, ya que  es trascendente. Los valores ¢ (2k+1) deberian de ser trascendentes por
alguna razén mads sofisticada, y se supone que entre ¢(2k + 1) distintos no hay ninguna relacién algebraica.
Sin embargo, todavia no hay demostraciones ni siquiera de que los ¢(2k + 1) sean irracionales. En 1977 el
matematico francés Roger Apéry demostré que el nimero

¢(3) =~ 1,20205690315959428539973816. ...

es irracional. La tumba de Apéry en Paris lleva la inscripcion

Roger APERY 1916-1994

1 1 1 p
l+i+gm+g+ - #8

Para mas informacién sobre el teorema de Apéry, véase el articulo [vdP1979]. Los métodos de Apéry no se
generalizan para demostrar que ¢(5) es irracional. Hay pocos resultados en esta direccién. Rivoal demostrd
en 2000 que entre los numeros ¢(3),((7),¢(9), ... hay una infinidad de irracionales [Riv2000], mientras que
Zudilin demostré que por lo menos un nimero entre ¢(5), ¢(7), ¢(9) y ¢(11) es irracional [Zud2004].

6.9.8. Corolario. (—1)k1 By, > 0 para k > 1. Es decir, By # 0, y los signos son alternantes.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de la formula (1)1 By, = % ¢(2k). Esto también puede ser
deducido directamente de la definicion de By, pero la férmula para ((2k) nos da mejor explicacion. [ |
6.9.9. Corolario. Setiene By 3| > |Bo| parak > 3.

Demostracion. Basta aplicar la formula

Boel = 2(27(72)"2' (2K),

y notar que la funcién ¢(s + ¢)/¢(s) crece para todo ¢ > 0 (por ejemplo, calcule que % log¢(s+¢)/¢(s) > 0,
usando la férmula del producto). |
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6.9.10. Corolario. Paran =20,1,2,3, ... se tiene

By,
C(=n) = n :11

Demostracion. De la ecuacion funcional (6.7) se ve que ¢(—2k) = 0 (se anula sen(—7k/2)). Esto coincide
con el hecho de que B, = 0 para n > 1 impar. Por otra parte, para s = —(2k + 1) impar la férmula de Euler

se simplificaa ((—(2k+ 1)) = fgﬁé .En fin, de la ecuacién funcional se deduce que ((0) = —1 = —B;. W

6.9.2 Numeros de Bernoulli torcidos por un caracter de Dirichlet

Recordemos que la funcién zeta de Riemann es un caso particular de las series L de Dirichlet L(s, x)

. .z ; . z B
cuando x = 1. A continuacion nos gustaria generalizar la formula {(—n) = ﬁ'j{ alL(-nx) = —=51,

donde B, ,;1 son nimeros racionales que generalizan los nimeros de Bernoulli.

6.9.11. Definicion. Dado un caracter de Dirichlet y m6d m, los naimeros de Bernoulli generalizados
(«torcidos» por ) se definen mediante la funcién generatriz

B = x(a)te®
2By K emt—1"
k>0 a

donde la suma es sobre 1 < a < m — 1. A partir de ahora estas sumas serdn denotadas simplemente por .
a

Notamos que By, € Q(¢m)-
6.9.12. Proposicion.  a) Para x # 1 se tiene By, = 0si y(—1) = (=1)k*L.

b) Los niimeros de Bernoulli By ,, estdn relacionados con los polinomios de Bernoulli mediante la férmula

mk- 1ZX ) Bi(a/m).

Demostracion. Para la propiedad a), basta notar que para la funcién generatriz f(t) = 3 X(@te® oo tiene

a em—1

f(t) = x(—1) f(—t). Entonces, f(t) es una funcién par o impar, dependiendo de la paridad de .
Para la propiedad b), podemos considerar la funcién generatriz para los polinomios de Bernoulli

tk t etx
Al sustituir x = a/m y remplazar t por mt, nos queda

ZZX ) Bi( a/m ermtmtem Zka 7R

k>0 a k>0
Basta comparar los coeficientes. [ ]
6.9.13. Ejemplo. Un caracter no trivial méd 4 viene dado por

x:1—+1, 33— —1.

Entonces, los nimeros de Bernoulli Correspondientes se definen por por la funcién generatriz

Z et eSt tet
kx 71 | t _ 2t :
= k 1 ekl

El cardcter x es impar, asi que By ,, = 0 para los k pares. Para los impares, calculamos los siguientes valores.
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k: 1 3 5 7 9 11 13 15
. 1 3 25 427 12465 555731 35135945 2990414715
Bix: —3 +t3 -5 +F -5 +73 2 + 2

-~

default(seriesprecision,16);

f = -t*¥exp(t)/(exp(2*t)+1);

vector (8,k, (2*¥k-1)!*polcoeff(f,2*k-1))

% = [-1/2, 3/2, -25/2, 427/2, -12465/2, 555731/2, -35135945/2, 2990414715/2]

N N

6.9.3 Sumas de Gauss para caracteres de Dirichlet

6.9.14. Definicion. Sea x un caracter de Dirichlet primitivo méd m. La suma de Gauss correspondiente
viene dada por

800 = x(a) ¢,
a
donde ¢,, = €™/ En general, para todo entero n pongamos

&0 =>_x(@ ¢

Vamos a necesitar un par de propiedades basicas de sumas de Gauss. El caso de m = p primo ya fue
considerado en nuestra prueba de la reciprocidad cuadratica en §1.4.

6.9.15. Lema. Para todo n € Z se tiene

x(n)8(x) = &n(x)-
En particular (tomando n = —1 y los conjugados),

8(x) = x(~1)8(x)-

Demostraciéon. Si mcd(n, m) = 1, entonces la multiplicacién por n nos da un automorfismo de (Z/mZ)*,y
luego

x(m) g(x) = x(n) > _ x(a@) ¢
=x(m)~" > x(an) ¢
= x@¢

= &n(X)-
Por otra parte, si mcd(n, m) # 1, entonces x(n) = 0, y afirmamos que

&(x) =Y x(@¢y =0.

Para esto escribamos d = mcd(n, m). Notamos que (%" depende de a méd m/d, y los elementos que sa-
tisfacen med(a, m/d) = 1 forman un subgrupo de (Z/mZ)*, que es el ntcleo del homomorfismo canénico
sobreyectivo (Z/mZ)* — (Z/%Z)*. Ahora

Y. xag= Y Y. x@ |

ae(Z/mz)* be(z/2z)* \a=b (m/d)
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donde

a=b (m/d) a=1 (m/d)

En efecto, aqui x es un caracter no trivial, asi que siempre existe algin ¢ € (Z/mZ)* tal que x(c) # 1. Luego,

Y ox@= > x(@)=x(c) >, xla),

a=1 (m/d) a=1 (m/d) a=1 (m/d)
lo que implica que la suma es nula. [ ]

6.9.16. Lema.

En particular (usando 6.9.15),
_ 1 _
8007 = x(=1)8()-
Demostracion. Segun el lema anterior, para todo n se cumple
X181 = lgn (0>

Aqui

~J1, mcd(n,m) =1,
|X(")|{o, med(n, m) # 1.

Calculamos que

s(m)lg0)* = > xMPBOIP = DY lg00
Por otra parte, la Giltima suma es

Z |gn(X)‘2 = Z 8n(X) 8n(X)

1<n<m-1 1<n<m-1
— —b
= Y x@x) o,
1<a,b<m-1 1<n<m-1
= ¢(m) m,
usando
Z clabin _ {0, a#b,
1<n<m-—1 m, =b
Esto concluye la prueba. n

6.9.4 Valores especiales de las series L de Dirichlet
Estamos listos para formular y probar el resultado principal de esta seccion.

6.9.17. Teorema. Sean y un cardcter de Dirichlet primitivo méd my k > 1 un nimero natural tal que x(—1) =
(—1)k. Entonces,

B (2mi)k
L(k,x) = (—1)k+1 2K mk

Esto nos da la mitad de los valores especiales: L(k, ), donde la paridad de k corresponde a la paridad del
caracter.

8(x) By x.
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Demostracion. La formula del lema 6.9.15 nos da para todon € Z
8x) =Y x(@¢
a

Gracias a esto, podemos escribir

=Y

n>1
Puesto que x(—1) = (1), tenemos
G’
Lk =3 Zx DB
nez

n#0

Recordemos la serie de Fourier para los polinomios de Bernoulli:

k! eZm‘nx
By(x — |X]) = — = —.
(2mi)k = nk
n#0
En particular, sustituyendo x = a/m, se obtiene
@ (2mik
S~ O gy am)
nez
n#0
Y usando la expresion para By ,, en términos de By(x),
(2mi)k
k080 = ~'5 g SX@Ba/m) =~ G B
En fin, dado que
1 1
-1 _ L _ Lk
87 = x(=1)800) = — (=1)"8(x)
por el lema 6.9.16, llegamos a la formula deseada
2mi)k
Lk = (~)4+1 BT o) By "

2 - k! mk
6.9.18. Corolario. Six(—1) = (—1)Xpara k > 1, entonces By, # 0.

Demostracion. La férmula del producto de Euler L(s, x) = I, W implica que L(s, x) # O paras > 1.
' |

6.9.19. Corolario. Paratodon =0,1,2,3,... se tiene

Bni1
L(_nax) = - nni 7]?('

Demostracion. Se sigue de la ecuacion funcional (6.8). Los detalles se dejan como un ejercicio. [ ]
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6.9.5 Ejemplo: Campos reales abelianos
Estamos listos para probar el teorema de Siegel-Klingen para las extensiones abelianas.

6.9.20. Teorema. Si K/Q es un campo de niimeros totalmente real abeliano, entonces (g(—n) son ntimeros
racionales no nulos paran =1,3,5, ...

Demostracion. Dado que K/Q es una extension abeliana, tenemos la descomposicion de la funcién zeta

CK(S) = H L(S7X)a
XEX
donde X C (Zﬁni)X es el grupo de caracteres de Dirichlet que corresponde a K C Q(¢n). Ahora ocupando
nuestras férmulas para los valores especiales de funciones L de Dirichlet (corolario 6.9.19),

: Bni1
—n) = (=1)KQ Zntlx
Gel=n) = (~e T 2
xXE€X
Puesto que K es un campo totalmente real, para todo y € X se tiene x(—1) = +1, asi que Byy1,, # 0
para n impar (corolario 6.9.18). Esto también se sigue del hecho de que el orden de anulacién de (k(s) para
s = —1,-3,-5,... esigual a ry, y en nuestro caso r; = 0. Los nimeros de Bernoulli generalizados B, 1
estan en la extension ciclotomica Q(¢n), y nos gustaria ver que el producto [], cxBp+1,, €s un nimero

racional. Para esto podemos ocupar la formula

Bpiiy =m" Z x(a)Byt1(a/m)

1<a<m-1

(proposicién 6.9.12). Los caracteres y € X pueden ser identificados con caracteres de Galois Gal(K/Q) —
C*,yelgrupo Gal(Q(¢n)/Q) acttia sobre x € X permutando las raices de launidad complejas. Entonces, para
todo automorfismo o € Gal(Q(¢)/Q) se tiene o(By+1,4) = Bn+1,0.- En particular, o deja fijo el producto
[ 1, ex Bn+1,x, asi que este es un numero racional. ]

Veamos un par de ejemplos particulares.

6.9.21. Ejemplo. En el ejemplo 6.7.18 hemos calculado que si K es el subcampo ctibico real en Q(¢7), en-
tonces

Ck(s) = ¢(s) L(s, x) L(s, x%),
donde y es el caracter clibico méd 7. Calculamos los nimeros de Bernoulli correspondientes. Notamos que
B2 = Bix = Biy, asi que By, By 2 = By, |*.

ki 12 3 4 5 6 7 8 9 10
B: 5 § 0 -5 0 & 0 ~L 0 H
Bk,x : 0 87? ¢ 0 - 128;88 & 0 672—516 CZ 0 7324736+7257456 & 0 361998407728945220 &
BiyBr: 0 20 056 0 1064592 0 36477470464 0  456580929948400
CK(I _ k) . 0 _% 0 % 0 _% 0 142:1138119 0 _ 11414;?324871
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6.9.22. Ejemplo. En 6.7.19 notamos que para K = Q(v/2,/3) se tiene

Ck(s) = C(s) ¢(s, x1) €8, x2) €(8, x1) €(S, X1X2),5

donde y1 ¥ x» son ciertos caracteres mod 8 y méd 12 respectivamente. Calculamos los nimeros de Bernoulli
correspondientes.

k: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
) 5
B: 3 § 0 -5 0 g5 0 ~50 0 &%

Bix, 0o 2 0 —44 0 2166 0 —196888 0 28730410
Bix, 0 4 0 -—-184 0 20172 0 —4120688 0 1352745620
Bixixa 0 12 0 —-2088 0 912996 0  —745928016 O 979492656060
(1 — k) 0 1 0 2210011 0 21985384943 0 9849965121023679091 0 317232663938161146564271121

Por ejemplo,
k(—1) = & Bryi Baxy Bryixs -1

2 2 2 2

? £ = xM - 10¥xM2 + 1;

? for (k=0,9, print ([-k, bestappr (Lfun(Cf,-k))]))
[0, @]

(-1, 1]

- @]

22011/10]

9]

2198584943/37]

0]

98499651123679091/207]

9]
26096408689669293746412345882494627023907453563824990777421065 /
904889465108514745889183529986516625327]

I I
P

-

o
O 00NNV D WWN

rrrorororr
|
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-~

bestappr (lfun (£,-9), 11)
b = 3172326639386146564271121/11

xR

-~

default(realprecision, 100)
bestappr (lLfun (£,-9))
b = 3172326639386146564271121/11

R

Aqui la primera aproximacién racional a (x(—9) es equivocada porque con la precisién por defecto, PA-
RI/GP obtiene el valor aproximado 288393330853286051297374,63636363636364, y aqui hay muy pocos
digitos después de la coma flotante. Para el valor correcto, se puede especificar que nos interesa aproxima-
cién con el denominador < 11, o aumentar la precision. A

6.10 Equivalencia aritmética

La férmula del nimero de clases nos sugiere que la funcion zeta (x(s) trae mucha informacién aritmética
sobre el campo de nameros K, pero (x(s) no sabe todo de K: es posible que (x(s) = (x/(s) para dos campos
no isomorfos K % K'. Aln asi, si dos campos comparten la misma funcién zeta, estos tienen muchas pro-
piedades en comun. Este serd el tema de la presente seccion. La referencia original es el articulo [Per1977],
y también recomiendo los apuntes [Sut2018].

6.10.1. Definicion. Se dice que dos campos de nimeros K/Q y K/Q son aritméticamente equivalentes
si Ck(s) = Ck/(S)-

Estd claro que esta es una relacién de equivalencia, y si K = K’, entonces los campos son aritméticamente
equivalentes. Nuestro objetivo es entender qué precisamente significa la equivalencia aritmética. Primero
vamos a revisar la ecuacién funcional para (k(s). Nos conviene reescribirla de manera mas simétrica.

6.10.2. Teorema. Definamos la funcién zeta de Dedekind completada por
Zk(s) = |Ax["* Tr(s)" T'c(s)™ Ck(s),
donde s
Tp(s) = 75/ F(E)’ Te(s) = 2 (2m) S I(s).

Luego, Zx(s) se extiende a una funcién meromorfa sobre todo el plano complejo con polos simplesens = 0y
s = 1 que satisface la ecuacion funcional
ZK(S) = ZK(l — S).

Demostracion. Véase por ejemplo [Neu1999, §VII.5]. [ |

La ecuacién funcional impone cierta rigidez sobre Zk(s) y en particular implica que esta funcién se de-
termina por el producto de Euler para (x(s), posiblemente con un nimero finito de factores quitados. Para
verlo, necesitamos la siguiente observacion.

6.10.3. Lema. Dados ntimerosreales1 < x; <x3 < --- <xpy1 <y; <yy < --- <y, definamos las funciones
complejas
f(s)

fisy="1[ A-x7). s =[] Q-y7), hs)=775.

1<i<m 1<j<n 8(s)

Sea ¢(s) una funcién meromorfa que no tiene ceros y polos en s que coincide con los ceros o polos de h(s).
Supongamos que se cumple una ecuacion funcional

h(s) = ¢(s)h(1 —s).
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Luego, f(s) = 8(s) y ¢(s) = 1.
2mik 2mik

Demostracion. Las funciones f{s) y g(s) no tienen polos, y sus ceros son logx; ¥ logy, eSPectivamente para

k € Z. Todo cero de h(s) debe ser un cero de f{s), y por nuestra hipdtesis, este no puede ser un cero de ¢(s).
Ademés, las funciones f{s) y f(1 — s) no tienen ceros en comn (los ceros de f(s) cumplen Re s = 0, mientras
que los ceros de f{1 — s) cumplen Re s = 1). Entonces, los ceros de h(s) no pueden coincidir con los ceros de
h(1—s).Dado que h(s) = ¢(s) h(1 —s), esto implica que h(s) no tiene ceros. De manera similar se demuestra
que h(s) no tiene polos. Entonces, f(s) y g(s) deben tener los mismos ceros de las mismas multiplicidades,

asi que (x1,...,%m) = V1,---,Yn) Yf(S) = &(s). Se sigue que h(s) = 1y ¢(s) = 1. [ |

6.10.4. Proposicion. Sean K/Qy K'/Q dos campos de niimeros, y supongamos que salvo un ntimero finito de
primos racionales p € 7 se cumple

IT @ =Nesoe) )= [ (1 =Nesolp)™).

plpOk pIPOs
Luego, Ck(s) = Cx/(S), Zk(s) = Zk/(s), [K: Q] = [K': Q, i =11, ra =13, Ag = Ay

Demostracion. Sea S el conjunto finito de primos racionales para cuales no se cumple la hipdtesis de arriba.
Podemos aplicar el lema anterior a las funciones

_ Zk(s) Zx (1 —5) C (5) Ck(1 = 5)
" Zie(s) Zi(1 = 5) Ck(s) G (1 = s)°

fis)= TT 0 =Neo®)™), 86)= [ 1 =Neso®)™), o)

plpOk plpOys
pES peS

De hecho, los ceros y polos de Zk(s) y (x(s) estdn en s = 0y s = 1, y estos no coinciden con los ceros de
f(s) v f(g). Ademads, calculamos que ¢(s) h(1 — s) = h(s) usando

k(L —=95)f(1—5) =C(1—5)8(1~5)

—por la definicién, f(s) y g(s) precisamente corresponden a los factores de Euler de (x(s) y (x (s) que no
coinciden.

Luego, el lema nos daf{s) = g(s), lo que significa que (x(s) = (x (s). Recordemos que los ordenes de ceros
de Cx(s) en enteros negativos s = —n son ry 0 17 + Iy, dependiendo de la paridad de n. Entonces, la igualdad
Ck(s) = Cx(s) implica que r; = r} y r; = ry. Como consecuencia, [K: Q] =ry + 2r; =] + 2ry = [K' : Q].

Por el mismo lema anterior, se tiene ¢(s) = 1, de donde se deduce

Zx(s)? = Zg(s) Zx(1 — s) = Zx/(S) Zir (1 — s) = Zo (5)2.

Calculamos el residuo

lim (1 - 5) Zx(5)?* = [Ax] (w7 r(%))z (202m m))m ()2 = |Ag| 727 C3(1)?

s—1+

Aqui usamos que I' (%) = /7 . Entonces, nuestra identidad nos da

‘AK| 7T72rz _ |AK/| ﬂ,72r§’
de donde |Ag| = |A%|. Recordemos que el signo del discriminante es (—1)"2, asi que Ag = Agr. [ ]

Ahora sip € Z es un primo racional que no se ramifica en K (es decir, p f Ag), entonces se tiene factoriza-
cién pOk = py - - - ps, donde los grados de campos residuales f; = [Ok/p; : Fp| satisfacenfi +---+f; = [K: Q.
De esta manera a cada primo no ramificado corresponde una particién de [K : Q], y esta se llama el tipo de
descomposicion de p. El siguiente resultado explica el término «equivalencia aritmética».

“Este es un caso particular de la ecuacién funcional I'(s) I'(1 — s) = et
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6.10.5. Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) Ck(s) = ke (s),
2) los tipos de descomposicion de p en Ky K’ coinciden para todo p no ramificado,
3) los tipos de descomposicion de p en Ky K’ coinciden para todo p, salvo un ntimero finito.

En particular, dos campos aritméticamente equivalentes necesariamente comparten el grado [K : Q], el nii-
mero de encajes reales r1 y complejos ry, y el discriminante Ag.

Demostracién. Para n > 1 denotemos por a, el nimero de ideales en Ok de norma n. Tenemos (x(s) =
Y o1 Y 8iCk(s) = (g (s), entonces a, = a, para todo n > 1 porque para una serie de Dirichlet los
coeficientes a, estan definidos de modo tnico.

Ahora si pOg = p1 - - - ps, entonces Ng,q(p;) = p''. Se sigue que ay, es el nimero de ideales primos sobre
p con el grado del campo residual f = 1. Luego, el nimero de ideales primos con f = 2 serd a,; — (%) — a,.
De la misma manera, el nimero de ideales primos con el grado del campo residual f se expresa mediante
p, Gy, . . ., @y-1. Entonces, los coeficientes a, determinan los tipos de descomposicion de primos racionales
en K. Dado que a, = a,, los tipos de descomposicién serdn los mismos en Ky K'. Esto establece la implicacién
1)=-2), y la implicacién 2)=-3) es trivial.

Para la implicacién 3)=-1), notamos que si los tipos de descomposicién coinciden, posiblemente salvo
un nimero finito de primos p, entonces los factores de Euler

IT @ =Nesom) ™) = [ (1= Nesop)™).
plpOk plpOk

coinciden, salvo un ndmero finito de p. La proposicion de arriba implica que (x(s) = Cx (s). |

6.10.1 Ternas de Gassmann

El matematico suizo Fritz Gassmann (1899-1990) encontré en 1926 una caracterizacion elemental de
la equivalencia aritmética, que da una manera eficaz de verificarla y construir ejemplos no triviales con Ky
K’ no isomorfos.

6.10.6. Definicion. Sean G un grupo finitoy H, H' sus subrupos. Se dice que (G, H, H') es una terna de Gass-
mann si existe una biyeccién entre Hy H' que preserva las clases de conjugacién en G. En otras palabras,

si para todo g € G se tiene
#(HNg%) = #(H ng°),
donde g° denota la clase de conjugacién de g.
Gassmann probo el siguiente resultado.

6.10.7. Teorema. Sean Ky K dos campos de ntimeros y L/Q una extension de Galois tal que K,K' C L (por
ejemplo, la cerradura de Galois del compositum KK'). Entonces, K y K' son aritméticamente equivalentes si y
solamente si

(Gal(L/Q), Gal(L/K), Gal(L/K'))

es una terna de Gassmann.

El teorema de Gassmann nos permite construir ejemplos de campos no isomorfos aritméticamente equi-
valentes. Para esto basta encontrar una terna de Gassmann (G, H, H') con Hy H' subgrupos no conjugados
en Gy saber realizar G como el grupo de Galois de alguna extensién L/Q". Luego basta tomar K = L7 y
K' = I,y puesto que Hy H’ no son conjugados, tendremos K % K'.

Una manera facil de construir ternas de Gassmann no triviales es la siguiente.

“Recordemos que el problema inverso de la teoria de Galois afirma que cualquier grupo finito G se realiza como un grupo de
Galois de L/Q. Esta es una gran conjetura, pero la solucién existe para muchos G y varias familias infinitas.
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6.10.8. Proposicion. Para un grupo finito H definamos la estadistica de ordenes como la funcién
¢g: N—- N, n— #{he H|ordh = n}.
Para dos grupos finitos Hy H' existe una terna de Gassmann (G, H, H') si y solamente si ¢y = ¢pp.

Demostracion. En una direccion, si (G, H, H') es una terna de Gassmann, entonces por la definicion existe
una biyeccién H <+ H' que preserva las clases de conjugacién en G, y los elementos cada clase de conjugaciéon
tienen el mismo orden, asi que ¢y = ¢py.

En la otra direccién, supongamos que ¢y = ¢g. Pongamos n = #H = #H' y sea G el grupo simétrico
S,. La accion de H sobre si mismo mediante la multiplicacién por la izquierda nos da encajes H . H — G.
Todo h € H da lugar a una permutacion que consiste en 3 ciclos de longitud ord h. Ahorah ¢ Hy h' € H'
seran conjugados en G si y solamente si ord h = ord h’. Dado que ¢y = ¢x/, podemos escoger una biyeccion
H < H' que preserva los ordenes de elementos, y luego las clases de conjugacion en G. Esto nos da una
terna de Gassmann (G, H, H'). [ |

Todo grupo simétrico se realiza como un grupo de Galois de alguna extension L/Q, asi que el taltimo ar-
gumento nos permite construir ejemplos de equivalencia aritmética. Sin embargo, la extension L/Q tendra
grado n!, asi que este método no serd muy eficaz.

6.10.9. Ejemplo. Con ayuda de computadora, ocupando el programa GAP’, se pueden buscar grupos no
isomorfos Hy H' de pequeno orden #H = #H’ tales que ¢y = ¢y . Resulta que el ejemplo mas pequeno se
realiza por grupos de orden 16. Por ejemplo, podemos tomar H = Z/4Z & Z/4Z y el producto semidirecto
no trivial H' = 7Z/47 x Z./4Z.”

Las clases de conjugacion en H son triviales. Hay tres elementos de orden 2: estos son (0, 2), (2,0), (2, 2).
El resto de elementos no triviales tienen orden 4, en total son 16 — 3 — 1 = 12. Por otra parte, en H' las
clases de conjugacién son las siguientes.

ordende elementos: 1 2 4
tamanodeclase: 1 1 2
numerodeclases: 1 3 6
La estadistica de ordenes es la misma. A

6.10.10. Ejemplo. Por otra parte, la biisqueda en GAP nos dice que el grupo mas pequeno G que admite
una terna de Gassmann (G, H, H') con Hy H' no conjugados tiene orden 32 (en la notacién de GAP, este es
[32,43]).

isGassmannTripple := function (H,Hp,cc)
local c;

for ¢ in cc do
if Size(Intersection(H,c)) <> Size(Intersection(Hp,c)) then
return false;
fi;
od;

return true;
end; ;

“https://gap-system.org/
“Estos dos grupos estan tabulados en Small Groups Library de GAP como [16,2]y [16,4].
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Para obtener campos Ky K’ de grado menor posible, vamos a minimizar el indice [G : H] / maximizar el
orden #H.

findGassmannTriple := function (G)
local cc, ccSubgr, i, j, H, Hp, hSize, triple;

triple := [];
hSize := 0;
triple := [];

cc := ConjugacyClasses(G);
ccSubgr := ConjugacyClassesSubgroups(G);

for i in [1..Size(ccSubgr)] do
for j in [i+1..Size(ccSubgr)] do
# H and H' must have the same size
if (Size(Representative(ccSubgr[i])) <>
Size(Representative(ccSubgr[j]))) then
continue;
fi;

for H in Elements (ccSubgr[i]) do
for Hp in Elements (ccSubgr[j]) do
if isGassmannTripple (H,Hp,cc) and Size(H) > hSize then
triple := [G,H,Hp];
hSize := Size(H);
fi;
od;
od;

od;
od;

return triple;
end; ;

gap> findGassmannTriple (SmallGroup(32,43));

[ <pc group of size 32 with 5 generators>, Group([ f2, f3 7]),
Group([ f2*f4, £3 1) ]

gap> Size(last[2]);

4

En este caso [G : H] = 8,y G puede ser realizado como un grupo de Galois de alguna extensién L/Q, lo
que nos da un ejemplo de dos campos no isomorfos aritméticamente equivalentes de grado 8. Con ayuda
de PARI/GP o LMFDB, encontramos dos campos especificos definidos por polinomios irreducibles

f=xl—x*—1, f=x—4x04+5x—2x—1.
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En este casor; = 2, r, = 3, y el discriminante correspondiente es —21¢ . 54 = —40960000.

Para verificar la equivalencia aritmética de manera indirecta, sin ocupar los grupos de Galois, podemos
recurrir a las siguientes consideraciones. El teorema de Kummer-Dedekind nos dice que que salvo un nu-
mero finito de primos, el tipo de descomposicion de p en Ok es el mismo que el tipo de descomposicioén del
polinomio f mdéd p. Podemos entonces escribir un cddigo que compara los tipos de descomposicién de fy f
para una cantidad suficientemente grande de primos.

dectype (f,p) = {
local (dec = factor(£*Mod(1l,p)));
vecsort (vector (matsize(dec)[1], i, poldegree(dec[i,1])))

}:
N = 1076;

compare (f1,f2) = {
local (badprimes = List());

forprime (p=2,N,
if (dectype(fl,p) != dectype(f2,p),
listput (badprimes,p)
D)
DK

Vec(badprimes)
bE

Aqui esencialmente estamos comparando los factores de Euler de las funciones zeta (k(s) y (x (s), salvo
un numero finito, que como ya sabemos, no afectan el resultado. Por otra parte, el calculo de los valores de
las funciones zeta con una buena precisién requiere bastante memoria, y por esto lo evitamos.

? f1 = xA8 - xM4 - 1;

? £2 = xN8 - 4*XN6 + 5*xN4 - 2*¥xN2 - 1;
? compare (f1,£2)

? =[]
>
2
-

K1 = nfinit(£f1);
? K2 = nfinit(£2);
? nfisisom(K1,K2)

% = 0

? Kl.disc

% = -40960000
? K2.disc

% = -40960000
? Kl.sign

% = [2, 3]

? K2.sign

% = [2, 3]

A

6.10.11. Ejemplo. Elarticulo de Perlis [Per1977] contiene un argumento sencillo de la teoria de grupos que
demuestra que para una terna de Gassmann no trivial (G, H, H') necesariamente se tiene [G : H| > 7. Esto
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significa que los campos no isomorfos de grado < 6 no pueden ser aritméticamente equivalentes. Perlis
dice que un campo K es solitario si todo campo aritméticamente equivalente a K debe ser isomorfo a K.

De nuevo, usando GAP, se puede verificar que el grupo mas pequeno que nos da una ternacon [G : H = 7
esG= GL3(F2)

gap> findGassmannTriple(GL(3,2));

[ SL(3,2), <matrix group of size 24 with 4 generators>,
<matrix group of size 24 with 4 generators> ]

gap> Size(last[1])/Size(last[2]);

7

De hecho, hay una manera geométrica de obtener la terna de Gassmann en cuestion. El grupo GLz (F;) =
SLs(IFy) = PSLs3(TFy) acttia sobre los 7 puntos de A3(FF,) \ {0}, y por otra parte sobre los 7 hiperplanos en este
espacio que corresponden a los puntos del plano proyectivo P?(F). Estas acciones son 2-transitivas . Ahora
sean P un punto no nulo en A*(F;) y L el hiperplano ortogonal correspondiente. Una matriz A € GL3(IF;)
fija L si y solamente si la matriz traspuesta Af fija P. Sean H el grupo estabilizador de Py H’ el estabilizador
de L. Se puede ver que Hy H' no son conjugados, y para toda matriz A € GL3(IF;) existe una biyeccion

(HNAS) < (H' nA°).

Especificamente, esta biyeccion viene dada por B — B, ya que toda matriz es conjugada con su traspuesta.
Realizando GL3(FF;) como un grupo de Galois, a partir de esta terna de Gassmann se pueden encontrar
polinomios especificos

f=x"—Tx-3 f=x"—T7x*—21x°+21x* +42x—09.
Enestecasor; = 3,1, =2, A = 3. 78 = 42025399209.

? f1 = xA7 - 7*x - 3;

? £2 = xA7 - T7¥xN4 - 21¥xA3Z + 21¥xA2 4+ 42%x - 9;
? compare (f1,£f2);

% = [3]

? K1 = nfinit(£f1);

? K2 = nfinit(£2);

? nfisisom(K1,K2)

% = 0

? Kl.disc

% = 4202539929
? K2.disc

% = 4202539929
? Kl.sign

% = [3, 2]

? K2.sign

% = [3, 2]

A

Mas ejemplos particulares de campos aritméticamente equivalentes de grado pequeno se encuentran
en el articulo [BdS2002]. Antes de discutir la prueba del teorema de Gassmann, notamos su consecuencia
importante.

“Para cualesquiera (x,y), (¥',y’) conx # y, X' # ¥ existeg € Gtalque (g-x,8-y) = (¥, y)
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6.10.12. Corolario. SiKy K’ son aritméticamente equivalentes, entonces Oy = O,.
Demostracion. Primero, ry =r}yr, = ry, implica que
1’1((91><< :r1+r271:r’1+f271:rk(9,§,.

Nos falta ver que las partes de torsion de los grupos de unidades también coinciden; es decir, que ug = k.

Por la definicién, el corazén normal” de K es el subcampo mds grande F C K tal que la extensién F/Q
es normal. Este serd precisamente el subcampo de L fijo por el subgrupo generado por todos los subgrupos
conjugados H8 para g € G. Por la definicion de ternas de Gassmann, para todo h € H tenemos #(H N h®) =
#(H NH®) # 0. En particular, algin conjugado h8 estd en H'. De aqui se sigue facilmente que (H8 | g € G) =
(H® | g € G), asi que Ky K’ comparten el mismo corazén normal.

Las extensiones ciclotomicas Q(ux)/Q v Q(ux)/Q son normales, asi que ambas estan en el corazéon
normal de Ky K’, y por ende ux = ux:- |

6.10.13. Corolario. Si Ky K son aritméticamente equivalentes, entonces
RegK hK — RegK/ hK/.

Demostracién. Dado que (k(s) = (x (s), las funciones zeta tienen el mismo residuo en s = 1 que nos da la
féormula del nimero de clases:

21 (27)™ Regy hx 2 (27)" Regy ho
#1x /| Ak #uk /D]

Aquirlzr’l,rzzr’z,AK:AK,. |

Esto nos deja con la siguiente pregunta: ;sera también cierto que la equivalencia aritmética implica que
Regy = Regy, y hx = hyx? La respuesta es negativa.

6.10.14. Ejemplo. En [dSP1994] de Smit y Perlis construyen una familia de ejemplos, entre cuales esta
K=Q(v/—-15), K =Q(v—240).
Estos dos campos son aritméticamente equivalentes, pero

Reg, = 66,316448 ..., hx =16, Regy =132,632896..., hx =8.

? f1 X8 + 15;

? £f2 = x7A8 + 240;

? compare (f1,£f2);
% = []

? K1 = bnfinit(£f1);
? K2 = bnfinit(£2);
? nfisisom(K1,K2)

% = 0

? Kl.disc

% = 174960000000
? K2.disc

% = 174960000000
? Kl.sign

% = [0, 4]

“normal core en inglés y caeur en francés
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? K2.sign

% = [0, 4]

? Kl.no

% = 16

? K2.no

% = 8

? Kl.reg

% = 66.316448148870962189601403176835356992
? K2.reg

% = 132.63289629774192437920280635367071398

A

Entonces, la funciéon zeta (x(s) sabe mucho del campo de nimeros K, jpero no todo! En algin senti-
do, esto pasa porque, aunque los invariantes aritméticos de K aparecen en las formulas para los valores
especiales de (k(s), estos invariantes estan «entrelazados» entre si.

6.10.2 Demostracion del teorema de Gassmann

Para probar el teorema de Gassmann 6.10.7, necesitamos revisar como el automorfismo de Frobenius
determina el tipo de descomposicién de primos racionales. Sea L/Q una extension de Galois y K C L un
subcampo. Denotemos G = Gal(L/Q) y H = Gal(L/K).

1. Atodo primo racional p que no se ramifica en L corresponde el automorfismo de Frobenius Frob, € G.
El teorema de densidad de Chebotarév (véase 4.4.5) nos dice que para cada o € G existe un niimero
infinito de p tales que Frob, tiene la misma clase de conjugacion que o.

2. El teorema 4.5.1 nos dice que para p no ramificado en L el tipo de descomposicién pOg = p; - - - ps Se
determina por la accion de Frob, sobre las clases laterales

H\G= {Hr | € G}

por la multiplicacién por la derecha. Especificamente, los grados de campos residuales fi, ..., fs co-
rresponden exactamente al tipo de ciclo de Frob,, visto como una permutacién del conjunto H\G.

3. Engeneral, dada una representacién por permutaciones G — Sym(X), la traza correspondiente cuenta
los puntos fijos y da lugar a un cardcter y: G — Z que es una funcién constante sobre las clases
laterales.

x(0) = #H{x € X | o(x) = x}.

El tipo de ciclo de cada o € G se determina por el caracter y, especificamente por los valores de x(o")
paran=1,23,...

4. En nuestro caso particular, nos interesa la representacion G — Sym(H\G) y el caracter correspon-
diente
xu(o) = #{Hr € H\G | Hro = Hr}.

Ahora supongamos que K, K’ C L son dos subcampos y H = Gal(L/K), H = Gal(L/K").
6.10.15. Lema. Los campos Ky K’ son aritméticamente equivalentes si y solamente si xg = -

Demostracion. Si Ky K’ son aritméticamente equivalentes, entonces salvo un ntimero finito, todo primo p
tiene el mismo tipo de descomposicion en K'y K'. Entonces, el tipo de ciclo de la accién de Frob, sobre H\G
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y H'\G coincide. Puesto que cada clase de conjugacion ¢ se realiza por Frob, por un niimero infinito de p,
esto implica que xg = xx.

Viceversa, si xg = x#, entonces para todo p no ramificado en L el tipo de ciclo de Frob, actuando sobre
H\Gy H'\G coincide. Esto implica que el tipo de descomposicién de p en Ky K’ es el mismo. Entonces, Ky
K’ son aritméticamente equivalentes. [ |

Para probar el teorema de Gassmann, nos falta relacionar la condicién g = xg con las ternas de Gass-
mann.

6.10.16. Lema. Para un grupo finito G, dos subgrupos H,H' C G dan lugar a una terna de Gassmann (G,H, H')
si 'y solamente si xg = g

Demostraciéon. Definamos
Yp: G — 7, o #(HNO).

Esta es una funcién constante sobre las clases de conjugacion, y por la definicién, (G, H, H') es una terna de
Gassmann si y solamente si vy = g.
Para o € G consideremos el centralizador correspondiente

Celo)={reG|to =071}
Este es el estabilizador de la accion de G sobre la clase de conjugacion ¢¢ mediante la conjugacién. Tenemos
Yr(o) - #Co(o) = #{r € G| ror~! € H} = #{r € G| Hro = Hr} = xu(0) - #H.

Podemos definir entonces la funcién ¢g: G — Q mediante ¢y(c) = #Cg(c)/#H. El célculo de arriba nos
dice que x# = ¥ ¢n.

Ahorassi (G, H, H') es una terna de Gassmann, entonces ¢y = ¥g Y ¢y = ¢p (dado que #H = #H'). Esto
implica que xy = xgr. Viceversa, si xy = xm, entonces ¢y = ¢, dado que #(H\G) = xu(1) = xmw (1) =
#(H'\G). Esto implica que ¢y = ¥y, asi que (G, H, H') es una terna de Gassmann. [ |

Juntando todas las observaciones, se obtiene una prueba del teorema de Gassmann 6.10.7.
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Ejercicios

Ejercicio 6.1. Dado un niimero natural n, calcule el nimero de representaciones n = x> — xy + y* con
X,y € Z.
(Considere la funcién zeta de Q((3).)

Ejercicio 6.2 (Simbolo de Kronecker). Para a € Z libre de cuadrados, a = 0 (mod 4), definamos el simbolo
de Kronecker Y, de la siguiente manera.

= Sip| a, entonces y,(p) = 0.
= Sip{aesun primo impar, entonces xq(p) = (g) es el simbolo de Legendre.
" xg(2)=+1sia=1 (mdd 8)yx,(2) =—1sia=5 (mdd 8).
= En geleral, si +b = p; - - - ps, entonces x4(n) = xa(P1) - - Xa(Ds)-
Demuestre las siguientes propiedades.
1) xa(n) = (%) es el simbolo de Jacobi para n impar.
2) Sin > 0, mcd(a,n) = 1, a = 2! ¢ con ¢ impar, entonces
Xa(m) = (=1)F "7 xa ()" xac).
3) xa(m) = xq(n) sim=n (méd a).

Ejercicio 6.3. Para un campo cuadrético K = Q(+/d) consideremos el simbolo de Kronecker y = XAg-

1) Demuestre que x es un cardcter de Dirichlet méd |Ag].

2) Demuestre que x determina la factorizacion de primos racionales en Ok:

pp, six(p)=+1,
pOx=<p, six(p)=-1,
p?, six(p)=0.

3) Demuestre que (x(s) = ¢(s) L(s, x).

Ejercicio 6.4. Sea p un nimero primo y y el caracter de Dirichlet de orden 2 madd p, definido por el simbolo

de Legendre x(n) = (%)

1) Demuestre que

exp(s() L(1, ) = [T - ¢) [T - )"

n r

donde g(>‘<) = > 1<a<p—1 X(a) {5, ylos productos son sobre los no-residuos y residuos cuadraticos mod
p respectivamente.

2) Use la parte anterior para calcular L(1, x), donde x es el caracter de orden 2 mdd 5. (Para el valor
numérico en PARI/GP, basta digitar Lfun(5, 1))

Ejercicio 6.5. Sean X un grupo de caracteres de Dirichlet y K un subcampo de Q(¢{,) correspondiente.
Demuestre que K es un campo real siy solamente si todos los caracteres y € X son pares (satisfacen y(—1) =
+1).
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Ejercicio 6.6. Los nimeros y polinomios de Bernoulli tienen parientes muy cercanos: los niimeros y po-
linomios de Euler. Estos se definen por las funciones generatrices

2 Ey " 2e

tk
—_— = = —_— = Ex(x) —.
t 1 ot TR Z k 1
et +e = k! et+1 = k!

Demuestre las identidades.
Ey=2XE; (;) . E(x4+ 1)+ Ex) =2X, E(1-x)=(—D*E(x), Ep(x)=kE_i(x).

Ejercicio 6.7 (Continuacién). Consideremos la funcién periddica f{x) = Ex(x — |x]).
a) Demuestre que la serie de Fourier para f(x) viene dada por

2.k e(2n+1)7rix
(m')kﬂ (2n + 1)k+1 )

flx) =

nez

b) Deduzca que para la funcién beta 3(s) = ano (E%ﬂ;s se tiene

E
B(2k+1) = (—1)RWZ(’<2R)!WZ’<+1.

Ejercicio 6.8 (Continuacion). Sea y el cardcter de Dirichlet no trivial méd 4.
a) Demuestre que 5(s) = L(s, x).

b) Exprese los valores especiales 3(2k + 1) en términos de By 1 -

2B,

¢) Demuestre que Ej, = et
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Apéndice A

Campos y la teoria de Galois basica

El propésito de este apéndice es resumir la teoria campos y teoria de Galois necesaria para nuestros
propositos. Serd suficiente considerar extensiones finitas K/F, y de hecho nos interesard mds que todo el
caso de F = Q. Otras fuentes recomendadas son [Mor1996] y el pequeno libro de Artin [Artin-Galois] (jel
primer tratamiento moderno y conciso de la teoria de Galois!).

A.1 Extensiones de campos

A.1.1. Definicién. Si K es un campo y F C K es un subcampo, se dice que K es una extension de Fy se
escribe «K/F» o se dibuja el diagrama

K

|
F

La dimensién de K como un espacio vectorial sobre F se llama el grado de la extension y se denota por
[K : F] = dimp(K). Si el grado es finito, se dice que K/F es una extension finita.

A.1.2. Proposicion. Para una torre de extensiones finitas F C K C L se tiene
[L:Fl=[L:K] -[K:F].

Especificamente, si a1, ..., o, € Kes una base de K sobre Fy 31, ..., 8, € L es una base de L sobre K, entonces
los productos «;f3; forman una base de L sobre F.

L By, Bn
[L:K]=n \
K oa1,...,an
[K:Fl]=m |
F
Demostracion. Ejercicio para el lector. [ |

A.1.3. Teorema. Sea F un campoy f € Flx] un polinomio irreducible de grado n.
1) Elanillo cociente K = F[x]/(f) es un campo.

2) el homomorfismo candnico F — F[x] — F[x]/(f) identifica F con un subcampo de K y entonces F[x] con un
subanillo de K[x]. Considerando f como un elemento de K[x], se tiene f(«) = 0.
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3) sia € Kes laimagen de la variable x en el cociente, entonces [K : F] = n, y los elementos 1, o, o2, ..., a" "1
forman una base de K sobre F.

Demostracion. El anillo de polinomios F[x] es un dominio de ideales principales, y entonces si f es irreduci-
ble, el ideal (f) C F[x] es maximal. Esto significa que F[x]/(f) es un campo.

Todo elemento de F[x]/(f) puede ser representado por algin polinomio g € F[x] considerado mddulo f.
La division con resto en F[x] nos permite concluir que podemos asumir que deg(g) < deg(f), asi que

g2610+6110¢+~'~+an_105n716K.

Entonces, 1, o, a?,...,a" ! generan a K como un espacio vectorial sobre F. Ahora si se cumple g = 0, esto
significa que f | g, pero luego g = 0y ap = a; = --- = a,_; = 0. Esto significa que 1,,...,a"! son
linealmente independientes sobre F. |

Hemos visto como anadir a un campo F una raiz de un polinomio irreducible f € F[x] de manera formal:
hay que pasar al cociente F[x]/(f). En muchos casos estas raices ya estdn en una extension especifica de Fy
pueden ser afiadidas en el siguiente sentido.

A.1.4. Definicién. Para una extensién de campos K/Fy elementos «aq, oy, ... € K el subcampo minimo de
K que contiene a aq, ay, ... y todos los elementos de F se llama el subcampo generado por a1, ay, . .. sobre
Fy se denota por

4
F(al,az,...): ﬂ F'.
FCF CK
aj,aqy,...€F

Las extensiones de la forma F(«)/F para un solo elemento « € K se llaman las extensiones simples de F. En
este caso « se llama un elemento primitivo de F(«). En general, las extensiones de la forma F(«y, . .., ay) /F
se llaman las extensiones finitamente generadas de F.

No es dificil verificar que F(a, 8) = (F(«))(8).

A.1.5. Definicion. Para una extension K/F se dice que un elemento « € K es algebraico sobre Fsi f(a) =0
para algtn polinomio no nulo f € F[x].
Se dice que K/F es una extension algebraica si todo elemento de K es algebraico sobre F.

A.1.6. Proposicion. Para una cadena de extensiones F C K C L, si o € L es algebraico sobre F, entonces es
algebraico sobre K.

Demostracion. Si f(a) = 0 para algin polinomio no nulo f € F[x], en particular f € K[x]. [ |
A.1.7. Proposicion. Toda extension finita es algebraica.

Demostracion. Si K/F es una extension de grado [K : F] = n, entonces para cualquier elemento o € K
hay una dependencia F-lineal entre 1, a,a?, ..., ", pero esto nos da un polinomio no nulo f € F[x] tal que
fla) =0. |

A.2 Polinomio minimo

A.2.1. Teorema (Polinomio minimo). Sean K/F una extension de campos y « € K un elemento.
1) « es algebraico sobre F si y solamente si el homomorfismo de evaluacion
evy: Flx] = F(a), f+ fla)

tiene nticleo no trivial.
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2) En este caso kerev, = (f%), donde f& € F[x] es un polinomio mdnico irreducible definido de modo tinico; a
saber, f¥ es el polinomio moénico de grado minimo posible que tiene o como su raiz.

3) Hay un isomorfismo natural Fx|/(fy) = F(«), y [F(c) : F| = deg(f%).

4) Un polinomio g € F[x] tiene al elemento o como su raiz si'y solamente si f% | g. Si g es irreducible, entonces
Flxl/(8) = F(a).

Demostracion. Puesto que F[x] es un dominio de ideales principales, se tiene necesariamente ker ev,, = (f)
para algin polinomio f € F[x]. Si « no es algebraico, entonces f = 0. En el caso contrario, al revisar la
prueba de que F[x] es un DIP, se ve que f es un polinomio del minimo grado posible tal que f(a)) = 0. Esto en
particular implica que fes irreducible, y luego F|x]/(f) es un campo (véase A.1.3).

Como siempre, un generador de un ideal principal estd bien definido salvo elementos invertibles, en
este caso salvo F[x]* = F*. Entonces, la condicién de que f sea ménico lo define de modo tinico. Denotemos
este polinomio monico por f3.

Se ve que el homomorfismo ev,, induce un isomorfismo de campos F[x]/(f¥) = F(«), y como ya notamos

en A.1.3, [F(a) : F| = deg(f).
Ahora para cualquier otro polinomio g € F[x] tenemos

8(a) =0 < gekerev, = (ff) < fF [f
Si g es también irreducible, entonces (f) = (f¥), y luego Flx]/(g) = F[x]/(f¥) = F(«). ]

A.2.2. Definicién. Para una extension K/Fy un elemento « € K algebraico sobre F, el polinomio ménico
fa € F|x] de arriba se llama el polinomio minimo de « sobre K.

A.2.3. Proposicion. Sea F C K C L una cadena de extensiones y o € L un elemento algebraico sobre F.
Entonces, en el anillo de polinomios K[x] se cumple f¥ | fa. En particular, [K(c) : K] < [F(a) : F].

Demostracion. Tenemos f(a) = 0. Puesto que f& € F[x] C K[x], se cumple f¥ | f2. |
He aqui una caracterizacién de los elementos algebraicos.
A.2.4. Proposicion. Un elemento « € K es algebraico sobre F si 'y solo si [F(a) : F|] < oo.

Demostracion. Ya hemos visto que si « es algebraico, entonces existe un polinomio minimo y [F(«) : F| =
degf? < oo. Viceversa, si [F(a) : F] < oo, entonces la extension F(«)/F es algebraica, como notamos en
A1.7. ]

A.2.5. Proposicion. Para elementos o, 3 € K algebraicos sobre F se cumple
[F(a, B) : F| < [F(ax) - F| - [F(B) : F|.

Demostracion. Consideremos las extensiones

F(a, B)

F(a) (8)

e N

F
\ . /
La desigualdad de A.2.3 aplicada a las extensiones F C F(«) C F(a, 8) y 8 € F(a, 8) nos da

[(F())(B) : F(a)] < [F(B) : F],
de donde



Por induccién se sigue que en general,

[Fla,...an) : F < [Flaa) : F]- - [Floy,) : F]

Tenemos la siguiente caracterizacion de extensiones finitas.

A.2.6. Proposicion. Una extension K/F es finita si y solo si K = F(a,...,ap), donde a1, ...,a, € Fes un
niimero finito de elementos algebraicos sobre F.
Demostracion. Si K/F es una extension finita de grado n, sea «g,...,a, una base de K sobre F. Tenemos
[F(oy) : F] < n, asique ay, ..., a, son algebraicos. Esta claro que K = F(ay, . . ., ap).
Viceversa, si K = F(ay, ..., a,) donde aq, . .., son algebraicos sobre F, entonces
[K: F| < [F(a1) : F] -+ [F(an) : F|,
asi que la extension es finita. [ |

Hay otra nocidn relacionada con el polinomio minimo que es el polinomio caracteristico.

A.2.7. Definicién. Para una extensién K/Fy o € K, el polinomio caracteristico f3; /F €S el polinomio
caracteristico de la aplicacién F-lineal

to: K=K, x— ax.

En otras palabras, si A es una matriz que representa a p4 en alguna base de K sobre F, entonces f¥ p =
det(xI, — A) € Flx].

Segun el teorema de Cayley—Hamilton, tenemos f{ /F(a) = 0, y en particular, el polinomio minimo f
siempre divide al polinomio caracteristico f¥ /- Ahorasi K = F(«a), entonces los grados de los dos polinomios
coinciden y entonces fy . = fg . En general, la relacion es la siguiente.

A.2.8. Proposicion. Sean K/F una extension finita y o € K. Luego,
fer = (fp) B,

Demostracion. Pongamos n = [K : F]yd = [F(«a) : F]. Consideremos las extensiones

Sea

BlaﬁZ?"'aﬁm

una base de K sobre F(«). Entonces, se pueden tomar como una base de K sobre F los productos

ol (0<i<d—1,1<j<m)
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Sean ¢;j los coeficientes de la matriz que representa el endomorfismo /i, : F(o) — F(a):
- Ozj = Z (%7] Oéi.
0<i<d—1

Tenemos entonces
f? = fFl((x)/F = det(X : Id _A)7

donde
Coo Co1 o Cod—1
C10 C11 o Cld—1
A= .
Ci-1,0 Ci-11 " Ca—1,d-1
Luego,

a-dB= Y B,

0<i<d—1

de donde se ve que la multiplicacion por « sobre K se representa en la base o/ 5, por la matriz diagonal por
bloques

A
A
I, A=
A
Su polinomio caracteristico viene dado por
XId —A
de —A
det , = det(xI; — A)™ = ()9 [
XId —A

A.3 Campos de descomposicion

A.3.1. Definicion. Para un polinomio f € F[x] se dice que una extensién K/F es un campo de descompo-
sicion de fx si se cumplen las siguientes condiciones

1) fse descompone en factores lineales en K[x]; es decir, f = (x — a1) - - - (X — i), donde «; € K,

2) ningdn subcampo propio F C K’ C K cumple con esta propiedad o de manera equivalente, K =
F(Oq7 ey Oén).

A.3.2. Proposiciéon. Para un polinomio f € F[x] existe un campo de descomposicién K/F. Ademds, [K : F| < n!
donde n = deg(f).

Demostracion. Bastaria probar que existe una extension K/F de grado < n! tal que f se descompone en
factores lineales en K[x|.

Procedamos por induccién sobre n, tomando como base el caso trivial n = 1. Paran > 1, sea g | falgln
factor irreducible de f. Consideremos el campo K’ = F[x|/(g). Denotemos por « la imagen de x en el cociente.
Tenemos [K’ : F] = deg(g) < n. Ademas, g(a) = 0y por ende f(a) = 0. Se sigue que en K'[x] tenemos una
factorizacion f = (x — «) h para algan polinomio h € K'[x]. Ahora deg(h) = n — 1, asi que por la hipétesis de
induccidn, existe una extension K/K’ de grado < (n — 1)! tal que h (y entonces f) se descompone en factores
lineales en K]x]. En fin,

[K:F]=[K:K]-[K:F)<(n—-1)!-n<n! [ ]
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A.3.3. Comentario. De manera similar se define un campo de descomposicién para una familia de po-
linomios {f;}. Para una familia finita {f;,...,f;} el campo de descomposicion coincide con el campo de
descomposicién del producto f; - - - f;.

A.3.4. Lema. Sean o: F; — F, un isomorfismo de campos, fi € Fi[x] un polinomio irreducible, «; una raiz de
fi en alguna extension Ky /F, y oy una raiz de o(fy) € Fy[x] en alguna extension K, /F,. Luego o se extiende a un
isomorfismo v : Fi(ay) — Fa(ag) tal que (a1) = ag.

Demostracion. Por lahipétesis sobre fi, la evaluacion de polinomios en «; induce un F; -isomorfismo F; [x] /(f1) =
Fi(a1). El polinomio f; = o(f;) € Fy[x] serd también irreducible y de manera similar tenemos un F;-
isomorfismo F;[x]/(f2) = Fy(z). Esté claro que o se extiende a un isomorfismo Fi [x]/(f1) = F3[x]/(f2).

N

A.3.5. Lema (Extension de isomorfismos). Sea o: F; = Fyun isomorfismo de campos. Sean f; € F[x] un

polinomio irreducible y f, € Fy[x] el polinomio que corresponde a f; bajo el isomorfismo F[x] =R [x] inducido
por o. Sean K, /F, y K; /F, campos de descomposicion de fi y f, respectivamente. Entonces, el isomorfismo entre
F, y F; se extiende a un isomorfismo entre Ky y Ky:

Fi

F1i>F2

Demostracion. Procedamos por induccion sobre n = deg(f; ). Notamos que los factores irreducibles de f; en
Fi[x] corresponden a los factores irreducibles de f; en F;[x].

Sin = 1, 0 en general si f; se descompone en factores lineales en F; [x], se tiene K; = F;, K; = F; yno
hay que probar nada.

Sin > 1,seag; € Fi[x] un factor irreducible de fy g2 € F;[x] el factor irreducible correspondiente de f;.
Siag € Ky esunaraiz de g1 y ay € Kj es una raiz de g3, entonces el lema anterior nos permite extender el

isomorfismo F; =N F; a un isomorfismo Fi(«;) =N Fy(ay). Ahora
fi=&—ai)henFi(a)x], f»=(x—az)hyenF(az)[x].

Notamos que K; y K; son campos de descomposicidn para h; y hy sobre Fi(ay) y Fa(«g) respectivamente.
Puesto que deg(h;) = deg(hy) = n — 1, por la hipétesis de induccién, el isomorfismo F;(aq) =N Fy(ag) se
extiende a un isomorfismo K; —» K.
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A.3.6. Corolario (Unicidad de campos de descomposicién). Para un polinomio f € F[x], si Ki/Fy Ky /F
son dos campos de descomposicion, entonces existe un isomorfismo

K —= K

N

A.4 Cerradura algebraica

A.4.1. Proposicion-definicion. Sea K un campo. Se dice que K es algebraicamente cerrado si este satisface
las siguientes condiciones equivalentes:

1) todo polinomio no constante en K[x| tiene una raiz en K;
2) todo polinomio de grado n > 0 en K[x] tiene n raices en K, contdndolas con multiplicidades; es decir,
f=cx—ai)-- (x—an)
para aq,...,on € K;
3) todo polinomio irreducible en K[x] es lineal;
4) K no tiene extensiones algebraicas propias: si L/K es una extension algebraica, entonces L = K.
5) K no tiene extensiones finitas propias.

Demostracion. 1) = 2): si fes un polinomio de grado n > 0y ftiene una raiz « € K, entonces f = (x — ) g,
donde deg(g) = n — 1. Luego, g también debe tener una raiz, etcétera. Continuando de esta manera, se
obtiene una descomposicién f=c(x — ayq) - - - (x — ay).

2) = 3): estd claro.

3) = 4):si L/K es una extension algebraica, entonces para todo « € L el polinomio minimo f¥ debe ser
lineal seglin 3), lo que significa que a € K.

4) = 5): toda extension finita es algebraica.

5) = 1): para un polinomio no constante f; escribamos f = gh donde g es irreducible. Luego, L = K[x]/(g)
es una extension finita de grado [L : K] = deg(g), pero segun 5), tenemos L = K, asi que deg(g) = 1. |

A.4.2. Definicién. Para un campo K, se dice que una extensién K/K es una cerradura algebraica de K si

1) K/K es una extension algebraica;

2) el campo K es algebraicamente cerrado.

A.4.3. Teorema. Para todo campo K existe una cerradura algebraica K.

Emil Artin. Consideremos el anillo de polinomios K[x, donde cada variable x; corresponde a un polinomio
monico no constante f € K[x]. (Este anillo es muy grande.)

Sea I el ideal en K[x/ generado por los polinomios f(x;) para todo polinomio moénico irreducible f € K[x].
Este ideal es propio. En efecto, en el caso contrario existen algunos polinomios g1, ... .8, € K[xJyfi,...,fn €
K]|x] tales que

L=gifi(x) + -+ 8ufulxy,).
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Sea L/K una extensién finita donde cada uno de los polinomios f; tiene una raiz «; € L. Consideremos el
homomorfismo de evaluacion

¢: Klx — L,
X —a;, parai=1,...,n,
Xp— 0, sif#fiparai=1,...,n

Luego,
6(81fi () + - + gufalx;)) =0,

pero esto significa que
&ifi(xp) + -+ &nfalxy) # 1.

Siendo un ideal propio, I estd contenido en un ideal maximal m C Kx/. Consideremos el campo K; =
Kxg/m. Por la construccion, todo polinomio no constante f € K[x] tiene una raiz en K;. En efecto, bastaria
considerar el caso cuando f es moénico. Denotemos por o € K; la imagen de x; en el cociente. Entonces,
flay) = 0. Notamos que los elementos oy son algebraicos sobre K, y entonces el campo K;, siendo generado
por los ay, es una extension algebraica de K.

De la misma manera, se puede construir una extensién K, /K; tal que todo polinomio no constante f €
K [x] tiene una raiz en Kj, etcétera. Esto nos da una torre de extensiones algebraicas

KCKiCKhCKsC -+

Pongamos K = | J; K;. Esta es una extension algebraica de K. Ademds, para cualquier polinomio no cons-

tante f € K|x] sus coeficientes pertenecen a algun K, para n suficientemente grande, asi que f tiene una raiz
en K, 1. Entonces, K es un campo algebraicamente cerrado. |

A.4.4. Lema. Sean K/K una cerradura algebraica de K'y L/K una extension algebraica. Entonces, existe un
encaje

K
La prueba es una aplicacién tipica del lema de Zorn".

Demostracion. Sea P el conjunto que consiste en pares de elementos (L',i’) donde K € L' C L es una
subextension e i’ es un encaje de L' en K:

-

—*t 3K
N 7
K

L/

Este conjunto no es vacio: (K, i) € P. Este conjunto es parcialmente ordenado por la relacién

([‘/7 l‘/) j (L”, 1‘//) — L/ g L// y i//|L/ — i/.

“Nuestra construccién de una cerradura algebraica también usa el lema de Zorn, pero escondido en el resultado sobre la existencia
de ideales maximales.
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Es facil comprobar que toda cadena ascendente en P tiene una cota superior: para una cadena { (L, is) }a
podemos tomar

U, La NN ¢

N

donde j(«) = i, () si « € L,. Entonces, el lema de Zorn nos dice que P tiene un elemento maximal (F,i).
Para concluir la prueba, vamos a ver que F = L. Todo elemento x € L es algebraico sobre K, y entonces es
algebraico sobre F. Sea f = f € F[x| el polinomio minimo de x sobre F. Tenemos

El polinomio f tiene una raiz o € K. Consideremos el homomorfismo
evy: Flx] — K,

Zakxk — Z i(ay) o

k>0 k>0

Tenemos f € ker ev,, asi que este homomorfismo induce un homomorfismo

i': F(x) = F[x]/(f) = K

que es necesariamente inyectivo, dado que F(x) es un campo, y que extiende a i:

X) '/_ K
\F//
\K

Entonces, (F,i) < (F(x),i'). Sin embargo, la maximalidad de (F, i) implica que F = F(x). Esto se cumple para
cualquier x € L, asi que F = L. [ ]

De este lema se deduce que las cerraduras algebraicas son isomorfas entre si.

A.4.5. Teorema. Sean K — K, y K — K, dos cerraduras algebraicas. Entonces, existe un isomorfismo
KL ——— K,
N p e
Demostracién. Aplicando el lema anterior a L = K; y K = K;, se obtiene un encaje

K >—>K2

N

Sin embargo, i es necesariamente sobreyectivo. En efecto, un elementoy € K; es unaraiz de algin polinomio
moénico irreducible f € K]x]. Luego, f se factoriza como (x — x;) - -- (x — x,) en K; [x], asi que y = i(x;) para
algink=1,...,n. [ ]



A.5 Extensiones normales

A.5.1. Proposicion-definiciéon. Para una extension finita K/F las siguientes condiciones son equivalentes.
1) Kes un campo de descomposicion de algiin polinomio f € Flx|.
2) Para una cerradura algebraica K/K y F-homomorfismo o : K — K se tiene o(K) = K.

3) Paraun polinomio irreducible f € F[x], si f tiene una raiz en K, entonces fse descompone en factores lineales
en Kx].

En este caso se dice que K/F es una extensiéon normal.

Demostracion. 1)=2): si K es un campo de descomposicién de f, entonces o(K) es también un campo de
descomposicidn de f, y luego K = o(K).

2)=-3): si a es una raiz de f, consideremos el campo F(«) = F[x]/(f). Ahora si 3 es otra raiz, entonces
tenemos un encaje o : F(o) — K que envia « a 3. Argumentando como en A.4.4, podemos extenderlo a un
encaje o: K — K que envia « a 3, pero luego la condicién 2) implica que 8 € K = o(K).

3)=-1): bajo la condicién 3), K es un campo de descomposicioén de la familia de polinomios {fy | « € K}.
Dado que nos interesan extensiones finitas K/F, podemos escribir K = F(ay, ..., ap), y luego K es un campo
de descomposicién de f = fz' - - - fp". |

Un tipico ejemplo de extensién que no es normal es Q(+/2)/Q. Por ejemplo, hay tres diferentes encajes
Q(v/2) — Q: uno real definido por v/2 — +v/2 y dos complejos conjugados definidos por v2 — (3v/2y
V2 ¢ /2. Estos encajes tienen diferente imagen, lo cual no pasa para una entensién normal. El campo
de descomposicion de x3 — 2 es Q(v/2, (3).

A.6 Extensiones separables

A.6.1. Definicién. Sea F un campoy f € F[x] un polinomio. En un campo de descomposicién K/F tenemos
f=cx—a)® - (x— )%,

donde g, ..., as; € Kson diferentes elementos y e; > 1. Si e; = 1, se dice que «; es una raiz simple de fy si
e; > 1, se dice que ¢; es una raiz multiple de multiplicidad e;. Si todas las raices de f son simples, se dice
que f es un polinomio separable.

Para un polinomio f = a,x" + a,_1X"~! + --- + a;x + ap € F[x] su derivada (formal) viene dada por
f=na,x* '+ (n—1)a,_1x"% +--- + a. Es facil comprobar que se cumplen las reglas habituales, como
por ejemplo (fg)" = fg+fg'.

A.6.2. Proposicion. Un polinomio f € F[x] tiene una raiz multiple o € F si y solo si f(a) = f (a) = 0.

Demostracién. Si o es una raiz multiple, entonces f = (x — a)? g para algun polinomio g € F[x]. Luego,
tomando las derivadas, se obtiene f = 2 (x — a) g + (x — )% g, de donde f («) = 0.

Viceversa, si a € Fes una raiz coman de fy f, entonces tenemos f = (x — ) g para algiin g € F[x], y luego
f =g+ (x—«a)g.De aqui se sigue que g = f — (x — ) g’ tiene « como su raiz; es decir, (x — a) | g. Entonces,
f= (x — a)? h para algtin h € F[x]. [ |
A.6.3. Corolario. Un polinomio f € F[x] es separable si y solo si mcd(f,f) = 1.
Demostracion. Sea K/F un campo de descomposicién de f.

Si mcd(f,f) # 1, entonces existe un polinomio no constante g € F[x] talque g | fy g | f. El polinomio g
tiene una raiz o € K, y luego f(a) = f («) = 0, lo que significa que « es una raiz multiple de fen K.

Viceversa. si f no es separable, entonces existe « € K tal que fla) = f(a) = 0. Esto implica que el
polinomio minimo f2 divide a fy f, y por ende mcd(f, f) # 1. |
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A.6.4. Corolario. Sea f € F[x] un polinomio irreducible. Si f = 0, entonces f es separable.

Demostracion. Sig | fyg | f v fesirreducible, entonces g € F* o g ~ f. Sin embargo, en el segundo caso
tenemos deg(f) < deg(f), asi que gt f. Se sigue que mcd(f,f) = 1, y por lo tanto f'es separable. |

A.6.5. Definicion. Para una extension algebraica K/F se dice que un elemento « € K es separable sobre F
si el polinomio minimo de « sobre F es separable. Si todo elemento de K es separable sobre F, se dice que
K/F es una extension separable.

Un ejemplo tipico de extension que no es separable es [, (t)/F,(t”). En este caso el polinomio minimo
de t sobre F,(t’) esx’? — t” = (x — t)P, y no es separable.
Para ciertos campos todas las extensiones algebraicas son automaticamente separables.

A.6.6. Definicion. Se dice que un campo F es perfecto si se cumple una de las siguientes condiciones:
1) charF =0,
2) charF = p y todo elemento de F es una p-ésima potencia.

A.6.7. Ejemplo. Todo campo finito es perfecto. En efecto, si F es finito y char F = p, entonces la aplicacion
X — xP es un automorfismo de F. A

A.6.8. Proposicion. Si F es un campo perfecto, entonces todo polinomio irreducible f € F[x] es separable. En
particular, toda extension algebraica (y en particular toda extension finita) K/F es separable.

Demostracion. Gracias a A.6.4, seria suficiente probar que para todo polinomio irreducible
f=an X"+ a1 X"+ +arx+ap € Fx]

donde a, # 0 se tiene
f=na,x"'+n—-1a,_1¥"2+---4+a; #0.

Si char F = 0, entonces na, # 0y por ende f # 0. Asumamos que char F = p y todo elemento de F es
una p-ésima potencia. Notamos que si f = 0, entoncesi-a; = O paratodoi = 1,...,n; es decir,a; = 00
p | i. Esto significa que el polinomio tiene forma

f=bmX™ 4 b1 XM VP L. L b X+ by
para algunos by, by, ..., b, € F. Por nuestra hipétesis, todo b; es una potencia p-ésima en F, asi que

f=chx™ & xMDP g B D= (e X 1 XM 4 a x F Go)P

(usando que char F = p). Pero esto contradice la irreducibilidad de f. Entonces, f # 0. |

A.7 Teorema del elemento primitivo

A.7.1. Teorema. Sea K/F una extension finita de campos tal que K = F(ay, . .., ay), donde ag, . .., a, € Kson
separables’. Luego, existe un elemento 6 € K tal que K = F(6).

Demostracién. Consideremos primero el caso de n = 2. Sea entonces K = F(a, 3), donde 3 es separable

sobre F. Sea f = f¢ el polinomio minimo de « sobre Fy g = fﬁ el polinomio minimo de § sobre F. Sea L/K
una extensién donde fy g se descomponen en factores lineales y sean

a] =a,ag,...,0r €L

“Sic. La separabilidad de «; no serd necesaria en la prueba.
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las raices diferentes de fen L y sean

ﬁlzﬂa627"'56561‘

las raices de g (son todas diferentes, dado que 3 es separable).
Notamos que sin pérdida de generalidad, se puede asumir que F es un campo infinito. En el caso contra-
rio, K también seria un campo finito, y luego K = F(#) donde 6 es un generador del grupo ciclico K*.
Notamos que j3; # 31 paraj # 1, asi que la ecuacion

aj-i-Xﬂj =a;+x05;
tiene a lo sumo unaraiz x € F para cualesquierai =1,...,ryj = 2,...,s. Gracias a nuestra hipétesis de que
F sea infinito, existe un elemento ¢ € F que es distinto de las raices de las ecuaciones de arriba:
ai+cfi#Far+cpy parai=1,....r,j=2,...,s.
Pongamos
=a1+cp=a+cp.

Tenemos 6 = F(«, 8). Silogramos probar que 3 € F(6), entonces también o = 8 —c 8 € F(6) y F(«, 5) = F(9).
Notamos que

8(8) =0, fla)=f0—cp)=0

y los polinomios g € F[x] y f(# — cx) € F(#)|x] no pueden tener mas de una raiz comun por nuestra eleccién
de c: se tiene
0—cBi#ao; parai=1,....r,j=2,...,5,

asi que f(6 — c 3;) # 0 paraj # 1. Calculamos
mcd(g, f(60 —cx)) =h enF()[x]

para algiin polinomio ménico h € F(f)[x]. Notamos que deg(h) > 0: dado que g(8) = f(0 — cB) = 0,
ambos polinomios gy f(# — cx) deben ser divisibles por el polinomio minimo fﬁ(e)' En L[x] el polinomio h se

descompone en factores lineales y toda raiz de h es una raiz de gy f(# — cx). Pero j3 es la tinica raiz comdn
de gy f(6 — cx) y g no tiene raices multiples, asi que necesariamente h = x — 3. Esto nos permite concluir
que 3 € F(0).

Esto termina la prueba en el caso de n = 2. En el caso general, podemos proceder por induccién sobre
n. Asumamos que el resultado es valido para n — 1y se tiene

Flay,...,an_1) = F(n)

para algin n € K. Luego,

por el caso de dos generadores. |

A.8 Lema de Dedekind

Para un grupo Gy un campo Kun caracter (multiplicativo) es un homomorfismo x: G — K*.El siguiente
resultado es bastante facil de probar, pero es de mucha importancia, asi que merece una seccién separada.

A.8.1. Lema (Dedekind; independencia lineal de caracteres). Dado un grupo Gy un campo K, considere-
mos diferentes caracteres multiplicativos x1, ..., xn: G — K*. Estos son necesariamente linealmente indepen-
dientes sobre K: si para algunos c1, . .., c, € K se cumple

axi1(g) + -+ cxn(g =0 paratodog € G,

entoncescy = ---=¢, = 0.
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Demostracion. Induccién sobre n, el caso base siendo n = 1. Supongamos que el resultado es valido para
n — 1 caracteres. Consideremos una dependencia lineal

cix1(8) + -+ + tn—1xn-1(8) + cnxn(8) =0 paratodog € G. *)

Dado que los caracteres son diferentes, existe gp € G tal que x1(80) # xn(80). Sustituyendo gog en lugar de
&, se obtiene

C1X1 (gO)Xl(g) + Cn—an—l(gO)Xn—l(g) + Can(gO)Xn(g) =0. **)
Ahora si multiplicamos (*) por x,(go) v luego restamos el resultado de (**), nos queda
c1(x1(80) — xn(80))x1(8) + -+ + cn—1(Xn-1(80) — Xn(80))xn-1(8) = 0.

Entonces, por la hipétesis de induccidn, ¢ (x1(8) — xn(80)) = 0, pero dado que x1(80) # xn(80), tenemos
que concluir que ¢; = 0. El mismo razonamiento nos dice que ¢; = --- = ¢,_; = 0, pero luego también
cp=0. [ ]

El lema de Dedekind sera util para caracteres o: K* — K* que vienen de automorfismos o: K — K.

A.9 Automorfismos de campos

Para una extension de campos K/F denotaremos por Aut(K/F) el grupo de automorfismos o: K — K
tales que o| = id. Estos se llaman F-automorfismos de K.

g

K——K
NS
F
Todos los automorfismos de K seran denotados por Aut(K).

A.9.1. Proposicion. Sean K/F una extension finita de campos y o : K — K un F-automorfismo.

1) SiK=F(ay,...,ay), entonces o estd definido por las imdgenes de los generadores «;.

2) Para o € K sea f = f¥ el polinomio minimo correspondiente. En este caso f(o(«)) = 0y f es también el
polinomio minimo de o ().

3) Aut(K/F) es un grupo finito.

Demostracion. Las partes 1) y 2) se siguen del hecho de que o, siendo un automorfismo, preserva sumas y
productos, y entonces todos los polinomios: o (f(«)) = f(o ().
En particular, la parte 2) implica que hay solamente un ntimero finito de F-automorfismoso: K — K. W

El siguiente resultado relaciona subcampos de Ky subgrupos de Aut(K).

A.9.2. Proposicion. Sea K un campo.
1) Dado un subgrupo H C Aut(K), el conjunto
K" = {a € K| o(a) = aparatodo o € H}
es un subcampo de K, llamado el subcampo fijo de H.
2) Para un subcampo F C K se tiene F C KAWK/F),

3) Para un subgrupo H C Aut(K) se tiene H C Aut(K/K").
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4) Para subcampos F; C F; C K se tiene Aut(K/F,) C Aut(K/Fy).

5) Para subgrupos H; C Hy C Aut(K) se tiene K> C K™,

6) Si F = K" para algiin subgrupo H C Aut(K), entonces F = KA"(K/F),

7) Si H = Gal(K/F) para algtin subcampo F C K, entonces H = Aut(K/K™).

Demostracion. 1)-5) se deja al lector. En la parte 6), notamos que H C Aut(K/F) por la parte 3), y luego
KAuK/F) ¢ KH — F. Por otra parte, F C KAUK/F) segtin la parte 2).

De manera similar, en 7) tenemos F C KA%K/F) 'y luego Aut(K/K") = Aut(K/KA®/P)) C Aut(K/F) = H.
Por otra parte, H C Aut(K/K") segtn 3). |

A.9.3. Proposicion. Para una extension finita K/F se tiene | Aut(K/F)| < [K : F].

Demostracion. Sean oy, ...,on los elementos de Aut(K/F)y aj, ..., a, una base de K sobre F. Supongamos
que n < m. En este caso habra dependencia K-lineal entre las filas de la siguiente matriz de m x n con
entradas en K:

01(041) 01(042) 01(04,,)
oz(a1)  oa(az) -+ oa(an)
Um('oq) am(‘az) O'm(.Oén)

Esto significa que existen ¢; € K, no todos nulos, tales que
c1o1(qj) 4 -+ + Caon(ey) =0
paratodoj =1,...,n. Ahora para cualquier elemento a € K podemos escribir a = }_; gjcj, y luego
> _coila) =) _a; ) cioi(e) =0,
i j i

Pero esto significa que los caracteres o;: K* — K* son linealmente dependientes, lo cual contradice el lema
de Dedekind. [ ]

A.9.4. Lema. Sean K/F una extension finitay G C Aut(K) tal que F = KC. En este caso |G| = [K : F]y
G = Aut(K/F).

Demostracion. Sea G = {o1,...,0m} V a1,...,a, € Kuna base de K sobre F. La proposicién anterior nos
dice que n < m. Supongamos que n < my consideremos la matriz

oi(ar) oi(az) - or(an)
oz(a1)  oa(az) - oa(an)
Um(.al) Um(.az) T Um(an)

Hay una dependencia K-lineal entre las columnas. Sea k el minimo posible tal que algunas k columnas son
linealmente dependientes. Después de renumerar los «j, podemos suponer que la dependencia lineal es
entre las primeras k columnas:

croi(ar) + -+ coi(a) =0 @)
paratodoi = 1,...,m, donde cy,...,¢ € K*. Ademds, podemos normalizar los coeficientes y asumir que
Ckx = 1.
Para cualquier elemento o € G tenemos {oo;j | i = 1,...,m} = G, asi que la aplicacién de o a la ecuacién
(*) nos permite concluir que
o(c1)oi(ar) + -+ -+ o(a) oi(ax) =0 )
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para todo i. Ahora restando (**) de (*) y tomando en cuenta que ¢, = 1, se obtiene
(Cl — O’(Cl)) O’,'(Oél) +---+ (Ck—l — O’(Ck_l)) O’,'(Oék) = 07

y luego por la minimalidad de k tenemos ¢; = o(¢;) para todo j.
Este argumento es valido para todo ¢ € Gy demuestra que ¢, ..., ¢, € KC. Pero por nuestra hipdtesis,
K¢ = F. Entonces, usando que los automorfismos oj son F-lineales, (*) nos da

oi(cton + -+ o) =0,

y luego c; ag + - - - + ¢y = 0, pero esto contradice la independencia lineal de los ;. |

A.10 Extensiones de Galois

La correspondencia entre los subgrupos y subcampos funciona bien para las extensiones de Galois.

A.10.1. Proposicion-definicion. Se dice que una extension finita K/F es una extension de Galois si se cumple
una de las siguientes condiciones equivalentes:

1) |Aut(K/F)| = [K : F),
2) F= KAut(K/F)’

3) K/F es normal y separable,

4) Kes el campo de descomposicion de un polinomio separable f € F[x].

Demostracion. Para la implicacion 1)=-2) supongamos que se cumple | Aut(K/F)| = [K : F]. En este caso el
lema A.9.4 implica que | Aut(K/KAUK/F))| = [K . KAYK/P)] Entonces, F C KAK/P) C Ky [K: F = [K:
KAM(K/F)L asi que F—= KAut(K/F).

Para probar 2)=-3), para un elemento « € K, sean «y, ..., «a, diferentes elementos del conjunto finito
{o(a) | o € Aut(K/F)}. Consideremos el polinomio

fx) = (x = a(a1)) - -- (x — o (an)) € K[x].

Se tiene o(f) = f, para todo ¢ € Aut(K/F), asi que los coeficientes de f estdn en KA"(X/F) = F. Notamos que
paratodo o € Aut(K/F) el elemento o(«) es unaraiz del polinomio minimo f%, y en particular f2 | f. Se sigue
que f% se descompone en diferentes factores lineales en K[x], asi que f& es separable.

Esto establece la separabilidad de K/F. Por otra parte, si K = F(ay, . . ., an), entonces nuestro argumento
demuestra que K es el campo de descomposicion del polinomio f = f3' - - - fz", asi que K es normal.

Para la implicacién 3)=-4), escribamos K = F(, .. ., ;). Por la normalidad, todo polinomio minimo f3'
se descompone en factores lineales en K[x|. Por otra parte, la separabilidad significa que cada f;' no tiene
raices maltiples. Podemos tomar f = f3' - - - f2". Puede ser que f;' y f; tienen una raiz comdn, pero en este
caso f;' = f’. Quitando los factores repetidos, podemos asegurarnos que f es separable.

Para la implicacién 4)=-1), sea K un campo de descomposicién de f € F[x]. Consideremos el grupo de
automorfismos G = Aut(K/F). Vamos a probar que |G| = [K : F] por induccién sobre [K : F]. El caso base es
cuando K = F. Para el paso inductivo, si [K : F] > 1, existe una raiz o € K de ftal que « ¢ F. En este caso
[K: F(a)] < [K : F], asi que por la hipétesis de induccion el grupo de automorfismos H = Aut(K/F(«)) C G
satisface |H| = [K: F(«)].
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Sean ay, ..., as las raices del polinomio minimo f%. Estas son distintas y s = deg(f%) = [F(«) :
Notamos que para toda raiz «;, usando A.3.4 y A.3.5, se obtiene un automorfismo o; € G tal que o;(a) = a;:

Notamos que o;H # o;H para i # j. En efecto, si 0;H = o;H, entonces, dado que H = Aut(K/F(«)),
esto implicaria o;(«) = oj(c). De esta manera hemos encontrado s = [F(«) : F| diferentes elementos en el
cociente G/H. Ahora

G| = [G: H] - [H] = [F(a) : F] - [K: F(a)] = [K : F].

La otra desigualdad |G| < [K : F] se cumple en cualquier caso (véase A.9.3). [ |

A.10.2. Definicion. Para una extension de Galois K/F el grupo de automorfismos Aut(K/F) se conoce como
el grupo de Galois y se denota por Gal(K/F).

Notamos que segln lema A.9.4, se tiene | Gal(K/F)| = [K : F|.

A.10.3. Lema. SiK/F es una extensién de Galois, entonces para cualquier subextension F C L C K, la extension
K/L es también de Galois.

Demostracion. SiK/F es separable, esto significa que para todo a € K el polinomio minimo f es separable.
Pero ahora f* | f7, asi que f{* es también separable.

Ahora la normalidad de K/F significa que K es un campo de descomposicién para algin polinomio f €
F|x]. En particular, f € L[|, asi que la extension K/L es también normal. [ |

A.11 Teorema fundamental de la teoria de Galois
A.11.1. Lema (Extension de automorfismos). Sea K/F una extension de Galois y F C L C K una subexten-
sién. En este caso todo F-automorfismo 7: L — L es de la forma o|; para algiin o € Gal(K/F).

Demostracion. Para simplificar el asunto, podemos invocar el teorema del elemento primitivo y escribir
K = F(«a) para algin « € K. Dado que 7|, = id, los polinomios minimos de a y 7(«) sobre F coinciden, y K
es un campo de descomposicion de estos. Podemos entonces ocupar el lema A.3.5. |

A.11.2. Teorema (Correspondencia de Galois). Dada una extension finita de Galois K/F, consideremos el
grupo de Galois G = Gal(K/F). A una subextension F C L C K se puede asociar un subgrupo H = Gal(K/L) C G.
Viceversa, dado un subgrupo H C G, se obtiene una subextension

L=K'={acK|o(a)=aparao c H}.
Esto nos da una biyeccion
L—Gal(K/L)
{ subcampos F C L C G} ———— { subgrupos H C G}
K H
Esta correspondencia satisface las siguientes propiedades.

1) La correspondencia invierte las inclusiones. Si Ly C Ly, entonces Gal(K/Ly) C Gal(K/Ly). SiH; C H; C G,
entonces K2 C K1,
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2) [K:L] = [H|y[L:F| =[G :H]

3) La extension L/F es normal (y entonces Galois) si y solamente si el subgrupo H C G es normal. En este
caso la restriccion de automorfismos Gal(K/F) — Gal(L/F) es sobreyectiva y tiene H como su niicleo, as{
que Gal(L/F) = G/H.

4) Para dos subextensiones L y L hay un F-isomorfismo L; = L si y solamente si los subgrupos correspon-
dientes H, H C G son conjugados por un elemento de G.

Demostracién. La proposicion A.9.2 nos da la biyeccion deseada para las subextensiones de la forma L = K7
para H C Gal(K/F) y subgrupos H = Gal(K/L) C Gal(K/F). Entonces, tenemos que probar que en el caso de
extension de Galois todas las subextensiones surgen de campos fijos por un subgrupo Hy que todo subgrupo
de Gal(K/F) tiene forma Gal(K/L).

Dada una subextension F C L C K, puesto que K/F es una extension de Galois, K/L también lo es.
Entonces, L = K®!(X/L)_ Esto demuestra que todas las subextensiones vienen de subcampos fijos. Por otra
parte, para un subgrupo H C Gal(K/F), segin A.9.4 se cumple H = Gal(K/K").

Esto establece la biyeccion deseada. La propiedad 1) se verifica facilmente. Para la parte 2), dado que
K/Fy K/L son extensiones de Galois, tenemos |G| = | Gal(K/F)| = [K : F]y |H| = | Gal(K/L)| = [K : L]. Luego,

o [K:F G
[L:F KD JH [G: H|.

Supongamos ahora que H C G es un subgrupo normal y consideremos el subcampo L = K. Para un
elemento a € L consideremos el polinomio minimo f¢. Si 8 es cualquier otra raiz de f, entonces existe
un automorfismo o € G tal que o(«r) = S. Notamos que para cualquier automorfismo 7 € H se tiene
7(8) = o(0c~'r0(a)), donde o~ 170 € H por la normalidad, y entonces 7(3) = o(a) = 3. Esto demuestra
que toda raiz de f2 estd en K = L. Entonces, si un polinomio irreducible f € F[x] se descompone en factores
lineales en K]|x], entonces este ya se descompone en factores lineales en L[x]. Esto establece la normalidad
de la extensién L/F. Por otra parte, L/F es separable, puesto que K/F lo es.

Viceversa, si L/F es una extension de Galois, consideremos el homomorfismo

¢: Gal(K/F) — Gal(L/F), o+ of;.
Gracias a la normalidad de L/F, la restriccién o|; tiene imagen en L (véase A.5.1). Ahora
ker ¢ = {0 € Gal(K/F) | 0|, = id} = Gal(K/L).

En particular, H = Gal(K/L) es un subgrupo normal de G = Gal(K/F). El homomorfismo ¢ es sobreyectivo:
todo F-homomorfismo 7: L — L se extiende a o : K — K gracias al lema de extension de isomorfismos A.3.5.
Entonces, ¢ induce un isomorfismo Gal(L/F) = G/H.

En fin, para la parte 4), notamos que dos subcampos L; y L, son isomorfos si y solamente si Ly = o(L;)
para algin automorfismo o € Gal(K/F). En una direccién esto estd claro: la restriccion de ¢: K — K a
L, induce un isomorfismo L; = o(Ly). En la otra direccién, un F-isomorfismo 7: L; — L; se extiende a
o: K— K, yluego L, = o(Ly). Un pequeno célculo demuestra que Gal(K/o (L)) = o Gal(K/Ly)o . [ ]

A.12 Campos finitos

Todo campo finito F necesariamente tiene caracteristica p, y entonces es una extension del campo F, =
Z/pZ. Siendo un F,-espacio vectorial, F debe tener p" elementos.

) 7 )

este es un campo de descomposicién del polinomio separable x*" — x € Fpx].
En particular, T es tinico salvo isomorfismo, y F/F, es una extension de Galois.

A.12.1. Teorema. Paratodo primopyn =1,2,3,...existe un campo finito F de p" elementos; especificamente,
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Demostracion. Consideremos una extension F/IF,. Notamos que el polinomio f = X' —x e [Fp[x] es separable,
dado que tenemos f = —1, y luego mcd(f,f) = 1.

1) Sea F/F, un campo de descomposicion de f. En este caso F contiene p" raices distintas de f. Usando
que char F = p, no es dificil verificar que las raices de f forman un subcampo de F. Por la minimalidad
de campos de descomposicion, esto significa que FF consiste precisamente en las raices de fy |F| = p".

2) Viceversa, notamos que si F es un campo de p" elementos, entonces F tiene caracteristica py F, C F.
El grupo multiplicativo F* tiene orden p" — 1, asi que todo elemento o € F* satisface o?'~! = 1
seglin el teorema de Lagrange, asi que a?" = a. Para o = 0 esto también trivialmente se cumple.
Luego, todos los p" elementos de F son raices del polinomio f = x*" — x € F,[x] de grado p", asi que F
es un campo de descomposicién de f. Este es tinico salvo isomorfismo. [ ]

En vista del altimo resultado, normalmente un campo finito de p" elementos se denota por F,», siempre
tomando en cuenta que este esta bien definido salvo isomorfismo.

El grupo multiplicativo de un campo finito es ciclico, lo que puede ser deducido de la siguiente obser-
vacion general de la teoria de grupos.

A.12.2. Lema. Sea G un grupo de orden finito n. Supongamos que para todo d | n se cumple
#{xeGlx=1}<d *)
Entonces G es ciclico.

Demostracion. Si G tiene un elemento g de orden d, entonces por el teorema de Lagrange tenemos nece-
sariamente d | n. Ahora g genera el subgrupo (g) que es ciclico de orden d. Todo elemento h € G tal que
h? = 1 pertenece a este subgrupo gracias a la hip6tesis (*), y si h tiene orden d, entonces es otro generador
de (g). En total este subgrupo tiene ¢(d) generadores. Entonces, el nimero de elementos de orden d, donde
d | n, esiguala 00 ¢(d). De hecho, el primer caso no es posible: la formula 3, ¢(d) = n demuestra que si
para algin d | n el grupo G no tiene elementos de orden d, entonces |G| < n. En particular, G debe tener un
elemento de orden n y por lo tanto es ciclico. |

A.12.3. Corolario. SiK es cualquier campo y G un subgrupo finito del grupo multiplicativo K*, entonces G es

ciclico. En particular, para un campo finito Fy el grupo F, es ciclico.

Demostracién. Paraun campo, la ecuacién polinomial xY—1 = 0 tiene como méaximo d soluciones. Entonces,
se cumple la hipétesis del lema anterior. |

En particular, si K = F,» es un campo finito de p" elementos y « es un generador multiplicativo de K*,
tenemos K = F, (). El polinomio minimo de « sobre F, es algiin polinomio irreducible f € F,[x] de grado n.
Entonces, para construir un campo finito F,», hay que encontrar ese polinomio y tomar el cociente Fp[x]/(f).
El campo F,» estd bien definido solo salvo isomorfismo no tnico. No es dificil describir los automorfismos
de campos finitos.

A.12.4. Teorema. Sea q = p* para p primoy ¢ = 1,2,3,... Para un campo finito Fg el grupo Gal(Fg /F,) es
ciclico de orden n, generado por el automorfismo de Frobenius F: x — x1.

Demostracion. Notamos primero que F es un automorfismo. Para cualesquiera x,y € F, tenemos obvia-
mente (xy)? = x1y%, y para las sumas se tiene (x + y)? = x? + y4, usando que estamos en caracteristica p.
Esto demuestra que F: Fg» — F4» es un homomorfismo. Ahora F es automdaticamente inyectivo, pero ya que
Fq» es finito, F es también sobreyectivo.

El grupo multiplicativo F; es ciclico y podemos escoger un generador o« € F.5,. Todo automorfismo
o € Gal(Fy4 /Fq) esta definido por la imagen de «, y de alli es facil ver que las potencias del automorfismo

de Frobenius F¥: x — x?' son distintas parak = 0,...,n — 1. Esto nos da n diferentes automorfismos de
Fqn, pero sabemos que en general | Gal(Fg /Fq)| = [Fgn : Fy] = n, asi que acabamos de describir todos los
automorfismos. [ |
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La teoria de Galois nos da la siguiente descripcion de las subextensiones de Fg. /F,.

A.12.5. Corolario. Los subcampos de un campo finito Fq /F, corresponden a los divisores de n: son precisa-
mente ]
Foo = {x € Fgn | X1 = x}.

A.12.6. Comentario. Respecto a las inclusiones Fp« C FFj», podemos tomar

Fpoo = U Fpn.

n>1

A saber, los elementos de - sonx € Fyn ey € Fyn, y para calcular xy o x+y, hay que encajar xe y en Fpmemn.n) -
Esto nos da una extension infinita de F,. Todo polinomio f € Fp [x] tendrd sus coeficientes en algin campo
finito Fp» para n suficientemente grande, y el campo de descomposicion de f, siendo una extension finita
de Fyn, también sera de la forma F,v y serd un subcampo de F,~. Esto demuestra que Fy~ es un campo
algebraicamente cerrado. Siendo la unién de extensiones finitas de F,, es una extension algebraica de F,,.
Entonces, Fy- es una cerradura algebraica de F,.

No es dificil calcular que el grupo de automorfismos Aut(F,- ) es isomorfo al grupo de enteros profinitos
Z.

A.13 Campos linealmente disjuntos

En esta seccién vamos a revisar la nociéon de campos linealmente disjuntos. Para nuestros propdsitos,
sera suficiente asumir que las extensiones son finitas.

A.13.1. Definicion. Para dos extensiones finitas K/F y L/F adentro de un campo comun (por ejemplo,
adentro de una cerradura algebraica fija F), el subcampo mas pequeno que contiene a Ky L se llama el
compositum de Ky Ly se denota por KL.

F
|

KL
SN
K L
N S
F

SiK=F(ay,...,am) YL = F(B4,..., ), estd claro que KL = F(ay,...,am, B, -, Bn)- En términos de
bases sobre F, tenemos el siguiente resultado.

A.13.2. Lema. Sean K/Fy L/F extensiones finitas, a1, ..., an una base de K sobre Fy 31, . .., B, una base de L
sobre F. Entonces, los productos «;3; generan KL como un espacio vectorial sobre F. En particular,

[KL:F] <[K:F|-[L:F.

Demostracion. Denotemos por A el espacio F-lineal generado por los «;f;. Esta claro que A estd cerrado
respecto a sumas y productos. Ademas, A tiene dimension finita sobre F, asi que para cualquier elemento
no nulo x € A tenemos F[x] = F(x). En particular, x~! € F[x] C A, lo que demuestra que A esta cerrado
respecto a inversos y es un campo. Esta claro que A = KL. |

Note que no estamos afirmando que los «;5; forman una base de KL. Esto es falso en general. Por ejemplo,
si K = L, entonces obviamente KL = K tiene dimensién menor que [K : F] - [L : F]. Otro ejemplo mas
interesante: para los campos K = Q(v/2,v/3) y L = Q(v/2,V/5) el compositum KL = Q(v/2,/3,/5) tiene
dimensioén 8 sobre Q. En el caso cuando [KL : F| = [K: F] - [L : F], se dice que los campos son linealmente
disjuntos.
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A.13.3. Proposicion-definicion. Sedice que Ky L son linealmente disjuntos si se cumple una de las siguientes
condiciones equivalentes:

a) el homomorfismo de F-dlgebras
K@rL— KL, x®y— Xy

es un isomorfismo;
a’) el mismo homomorfismo de F-dlgebras es inyectivo;
b) siay,...,ay es una base de K sobre F, esta es linealmente independiente sobre L;
b’) sip,..., B, es una base de L sobre F, esta es linealmente independiente sobre K;

) sica;y B son bases de Ky L respectivamente, entonces «;/3; es una base de KL;
d) [KL:F)=[K:F]-[L:F|.

Demostracion. El lema anterior implica que la aplicaciéon K ®¢ L — KL es siempre sobreyectiva. Esto de-
muestra la equivalencia entre a) y a’).

Ahora supongamos que se cumple la condiciéon b) y ay, ..., oy, es una base de K sobre Fy 1,..., 3, es
una base de L sobre F. En este caso «; ® 3 es una base de L&rK sobre F. Si un elemento } ; ; a;;o; ® 5 € K&rL
esta en el ntcleo de la aplicacion K ®g L — KL, entonces Zi,}' ajcif5; = 0, pero luego a;;3; = 0 para todo j por
la hipétesis b). Esto significa que el ndcleo es nulo.

Viceversa, supongamos que la aplicacion K®rL — KL es inyectiva. Sea oy, . . ., o, una base de K sobre L.
Sitenemos ) ; cio; = 0 para algunos ¢; € L, entonces el elemento ), a; ®¢; estd en el nicleo de KopL — KL,
asi que >"; o; ® ¢; = 0. Esto implica que ¢; = 0 para todo i, asi que no hay L-dependencia no trivial entre los
Qj.

Esto establece la equivalencia entre a) y b), pero luego Ko rL = LorKy KL = LK, asi que b) es equivalente
ab’).

La condicion a) es visiblemente equivalente a c). Ademas, el lema anterior establece la equivalencia
entre ¢) y d). |

A.13.4. Proposicién (=~ teorema de irracionalidades naturales). Si K/Fy L/F son extensiones finitas de
Galois, entonces son linealmente disjuntas siy solamente si KN L = F.

Demostracion. El resultado se sigue de la férmula
KL:F)=[L:F-[K:KNL). “

Primero notamos que KL/L es una extensién de Galois. De hecho, si K es un campo de descomposicién
de un polinomio separable f € F[x], entonces KL es un campo de descomposiciéon del mismo polinomio
considerado como elemento de L[x].

Consideremos el homomorfismo de grupos

¢: Gal(KL/L) — Gal(K/F), o+ 0.

Por la normalidad de K/F, la restriccion o|, toma valores en K, asi que este homomorfismo tiene sentido.
Notamos que el ntcleo de ¢ consiste en los automorfismos o € Gal(KL/L) tales que |, = id. Entonces, para
o € ker ¢ el subcampo fijo (KL)? contiene Ky L, y por lo tanto contiene el compositum KL, asi que o = id.
Esto significa que el ndcleo de ¢ es trivial.

La imagen de ¢ es un subgrupo H C Gal(K/F), y por la correspondencia de Galois H = Gal(K/K"). Vamos
a probar que K¥ = KN L. Primero, si & € KN L, entonces o € K por la definicién de ¢. Viceversa, si o € K,
entonces o(a) = a para todo o € Gal(KL/L). Esto implica que o € KLS(KL/L) = [,

Hemos probado entonces que la imagen de ¢ es Gal(KL/KNL), asi que ¢ induce un isomorfismo de grupos
de Galois Gal(KL/L) = Gal(KL/K N L). Entonces, [KL : L] = [K : KN L], y se sigue (*). |
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Apéndice B

Polinomios y campos ciclotomicos

En este apéndice vamos a revisar brevemente los polinomios ciclotémicos @, y probar su irreducibilidad.

B.1 Definicion y propiedades basicas

B.1.1. Definicion. Consideremos las raices n-ésimas de la unidad
LG G ... .t ec,
donde ¢, = exp(2xi/n). Se dice que ¢? es una raiz primitiva si mcd(a, n) = 1.
El nimero de las raices n-ésimas primitivas coincide entonces con la funcion de Euler ¢(n).

B.1.2. Lema. Paratodoa=0,1,...,n— 1el nimero (* es una raiz d-ésima primitiva para algtin d | n. Este d
estd definido de modo tinico.

Si ¢ es una raiz d-ésima primitiva, entonces, todas las raices d-ésimas primitivas son de la forma (% para
mcd(a, d) = 1.

Demostracion. Teoria de nimeros elemental. Si denotamos por S; el conjunto de las raices primitivas de
orden d, entonces

{1aCH7Cr211'~-7 r’;_l} = USd

dn

es una particion gracias a la identidad 3, , ¢(n) = n. La Gltima afirmacion también esta clara. [ ]

B.1.3. Definicién. El n-ésimo polinomio ciclotémico’ es el polinomio ménico que tiene como sus raices
las raices n-ésimas primitivas de la unidad:

¢, = H (x—=¢)-

0<a<n
med(a,n)=1

Esta claro que ®, es un poliomio ménico de grado ¢(n).

“La palabra «ciclotomia» significa «divisién del circulo» en griego y se refiere al hecho de que las n-ésimas raices de la unidad son
vértices de un n-agono regular inscrito en el circulo unitario.
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Im

Re
Figura B.1: Raices sextas de la unidad
B.1.4. Ejemplo. Los primeros polinomios ciclotémicos son
P =x— L
Py =x+1,
P3=(x—(3) (x =) =2 +x+1,
Py=(x—CG)x—G)=x*+1 A

Lo que no esta tan claro de la definicién es que los coeficientes de ®, son nimeros enteros.

B.1.5. Proposicion.

1) Para todo primo p se tiene

X —1
b= =xP P2 XX+ L
2) Paratodo primopyk > 1 se tiene
¥ -1 pr! (r-1)p (p—2)p*! 2t R
szﬁﬁfffzéﬂx )=x + X + -+ X + X + 1.

3) Para todo n se tiene

4) Todos los polinomios ®, tienen coeficientes enteros.

Demostracion. Observamos que

IT &x=¢h=x"—1.

0<a<n

En la parte 1), basta notar que entre las raices p-ésimas, todas son primitivas, salvo la raiz trivial 1, asi

que
o= x-¢= 11 (x—c,?)/(x—l):’f‘f.

1<a<p 0<a<p
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De la misma manera, en 2) notamos que un ntimero 0 < a < p* tal que mcd(a,p*) # 1 es necesaria-
mente divisible por p, asi que las raices de orden p* que no son primitivas tienen forma (;’,f’ = C;;k—l y son

precisamente todas las raices de orden p*—!:

o= T =TT ¢/ T[ o=t

0<a<p® 0<a<pk 0<b<pk-1
med(a,p¥)=1

En la parte 3), basta notar que

wo1= [Le-@=T1 I «-c=I]on

0<a<n din  0<a<n din
med(a,d)=1

usando la observacién que hicimos en B.1.2.
La parte 4) se demuestra por induccién sobre n. Esto es cierto, por ejemplo, para ®; = x — 1. Luego, si
®,, € Z[x] para todo m < n, entonces podemos considerar el polinomio

g=]]®aczx.
din
d#n

Este es monico, siendo un producto de polinomios ménicos. La division con resto en el anillo Z[x] nos da
X'"—1=qg+r, deg(r)<degg)
para algunos q, r € Z[x], mientras que en el anillo mas grande Q[x] D Z[x] se cumple
X'—1=9,8
Pero para la divisién con resto en Q[x] el cociente y el resto estan definidos de modo Gnico, asi que r =0y
o, = q € Z[x]. |
B.1.6. Ejemplo. Tenemos

Dy =By (x*) =x* + 1,
Ds=x*+X° +x* +x+1,
o X6 1 _ (KB —1)(x*+1) :x3+1 :x3+1
o, D, 0y O, &, D3 © x+1
B =X X+ ],
Dy = Oy(x') =x" + 1,
Py = D3(x%) =x0 +x° +1,
10 5 5 5
= (I))(1f1>2¢1)5 B (X()—(:l_)(l)gi’z . :);:11 =X -+ —x+ 1

=x*—x+1,

03T

Notamos que

Py =x+x+1, Pg=x*—x+1=3(—x),

o5 =x'+ X0+ +x+1, dp=x" -2+ 2 —x+1=ds(—x).

Esta no es una coincidencia: en general, ®;,, = ®,,(—x) para todo m > 1 impar (este es un buen ejercicio
para el lector). A
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El resultado de arriba nos permite calcular de manera bastante eficaz los polinomios ciclotémicos. En
PARI/GP la funcién polcylo(n) devuelve &,,.

? polcyclo(105)

% = xN8 + xNT7 + xN6 - xNM3 - xN2 - 2¥xNM1 - xMNMO - xN39 + xN36
+ XA35 + xN34 + xN33 + xMN32 + xMN31 - xAN28 - xN26 - xMN24 - xN22
- xN20 + xMN7 + xM6 + xM5 + xM4 + xM3 + xM2 - xN9 - xA8 - 2*¥xAT
- xN6 - xA5 + xA2 + x + 1

?

polcyclo(1l)*polcyclo(3)*polcyclo(5)*polcyclo(1l5)
% = x5 - 1

B.1.7. Comentario. Una prueba mucho mads lista de que ®, € Z|x| es la siguiente. El grupo de Galois
Gal(Q(¢n)/Q) es isomorfo a (Z/nZ)* y consiste en automorfismos o: ¢, — (¢ con med(a,n) = 1. Se ve que
cada o deja fijos los coeficientes de @, y la teoria de Galois nos dice entonces que los coeficientes estan en

QN Z[¢n] = Z.
Sin embargo, este argumento me parece un poco tramposo: uno que sabe calcular Gal(Q(¢,)/Q) nor-
malmente también sabra manejar los polinomios ciclotémicos...

B.2 Irreducibilidad

El objetivo de esta seccion es probar que los polinomios ciclotémicos ®, son irreducibles en Z[x] (y luego
en Q[x] gracias al lema de Gauss). Para tratar primero el caso de n = p* donde p es primo, recordemos el
siguiente criterio de irreducibilidad.

B.2.1. Proposicion (Eisenstein). Sea
f=X"+an1X""'+ - +aix + ap € Z[x]

un polinomio monico con coeficientes enteros. Supongamos que existe un primo p tal que p | a; para todo i =
0,1,...,n— 1, pero p? { ay. Entonces, f es irreducible.

La prueba es muy breve, asi que sera mas facil recordarla por completo que citar un libro de texto.

Demostracion. Si f es reducible, entonces f = gh, donde 1 < deg(g),deg(h) < n. Reduciendo médulo p, se
obtiene la identidad o
x'=f=gh enF[x|

por la hipdtesis sobre los coeficientes de f. Esto implica que
g= cx", h=c1x

para algun c € F) yk + ¢ = n, donde k < deg(g) y ¢ < deg(h), asi que k, ¢ > 0.

Sin embargo, si ambos gy h se reducen a un polinomio sin término constante, esto significa que los
términos constantes de gy h son divisibles por p. Esto implicaria que el término constante de fes divisible
por p?, pero no es el caso por nuestra hipédtesis. |

Una aplicacion tipica del criterio de Eisenstein es la irreducibilidad de los polinomios ciclotémicos ® .
Notamos que el término constante de cualquier polinomio ciclotémico viene dado por

0,(0) = (-1)*™ ] <. (B.1)
0<a<n
mcd(a,n)=1
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Excluyendo el caso excepcional de ®; = x — 1y &, = x + 1, notamos que para n > 2 el niimero ¢(n) es par
y cada ¢ en el producto se cancela con su inverso ¢, %, asi que ®,(0) = 1.

Esto significa que el criterio de Eisenstein nunca se aplica directamente a ®,, pero para n = p* funciona
la sustitucion de x + 1 en lugar de x. Por ejemplo,

Dgx+1)=(x+ D +1=x*+4x° + 6x> + 4x + 2,

y el criterio de Eisenstein si funciona para p = 2.

Notamos que un polinomio no constante f € Z[x] es irreducible siy solo si f{x+a) es irreducible para algan
a € Z: esta sustitucion no cambia el grado y una factorizacion no trivial f{x + a) = g(x) h(x) corresponde a
una factorizacién no trivial f(x) = g(x — a) h(x — a).

B.2.2. Proposicién. Para todo primo p el polinomio ®,, es irreducible.

Demostracion. Al sustituir x+ 1 en lugar de x, nos salen los coeficientes a; = ("I’ ) , yaestos se aplica el criterio
de Eisenstein:

Cx+1P-1 1 P\
<I>p(x+1)—m_; > (l,)x

1<i<p
_ (P, p—1 p p—2 ., . (P\,2 (P p
R ) R A e R A

B.2.3. Proposicion. Para todo primo p y k > 1 el polinomio @ es irreducible.

Demostracion. Ya vimos el caso de k = 1. Podemos asumir entonces que k > 2. De nuevo, consideremos la
sustitucién

O(x+1) (4 17 1 S @
p =TT T .
x+1)pr -1 o<ion 1

Tenemos para todo k > 2
x+1)P " =" +1 (modp),

y luego

_ . ka71 +17 -1
dpxi = Y @iz UL
0<i<p—1

k—1 k

x +1)P-1 X

k—1,, ,
=gt S = U (medp).

Esto significa que todos los coeficientes menores de ®,(x + 1) son divisibles por p. El coeficiente constante
es igual a

1

Jo—
(1) = (17 ) = @p(1) = p,
y de nuevo podemos aplicar el criterio de Eisenstein. [ ]
La irreducibilidad de &, para todo n es un resultado mas dificil.
B.2.4. Teorema (Gauss). Para cualquiern =1,2,3, ... el polinomio ciclotomico ®,, es irreducible.

Un poco de la historia: el 1808 Gauss anot6 en su diario matematico que habia establecido la irreduci-
bilidad de ®, para cualquier n. Su argumento original se considera perdido, pero ya que se trata de Gauss,
es muy probable que él disponia de una prueba correcta y completa. Sin embargo, la primera demostraciéon
publicada pertenece a Kronecker (1854).

Empecemos por un pequeno lema.
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B.2.5. Lema. Sip t n, entonces en la factorizacion del polinomio ciclotomico ®, en Fy[x] no hay factores repe-
tidos.

Demostracion. Gracias a la formula x" — 1 = Hd‘n ®,, seria suficiente probar que en la factorizacién de

f = x"—1enTF,[x] no hay factores repetidos. Para esto basta calcular que med(f, f) = med(x" — 1, nx"~1) = 1.
Por ejemplo, usando p t n, podemos escribir laa identidad de Bézout

%-(nx"*)_(x"_l):L n
Demostracion del teorema. Escribamos
(I)n = fg

para algunos polinomios f, g € Z[x], donde fes irreducible. Dado que &, es monico, el coeficiente mayor de f
yges £1,ypodemos asumir que son también moénicos. Sea ¢ una raiz n-ésima primitiva. Tenemos entonces

®4(¢) = f€) 8(¢) = 0.

Esto implica que f(¢) = 0 0 g(¢) = 0. Puesto que fno es constante, alguna raiz n-ésima primitiva ¢ debe ser
una raiz de f, y nuestro objetivo es probar que todas las raices primitivas

¢*, med(a,n) =1
son raices de f.

Asumamos entonces que f(¢) = 0. Por la irreducibilidad de f, esto significa que fes el polinomio minimo
de ¢. Sea p un nimero primo tal que p { n. Entonces, ¢? es también una raiz n-ésima primitiva y

®n(¢P) = f(¢P)8(¢") = 0.

Asumamos que g(¢?) = 0. En este caso f | g(x?) en Z|[x], ya que f es el polinomio minimo de ¢. Reduciendo
médulo p, se obtiene” f | g(x*) = g’ en F,[x]. Pero esto implica que &, = fg tiene un factor repetido en su
factorizacion en FFp[x], lo que contradice el lema B.2.5. Entonces, f{¢?) = 0.

Esto demuestra que para cualquier primo p tal que p t n se tiene

fl() =0 = fic?) = 0.

Ahora todas las raices n-ésimas primitivas son de la forma (¢ donde mcd(a,n) = 1. Podemos factorizar
entonces a = p; - - - ps donde p; son primos (no necesariamente diferentes) tales que p; { n, y luego

¢ = (¢,

El argumento de arriba nos dice que f(¢?') = 0. Luego, el mismo argumento aplicado a ¢** demuestra que
f((¢Pr)P2) = 0, etcétera, y en fin f{¢?) = 0. Entonces, todas las raices n-ésimas primitivas son raices de fy
por ende g = 1. |

Para una prueba alternativa, basada en el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas,
véase §D.6.

*Usando el teorema del binomio en caracteristica p y a’ = a en IF,, notamos que

WP = (an X"+ ap_1 X"+ arx+ag)P = an (F)" + ap_y (F)TH 4+ ag ¥+ ag = g(P).
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B.3 Campos ciclotéomicos

B.3.1. Definiciéon. El n-ésimo campo ciclotémico es el campo Q(¢y).-

De la irreducibilidad de ®, se sigue que @, es el polinomo minimo de ¢, sobre Q, y por ende Q(¢,) =
Q[x]/(®y), y en particular [Q(¢,) : Q] = deg(®,) = ¢(n). El campo ciclotémico es el campo de descomposi-
cién de @, asi que Q(¢,)/Q es una extension de Galois.

B.3.2. Proposicién. Elgrupo Gal(Q(¢,)/Q) consiste en automorfismos oy : ¢, +— (X, donde med(k, n) = 1. Hay
isomorfismo Gal(Q(¢,)/Q) = (Z/nZ)*.

Demostracion. Un automorfismo o: Q(¢,) — Q(¢,) debe mandar (, a otra raiz de @, y de alli surgen todos
los automorfismos oy. La aplicacion oy — k mod n establece el isomorfismo Gal(Q(¢,)/Q) = (Z/nZ)*. A

Notamos que si m | n, entonces (, = cm e Q(¢n), vy luego Q(¢m) € Q(¢n)- Ahora si m es un nime-
ro impar, entonces Q(¢am) = Q(¢n)- De hecho, tenemos la inclusién obvia ¢, € Q((am), vy por otro lado,
escribiendo m = 2k + 1,

Gom = (DR _ () = GG =~ € Q).

Esta propiedad se cumle por la razén banal de que {; = —1 € Q. Resulta que en otras situaciones los
campos ciclotomicos no coinciden. Para probarlo, podemos investigar cuales raices de la unidad estan en

Q(Cm)-
B.3.3. Lema. Simes parym | r, entonces ¢(r) < ¢(m) implica r = m.

Demostracion. Primero, notamos que para cualesquiera a,m > 1 se cumple

¢(a) p(m) med(a, m)
¢(mcd(a, m))

¢(am) =

—esto se sigue de las formulas

wmzaIIQ—;),

|a
d@m}l@;)
¢(am) = am p]_}q (1 — 11)) ,

¢(med(a, m)) = med(a, m) H (l - l) .

14
pla,p|m

(Notamos que cuando a y m son coprimos, se tiene mcd(a, m) = ¢(mcd(a, m)) = 1y se recupera la férmula
conocida.) Ahora para m pary m | r, asumamos que m < r, asi que r = am para algin a > 1. Tenemos

¢(a) (m) mcd(a, m)
é(med(a,m)) -

¢(r) = ¢p(am) =
Sia = 2, entonces ¢(a) = ¢(2) = 1 ymced(a,m) = 2. Luego,

¢(a) ¢(m) med(a, m)
¢(mced(a, m))

= 2¢(m) > ¢(m).
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Sia > 2, entonces ¢(a) > 2,y luego

6(a) o(m) med(a,m) _
¢(mced(a, m))

G\

En ambos casos, m < rimplica ¢(m) < ¢(r). ]

B.3.4. Proposicion. Las raices de la unidad en el campo Q(¢,) son precisamente

um(C),  simes par,
uam(C), simesimpar.

1o (C) NQ(Gm) ™ = {

Demostracion. Sim = 2k + 1 es un ndmero impar, entonces ya notamos que Q(¢,;) = Q((am)- Por esto seria
suficiente considerar el caso cuando m es un ndmero par. Tenemos ¢, € Q(¢n), Y por ende todas las raices
m-ésimas de la unidad, siendo potencias de ¢, estan en Q(¢;):

pim(C) € poo (C) N Q(Cm) -

Hay que ver que en Q(¢;;) no hay raices de la unidad de orden k + m. Bastaria considerar las raices k-ésimas
primitivas. Supongamos que (; € Q((n) donde ¢f es una raiz k-ésima primitiva; es decir, med(k, ¢) = 1.
Pongamos

r=mcm(k,m) = k7m’ d = mcd(k, m).

Luego,
mcd(k, ¢m) = mcd(k, m) = d,

lo que significa que existen a, b € Z tales que
d = ak + bim.

Ahora,
G = (L, = cokerbim — cak chim _ ca (¢6)P € Q(Cm)

y
o(r) < ¢(m), mespar, m]|r,

asi que el lema B.3.3 nos permite concluir que

r=mcd(k,m) = m,
lo que significa que k | m. [ ]
B.3.5. Corolario. SiQ(¢y,) = Q(¢y) param < n, entonces m es impary n = 2m.

Demostracion. Sim es par, entonces las raices de la unidad en Q({,) son de orden m, mientras que las raices
de launidad en Q(¢,) son de orden n o 2n, dependiendo de la paridad de n. Pero en ambos casos la hipétesis
m < nnos lleva a una contradiccién. Entonces, m es impar y las raices de la unidad en Q(¢;,) son de orden
m. La tnica posibilidad es n = 2m. |

Entonces, para enumerar los campos ciclotémicos sin redundancias, basta considerar Q(¢,) donde n # 2
(moéd 4).
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Apéndice C

Algunos grupos de clases

C.1 Campos cuadraticos imaginarios

CI(K)
7/A&® 1.)2
7)2® 72

CI(K)

CI(K)

Q(vV-69)
Q(v~170)
Q(W-TI)
Q(v~T73)
Q(vV-T4)
Q(W-T7)
Q(vV-T78)
Q(V~-T79)
Q(v-82)
Q(v-83)
Q(V-85)
Q(V-86)
Q(v-87)
Q(v-89)
Q(v-91)
Q(v~-93)
Q(V-99)
Q(v-95)
Q(W-97)
Q(v-101)
Q(v~102)

7/4
72
72
7/6
7/4
7/8

7.)2 6 7.)2

Q(v—34)
Q(v-35)
Q(v-37)
Q(v—38)
Q(v-39)
Q(v—41)
Q(v—42)
Q(v—43)
Q(v—46)
Q(v—47)
Q(v-51)
Q(V-53)
Q(v-55)
Q(V-57)
Q(vV-58)
Q(v-59)
Q(v—61)
Q(v—62)
Q(V-65)
Q(v—66)
Q(v—67)

7)1

74

7,10
7/A® 1.)2
7)26 72

Z)2
72

72

Q(v~-10)
Q(v-11)
Q(v-13)
Q(v-14)
Q(V-15)
Q(vV-17)
Q(v-19)
Q(v-21)
Q(v-22)
Q(v-23)
Q(v—-26)
Q(v-29)
Q(v-30)
Q(v-31)
Q(v-33)

7/5

74

7/3
7)2&17.)2

Z/4
7/5
72
7/6
7/4

7.)2 6 7.)2

Z)2
7/4
72
7/4

7,/10

7/6
7/12

7)26 72

7)2
7)217)2

72
73
7/6
7/8

7./4 & 7.)2

Z/A® T2

7)2
7)3
/6
7/6

7.)2 0 7.)2

7/8
7/8
74
7)14
7)267)2

7)3
7)267)2
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Cl(K)
7)3
7/A&® 1.)2

CI(K) ClI(K)

Z/5
Z)26L/26L)2

Q(v-211)
Q(v-213)
Q(v-214)
Q(v-215)
Q(v=217)
Q(v=218)
Q(v-219)
Q(v=221)
Q(v-222)
Q(v-223)
Q(v~226)
Q(v-227)
Q(v=229)
Q(v~230)
Q(v-231)
Q(v-233)
Q(v-235)
Q(v-237)
Q(v~238)
Q(v-239)
Q(v-241)
Q(v~246)
Q(v-247)
Q(v-249)
Q(v-251)
Q(v~253)
Q(v-254)
Q(v/~255)
Q(v=257)
Q(v~258)
Q(v~259)
Q(v-262)
Q(v/~263)

7/8
7,/10
7/8®7)2

Q(v-158)
Q(v-159)
Q(v-161)
Q(v~163)
Q(V-165)
Q(v~166)
Q(v-167)
Q(v-170)
Q(v-173)
Q(vV-1T74)
Q(vV-1T7)
Q(v-178)
Q(W-179)
Q(v-181)
Q(v-182)
Q(v-183)
Q(v-185)
Q(v~186)
Q(v-187)
Q(v~190)
Q(v-191)
Q(v-193)
Q(v-194)
Q(v-195)
Q(v~197)
Q(vV-199)
Q(v-201)
Q(v-202)
Q(v-203)
Q(v—205)
Q(v/~206)
Q(v-209)
Q(v-210)

Q(v=103)
Q(v—105)
Q(v=106)
Q(v=107)
Q(v=109)
Q(v=T10)
Q(v~111)
Q(vV=TT3)
Q(v-114)
Q(v115)
Q(vV=TI8)
Q(v-119)
Q(v=122)
Q(v=123)
Q(v=127)
Q(vV=129)
Q(v-130)
Q(v-131)
Q(vV=T33)
Q(v-134)
Q(vV=T37)
Q(vV=T38)
Q(v-139)
Q(v=T41)
Q(v-142)
Q(vV=143)
Q(v/—145)
Q(v—146)
Q(vV=149)
Q(vV=T51)
Q(v—154)
Q(v—155)
Q(v-157)

7./6
7./14
7/A& 1.)2

Z/6
73

Z)20L/20L)2

7/6
7)6 & 7,/2

Z/10

7/10

74
7./8 & 7.)2
7)6® T2

7/11
7.)6 7,2

7/8
Z/8
7/40 72

7,14
7.)6 B 7,2
7)26 72

7)1
7/8
7./5
7,10
7)10 ® 7./2
7.)6 B 7,2

72

76
7,/10

7/8
7/5
7,/10
7.)6 7,2

7,/10

)2
Z/5
7/6 72
7)207)2

7/12

7/8
7./8 & 7,/2
7.)6 7,2

72
7.)6 ® 7./2
7/4& 7,)2

Z/5
7.)2 6 7.)2

7)2
7)267)2

Z/15

7,14

713 7,/12
7/6 B 72

Z/8
7/40 72

74
7,/20
7)26 72

7/6
7)6 & 7,)2

7)3
Z/A® T2

7)1
7)2 12

7/4 7,/10

7,/10
7/4& 7,2

7)9
7.)6 7,2

7/16
7.)6 & 7./2

Z/6
Z/4
7/407)2

7/16

7/16
7/40 72

7,14

7)1
ALY AY)

74
7/6
7,/13

7,20
7)10 & 7./2
Z)267/267)2

7/4
7/6
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C.2 Campos cuadraticos reales

CI(K)

72

CI(K)

CI(K)

CI(K)

Q(V155)
Q(V157)
Q(V158)
Q(V159)
Q(V161)
Q(V163)
Q(V165)
Q(V166)
Q(V167)
Q(V/170)
Q(V173)
Q(V174)
Q(V1T7)
Q(V178)
Q(V179)
Q(V181)
Q(v/182)
Q(v/183)
Q(V185)
Q(v/186)
Q(V187)
Q(V190)
Q(v/191)
Q(V193)
Q(v/194)
Q(V195)
Q(V197)
Q(v/199)
Q(v201)
Q(V202)
Q(v/203)

0
7)2
Z)2

Q(V103)
Q(V105)
Q(V106)
Q(V107)
Q(V109)
Q(V110)
Q(V111)
Q(V113)
Q(V114)
Q(V115)
Q(V118)
Q(V119)
Q(V122)
Q(V123)
Q(V127)
Q(V129)
Q(V130)
Q(V131)
Q(V133)
Q(V134)
Q(V137)
Q(V138)
Q(V139)
Q(V141)
Q(V142)
Q(V143)
Q(V145)
Q(V146)
Q(V149)
Q(V151)
Q(V154)

Q(V/53)
Q(V55)
Q(V57)
Q(V/58)
Q(V59)
Q(V61)
Q(V62)
Q(V65)
Q(V66)
Q(V67)
Q(V69)
Q(V70)
Q(VT1)
Q(VT73)
Q(V74)
Q(VTT)
Q(VT8)
Q(WVT79)
Q(V82)
Q(V83)
Q(V85)
Q(V86)
Q(v87)
Q(V89)
Q(V91)
Q(V93)
Q(V94)
Q(V95)
Q(VI97)
Q(V101)
Q(V102)

0
0
72

72

72

0
0
72

Z)2
72

zZ)2

Q(V10)
Q(V11)
Q(V13)
Q(V14)
Q(V15)
Q(V17)
Q(V19)
Q(V21)
Q(v22)
Q(v23)
Q(V26)
Q(v29)
Q(V30)
Q(V31)
Q(V33)
Q(V34)
Q(V35)
Q(V37)
Q(V38)
Q(V39)
Q(V41)
Q(v42)
Q(V43)
Q(V46)
Q(V4T)
Q(V51)

0
0
7.)207,)2

Z)2
Z)2

7)2
7)2

72

0
)

7)2
72
Z)2

72

0
72

0
0
7)2
7)2
Z)2
7)2
72
7)2

72

)2

7.)207)2

7)2
73
7)4

72

72

Z)2
Z)2

72

0
0
7)2
7.)267)2

72

z)3

72

72

72

0
0
0

7)2

7)2

Z)4
7)2

Z)2

72

0
72

0
72

72
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Cl(K)

72

Cl(K)

Cl(K)

Cl(K)

Q(v/371)
Q(V373)
Q(v/374)
Q(V377)
Q(V379)
Q(V/381)
Q(V382)
Q(V/383)
Q(V/385)
Q(V/386)
Q(V389)
Q(v390)
Q(V391)
Q(v/393)
Q(V3%4)
Q(V395)
Q(v/397)
Q(V398)
Q(v/399)
Q(v401)
Q(V402)
Q(V/403)
Q(V406)
Q(v/407)
Q(+/409)
Q(V/410)
Q(V/411)
Q(V/413)
Q(V415)
Q(V/417)
Q(V/418)
Q(v/419)
Q(v/421)

Q(v/313)
Q(V314)
Q(V317)
Q(V318)
Q(V319)
Q(v321)
Q(V322)
Q(V323)
Q(v/326)
Q(V327)
Q(v329)
Q(v330)
Q(V331)
Q(V334)
Q(V/335)
Q(V337)
Q(v339)
Q(V341)
Q(V/345)
Q(v346)
Q(V347)
Q(V349)
Q(V/353)
Q(V/354)
Q(V/355)
Q(V357)
Q(V/358)
Q(V359)
Q(V362)
Q(V365)
Q(V366)
Q(V367)
Q(V370)

7)2
Z)2

Q(V258)
Q(V259)
Q(V262)
Q(v263)
Q(V265)
Q(V266)
Q(V267)
Q(V269)
Q(V271)
Q(V273)
Q(V274)
Q(V277)
Q(V278)
Q(V281)
Q(v282)
Q(V283)
Q(V285)
Q(v286)
Q(V287)
Q(v290)
Q(v291)
Q(V293)
Q(v295)
Q(V298)
Q(v299)
Q(V301)
Q(V302)
Q(V303)
Q(V/305)
Q(v/307)
Q(V309)
Q(V310)
Q(V311)

72
0
0
7.)207,)2

Q(v205)
Q(v206)
Q(v209)
Q(v210)
Q(v211)
Q(V213)
Q(v214)
Q(v215)
Q(V217)
Q(v218)
Q(v219)
Q(v221)
Q(v222)
Q(V223)
Q(v226)
Q(V227)
Q(v229)
Q(v230)
Q(V231)
Q(v233)
Q(v235)
Q(V237)
Q(v238)
Q(V239)
Q(v241)
Q(v246)
Q(V247)
Q(v249)
Q(v251)
Q(V253)
Q(V254)
Q(V255)
Q(V257)

0
72
72

Z)2

72
Z)2
73
74
74
73
Z)2

0
Z)2
7)2
Z)2

0
0
0
0

7)2

72

Z)2

)2
74

)2
74
Z)2
Z)2
73
/8

0
7/3
Z)2

7.)207)2

0
7.)267,)2

7.)267)2

72

0
72
7)2

72

Z)2

0
0

72
7./407,)2

7)2
)2
7)2

7.)267)2

72
7/6

7/5
7)2
7)2
7)2
7)2

Z/4

Z/6

Z)2
7)2
72

Z)2
0

7)2
72
Z)2

0
7.)267)2

Z)2
)2

72

0
72

7/3
7)2
7)2
Z)2

Z)2
Z)2

0

0
72

7/3
7)267)2

0
0

72

7.)267,)2

Z/3
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C.3 Campos ciclotomicos

Q(Cn/2)- Estos casos estan excluidos para evitar redundancias.

2 (méd 4), entonces Q(¢,)

Sin

Cl(K)
7./69
7,/3882809

CI(K)

CI(K)
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

7)3
0
0
0
0
7)287)26 72

Q(Ce9)
Q(¢r1)

Q(C36)
Q(¢37)
Q(C39)
Q(Cao0)
Q(Ca1)
Q(C43)
Q(Caa)
Q(Cas)
Q(Ca7)
Q(Cas)
Q(Cs9)
Q(Gs1)

Q(¢)

7,37

Q(¢s)

Z/3
Z/11957417

Q(¢r2)
Q(¢r3)
Q(¢rs)
Q(¢76)
Q(¢77)
Q(¢79)
Q(Cso0)
Q(¢s1)
Q(Cs3)
Q(Cs4)
Q(Css)
Q(Cs7)
Q(¢ss)
Q(¢s9)
Q(Co1)

)

Q(¢s)

Q(¢r)

711

711 & 7/11

Q(¢s)

7/19
7/2007/407,/4DT. /4

7/211

Q(¢v)

Q(¢11)

7/100146415

Q(¢12)
Q(¢13)

7)5
7,/2593
7,/838216959

7,/695

Q(C1s)

7./43

Q(C16)
Q(¢17)

7/5
7/3
7,/4889

7,/6205
Z)24072/8Z/8

Q(¢s2)
Q(Cs3)
Q(Css)
Q(Cs6)
Q(Cs7)
Q(¢s9)
Q(Cs0)
Q(Ce1)
Q(Ce3)
Q(Cea)
Q(Ges)
Q(Ce7)
Q(Ces)

Q(¢19)
Q(¢20)
Q(¢21)

755
7./13379363737
7.,)13468 & 7Z./4

7,/10

72
7/9
7,/41241

Q(C23)
Q(Caa)
Q(C2s)
Q(Ga7)
Q(Cas)
Q(¢29)
Q(¢1)

7,/201
7./6795
7,/107692

Q(Co2)
Q(Co3)
Q(Cos)
Q(¢os)
Q(Co7)
Q(C99)
Q(C100)

7,/76301

7)3® )3
7,/411322824001

z)7
717
Z/AGTIAGTLI2H T2

Z/9
0
0
0

7./93 & 7,/31

Q(¢32)
Q(¢33)
Q(¢ss)

7/55

7,/853513

Z/8
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Apéndice D

Teorema de Dirichlet sobre primos en
progresiones aritméticas

Clase 16
Uno de los temas principales de nuestro curso es la descomposicion de primos racionales p € Z enidea- (7/10/20

les primos en el anillo de enteros Ok de un campo de nimeros K/Q. Cuando el grupo de Galois Gal(K/Q)
es abeliano, el tipo de descomposicién depende del resto de p mdédulo m para cierto m. En particular, lo
observamos en el caso cuando K = Q(¢;,) es un campo ciclotomico (véase 3.10.6). Esto hace particular-
mente interesante el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas que afirma que
si med(a,m) = 1, entonces hay un nimero infinito de primos tales que p = a (m6d m). Ademas, en cier-
to sentido técnico, hay precisamente 1/¢(m) primos con esta propiedad. Este apéndice estd dedicado a un
bosquejo de la prueba que usa ideas importantes de la teoria analitica de nimeros.

D.1 Casodep=1(m)

Primero veremos un resultado particular cuando a = 1. En este caso existe una prueba elemental basada
en las propiedades de polinomios ciclotémicos.

D.1.1. Lema. Sip es un primo talquep{myp | ®,(N) para algtin N € Z, entonces p =1 (méd m).

Demostracion. Las raices de ®,(x) en IF, corresponden a los elementos de orden m en . Entonces, si

®m(N) =0 (mdd p), esto significa que N tiene orden m en ), y luegop =1 (mod m). ]
D.1.2. Ejemplo. Tenemos ®5(3) = % =242/2 =121 =112, Ahora 11 = 1 (mdd 5). A
D.1.3. Teorema. Para m fijo, existe un niimero infinito de primos p = 1 (méd m).
Demostracién. Supongamos que py, . .., ps son los Gnicos primos tales que p; = 1 (mdd m). Pongamos

N = Cmpy - - - ps,

donde C > 1 se escoge de tal manera que ®,,(N) > 1. El término constante de cualquier polinomio ciclo-
témico es igual a -1 (véase (B.1)), asi que

On(N)=+1 (méd m), P,(N)==+1 (mdbd p;).

Ahora si p es un factor primo de ®,(N), entonces las congruencias de arriba demuestran que p t my p ¢
{p1,...,Dps}- Pero luego el lema de arriba implica que p = 1 (méd m). Contradiccion. |
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Notamos que aunque el argumento de arriba esta formulado como una prueba por contradiccién, en
realidad este nos da una manera de obtener a partir de un primo p = 1 (mdd m) un nimero infinito de p
con la misma propiedad, aunque estos p seran bastante grandes y muy pronto el nimero ®,,(N) se volvera
demasiado grande para buscar sus factores primos en practica.

D.1.4. Ejemplo. Consideremos m = 3. El primo p; = 7 claramente cumple la condiciéon p; = 1 (moéd 3).
Luego
D2 = (1)3(3 . pl) =463

casualmente es también primo. Luego
p3 = O3(3 - p1p2) = 94546453
es también primo. En fin,
D3(3 - p1pap3) = 845066824425253137587881 = 2059573 - 410311663837724197
tiene dos factores primos p4 y ps. Todos los primos p; de arriba cumplen la condicién p; =1 (méd 3). A

El argumento con polinomios ciclotémicos funciona paraa = 1. Nos interesa el caso general de mcd(a, m) =
1, y alli ya no existe una prueba elemental; todas las pruebas conocidas tienen origen analitico.

D.2 Series de Dirichlet

A partir de ahora vamos a ocupar varios resultados de la teoria analitica de nimeros. Como referencia,
recomiendo los apuntes [ES2016]. Otro texto ttil es [HTS1991]. Alli se encuentran demostraciones de todas
las afirmaciones de abajo.

D.2.1. Definiciéon. Para una funcién f: Z-o — C la serie de Dirichlet correspondiente viene dada por

Fs) =,
n>1

donde s es una variable compleja.
Un caso muy particular de las series de Dirichlet es la funcién zeta de Riemann
1
¢(s) = Z P
n>1
Las series de Dirichlet cumplen las siguientes propiedades generales.

1. Existe un nimero —oo < gy < +oo, llamado la abscisa de convergencia, tal que F(s) converge para
Res > og. Este es un analogo del radio de convergencia que se tiene para las series de potencias
habituales.

2. De la misma manera, existe la abscisa de convergencia absoluta o, tal que F(s) converge absoluta-
mente para Res > o,. Siempre se tiene og < g, < o9 + 1.

3. Siexiste una constante C tal que ‘Zl<n< N‘ < Cpara todo N, entonces F(s) converge para Res > 0.

4. Si f es una funcién multiplicativa en el sentido fuerte, es decir, f(ab) = f(a) f(b) para cualesquiera
a,b € Z~, entonces para Re s > o, se cumple la férmula del producto de Euler

1
o= L
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donde el producto es sobre todos los primos.

Esta formula tiene sus origenes en el teorema fundamental de la aritmética. De hecho, manipulando
con las series de manera formal y ocupando la multiplicatividad de f,

1 _ f?) _ ~~fln)
I;IW _HZ es _ZF

p e>0 n>1

Un homomorfismo x: (Z/mZ)* — C* se llama un caracter de Dirichlet méd m. Notamos que los
valores de y son las raices m-ésimas de la unidad. Un caracter y se levanta a una funcién y: Z — C mediante

~ +_ Jx(a), simcd(a,m)=1,
x(@) = {0, si med(a, m) # 1.

A continuacién vamos a escribir simplemente «x» en lugar de «y».
Los caracteres de Dirichlet méd m forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién punto por
punto. El elemento neutro en este grupo es el caracter principal (o trivial) yo definido mediante

xo(a) = {

En general, para cualquier grupo abeliano finito G podemos considerar su grupo de caracteres G =
Hom(G, C*), y este cumple la relacién de ortogonalidad

{|G|, sig=h,

1, si med(a,m) =1,
0, si mcd(a,m) # 1.

> x@x'(h) =

xe&

0, sig#h.

(Este célculo se ve en la teoria de representacién de grupos finitos; véase por ejemplo [Ser1978, §2.3].) En
particular, para G = (Z/mZ)* y mecd(a, m) = mcd(b, m) = 1 se cumple

_ ia=b (mdd m)
a)x~1(b) = { P> sia ’ D.1
E;M)x B =10 siazb (médm) ®-1)
D.2.2. Definicion. Dado un caracter de Dirichlet y, la serie L correspondiente se define mediante

x(n)
ns -’

L(57X) =

n>1

La funcién zeta de Riemann converge para Res > 1 y también cumple la férmula del producto (descu-

bierta por Euler)
1
¢(s) = H =t (Res > 1)
p p

Notamos que L(s, x) también converge absolutamente para Res > 1 (los coeficientes x(n) son nulos o
cumplen con |x(n)| = 1), asi que gracias a la multiplicatividad de ¥,

1
Lis,x)= || v (Res>1)
1;[ 1-x(p

Por otra parte, para s = 1 se obtiene la serie arménica ) ., % que es divergente. No es dificil calcular
que (véase 6.0.1) B
lim (s —1)¢(s) = 1. (D.2)

s—1+

*20 informal? :-)
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Para las series L, si x = xg es el cardcter principal méd m, entonces se obtiene

5. x0) = [T 7= =TT -2 ¢0s).
ptm plm

En particular, L(s, xo) es divergente en s = 1, y se tiene

lim (s — 1) L(s, x0) = [[(1 = p7") = ¢(m)/m.

s—1t
pim

Por otra parte, si y # xo no es un caracter principal, entonces Zae(z miz)x x(a) = 0,y de alli es facil ver

que para cualquier N se cumple |>, <n<N X(n)‘ < m. Esto implica que L(s, x) converge para Res > 0 en el

caso cuando x # xo. El resultado clave que contiene todas las dificultades técnicas de la prueba de Dirichlet
es el siguiente.

D.2.3. Teorema. Si x no es un cardcter principal, entonces L(1, x) # 0.

Demostracion. Una prueba mediante la teoria algebraica de nimeros es 6.7.17. Para una prueba concisa y
elemental, véase por ejemplo [IR1990, §16.5]. En general, L(s, x) # 0 para Res = 1. Esto se demuestra, por
ejemplo, en [ES2016, Chapter 5] y [HTS1991, Chapter 6]. |

D.2.4. Ejemplo. Sea x el caracter no principal méd 3. Este viene dado por x(1) = +1y x(2) = —1. Ahora

e 1 L\ _ 1
L(17X)—Zn_z<3n+1 _3n+2> _Z(3n+l)(3n+2)'

n>1 n>0 n>0

Para evaluar la suma, notamos que

1 . 1
/0 e -0 dt = ey Ty

Ahora
PRREEC > [ [z
= t"(l—t)dt:/ " (1—1t)| dt=
>0 (3n+1)(3n+2) >0 0 0 >0
11t Lo 2 204+1\1" 2 /7 7 ™
/071—t3dt7/0 71+t+t2dt773 {arctan(\/g )}03(36)3\@' A

D.3 Densidad de primos

D.3.1. Lema. Se tiene )
lim 1 log—— =1.
Jim 1og(5) /1og 1
Demostracion. Denotemos 1 (s) = (s — 1) {(s). Tenemos entonces

log(s) =log(s — 1) + log ¢(s).

Luego,

log¢(s) /log =1+logw(s) /logs1 .

Pasando al limite s — 17, notamos que +(s) — 1 segin (D.2). [ |

s—1

298



D.3.2. Lema. Se tiene 1
log¢(s) =Y —
. P
donde la suma es sobre todos los primos, y la funcion R(s) es acotada paras — 17.

Demostracion. La férmula del producto nos dice que

(5) =TT 15 R(s)

S
p<N p

donde limy_, ., Ry(s) = 1. Tomando el logaritmo de ambas partes, se obtiene”

log((s) = > —log(1 —p~*) + log R(s) ZZP

p<N p<Nn>1

(s)-
Al pasar al limite N — oo, nos queda
1 pfns
gt =3 L+ Y
14 p n>2
Usando la férmula de progresion aritmética, escribamos el segundo término como

—ns 1
I
14

p n>2

Ahora {—= < 2 paratodopys > 1, asi que

SZZ 25—22 2s— : u

n>1

Notamos que lo que acabamos de probar, junto con la divergencia de {(s) en s = 1, implica que la serie
op % es divergente. Esto nos da una prueba curiosa de la infinitud de nimeros primos.

Las propiedades que acabamos de ver motivan la siguiente definicién.

D.3.3. Definiciéon. Sea X un conjunto que consiste en nimeros primos. Su densidad de Dirichlet (o den-
sidad analitica) viene dada por
0= Jin 3 flog

pex
si el limite correspondiente existe.

Los lemas de arriba nos dicen que la densidad es una especie de medida sobre los conjuntos de niimeros
primos. En partucular, se cumplen las siguientes propiedades.

1) Si X es un conjunto finito, entonces d(X) = 0.
2) Si X consiste en todos los primos, salvo un nimero finito de ellos, entonces d(X) = 1.
3) Si X = YU Zes una uni6n disjunta y las densidades d(Y) y d(Z) existen, entonces d(X) = d(Y) + d(Z).
Dirichlet probd lo siguiente.
D.3.4. Teorema. Para mcd(a,m) = 1 la densidad de primos tales que p = a (m6d m) es igual a 1/¢(m

Notamos que puesto que la densidad no es nula, esto implica que hay un nimero infinito de primos con
esta propiedad. Sin embargo, el resultado de Dirichlet es mas fuerte: es cuantitativo.

Una generalizacion del teorema de Dirichlet en la teoria algebraica de nimeros es el teorema de densidad
de Chebotarév, explicada en §4.4.

“Usando la serie del logaritmo —log(1 — x) = 3°,+; % para —1 <x < 1.
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D.4 Bosquejo de demostracion del teorema de Dirichlet

Dado un caracter de Dirichlet y méd m, consideremos la serie

—s\k
s, x) = ZZ (X(P)kp ) _

P k>1

Aqui

—s\k
%’ < z%’ y la serie (s) converge para s > 1y converge uniformemente para s > 1 + 4, asi que
G(s, x) define una funcién continua para s > 1. Notamos que

x@)p™c) _ B Zsyy 1
exp (;k )—exp( log(1 — X()p™)) = T 5

Entonces, la formula del producto para las series L nos dice que
exp(G(s,x)) = L(s,x) paras > 1.

D.4.1. Proposicion. Tenemos

lim Gf(s, X)/]ogsil = {1, Sl‘X:XO»

s+ 0, six# xo-
Demostracion. Primero, si x = xo, entonces para s > 1 se tiene
G(s,x) =logL(s,x) = > _log(1 —p~*) +1og((s),
pim

y podemos concluir usando el lema D.3.1.

Por otra parte, si x # xo, entonces, como fue mencionado en D.2.3, tenemos L(1,x) # 0, y luego
limg_,1+ G(s, x) = logL(1, x). En este caso el valor L(1, x) serd un nimero complejo, y su logaritmo esta
bien definido solo médulo 2riZ, pero de todas maneras, G(s, x) es acotado paras — 1. [ ]

Argumentando como en la prueba del lema D.3.2, llegamos a la conclusién que
X) =D _X(P) P~ +Ry(s),
pm

donde R, (s) es acotado para s — 17. Dado un nimero a tal que med(a, m) = 1, multiplicamos ambas partes
de la dltima ecuacién por x~!(a) y sumamos sobre todos los caracteres de Dirichlet mod m:

Y x H@Gs,x)=> p Zx X @)+ ) xTH@) R (s).
X ptm X
Usando la relacién de ortogonalidad (D.1), podemos escribir esta expresion como
Y xHa)Gs,x)= Y, p +Zx (@) Ry(s).
X p=a (m)

Al dividir esta expresion por log ; y tomar el limite s — 1%, en la parte izquierda, gracias a la proposicion
de arriba, nos quedara 1. Por otra parte en la parte derecha estara

i 5 /1og—¢ m)-d({p| p =a(m)}).

s—>1+
Esto establece el teorema de Dirichlet. [ |

Voy a reiterar que la parte clave que no fue probada es el teorema D.2.3 que afirma que L(1, x) # 0 para
X # Xo- Una posible prueba es 6.7.17.
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D.5 Densidad natural

La definicion de densidad d(X) parece algo rara al principio, pero después de ver la prueba, se entiende
cual es su propdésito. Hay otra nocién de densidad, llamada la densidad natural:

. #plpeX p<N}
bl = f T N

Seria interesante investigar cudl es la densidad natural de los primos tales que p = a (mé6d m). Se puede
probar que para la funcién

W(avmvm :#{p|p5a(m)a pSN}

se tiene la asintética
@mN)~
TG G (m)  TogN'
(Aqui la notacién f(N) ~ g(N) significa que limy_, .. f(N)/g(N) = 1.) Véase por ejemplo [ES2016, Chapter 7]
0 [HTS1991, Chapter 6]. Este resultado generaliza el célebre teorema de los niimeros primos que nos dice
que

N
m(N) ~ {og N

donde 7(N) denota el ndmero de primos < N. Como consecuencia, la densidad natural de los primos p = a
(méd m) es también igual a 1/¢(m). En general, ocupando el teorema de los nimeros primos, se puede
probar que si un conjunto de primos X tiene densidad natural d,(X), entonces este también tiene densidad
de Dirichlet d(X), y las dos coinciden. Esto no funciona en la otra direccién: existen conjuntos que tienen
densidad de Dirichlet, pero no tienen densidad natural. En general, es mas facil trabajar con la densidad de
Dirichlet.

También cabe mencionar que el teorema de los nimeros primos es un resultado mas complicado, que
fue probado por Hadamard y de la Vallée Poussin en 1896, mientras que Dirichlet prob6 su teorema en 1837.

D.6 Aplicacion: irreducibilidad de polinomios ciclotémicos

Como una aplicacion curiosa del teorema de Dirichlet, podemos probar la irreducibilidad de polinomios
ciclotémicos ®,, € Z[x]. El argumento es el siguiente.

Supongamos que ®,, = fg para algunos polinomios f,g € Z|x|. Sin pérdida de generalidad, fy g son
monicos y f es irreducible. Entonces alguna raiz n-ésima primitiva ¢ es una raiz de f. Nos gustaria probar
que cualquier otra raiz primitiva ¢, donde mcd(a, m) = 1 es una raiz de f, y por lo tanto g = 1.

Si p es un primo tal que p = a (mdd m), entonces en el anillo Z[(,] se cumple

p | fc?) = fiCY.

En efecto, la formula del binomio en caracteristica p nos dice que f(¢?) = f(¢)? (mdd p).

Ahora gracias al teorema de Dirichlet, existe un nimero infinito de primos tales que p = a (méd m), y
que entonces dividen a f(¢?). Pero esto implica que f{(¢?) = 0: un elemento no nulo de Z[(,] tiene solo un
namero finito de divisores primos. [ |
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