Valores especiales de
funciones zeta de Dedekind
y series L de Dirichlet
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Recordatorio sobre
funciones zeta y series L



Funciones zeta de Dedekind

» Campo de numeros: extension finita K/Q.
» Anillo de enteros:

Ok ={a € K| fla) = 0 para f € Z[x] mdnico}.

> Norma de ideales: Ny (/) = #(Ok/I) para | # O.
» Funcion zeta de Dedekind:

(k(s) = Z #Z H %

> (o(s) = ¢(s) es la funcién zeta de Riemann.
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Series L de Dirichlet

» Caracter de Dirichlet:
x: (Z/mz)* — C*.

» y es primitivo si m es el minimo posible
(no esta inducido por (Z/mZ)* — (Z/m’'Z)* para
m’ | m).

» x(n) =0simcd(n,m) #1.

» Serie L de Dirichlet:

L(s.y) = S X) _ 11 1—x(]
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Caso abeliano

» Kronecker-Weber: si Gal(K/Q) es abeliano, entonces
K C Q(¢m) para algun m.

> K< HC Gal(Q(Cm)/Q) = (Z/mZ)* » X C (Z/mZ)x.
> (k= [Lex L(s,x)-
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Prolongacioén analitica



Prolongacion analitica para ((s)

» (k(s) se extiende a una funcion meromorfa sobre
s € C con unico polosimpleens =1.

Ecuacion funcional: {x(1 —s) = A(s) ¢k(s),

A(S) = |Ak[®? (cos T2)1F72 (sen I5)"2 (2 (21) 5 T(s))",
n=[K:Q),

rn— numero de encajes reales K — R,

2r, — numero de encajes complejos K — C,

r(s) = [; e 't~ dt — la funcién Gamma,
MNk)=(k—1N)!parak=123,...
» K = Q: ecuacion funcional para la zeta de Riemann

>
| 2
| 2
| 2

v

((1-5) = (c0s 2) 2(2m)*1(5)<(s).
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Poloens=1vs.ceroens =0

Ck(1-s) = |A]s7/? (Cos %S>ﬁ+r2 (Sen %S>r2 (2(2m)°1(5))" ¢k(s)-

» Pongamoss =1.
> (cos )2 «s cero de orden ry + ry.
» (k(s) ~» polo de orden 1de residuo

2N (2m)"2 Regy hi

£(1
) TP EVAVAVY

(s =1)¢k(s) =

= |im
s—0

(formula del numero de clases).
» Cerodeordennr +r, —1de residuo

_ Regy hy

* — i —(n+r2-1) —
GH(0) = lim s~ 5) — B
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Ceros triviales

2

Cerosens=0,-1,-2,-3,...

(k(1-5) = [Akl*7? <cos FS)HJFQ ( s

s: 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6

ord: n+4+r—=1 rn n+rn rn n+rh n n+n

Hipoétesis de Riemann extendida: otros ceros tienen
Res = %

sen 5)“ (2(27)5T(s))" k(s).
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Valores negativos de la zeta de Riemann
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Valores negativos para K = Q(v/+2)

K=Q(v2) Ck(s)
\\ -~ _— -
\ b \\7 ——— -
= N
4 -3 -2 -1 \
\
K=Q(V-2)
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Prolongacion analitica para L(s, x)

» y — caracter primitivo mod m.
» Ecuacion funcional: L(1 — s, x) = A(s) L(s,X),

> A(S) _ mz;r)rs(s) (efwis/z +X(_])ewis/2) Q(X)r

» Sumade Gauss:g(x)= Y. x(a9){3.

1<a<m-1
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Ceros triviales

ms='1(s)

LO-s,x) = @)

(72 + x(-1)€™2) g(x) L(s. ).

n -

fms/z X( -I) 7rlS/2 — 2 cos (%S) si X(_-l) = +1,
—2isen (%), six(-1)=-1

> x(-1) = +1: ceros simplesens =0,-2,—4,—6,...
» x(-1) = —l:cerossimplesens = —1,-3,-5,...

Hipotesis de Riemann generalizada: otros ceros tienen
Res = %
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Prolongacién para y = (=2)
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Valores especiales



Valores especiales

» Paras=necZsead,elordendeceroens=n.

> (i(n) = limsn(s — N)~% (k(S).
» Ejemplo primordial:
* RegK h/( * 2" (27r)l’2 RegK hk
k(0)=——— «—G(1) = :
. K 8 #uk /| Dkl

» .Como generalizar estas formulas?
» Similar para las funciones L(s, x).
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Teorema de Siegel-Klingen

» Para un campo totalmente real (r, = 0) los valores
Ck(=1), Ck(—=3), ¢k(=5), ... son numeros racionales.

» Objetivo de hoy: prueba en el caso abeliano.
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Numeros y polinomios
de Bernoulli



Numeros y polinomios de Bernoulli

» numeros de Bernoulli B, € Q:

tet %tk
et —1 Kkl
k>0

» polinomios de Bernoulli B(x) € Q[x]:

tetX tk
ot 7= > Bi(X) 17
k>0
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Numeros y polinomios de Bernoulli

Bi(x) By
1 1
] 1
T x-3 2
2 1 1
2 X —X+é g
3 xX-3x+3x 0
4 3 2 1 1
4 XT=2X7+ X — 35 —35
5 _ 54 5,3
5 X —-3x"+3x gx
6 5 1 1 1
6 xX0-3x°+3x*-1x2+ % 75
7 X —Ixo4+Ix°—1x3+1x 0
8 7 14 6 4 2,2 1 1
8 Xx°—-4x +§X—gx + 25X — 35 -5
9 x¥-3x®+6x"—Lx*+2x5 -3 x
10 x0-5x2+2x8_7x045x4-3x2+2 &
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Polinomios de Bernoulli

Ba(x)

i
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Propiedades basicas

» Bi(1) = Bg.
> BK(X-F]) - Bk(X) = kxk.
En particular, B,(0) = Bk para k # 1.
> Bi(1—x) = (=1)kBy(x).
En particular, B, = 0 para k > 3 impar.
> B (x) = kBk1(X) Y J§ Br(x)dx = O para k > 1.
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Series de Fourier

» f: R — R continua por trozos, periddica tal que
fix+1) = f(x).

» Para todo xp € R donde fes continua y las derivadas
izquierda y derecha de f existen,

fixo) = > _ f(n) ™o,

nez
donde :
fin) = / e 2™ f(x) dx.
0
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..para polinomios de Bernoulli

Kl e27rinx
Bi(x — X)) =~
(2mi)k = nk
n#0
» Parax=0y2k
Bok = Bok(0)
! al
- (_])k (Zﬂ)zk 2 ; N2k
_ k(2K
= (-1 22k—1 12k C(2K).
» Euler:
22k—'|
C(2K) = (-1)"" B 2k

(2K)!
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Funciones peridédicas B,(x — |x])

Bi(x — [x])

Bay(x — [x])

R

o S S S
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Ejemplos

ﬂ.Z
((2) = 5 ~1,644934...
7[.4

4) = — ~1,082323...
((4) = 55 ~1.082323.....

o

6) = —— =~ 1,017343. ..
C() 94 Y Y

5
8
™
((8) = gzz5 ~1,004077 ...
7T'IO
§(10) = gzzez ~1.00099%4.....
12
((2) = oA 1000246

638512875
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Corolarios

22!(71
(2K)!

7T2k

¢(2K) = (1) Ba

> (-1 By >0parak >1.
» |Boxio| > |Bok| para k > 3.

> ((—n) = —i”ﬁ‘ paran=0,1,2,3,...
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Valores impares

v

Apéry, 1977: ((3) =~ 1,202056903]1. .. es irracional.
Rivoal, 2000: infinitud de irracionales entre ((2k + 1)

Zudilin, 2004: entre ((5), ¢(7), ¢(9), ¢(11) uno es
irracional.

Gran conjetura: los ((2k + 1) son trascandentes,
algebraicamente independientes entre si.
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Numeros de Bernoulli
generalizados



Numeros de Bernoulli generalizados

» x:(Z/mZ)* — C* — caracter de Dirichlet primitivo.
» Numeros de Bernoulli generalizados By, € Q({m):

5 th —x(a)te
Z k7X H - emt _ '| )
k>0 a

sumasobrel<a<m-1.
> By, = 0six(-1)=(-1)"
> By, =mKT1 3 x(a) Be(a/m).
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Sumas de Gauss

> 9(x) =24 X(O)Cﬁ'n
> In(x) = 2q x(9) (R
> Lemal x(n)9(x) =

In(x)-
En particular, g(x) = X(X1)g(y)
> Lema 2 |g(x)[> = 9(x) 9(x) = m.
En particular, g(x)™' = %X( 1) a(x)-
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Teorema

» Y caracter primitivo mod m,
> k>1cumple x(=1) = (-1)k,

mi)K
> L(k,x) = (-1 L2 g(x) Biy
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Demostracion

> LemaT: x(n) g(x) = o x(@) ¢57

> L(k,X)9(X) = Yo X(@) Yot G

» Usando x(-1) = (-1,
L(k:)9(0) = 3 T X(@) Lpeg -

» Serie de Fourier: By(x — |x]) = (2/;', . ZneZ e2w.

» Sustituyendox =a/m: > nez Cn—k = —% Br(a/m).
n#0 ’

» Expresion para ka en términos de By (X):
oy i)k
L(kx) 9(%) = — i S x(@Bx(a/m) = 520 By,
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Demostracion (cont.)

> L(k)9(x) = — & 5 (@) )Bk(a/m) — e B,
> Lema2:g(X)™ = £ x(-1)g(x) = & (1) ().
X) = (-1)k+ ;",;T’W 9(x) Bix-

» Conclusion: L(k,
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Corolarios

k1 (2mi)
2 - kImk

> Six(-1) = (-1)¥ para k > 1, entonces By, # O.
(L(s,x) = [Ip 7y # O Paras >1)

» L(—n,x) = —E’n”—ﬂ‘ paran=0,1,2,3,...

(Ecuacioén funcional.)

L(k,x) = (-1) 9(x) Bkx-
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Siegel-Klingen abeliano



Demostracion

» K/Q totalmente real, abeliano.

> (k(s) =TT ex L(s: x)-

» Ktotalmentereal <= x(-1)=+1paraxeX.
: Bn

> (k(—n) = (- T, ox Zhe

> BH—H,X € Q(Cm): pero HxEX BH—H,X es
Gal(Q(¢m)/Q)-invariante.
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Ejemplo: Q(¢7 + ¢, ")

> K=Q(¢7+¢").
» X ={1,x,x}, donde x es un caracter cubico de
(Z)77)%:
x:1=1 205G, 395G, 4—G, 5~(, 61
» Nota: Bk,y = W,X’ Bk,X Bk& = ‘Bk7x|2.
» Algunos calculos:

k: 1 2 3 4 5 6 7

Bi: 3 & 0 -5 0 x 0

Biy: O B84& o =288¢ g §72-516¢; O
BixBrkx: O ¥ 0 & 0 1064592 O
k(1—k): 0 —-% O 2 0 BVE 0
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Ejemplo: Q(¢7 + ¢, ') (cont.)

= xXN3 + xN2 - 2*¥x - 1;
or (k=1,6, print ([-k, bestappr (Lfun(f,-k))]))
, -1/217
, 0]
, 79/210]
., 0]
, -7393/63]]

£
£
-1
-2
-3
-4
-5
-6, @]

M D )
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Ejemplo: Q(v2,v3)
> K=Q(V2,V3) C Q((24)

> X ={1,x1,x2, x1x2}, donde x; es un caracter
cuadratico de (Z/8Z)* y x2 €s un caracter cuadratico
de (Z/12Z)*:
xi:1—=4+1, 3—-1, 5— -1 7~ 41,
x2: 1=+, 5—-1 7— -1 T~ +1

» Algunos célculos:

ki 1 2 3 4 5 6 7

Bx: 3 ¢ O -3 O > 0

Brky: O 2 O —44 0 2166 O
Biy,: O 4 O 18 0O 20172 O
Bkxno: O 12 0 —2088 0O 912996 O
k(-k: 0 1 0 ZEI o 28B4 g
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Ejemplo: Q(v/2,v/3) (cont.)

? £ = xM - 10%xMN2 + 1;
? for (k=0,6, print ([-k, bestappr (Lfun(f,-k))]))

[-1,
[-2, @]
[-3, 22011/10]
[-4, @]

[-5, 2198584943/3]
[-6, @]
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iGracias por su atencion!



