
En este documento eventualmente estarán mis apuntes para las charlas sobre las funciones zeta arit-
méticas. Favor de contactarme por cualquier corrección, duda, pregunta, etc.
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Parte I Funciones zeta de Dedekind

Esta parte introductoria contiene material bastante conocido y sirve más bien para motivar el resto de
mis charlas. Voy a tratar de dar algunos ejemplos, pero para las pruebas refiero a [Neu1999].

1 Función zeta de Riemann
08/10/19

El prototipo de las funciones zeta aritméticas es por supuesto la función zeta de Riemann.

1.1. Definición. La función zeta de Riemann se define mediante la serie

ζ(s) := ∑
n≥1

1

ns . (1.1)

La serie de arriba converge absolutamente si Re s > 1: note por ejemplo que si s = a+bi , entonces |n−s | =
n−a , y luego

∫ ∞
1 x−a d x <∞ para a > 1. Para s = 1 se obtiene la serie armónica

∑
n≥1

1
n que es divergente.

Otra expresión importante para la función zeta de Riemann es la fórmula del producto de Euler.

1.2. Proposición. Se tiene
ζ(s) = ∏

p primo

1

1−p−s . (1.2)

Demostración de Euler. El mismo Euler probaba esta expresión por el siguiente argumento con series for-
males. Si

ζ(s) = 1+ 1

2s +
1

3s +
1

4s +
1

5s +
1

6s +·· · ,

entonces se puede escribir
1

2s ζ(s) = 1

2s +
1

4s +
1

6s +
1

8s +
1

10s +
1

12s +·· · ,

y restando las dos expresiones, se obtiene(
2s −1

2s

)
ζ(s) = 1+ 1

3s +
1

5s +
1

7s +
1

9s +
1

11s +·· ·

De estamanera de los denominadores desaparecen losmúltiplos de 2. Elmismo truco aplicado para el primo
3 nos da (

2s −1

2s

) (
3s −1

3s

)
ζ(s) = 1+ 1

5s +
1

7s +
1

11s +
1

13s +
1

17s +·· ·

Aplicando este razonamiento a todo primo p, se obtiene la expresión( ∏
p primo

p s −1

p s

)
ζ(s) = 1,

de donde se sigue la fórmula (1.2). A este argumento le faltan algunas justificaciones, pero notamos que lo
que está detrás es la factorización única de n ∈Z en números primos. ■
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1.3. Teorema. La función zeta admite una prolongación meromorfa a todo s ∈ C con un único polo simple en
s = 1 de residuo 1:

ĺım
s→1

(s −1)ζ(s) = 1.

La prolongación meromorfa también se denota por ζ(s) y satisface la ecuación funcional

ζ(s) = 2s πs−1 sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s). (1.3)

Demostración. [Neu1999, Chapter VII, Corollary (1.7)]. ■
Aquí Γ(s) es la función gamma que se define mendiante la integral

∫ ∞
0 xs e−x d x

x para Re s > 0. Esta tam-
bién admite una prolongación meromorfa, con la ecuación funcional correspondiente

sΓ(s) = Γ(s +1).

Recordemos que
Γ(n +1) = n! para n = 0,1,2,3, . . .

La función gamma tiene polos simples en s =−n para n = 0,1,2, . . . de residuo (−1)n

n! .

1.4. Ejemplo. Usando la ecuación funcional para la ζ y Γ, se puede calcular que

ζ(0) =−1

2
.

De hecho, tenemos
−1 = ĺım

s→1
(1− s)ζ(s) = ĺım

s→1
2 (1− s)Γ(1− s)︸ ︷︷ ︸

Γ(2−s)

ζ(0) = 2ζ(0),

de donde ζ(0) =− 1
2 . N

1.5. Comentario. De la ecuación funcional se ve que hay ceros simples ζ(−2n) = 0 para n = 1,2,3, . . . Estos
ceros se conocen como los ceros triviales de ζ. La hipótesis de Riemann afirma que los ceros no triviales
tienen Re s = 1

2 .
Entre los ceros triviales la función zeta cambia el signo.

s

ζ(s)

Para s > 1 la serie (1.1) convergemuy lentamente, así que en el siglo XVII se hizo famoso el problema de
Basilea que consistía en calcular con una buena precisión el valor de ζ(2). Un siglo después Euler encontró
la respuesta exacta ζ(2) = π2

6
*, y la siguiente fórmula general.

*Véase http://empslocal.ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/etc/zeta2.pdf para una colección de pruebas.
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1.6. Proposición. Se tiene

ζ(2k) = (−1)k+1 B2k
22k−1

(2k)!
π2k para k ≥ 1. (1.4)

Aquí B2k ∈Q son los números de Bernoulli que pueden ser definidos mediante la función generatriz exponencial
∑
k≥0

Bk

k !
t k = t e t

e t −1
en Q[[t ]]. (1.5)

Demostración. Haymuchas pruebas de este resultado.Véase por ejemplo [AIK2014, Theorem5.4] o [Neu1999,
Chapter VII, Corollary (1.10)]. ■
1.7. Ejemplo. En particular, se tiene

B0 = 1, B1 = 1

2
, B2 = 1

6
, B3 = 0, B4 =− 1

30
, B5 = 0, B6 = 1

42
, B7 = 0, B8 =− 1

30
, B9 = 0, B10 = 5

6
, . . . N

1.8. Comentario. En general, B2k+1 = 0 para k ≥ 1 y los signos de los B2k se alternan. El signo en la fórmula
de Euler (1.4) se debe a esto. Otros múltiplos en la fórmula son en cierto sentido artefactos de la ecuación
funcional: usando (1.3) se obtiene una fórmula más bonita

ζ(1−n) =−Bn

n
para n ≥ 1. (1.6)

1.9. Ejemplo. Tenemos

ζ(0) =−1

2
, ζ(−1) =− 1

12
, ζ(−2) = 0, ζ(−3) = 1

120
, ζ(−4) = 0, ζ(−5) =− 1

252
, ζ(−6) = 0, . . . N

1.10. Comentario. Los valores en los enteros positivos impares son más misteriosos. En 1977 Roger Apéry
demostró que

ζ(3) = 1,2020569031595942853997381615114499908. . .

es un número irracional. Refiero a [vdP7879] para una exposición de este resultado. Los métodos de Apéry
no se generalizan a ζ(5), ζ(7), etc.

Un teoremadeRivoal [Riv2000] afirmaquehayunnúmero infinito de k ≥ 1 tales que ζ(2k+1) es irracional.
Otro resultado curioso pertenece a Zudilin [Zud2001] y dice que por lo menos un número entre

ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11)

es irracional, aunque ¡la prueba no revela cuál!
Todo este progreso analiza la irracionalidad de los valores ζ(2k+1), pero se sospecha que estos números

son trascendentes y algebraicamente independientes entre sí*.

2 Campos de números y sus anillos de enteros

2.1. Definición. Un campo de números es una extensión finita F /Q.

Denotemospord := [F :Q] el gradode la extensión. En este casohay d diferentes encajamientosσ : F ,→C.
Para cada encajamiento σ también se tiene su conjugado σ. Cuando σ=σ, se dice que σ es real, y en el caso
contrario se dice que σ es complejo. Vamos a denotar por r1 el número de los encajamientos reales y por
2r2 el número de encajamientos complejos (que vienen en pares conjugados). Se tiene entonces

d = r1 +2r2.

Para estudiar la aritmética, se considera el anillo de enteros de F .
*Los ζ(2k) son también trascendentes, pero por una razón tonta que es el factor π2k .
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2.2. Definición. Para un campo de números F , el anillo de enteros es la cerradura entera de Z en F :

OF := {α ∈ F | f (α) = 0 para algún f ∈Z[x] mónico}.

He aquí un par de ejemplos importantes.

2.3. Ejemplo. SiD es un entero libre de cuadrados, la extensión F =Q(
p

D) se llama un campo cuadrático.
Si D < 0, se dice que F es imaginario. En este caso r1 = 0 y r2 = 1. Hay dos encajamientos:

σ : a +b
p

D 7→ a +b
p

D y σ : a +b
p

D 7→ a −b
p

D .

Si D > 0, se dice que F es real. En este caso r1 = 2 y r2 = 0, y hay dos encajamientos reales

σ : a +b
p

D 7→ a +b
p

D y τ : a +b
p

D 7→ a −b
p

D .

Es un buen ejercicio calcular que

OF =
{
Z[

p
D], si D ≡ 2,3 (mód 4),

Z
[

1+pD
2

]
, si D ≡ 1 (mód 4).

De hecho, se ve que si D ≡ 1 (mód 4), entonces el elemento α= 1+pD
2 satisface la ecuación

α2 −α− D −1

4
= 0,

donde D−1
4 ∈Z, así que hay que considerar el anillo más grande Z

[
1+pD

2

]
en lugar de Z[

p
D].

Los campos cuadráticos han sido estudiados extensivamente a partir de Gauss. N

2.4. Ejemplo. La extensión de la forma F =Q(ζn), donde ζn := e2πi /n yn > 2, se llamaun campo ciclotómico.
El grado de extensión es [F :Q] =φ(n). En este caso r1 = 0 y todos los encajamientos son complejos. Se tiene

OF =Z[ζn]

—véase [Neu1999, Chapter I, Proposition (10.2)] o [Was1997, Theorem 2.6].
Los campos ciclotómicos fueron estudiados por Gauss y Kummer y representan una familia muy impor-

tante de campos de números. Un buen libro sobre el tema es [Was1997]. N

He aquí algunas propiedades básicas de los anillos de enteros.

2.5. Proposición. a) OF es un Z-módulo libre de rango d = [F :Q].

b) OF es un dominio de Dedekind; es decir, un dominio noetheriano, enteramente cerrado, de dimensión de
Krull 1. Lo último quiere decir que todo ideal primo p 6= 0 es maximal.

OF /p OF ⊃ p

Fp Z ⊃ (p)

<∞

c) Para todo ideal no nulo a⊆OF el cociente OF /a es finito. El número

N (a) := #(OF /a)

se llama la norma de a.

5



d) En general, OF no es un dominio de factorización única. Lo que sí es cierto es que todo ideal a 6= (0), (1)
admite una factorización única en ideales primos

a= p1 · · ·ps .

Demostración. a) [Neu1999, Chapter I, Proposition (2.10)].

b) [Neu1999, Chapter I, Theorem (3.1)].

c) [Neu1999, Chapter I, Proposition (2.12)].

d) [Neu1999, Chapter I, Theorem (3.3)].
■

2.6. Definición. Si α1, . . . ,αd es una base de OF sobre Z, entonces el discriminante de F viene dado por:

dF = det((σiα j )i j )2.

Este es un número entero que no depende de la elección de base.

2.7. Ejemplo. Si F =Q(
p

D) es un campo cuadrático, entonces en el caso de D ≡ 2,3 (mód 4) se tiene

dF = det

(
1 1p
D −pD

)2

= 4D,

y si D ≡ 1 (mód 4), entonces

dF = det

(
1 1

1+pD
2

1−pD
2

)2

= D.

N

2.8. Ejemplo. Para F =Q(ζn) se tiene

dF = (−1)φ(n)/2 nφ(n)∏
p|n pφ(n)/(p−1)

—véase [Was1997, Proposition 2.7]. N

El discriminante refleja propiedades importantes aritméticas de OF (véase [Neu1999, §§I.8, III.2]), pero
para no distraernos, no vamos a entrar en los detalles.

Veamos también un par de ejemplos de factorización en OF .

2.9. Ejemplo. En el anillo Z[
p

10] la factorización no es única, como por ejemplo demuestra la fórmula

2 ·5 = (
p

10)2.

Sin embargo, al nivel de factorización en ideales primos, se tiene

(2) = (2,
p

10)2, (5) = (5,
p

10)2, (
p

10) = (2,
p

10) · (5,
p

10).

Los ideales (2,
p

10) y (5,
p

10) son primos y no son principales. N

2.10. Ejemplo. Para los campos ciclotómicos, el primer anillo entre Z[ζn] que no tiene factorización única
ocurre para n = 23*. Este famoso ejemplo fue encontrado por Kummer. En particular, uno puede calcular
que en Z[ζ23] se cumple

(1+ζ2
23 +ζ4

23 +ζ5
23 +ζ6

23 +ζ10
23 +ζ11

23) (1+ζ23 +ζ5
23 +ζ6

23 +ζ7
23 +ζ9

23 +ζ11
23) =

2 x17 +2 x16 +2 x15 +2 x13 +2 x12 +6 x11 +2 x10 +2 x9 +2 x7 +2 x6 +2 x5.

Aquí tenemos dos números que no son divisibles por 2, que es irreducible en Z[ζ23], pero su producto sí es
divisible por 2.

*Véase también https://en.wikipedia.org/wiki/23_enigma
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? a = 1 + x^2 + x^4 + x^5 + x^6 + x^10 + x^11;
? b = 1 + x + x^5 + x^6 + x^7 + x^9 + x^11;
? lift (Mod (a*b, polcyclo (23)))
% = 2*x^17 + 2*x^16 + 2*x^15 + 2*x^13 + 2*x^12 + 6*x^11 + 2*x^10 + 2*x^9

+ 2*x^7 + 2*x^6 + 2*x^5

N

3 Grupo de clases

Un invariante algebraico importante asociado a F /Q es su grupo de clases. La definición clásica es la
siguiente.

3.1. Definición. Un ideal fraccionario a ⊆ F es un OF -submódulo finitamente generado no nulo. Estos
ideales forman un grupo abeliano JF respecto a la multiplicación. Los inversos vienen dados por*

a−1 = {x ∈OF | x ·a⊆OF },

y la identidad es el ideal OF .
Los ideales fraccionarios principales son los de la forma αOF para α ∈ F×. Estos forman un subgrupo

PF ⊆ JF . Luego, el grupo de clases de F es el cociente

C lF := JF /PF .

3.2. Comentario. Por la definición, se tiene entonces una sucesión exacta

1 →O×
F → F× α7→αOF−−−−−→ JF →C lF → 1

De hecho, esta sucesión exacta se parece bastante a la sucesión para una curva C /k

1 → k
× → k(C )× di v−−→ Div0(C ) → Pic0(C ) → 0

(véase §18). En realidad, C lF es el grupo de Picard del anillo OF (= clases de isomorfismo de OF -módulos
que son invertibles respecto a −⊗OF −):

C lF
∼= Pic(OF ) ∼= H 1(SpecOF ,Gm).

3.3. Teorema. El grupo C lF es finito para cualquier campo de números F .

Demostración. [Neu1999, Chapter I, Theorem (6.3)]. ■
3.4. Definición. El orden del grupo de clases

hF := #C lF

se llama el número de clases de F .

En cierto sentido, el número hF mide qué tan lejos OF está de tener factorización única.

3.5. Proposición. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) hF = 1;

b) OF es un dominio de ideales principales;

*Al principio el concepto de ideal fraccionario se ve raro, pero este sirve precisamente para introducir los inversos.
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c) OF es un dominio de factorización única.

Demostración. La equivalencia entre a) y b) más o menos está clara desde la definición del grupo de clases.
La implicación b)⇒c) se cumple en cualquier caso. Para los dominios de Dedekind se tiene también c)⇒b):
note que A es un DIP si y solo si es un DFU y todo primo no nulo p⊂ A es maximal. ■

Los cálculos particulares de C lF son bastante tediosos, pero para un campo específico F /Q no es difícil
calcular C lF con la computadora*. Solo voy a dar algunos ejemplos con campos cuadráticos y ciclotómicos.

3.6. Ejemplo. Consideremos los campos cuadráticos imaginarios Q(
p

D) para D < 0:

D : −1 −2 −3 −5 −6 −7 −10 −11 −13 −14
C l : 1 1 1 C2 C2 1 C2 1 C2 C4

D : −15 −17 −19 −21 −22 −23 −26 −29 −30 −31
C l : C2 C4 1 C2 ×C2 C2 C3 C6 C6 C2 ×C2 C3

D : −33 −34 −35 −37 −38 −39 −41 −42 −43 −46
C l : C2 ×C2 C4 C2 C2 C6 C4 C8 C2 ×C2 1 C4

D : −47 −51 −53 −55 −57 −58 −59 −61 −62 −65
C l : C5 C2 C6 C4 C2 ×C2 C2 C3 C6 C8 C4 ×C2

D : −66 −67 −69 −70 −71 −73 −74 −77 −78 −79
C l : C4 ×C2 1 C4 ×C2 C2 ×C2 C7 C4 C10 C4 ×C2 C2 ×C2 C5

D : −82 −83 −85 −86 −87 −89 −91 −93 −94 −95
C l : C4 C3 C2 ×C2 C10 C6 C12 C2 C2 ×C2 C8 C8

D : −97 −101 −102 −103 −105 −106 −107 −109 −110 −111
C l : C4 C14 C2 ×C2 C5 C2×C2×C2 C6 C3 C6 C6 ×C2 C8

D : −113 −114 −115 −118 −119 −122 −123 −127 −129 −130
C l : C8 C4 ×C2 C2 C6 C10 C10 C2 C5 C6 ×C2 C2 ×C2

D : −131 −133 −134 −137 −138 −139 −141 −142 −143 −145
C l : C5 C2 ×C2 C14 C8 C4 ×C2 C3 C4 ×C2 C4 C10 C4 ×C2

D : −146 −149 −151 −154 −155 −157 −158 −159 −161 −163
C l : C16 C14 C7 C4 ×C2 C4 C6 C8 C10 C8 ×C2 1

El teorema de Heegner–Stark afirma que para D < 0 se tiene

h
Q(

p
D) = 1 ⇐⇒ D =−1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.

También se sabe que
h
Q(

p
D)

D→−∞−−−−−→+∞.

El último resultado fue conjeturado por Gauss quien estudiaba los grupos de clases de campos cuadráticos.
Para mayor información recomiendo el artículo [Gol1985]. N

3.7. Ejemplo. La situación con los campos cuadráticos reales es más complicada. He aquí una tabla de
C l

Q(
p

D) para D > 1.

*Por ejemplo, en PARI/GP; véase https://pari.math.u-bordeaux.fr/ Todos los cálculos que siguen fueron realizados en
PARI/GP.
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D : 2 3 5 6 7 10 11 13 14 15
C l : 1 1 1 1 1 C2 1 1 1 C2

D : 17 19 21 22 23 26 29 30 31 33
C l : 1 1 1 1 1 C2 1 C2 1 1
D : 34 35 37 38 39 41 42 43 46 47

C l : C2 C2 1 1 C2 1 C2 1 1 1
D : 51 53 55 57 58 59 61 62 65 66

C l : C2 1 C2 1 C2 1 1 1 C2 C2

D : 67 69 70 71 73 74 77 78 79 82
C l : 1 1 C2 1 1 C2 1 C2 C3 C4

D : 83 85 86 87 89 91 93 94 95 97
C l : 1 C2 1 C2 1 C2 1 1 C2 1
D : 85 86 87 89 91 93 94 95 97 101

C l : C2 1 C2 1 C2 1 1 C2 1 1
D : 102 103 105 106 107 109 110 111 113 114

C l : C2 1 C2 C2 1 1 C2 C2 1 C2

D : 115 118 119 122 123 127 129 130 131 133
C l : C2 1 C2 C2 C2 1 1 C2 ×C2 1 1
D : 134 137 138 139 141 142 143 145 146 149

C l : 1 1 C2 1 1 C3 C2 C4 C2 1

Una conjetura de Gauss, todavía abierta, afirma que h
Q(

p
D) = 1 para un número infinito de D > 1. La

heurística de Cohen–Lenstra [CL1984] sugiere que hQ(
p

p) = 1 para aproximadamente 76% de los primos,
y es algo que se puede verificar con la computadora (solo hay que tomar bastantes primos). N

3.8. Ejemplo. Para los campos ciclotómicos, notamos queQ(ζn) =Q(ζ2n) si n es impar (demostración: ζ2n =
−ζ(n+1)/2

n ). Por esto para evitar redundancias, se pueden considerar solamente los n tales que n 6≡ 2 (mód 4).
He aquí una pequeña tabla de C lQ(ζn ). Note que estos grupos son bastante explosivos.

n : 1 3 4 5 7 8 9 11
C l : 1 1 1 1 1 1 1 1

n : 12 13 15 16 17 19 20 21
C l : 1 1 1 1 1 1 1 1

n : 23 24 25 27 28 29 31 32
C l : C3 1 1 1 1 C2×C2×C2 C9 1

n : 33 35 36 37 39 40 41 43
C l : 1 1 1 C37 C2 1 C11 ×C11 C211

n : 44 45 47 48 49 51 52 53
C l : 1 1 C695 1 C43 C5 C3 C4889

n : 55 56 57 59 60 61 63 64
C l : C10 C2 C9 C41241 1 C76301 C7 C17

n : 65 67 68 69 71 72 73 75
C l : C4×C4×C2×C2 C853513 C8 C69 C3882809 C3 C11957417 C11

n : 76 77 79 80 81 83 84 85
C l : C19 C20×C4×C4×C4 C100146415 C5 C2593 C838216959 1 C6205

Se sabe que hQ(ζn ) = 1 solo para un número finito de n. He aquí la lista completa de tales n que cumplen
n 6≡ 2 (mód 4) [Was1997, Chapter 11]:

1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84. N
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4 Teorema de unidades de Dirichlet y el regulador

4.1. Teorema (El teorema de unidades de Dirichlet). El grupo de unidades

O×
F = {α ∈OF |α es invertible} = {α ∈OF | NF /Q(α) =±1}

es finitamente generado y
rkO×

F = r1 + r2 −1.

La prueba no es fácil, pero voy a dar la idea (siguiendo [Neu1999, Chapter I, §§5,7]) porque en el camino
surge otro invariante importante que es el regulador. Consideremos∏

σ : F ,→C

C×,

donde el producto es sobre los d encajamientos de F en C. El grupo de Galois GR := Gal(C/R) actúa sobre∏
σC

× conjugando las coordenadas y además permutando la coordenada σ con σ. De la misma manera,
podemos considerar

∏
σR con la acción de GR por la permutación de coordenadas. Tenemos el siguiente

diagrama conmutativo.

F× ∏
σC

× ∏
σR

Q× C× R

α7→(σ(α))

NF /Q

(zσ)7→(log |zσ|)

∏ ∑
z 7→log |z|

Aquí las flechas denotadas por
∏
y

∑
corresponden al producto y suma de coordenadas respectivamente.

Todas las aplicaciones son GR-equivariantes (donde la acción sobre F× y Q× es trivial), y tomando los GR-
invariantes, se obtiene

O×
F S H

F× (∏
σC

×)GR
(∏

σR
)GR

Q× R× R

=:λ

NF /Q
∏ ∑

Aquí

S :=
{

(xi ) ∈
(∏
σ
C×

)GR ∣∣∣ ∏
i

xi =±1
}

,

H :=
{

(xi ) ∈
(∏
σ
R×

)GR ∣∣∣ ∑
i

xi = 0
}

.

Es fácil ver que

dimR

(∏
σ
R×

)GR

= r1 + r2,

y luego
dimR H = r1 + r2 −1.

Denotemos
Λ :=λ(O×

F ) ⊆ H .

10



Resulta que Λ es un retículo en H (subgrupo discreto del rango completo r1 +r2 −1) y se tiene una sucesión
exacta corta

1 →µ(F ) →O×
F

λ−→Λ→ 0 (4.1)

Aquí µ(F ) denota la parte de torsión en O×
F que consiste en raíces de la unidad:

µ(F ) =µ∞(C)∩F.

Es fácil ver que F solo puede contener un número finito de raíces de la unidad*, así que µ(F ) es un grupo
finito. Esto nos da otro invariante importante de F :

ωF := #µ(F ) = #(O×
F )tor s .

La sucesión exacta (4.1) se escinde y nos dice que

O×
F
∼=Λ⊕µ(F ).

Puesto que Λ es un retículo en H , tiene sentido calcular su (co)volumen.

4.2. Definición. El número
RF := 1p

r1 + r2
covol(Λ)

se llama el regulador de Dirichlet.

4.3. Ejemplo. Si F =Q(
p

D) con D < 0 es un campo cuadrático imaginario, entonces r1 = 0 y r2 = 1, así que
O×

F es un grupo finito. En este caso ponemos RF = 1. N

4.4. Ejemplo. Si F = Q(
p

D) con D > 0 es un campo cuadrático real, entonces r1 = 2 y r2 = 0, así que el
teorema de unidades afirma que

O×
F = 〈ε〉× {±1},

donde ε es un generador de la parte libre de O×
F . Podemos asumir que ε > 1, y esta condición define ε de

manera única. Se dice que ε es la unidad fundamental para Q(
p

D). He aquí una pequeña tabla de las
unidades fundamentales, donde

α :=
{p

D , si D ≡ 2,3 (mód 4),
1+pD

2 , si D ≡ 1 (mód 4).

D : 2 3 5 6 7 10 11 13 14 15
ε : 1+α 2+α α 5+2α 8+3α 3+α 10+3α 1+α 15+4α 4+α

En el caso de los campos cuadráticos reales, hay dos encajamientos reales σ1,2 : F ,→C dados por

a +b
p

D 7→ a ±b
p

D .

La aplicación λ : O×
F → H ⊂R2 va a enviar el generador ε ∈O×

F al punto (log |σ1(ε)|, log |σ2(ε)|) ∈ H . El regulador
correspondiente será

RF = 1p
2

√
(log |σ1(ε)|)2 + (log |σ2(ε)|)2.

Usando la relación N (ε) =σ1(ε)σ2(ε) =±1 (puesto que ε ∈O×
F ), se ve que

RF = logε. N

*[Q(ζn ) :Q] =φ(n), y entonces si ζn ∈ F , el número φ(n) debe dividir a [F :Q].
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4.5. Comentario (Teoría K algebraica de OF ). El grupo de clases y el grupo de unidades surgen en la
teoría K algebraica del anillo OF . Se tiene

K0(OF ) ∼=Z⊕C lF , K1(OF ) ∼=O×
F .

Aquí el primer isomorfismo se deduce de las propiedades básicas de anillos de Dedekind (véase por ejemplo
[Mil1971, §1]), mientras que el segundo es más aritmético y se sigue de un resultado de Bass, Milnor y Serre
(véase [Mil1971, §16]).

Al introducir los grupos K superiores, el mismo Quillen probó la generación finita de Kn(OF ) para todo
n = 0,1,2,3, . . . [Qui2010], y en [Bor1974] Borel calculó los rangos exactos:

rkKn(OF ) =



1, si n = 0,

r1 + r2 −1, si n = 1,

0, si n > 0 es par,
r1 + r2, si n > 1, n ≡ 1 (mód 4),

r2, si n ≡ 3 (mód 4).

(4.2)

Este cálculo generaliza el teorema de unidades de Dirichlet y servía a Borel para definir los reguladores
superiores. Una buena exposición se encuentra en [BG2002]. Para los cálculos de la torsión enKn(OF ), véase
[Wei2005].

5 Funciones zeta de Dedekind

5.1. Definición. La función zeta de Dedekind de un campo de números F /Q se define mediante la serie

ζF (s) := ∑
a⊆OF

1

N (a)s ,

donde la suma es sobre todos los ideales no nulos en OF .

La serie converge para Re s > 1.

5.2. Comentario. Notamos que en particular ζQ = ζ, así que se trata de una generalización de la función
zeta de Riemann.

5.3. Proposición. Se cumple la fórmula del producto de Euler

ζF (s) = ∏
(0) 6=p∈SpecOF

1

1−N (p)−s = ∏
m∈SpecmOF

1

1−N (m)−s .

Demostración. Se sigue de la factorización de ideales en OF en ideales primos y la multiplicatividad de la
norma: si a= pv1

1 · · ·pvs
s , entonces N (a) = N (p1)v1 · · ·N (ps )vs . ■

5.4. Teorema. ζF (s) admite una prolongación meromorfa a todo s ∈C con un polo simple en s = 1, que cumple
la ecuación funcional

ζF (1− s) = |dF |s−1/2
(
cos

πs

2

)r1+r2
(
sen

πs

2

)r2
(2 · (2π)−s Γ(s))d ζF (s).

Demostración. [Neu1999, Chapter VII, Corollary (5.11)]. ■
10/10/19

5.5. Proposición. ζF (s) tiene ceros en s =−n para n = 0,1,2,3, . . . y sus órdenes correspondientes son

d−n =


r1 + r2 −1, si n = 0,

r2, si n ≥ 1 es impar,
r1 + r2, si n ≥ 2 es par.

12



Demostración. Se ve de la ecuación funcional. ■
5.6. Comentario. Note que milagrosamente, los números de arriba son los mismos que aparecen en (4.2).

En los enteros negativos pares, ζF siempre tiene ceros, mientras que en los enteros negativos impares,
no habrá ceros solamente cuando r2 = 0. En este caso se dice que F es un campo totalmente real.

Los ceros de ζF en los enteros negativos se conocen como los ceros triviales. La hipótesis de Riemann
extendida (ERH)* afirma que los ceros no triviales tienen Re s = 1

2 .

Podemos ver un par de ejemplos del comportamiento de ζF (s) para s < 0.

5.7. Ejemplo. Consideremos el campo cuadrático real F =Q(
p

5). Note que los ceros tienen orden 2.

s

ζQ(
p

5)(s)

N

5.8. Ejemplo. Consideremos el campo imaginario F =Q(
p−1). En este caso se tienen ceros simples.

s

ζQ(
p−1)(s)

*También hay hipótesis de Riemann generalizada (GRH), pero la última se trata de las series L y es más general que la extendida.
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N

5.9. Comentario. Para calcular ζF (s) enPARI/GP, se puedeusar el comandolfun( f ,s), donde F ∼=Q[x]/( f ).
Por ejemplo, lfun (xˆ2-5,-1) devuelve 0.03333. . .

6 Teorema de Siegel–Klingen

6.1. Teorema (Siegel–Klingen). Se tiene ζF (−n) ∈Q para todo n = 0,1,2,3, . . .

Demostración. [Neu1999, Chapter VII, Corollary (9.9)]. ■
6.2. Comentario. El resultado se refiere literalmente a los valores ζF (−n) y no a los residuos correspondien-
tes, así que este tiene interés solo cuando F es un campo totalmente real (con r2 = 0). En el caso contrario
ζF (−n) = 0 para todo n = 1,2,3, . . .

6.3. Ejemplo. En ciertos casos particulares se puede entender cuáles son estos números racionales ζF (−n).
Por ejemplo, en el caso de F =Q(

p
D), usando las series L de Dirichlet

L(s,χ) := ∑
n≥1

χ(n)

ns ,

se puede expresar
ζ
Q(

p
D)(s) = L(s,1) ·L(s,χD ) = ζ(s) ·L(s,χD ),

donde χD := ( D
·
)
es el símbolo de Kronecker.

Luego, para la serie L de arriba existe una fórmula muy parecida a (1.6):

L(1−n,χ) =−Bn,χ

n
(n ≥ 1).

Aquí Bn,χ son los los números de Bernoulli generalizados (torcidos por el carácter χ). Estos pueden ser
definidos por una función generatriz similar a (1.5):∑

n≥0
Bn,χ

t n

n!
= ∑

1≤a≤N

χ(a) t eat

eN t −1
,

dondeχ : (Z/NZ)× →C× es un carácter deDirichletmóduloN . Paramás detalles y las pruebas, véase [AIK2014,
Chapter 4 + Theorem 9.10].

Entonces,

ζ
Q(

p
D)(1−n) = Bn

n

Bn,χD

n
.

Para dar un ejemplo particular, si D = 5, para χ=χ5 =
( 5
·
)
se tiene

χ(1) =+1, χ(2) =−1, χ(3) =−1, χ(4) = 1,

y de la función generatriz uno puede calcular, por ejemplo,

B2,χ = 4

5
, B4,χ =−8, B6,χ = 804

5
.

Recordando los números de Bernoulli habituales

B2 = 1

6
, B4 =− 1

30
, B6 = 1

42
,

calculamos
ζQ(

p
5)(−1) = 1

30
, ζQ(

p
5)(−3) = 1

60
, ζQ(

p
5)(−5) = 67

630
.

Podemos comprobar nuestros cálculos en PARI/GP:
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? lfun (x^2-5, -1)
% = 0.033333333333333333333333333333333333333
? lfun (x^2-5, -3)
% = 0.016666666666666666666666666666666666667
? lfun (x^2-5, -5)
% = 0.10634920634920634920634920634920634921
? 67/630.0
% = 0.10634920634920634920634920634920634921

N

7 Fórmula de clases de Dirichlet

La función ζF (s) tiene cero en s = 0 de orden r1 + r2 − 1. Sin embargo, se puede preguntar cuál es el
coeficiente mayor de la serie de Taylor correspondiente.

7.1. Teorema (Fórmula de clases de Dirichlet). Se tiene

ζ∗F (0) := ĺım
s→0

s−(r1+r2−1) ζF (s) =− hF

#µ(F )
RF . (7.1)

Demostración. [Neu1999, Chapter VII, Corollary (5.11)]. ■
Aquí en la parte izquierda está algo analítico, mientras que en la parte derecha están invariantes alge-

braicos: el número de clases, el número de las raíces de unidad en OF y el regulador. Además, la fórmula nos
dice que por alguna razón misteriosa, los tres invariantes están enlazados entre sí.

7.2. Comentario. La ecuación funcional relaciona el cero en s = 0 de orden r1 +r2 −1 con el polo simple en
s = 1. De esta manera la fórmula de clases puede ser reescrita como

ζ∗F (1) := ĺım
s→1

(s −1)ζF (s) = 2r1 (2π)r2 hF

#µ(F ) ·
√
|dF |

RF .

7.3. Ejemplo. Si F =Q, entonces la fórmula nos da

ζ(0) = ζ∗(0) =−1

2
. N

7.4. Ejemplo. Si F =Q(
p

D) con D > 0 es un campo cuadrático real y ε es la unidad fundamental correspon-
diente (véase 4.4), entonces la fórmula de clases nos da

ζ∗F (0) =−hF

2
logε.

En particular, si F =Q(
p

10), entonces hF = 2, RF = log(3+p
10) y µ(F ) = {±1}, y

ζ∗F (0) =− log(3+p
10).

Podemos comprobarlo en PARI/GP (note qué estamos haciendo para sacar ζ∗F (0) en lugar de ζF (0)):

? lfun (x^2-10, 0)
% = 0
? lfun (x^2-10, 0 + O (x^10))
% = -1.8184464592320668234836989635607089938*x + O(x^2)
? log (3+sqrt(10))
% = 1.8184464592320668234836989635607089938
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N

7.5. Ejemplo. Si F =Q(
p

D) con D < 0 es un campo cuadrático imaginario, entonces O×
F = {±1} y RF = 1, y la

fórmula de clases nos da
ζ∗F (0) =−hF

2
. N

7.6. Comentario. Uno de los problemas importantes en la teoría de números moderna ha sido generalizar
la fórmula (7.1) a algo como

ζ∗F (1−n) := ĺım
s→1−n

(s − (1−n))−d1−n ζF (s) =−hn

ωn
RF,n

para todo n = 1,2,3, . . . Aquí hn , ωn , RF,n deben ser ciertos invariantes superiores asociados a OF . Hay varias
conjeturas de cómo hacerlo.
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Parte II Funciones zeta de Hasse–Weil

Por el momento vamos a dejar de lado las funciones zeta de Dedekind ζF (s) y familiarizarnos con las
funciones zeta de Hasse–Weil Z (X , t ). Más adelante veremos que ambos tipos de funciones zeta son casos
particulares de las funciones zeta de esquemas aritméticos.

8 Recordatorio sobre los campos finitos

En esta sección vamos a enumerar algunas propiedades básicas de campos finitos Fq .

1. Para todo q = pn , donde p es primo, hay un único campo finito de q elementos salvo isomorfismo. Por
abuso de notación, vamos a escribir simplemente “Fq”.

2. En particular, para todom hay una extensión única k/Fq de gradom, salvo isomorfismo. Por abuso de
notación, normalmente se escribe simplemente k = Fqm .

3. El grupo multiplicativo F×q es cíclico.

4. El grupo de Galois Gal(Fqm /Fq ) es cíclico de orden m, generado por el automorfismo de Fronenius
F : a 7→ aq .

Para un elemento a ∈ Fqm , su traza y norma sobre Fq vienen dadas por

TFqm /Fq (a) := ∑
σ∈Gal(Fqm /Fq )

σ(a) = a +aq +·· ·+aqm−1
,

NFqm /Fq (a) := ∏
σ∈Gal(Fqm /Fq )

σ(a) = a aq · · ·aqm−1
,

Se cumplen las siguientes propiedades:

a) TFqm /Fq (a), NFqm /Fq (a) ∈ Fq para todo a ∈ Fqm ;

b) la traza TFqm /Fq : Fqm → Fq es un aplicación Fq-lineal, mientas que la norma NFqm /Fq es un homomor-
fismo multiplicativo F×qm → F×q ;

c) la traza TFqm /Fq : Fqm → Fq y norma NFqm /Fq : F×qm → F×q son sobreyectivas.

9 Definición de Z (X , t ) y primeros ejemplos

Sea X una variedad algebraica sobre un campo finito Fq . Por una variedad (algebraica) vamos a entender
un esquema reducido de tipo finito sobre SpecFq .* Los puntos de X sobre k/Fq son por la definición

X (k) := HomSpecFq (Speck, X ).

Si k y k ′ son dos extensiones de grado m, entonces el isomorfismo k ∼= k ′ sobre Fq induce una biyección
natural X (k) ∼= X (k ′).

*El lector que todavía no conoce la teoría de esquemas debe tener un poco de paciencia: muy pronto se tratará de ejemplos muy
explícitos donde basta saber qué es una variedad afín o proyectiva sobre Fq .
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Si X = SpecFq [x1, . . . , xn]/( f1, . . . , fs ) es afín, entonces

X (k) ∼= {x ∈An(k) | f1(x) = ·· · = fs (x) = 0}.

En particular, notamos que para una extensión finita k/Fq el conjunto X (k) es finito. Para una variedad
general, podemos llegar a la misma conclusión tomando un recubrimiento abierto afín.

La discusión de arriba significa que están bien definidos los números de puntos

#X (Fqm ) para m = 1,2,3, . . .

(es decir, son finitos y no dependen de la elección de Fqm /Fq ).

La función zeta de Hasse–Weil de una variedad X /Fq es una especie de función generatriz de la sucesión
de números #X (Fqm ) para m = 1,2,3, . . .

9.1. Definición. La función zeta de Hasse–Weil de una variedad X /Fq es la función generatriz

Z (X , t ) := exp

( ∑
m≥1

#X (Fpm )

m
t m

)
∈Q[[t ]].

Vamos a considerar Z (X , t ) como una serie formal en el anillo Q[[t ]]. Está claro que de la serie Z (X , t ) se
pueden extraer todos los números #X (Fpm ):

#X (Fqm ) = 1

(m −1)!

d m

d t m log Z (X , t )
∣∣∣

t=0
.

Más adelante veremos por qué se considera esta función generatriz particular.

9.2. Definición. La exponencial y el logaritmo formal vienen dados por las series

exp(t ) = ∑
m≥0

t m

m!
, log(1+ t ) = ∑

m≥1
(−1)m+1 t m

m
∈Q[[t ]].

Muy a menudo nos servirá también la serie

− log(1−at ) = ∑
m≥1

(at )m

m
,

donde a es algún coeficiente constante.

9.3. Lema. La exponencial y logaritmo formales cumplen las propiedades habituales:

a) exp(log(1+ t )) = 1+ t , log(exp(t )) = t ;

b) exp(s + t ) = exp(s) exp(t );

c) log((1+ s) (1+ t )) = log(1+ s)+ log(1+ t ).

Aquí b) y c) se entienden como identidades en el anillo Q[[s, t ]].

Demostración. Para comprobar a), se pueden calcular las derivadas formales; la propiedad b) se demuestra
directamente con la fórmula binomial para (s+ t )m , y la propiedad c) se deduce de a) y b) de manera formal.

■
9.4. Ejemplo. Si X =An

Fq
es el espacio afín n-dimensional, entonces

#An(Fqm ) = qmn ,

y la función zeta correspondiente es

Z (An
Fq

, t ) = exp

( ∑
m≥1

qmn

m
t m

)
= exp(− log(1−qn t )) = 1

1−qn t
. N
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9.5. Ejemplo. Para el espacio proyectivo Pn se tiene la descomposición

Pn(k) =An(k)t·· ·tA1(k)tA0(k).

Usando esto junto con la identidad exp(s + t ) = exp(s) exp(t ), se deduce que

Z (Pn
Fq

, t ) = ∏
0≤i≤n

Z (Ai
Fq

, t ) = 1

(1−qn t ) · · · (1−qt ) (1− t )
. N

9.6. Ejemplo. En general, se tiene (X ×Y )(k) = X (k)×Y (k). Usando esto, calculamos que para X /Fq se tiene

Z (An ×X , t ) = exp

( ∑
m≥1

#X (Fqm ) ·qmn

m
t m

)
= Z (X , qn t ).

De modo similar,
Z (Pn ×X , t ) = ∏

0≤i≤n
Z (X , q i t ). N

9.7. Proposición. Si X es una variedad sobre Fq , entonces al pasar a la extensión Fqn /Fq se obtiene

Z (X /Fqn , t n) = ∏
ζn=1

Z (X /Fq ,ζt ),

donde el producto es sobre las raíces n-ésimas de la unidad.

Demostración. Tenemos ∏
ζn=1

Z (X /Fq ,ζt ) = exp

( ∑
m≥1

#X (Fqm )

m
t m

∑
ζn=1

ζm

)
,

y basta notar que la suma de ζm es nula si n -m y es igual a n si n | m. La serie de arriba nos da entonces

exp

( ∑
m≥1

#X (Fqnm )

m
t nm

)
= Z (X /Fqn , t n). ■

Para las funciones zeta de Hasse–Weil también se tiene una fórmula del producto de Euler.

9.8. Proposición. Para un punto cerrado x ∈ |X | el campo residual κ(x) :=OX ,n/mX ,x es una extensión finita de
Fq , y podemos poner

deg(x) := [κ(x) : Fq ].

Luego,

Z (X , t ) = ∏
x∈|X |

1

1− t deg(x)
. (9.1)

Esta fórmula se ve un poco diferente del producto de Euler (1.2), pero se vuelve similar si ponemos
ζ(X , s) := Z (X , q−s ) (más adelante veremos la verdadera definición de ζ(X , s)). Antes de probar (9.1), necesi-
tamos un pequeño lema.

9.9. Lema. Se tiene
#X (Fqm ) = ∑

d |m
d ·ad , donde ad := #{x ∈ |X | | deg(x) = d}.

Demostración. Se tiene

X (Fqm ) = HomSpecFq (SpecFqm , X ) = ∐
x∈|X |

HomFq (κ(x),Fqm ).

Entonces, para cada punto cerrado x ∈ |X | falta entender los homomorfismos κ(x) ,→ Fqm . Tenemos la si-
guiente situación:
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Fqm

κ(x)

Fq

m

deg(x)

Habrá d diferentes homomorfismos κ(x) ,→ Fqm que vienen de la acción del grupo Gal(κ(x)/Fq ) que es cíclico
de orden d . ■

Ahora estamos listos para probar la identidad (9.1). La parte derecha puede ser escrita como

∏
x∈|X |

1

1− t deg(x)
= ∏

d≥1

1

(1− t d )ad
.

Ahora bien,

log Z (X , t ) := ∑
m≥1

#X (Fqm )

m
t m lema= ∑

m≥1

∑
d |m

d ·ad

m
t m = ∑

d≥1

∑
e≥1

ad

e
t de = ∑

d≥1
ad (− log(1− t d ))

= ∑
d≥1

log(1− t d )−ad = log
∏

d≥1

1

(1− t d )ad
,

y tomando la exponencial de ambas partes, se obtiene precisamente (9.1). ■

De la fórmula del producto se ve que la serie formal Z (X , t ) tiene coeficientes enteros.

9.10. Corolario. Se tiene Z (X , t ) ∈Z[[t ]].

Demostración. En la fórmula del producto

1

1− t d
= ∑

m≥0
t dm ∈Z[[t ]]. ■

9.11. Corolario. Si Z ⊂ X es una subvariedad cerrada yU := X \ Z es su complemento abierto, entonces

Z (X , t ) = Z (Z , t ) ·Z (U , t ).

Demostración. Evidente de la fórmula del producto, puesto que |X | = |Z |t |U |. ■
Terminemos por un par de ejemplos más.

9.12. Ejemplo. Consideremos el círculo unitario afín X = SpecFq [x, y]/(x2 + y2 −1). Primero, notamos que
si charFq = 2, entonces

X (Fq ) = {(x,
√

1−x2) | x ∈ Fq },

de donde
Z (X , t ) = Z (A1

Fq
, t ) = 1

1−qt
.

Asumamos entonces que charFq 6= 2. Podemos considerar la siguiente parametrización del círculo:
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(−1,0)

P

x

y

`

t

Las coordenadas del punto P son
(

1−t 2

1+t 2 , 2t
1+t 2

)
si t 2 6= 1. Esto nos da una biyección

{t ∈ Fq | t 2 6= 1} ∼= X (Fq ) \ {(−1,0)}.

Si q ≡ 1 (mód 4), entonces −1 es un cuadrado, y si q ≡ 3 (mód 4), entonces −1 no es un cuadrado. Esto
nos da la fórmula

#X (Fq ) =
{

q −1, q ≡ 1 (mód 4),

q +1, q ≡ 3 (mód 4).

Si q ≡ 1 (mód 4), entonces

Z (X , t ) = exp

( ∑
m≥1

qm −1

m
t m

)
= 1− t

1−qt
.

Si q ≡ 3 (mód 4), entonces

Z (X , t ) = exp

( ∑
m≥1

qm

m
t m + ∑

m≥1

(−1)m+1

m
t m

)
= 1+ t

1−qt
. N

Más adelante vamos a calcular la función zeta de la n-esfera X = Spec[x1, . . . , xn]/(x2
1 + ·· ·+ x2

n −1), pero
para esto vamos a ocupar otro método más listo.

9.13. Ejemplo. Consideremos la Grassmanniana proyectiva Gr(2,n) que corresponde a las rectas en Pn .
Toda recta en Pn(Fq ) tiene q +1 puntos, y en total Pn(Fq ) consiste en

N = qn+1 −1

q −1

puntos. Entonces, la fórmula para el número de rectas es(
N

2

)/(
q +1

2

)
= N (N −1)

q (q +1)
= (qn+1 −1)(qn −1)

(q2 −1)(q −1)
.

En general, si ponemos

[k]q := qk −1

q −1
,

entonces el número (
a

b

)
q

:= [a]q [a −1]q · · · [a −b +1]q

[1]q [2]q · · · [b]q
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se llama un coeficiente q-binomial. En particular, lo que hemos obtenido es(
n +1

2

)
q

= [n +1]q [n]q

[1]q [2]q
= (qn+1 −1)(qn −1)

(q2 −1)(q −1)
.

Calculemos ahora la función zeta para n = 2 y 3. Si n = 2, tenemos(
3

2

)
q

= (q3 −1)(q2 −1)

(q2 −1)(q −1)
= q3 −1

q −1
= q2 +q +1 = #P2(Fq ).

Entonces, en este caso la función zeta corresponde a la función zeta de P2 y es igual a 1
(1−q2t ) (1−qt ) (1−t )

. Es lo
que uno espera, dado que hay una biyección entre los puntos y rectas en el plano proyectivo.

Si n = 3, entonces la función zeta es

exp

( ∑
m≥1

(q4 −1)(q3 −1)

(q2 −1)(q −1)

t m

m

)
= exp

( ∑
m≥1

q4 +q3 +2q2 +q +1

m
t m

)
= 1

(1−q4t ) (1−q3t ) (1−q2t )2 (1−qt ) (1− t )
.

Dejo al lector escribir la expresión general para la función zeta de Gr(2,n) y analizar el caso de Gr(m,n).
N

9.14. Ejercicio. Calcule la función zeta de las siguientes variedades proyectivas sobre Fq (donde q también
puede ser par).

a) Vpr o j (y2z −x3) ⊂P2
Fq
,

b) Vpr o j (y2z −x3 −x2z) ⊂P2
Fq
,

c) Vpr o j (x y − zw) ⊂P3
Fq
.

15/10/19
A continuación me gustaría explicar las consideraciones que llevaron a Weil a formular sus célebres

conjeturas. La referencia original es [Wei1949], y una buena exposición de este material se encuentra en
[IR1990, Chapter 8,10,11]. La idea es obtener algunos cálculos de la función zeta de Hasse–Weil, y las sumas
de Gauss y Jacobi nos dan una técnica para hacerlo.

10 Caracteres de F×q
10.1. Definición. Para un campo finito Fq , un carácter (multiplicativo) es un homomorfismo de grupos
χ : F×q →C×.

El carácter trivial 1 : F×q →C× viene dado por a 7→ 1 para todo a ∈ F×q . A partir de ahora será conveniente
extender los caracteres a todo Fq poniendo

χ(0) :=
{

0, si χ 6=1,

1, si χ=1.

He aquí algunas propiedades básicas de los caracteres de Fq :

a) los caracteres forman un grupo respecto al producto punto por punto

(χλ)(a) :=χ(a) ·λ(a);

b) para todo carácter χ : F×q →C× y a ∈ F×q los números χ(a) ∈C× son (q −1)-ésimas raíces de la unidad:

µq−1(C) := {z ∈C | zq−1 = 1};
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c) en particular, se tiene χ(a−1) =χ(a)−1 =χ(a);

d) el grupo de caracteres es cíclico de orden q −1:

Hom(Fq ,C×) = Hom(Fq ,µq−1(C)) ∼= Hom(Cq−1,Cq−1) ∼=Cq−1.

10.2. Ejemplo. Si q es impar, entonces existe un solo carácter no trivial χ : F×q →C× que cumple χ2 =1. Para
q = p primo este carácter se conoce como el símbolo de Legendre.

χ(a) =
(

a

q

)
=


+1, si a 6= 0 y a es un cuadrado en Fq ,

−1, si a 6= 0 y a no es un cuadrado en Fq ,

0, si a = 0 en Fq .

Por ejemplo, −1 es un cuadrado en Fq si y solamente si en el grupo F×q hay un elemento de orden 4, lo
que sucede precisamente si y solo si q ≡ 1 (mód 4). Entonces,

χ(−1) = (−1)
q−1

2 . N

10.3. Proposición. Se tiene

a) ∑
t
χ(t ) =

{
0, si χ 6=1,

q, si χ=1,

donde χ es un carácter fijo y la suma es sobre t ∈ Fq ;

b) ∑
χ
χ(a) =

{
0, si a 6= 1,

q −1, si a = 1,

donde la suma es sobre todos los caracteres de F×q .

Demostración. Si χ 6=1, entonces existe a ∈ F×q tal que χ(a) 6= 1, y la identidad

χ(a)
∑

t
χ(t ) =∑

t
χ(at ) =∑

t
χ(t )

implica que
∑

t χ(t ) = 0. De manera similar en b), si a 6= 1, entonces existe un carácter λ tal que λ(a) 6= 1, y
luego

λ(a)
∑
χ
χ(a) =∑

χ
λχ(a) =∑

χ
χ(a),

de donde
∑
χχ(a) = 0. ■

10.4. Comentario. A partir de ahora todas las sumas de la forma “
∑

t (· · · )” se entenderán como sumas sobre
t ∈ Fq .

10.5. Proposición. Para a ∈ Fq el número de soluciones de la ecuación xn = a en Fq es igual a
∑
χd=1χ(a), donde

d = mcd(n, q −1) y la suma es sobre todos los caracteres que satisfacen χd =1.
Demostración. Notamos que en total hay d caracteres χ que satisfacen χd =1. Estos vienen dados por

χi : c 7→ ζi
d , i = 0, . . . ,d −1,

donde c es un generador de F×q . En particular, χ0 =1.
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Si a = 0, entonces la ecuación xn = a tiene una solución única x = 0. Por otra parte,

χ0(0)+χ1(0)+·· ·+χd−1(0) = 1

(gracias a nuestra convención de que 1(0) = 1).
Ahora si a 6= 0, podemos escribir a = cm para algún m = 0, . . . , q −2. La ecuación xn = cm tiene soluciones

x = ck , donde nk ≡ m (mód q −1). Si d | m, entonces hay precisamente d soluciones; si d - m, entonces no
hay soluciones. Calculamos ∑

0≤i≤d−1
χi (a) = ∑

0≤i≤d−1
(ζm

d )i .

Si d | m, la suma nos da d; si d -m, entonces la suma es igual a
(ζm

d )d−1

ζm
d −1 = 0. ■

11 Sumas de Gauss

11.1. Definición. Para a ∈ Fq y un carácter χ, la expresión

ga(χ) :=∑
t
χ(t )ψ(at ), donde ψ(a) := ζTFq /Fp (a)

p := exp

(
2πi

p
TFq /Fp (a)

)
se llama una suma de Gauss. En particular, para a = 1 se escribe

g (χ) := g1(χ) :=∑
t
χ(t )ψ(t ).

Note que el número ζ
TFq /Fp (a)
p está bien definido, dado que TFq /Fp (a) ∈ Fp .

Apuntemos algunas propiedades básicas de la aplicación ψ de arriba.

11.2. Lema. La aplicación ψ : Fq →C definida por ψ(a) := ζTFq /Fp (a)
p satisface las siguientes propiedades.

a) ψ(a +b) =ψ(a)ψ(b);

b) ψ(a) 6= 1 para algún a ∈ Fq ;

c)
∑

a ψ(a) = 0;

d)
∑

a ψ(a (x − y))) = δ(x, y) q =
{

q, si x = y,

0, si x 6= y.

Demostración. a) se sigue de la aditividad de TFq /Fp : Fq → Fp , mientras que b) se sigue de la sobreyectividad.
En c), podemos escoger b ∈ Fq tal que ψ(b) 6= 1, y luego

ψ(b)
∑
a
ψ(a) =∑

a
ψ(ba) =∑

a
ψ(a),

así que
∑

a ψ(a) = 0. La fórmula d) se sigue de c). ■
11.3. Proposición. Si a 6= 0, entonces

ga(χ) =
{
χ(a−1) g (χ), si χ 6=1,

0, si χ=1.

Si a = 0, entonces

g0(χ) =
{

0, si χ 6=1,

q, si χ=1.
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Demostración. Primero calculamos que para a 6= 0

χ(a) ga(χ) =χ(a)
∑

t
χ(t )ψ(at ) =∑

t
χ(at )ψ(at ) = g (χ).

Si χ=1, entonces
ga(1) =∑

t
ψ(at ) =∑

b
ψ(b) = 0.

En fin, en el caso de a = 0 nos queda
g0(χ) =∑

t
χ(t ). ■

11.4. Proposición. Si χ 6=1, entonces
|g (χ)| =p

q .

Demostración. Primero, calculamos que para todo a 6= 0 se tiene

ga(χ) ga(χ) =χ(a−1) g (χ)χ(a−1) g (χ) = g (χ) g (χ) = |g (χ)|2.

Por otra parte, g0(χ) = 0. Entonces, tomando la suma sobre a ∈ Fq , se obtiene∑
a

ga(χ) ga(χ) = (q −1) |g (χ)|2.

También podemos calcular directamente

∑
a

ga(χ) ga(χ) =∑
a

(∑
x
χ(x)ψ(ax)

) (∑
y
χ(y)ψ(ay)

)
=∑

x,y
χ(x)χ(y)

∑
a
ψ(a (x − y)) =∑

x,y
χ(x)χ(y)δ(x, y) q = (q −1) q.

Nos queda comparar las dos expresiones para
∑

a ga(χ) ga(χ). ■
11.5. Corolario. Si χ 6=1, entonces

g (χ−1) g (χ) =χ(−1) q.

Demostración. Primero se tiene

g (χ−1) =χ(−1)2 g (χ−1) =χ(−1)
∑

t
χ(t )−1ψ(−t ) =χ(−1) g (χ).

Luego,
g (χ−1) g (χ) =χ(−1) g (χ) g (χ) =χ(−1) q. ■

11.6. Ejemplo. Consideremos el campo F9 = F3[α]/(α2 +1). El grupo F×9 es cíclico, generado, por ejemplo,
por α+1. Sea χ : F×9 → {±1} el carácter cuadrático (definido por χ(α+1) =−1).

a : 0 1 2 α α+1 α+2 2α 2α+1 2α+2
TF9/F3 (a) : 0 2 1 0 2 1 0 2 1

χ(a) : 0 +1 +1 +1 −1 −1 +1 −1 −1

Ahora
g (χ) = ζ2

3 +ζ3 +1−ζ2
3 −ζ3 +1−ζ2

3 −ζ3 = 3. N

11.7. Ejemplo. En general, para q impar, sea χ el carácter cuadrático de F×q . Usando 11.5, se obtiene

g (χ)2 =χ(−1) q = (−1)
q−1

2 q.

Esto determina a g (χ) salvo el signo. Un resultado clásico del mismo Gauss dice que para q = p primo se
tiene

g (χ) = ∑
0≤t≤p−1

(
t

p

)
ζt

p =
{p

p, si p ≡ 1 (mód 4),

i
p

p, si p ≡ 3 (mód 4)

—véase [IR1990, §6.4]. N
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12 Sumas de Jacobi

12.1. Definición. Para caracteres χ1, . . . ,χr la suma de Jacobi correspondiente viene dada por

J (χ1, . . . ,χr ) := ∑
t1+···+tr =1

χ1(t1) · · ·χr (tr ).

Aquí la suma es sobre t1, . . . , tr ∈ Fq que cumplen t1 +·· ·+ tr = 1.
De modo similar, pongamos

J0(χ1, . . . ,χr ) := ∑
t1+···+tr =0

χ1(t1) · · ·χr (tr ).

12.2. Comentario. Las sumas de Gauss g (χ) y de Jacobi J (χ1, . . . ,χr ) son ciertas sumas de raíces de la unidad,
así que son números algebraicos.

Primero hagamos un pequeño cálculo con la suma de Jacobi de dos caracteres.

12.3. Lema. Para χ 6=1 se tiene
J (χ,χ−1) =−χ(−1).

Demostración.
J (χ,χ−1) = ∑

a+b=1
χ(a)χ(b−1) = ∑

a 6=1
χ

( a

1−a

)
= ∑

c 6=−1
χ(c) =−χ(−1). ■

12.4. Ejemplo. Asumamos que q es impar. Sea χ el carácter cuadrático de F×q . Luego, el número de solu-
ciones de la ecuación x2 = a es igual a 1+χ(a). Entonces, para el número de soluciones de x2 + y2 = 1 se
tiene

N (x2 + y2 = 1) = ∑
a+b=1

N (x2 = a) N (x2 = b) = ∑
a+b=1

(1+χ(a)) (1+χ(b))

= q +∑
a
χ(a)+∑

b
χ(b)+ ∑

a+b=1
χ(a)χ(b) = q + J (χ,χ) = q −χ(−1) = q − (−1)

q−1
2 .

Podemos concluir que

N (x2 + y2 = 1) =
{

q −1, q ≡ 1 (mód 4),

q +1, q ≡ 3 (mód 4).

El resultado, por supuesto, coincide con lo que vimos en 9.12. N

Vamos a generalizar el último cálculo al caso de sumas de r cuadrados, pero primero necesitamos ana-
lizar algunas propiedades de las sumas de Jacobi.

12.5. Proposición.

a) Para los caracteres triviales se tiene

J (1, . . . ,1) = J0(1, . . . ,1) = qr−1.

b) Si algunos, pero no todos los χi son triviales, entonces

J (χ1, . . . ,χr ) = J0(χ1, . . . ,χr ) = 0.

c) Si χr 6=1, entonces

J0(χ1, . . . ,χr ) =
{

0, si χ1 · · ·χr 6=1,

χr (−1)(q −1) J (χ1, . . . ,χr−1), si χ1 · · ·χr =1.
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Demostración. La parte a) es evidente: note que el hiperplano t1+·· ·+ tr = c en Ar (Fq ) contiene qr−1 puntos.
En la parte b), asumamos que χ1, . . . ,χs 6=1, mientras que χs+1 = ·· · =χr =1. Entonces,

J (χ1, . . . ,χr ) = ∑
t1+···+tr =1

χ1(t1) · · ·χr (tr ) = ∑
t1,...,tr−1

χ1(t1) · · ·χs (ts ) = qr−s−1

(∑
t1

χ1(t1)

)
· · ·

(∑
ts

χs (ts )

)
= 0,

usando que
∑

t χ(t ) = 0. El cálculo para J0(χ1, . . . ,χr ) es similar.
En la parte c), primero escribamos

J0(χ1, . . . ,χr ) =∑
u

( ∑
t1+···+tr−1=−u

χ1(t1) · · ·χr−1(tr−1)

)
χr (u).

Dado que χr (0) = 0, podemos asumir que u 6= 0 en la suma. Hagamos la sustitución ti =−ut ′i :

J0(χ1, . . . ,χr ) = ∑
u 6=0

χ1 · · ·χr−1(−u)

 ∑
t ′1+···+t ′r−1=1

χ1(t ′1) · · ·χr−1(t ′r−1)

 χr (u)

= J (χ1, . . . ,χr−1) ·χ1 · · ·χr−1(−1) · ∑
u 6=0

χ1 · · ·χr (u).

Basta recordar que la última suma es nula si χ1 · · ·χr 6=1, y es igual a q −1 si χ1 · · ·χr =1. ■
Las sumas de Gauss y Jacobi están relacionadas de la siguiente manera.

12.6. Proposición. Si χ1, . . . ,χr 6=1, entonces

g (χ1) · · ·g (χr ) =
{

J (χ1, . . . ,χr ) g (χ1 · · ·χr ), si χ1 · · ·χr 6=1,

χr (−1) ·q · J (χ1, . . . ,χr−1), si χ1 · · ·χr =1.

Demostración. Escribamos

g (χ1) · · ·g (χr ) =
(∑

t1

χ1(t1)ψ(t1)

)
· · ·

(∑
tr

χr (tr )ψ(tr )

)
=∑

u

( ∑
t1+···+tr =u

χ1(t1) · · ·χr (tr )

)
ψ(u).

Primero asumamos que χ1 · · ·χr 6=1. En este caso podemos asumir que u 6= 0 en la suma, dado que∑
t1+···+tr =u

χ1(t1) · · ·χr (tr ) = J0(χ1, . . . ,χr ) = 0.

La sustitución ti = ut ′i nos da

g (χ1) · · ·g (χr ) =∑
u

χ1 · · ·χr (u)
∑

t ′1+···+t ′r =1

χ1(t ′1) · · ·χr (t ′r )

ψ(u) = J (χ1, . . . ,χr )
∑
u
χ1 · · ·χr (u)ψ(u)

= J (χ1, . . . ,χr ) g (χ1 · · ·χr ).

Ahora asumamos que χ1 · · ·χr =1. En este caso χ1 · · ·χr−1 6=1, y el cálculo de arriba nos da

g (χ1) · · ·g (χr−1) = J (χ1, . . . ,χr−1) g (χ1 · · ·χr−1).

Luego,
g (χ1) · · ·g (χr ) = J (χ1, . . . ,χr−1) g (χ1 · · ·χr−1) g (χr ) = J (χ1, . . . ,χr−1) g (χ−1

r ) g (χr ).

Para terminar la prueba, recordemos de 11.5 que

g (χ−1
r ) g (χr ) =χr (−1) q. ■
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12.7. Proposición. Si χ1, . . . ,χr 6=1 y χ1 · · ·χr =1, entonces

J (χ1, . . . ,χr ) =−χr (−1) J (χ1, . . . ,χr−1),

donde para r = 2 por la definición J (χ1) = 1.

Demostración. Para r = 2 este el el contenido de 12.3. Para r > 2, podemos volver a la prueba de 12.6. Allí en
el caso de χ1 · · ·χr =1 se obtiene la expresión

g (χ1) · · ·g (χr ) = J0(χ1, . . . ,χr )+ J (χ1, . . . ,χr )
∑

u 6=0
ψ(u) = J0(χ1, . . . ,χr )− J (χ1, . . . ,χr ).

Nos queda sustituir

g (χ1) · · ·g (χr ) =χr (−1) q J (χ1, . . . ,χr−1),

J0(χ1, . . . ,χr ) =χr (−1)(q −1) J (χ1, . . . ,χr−1). ■
17/10/19

12.8. Ejemplo. Para q impar sea χ el carácter cuadrático de F×q . Calculemos la suma de Jacobi

J (χ, . . . ,χ︸ ︷︷ ︸
r

).

Si r es impar, entonces χr =χ, y tenemos

J (χ, . . . ,χ︸ ︷︷ ︸
r

) = g (χ)r

g (χr )
= g (χ)r−1 = (g (χ)2)

r−1
2 = (−1)

r−1
2

q−1
2 q

r−1
2 ,

usando el cálculo de 11.7. Si r es par, entonces χr =1, y podemos escribir usando 12.7

J (χ, . . . ,χ︸ ︷︷ ︸
r

) =−χ(−1) J (χ, . . . ,χ︸ ︷︷ ︸
r−1

) =−(−1)
r
2

q−1
2 q

r
2 −1. N

13 Ecuaciones a1x`1
1 +·· ·+ar x`r

r = b

El siguiente resultado fue establecido de manera independiente en [Wei1949] y [HV1949].

13.1. Teorema. Consideremos la ecuación

a1x`1
1 +·· ·+ar x`r

r = b,

donde ai ∈ F×q y b ∈ Fq . Pongamos di := mcd(`i , q −1). Denotemos por N el número de soluciones de la ecuación
de arriba en Ar (Fq ).

Si b = 0, entonces
N = qr−1 + ∑

χ1,...,χr

χ1(a−1
1 ) · · ·χr (a−1

r ) J0(χ1, . . . ,χr ),

donde la suma es sobre las r -tuplas (χ1, . . . ,χr ) de caracteres de F×q que cumplen χ
di
i =1, χi 6=1 y χ1 · · ·χr =

1.

Si b 6= 0, entonces
N = qr−1 + ∑

χ1,...,χr

χ1 · · ·χr (b)χ1(a−1
1 ) · · ·χr (a−1

r ) J (χ1, . . . ,χr ),

donde la suma es sobre las r -tuplas (χ1, . . . ,χr ) de caracteres de F×q que cumplen χ
di
i =1, χi 6=1.
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Demostración. Tenemos
N = ∑

∑
ai ui=b

N (x`1
1 = u1) · · ·N (x`r

1 = ur ).

Recordemos que
N (x`i

i = ui ) = ∑
χ

di
i =1

χi (ui ).

Entonces, podemos escribir
N = ∑

χ1,...,χr

∑
∑

ai ui=b
χ1(u1) · · ·χr (ur ),

donde la primera suma es sobre los caracteres que satisfacen χdi
i =1.

Ahora si b = 0, el cambio de variables ti = ai ui nos permite escribir la segunda suma como

χ1(a−1
1 ) · · ·χr (a−1

r )
∑∑
ti=0

χ1(t1) · · ·χr (tr ) =χ1(a−1
1 ) · · ·χr (a−1

r ) J0(χ1, . . . ,χr ).

Si b 6= 0, el cambio de variables ti = b−1 ai ui nos da

χ1 · · ·χr (b)χ1(a−1
1 ) · · ·χr (a−1

r ) J (χ1, . . . ,χr ).

Recordemos de 12.5 que en ambos casos, el término que corresponde a χ1 = ·· · =χr =1 contribuye
J0(1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸

r

) = J (1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
r

) = qr−1.

Si algunos, pero no todos los χi son triviales, el término correspondiente será nulo. Además, se tiene
J0(χ1, . . . ,χr ) = 0 si χ1 · · ·χr 6=1. ■
13.2. Corolario. Consideremos una hipersuperficie proyectiva X ⊂Pn

Fq
definida por la ecuación

a0x`0 +a1x`1 +·· ·+an x`n = 0,

donde ai ∈ Fq . Luego,

#X (Fq ) = qn−1 +qn−2 +·· ·+q +1+ 1

q −1

∑
χ0,...,χn

χ0(a−1
0 ) · · ·χn(a−1

n ) J0(χ0, . . . ,χn),

donde la suma es sobre χd
i =1, d := mcd(`, q −1), χi 6=1 y χ0χ1 · · ·χn =1.

Además, se tiene
1

q −1
J0(χ0, . . . ,χn) = 1

q
g (χ0) · · ·g (χn).

Demostración. Según el teorema de arriba, el número de puntos de la hipersuperficie correspondiente en
An+1(Fq ) es

N = qn + ∑
χ0,...,χn

χ0(a−1
0 ) · · ·χn(a−1

n ) J0(χ0, . . . ,χn),

y el número de los puntos proyectivos viene dado por N−1
q−1 , lo que nos da la ecuación deseada.

Ahora 12.5 c y 12.6 nos permite escribir

1

q −1
J0(χ0,χ1, . . . ,χn) =χ0(−1) J (χ1, . . . ,χn) =χ0(−1)

g (χ1) · · ·g (χn)

g (χ1 · · ·χn)
.

Falta notar que, puesto que χ1 · · ·χn =χ−1
0 y χ0 6=1, se tiene

g (χ0) g (χ1 · · ·χn) =χ0(−1) q

(véase 11.5). ■
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Por supuesto, las fórmulas del teorema no son muy útiles si uno no sabe calcular las sumas de Jacobi
correspondientes. En ciertos casos particulares es posible obtener una sencilla respuesta. Empecemos por
un ejemplo particular con q fijo, solo para ver cómo funcionan las cosas.

13.3. Ejemplo. Consideremos la ecuación
x3 + y3 = 1

sobre F4. El grupo F×4 = {1, a, a3} consiste en 3 elementos, así que la condición χ3
i =1 siempre se cumple. Hay

dos caracteres no triviales definidos por

χ1 : a 7→ ζ3, χ2 : a 7→ ζ2
3.

La fórmula nos da
4+2 J (χ1,χ2)+ J (χ1,χ1)+ J (χ2,χ2).

Aquí
J (χ1,χ2) = ∑

u+v=1
χ1(u)χ2(v) =χ1(a)χ2(a2)+χ1(a2)χ2(a) = ζ2

3 +ζ3 =−1.

De la misma manera, calculamos que

J (χ1,χ1) =χ1(a)χ1(a2)+χ1(a2)χ1(a) = 2,

J (χ2,χ2) =χ2(a)χ2(a2)+χ2(a2)χ2(a) = 2.

Entonces,
N (x3 + y3 = 1) = 6.

Y de hecho, en este caso está claro que las soluciones son

(1,0), (a,0), (a2,0), (0,1), (0, a), (0, a2). N

13.4. Ejemplo. Supongamos que a1 = ·· · = ar = 1 y `1 = ·· · = `r = 2. Consideremos primero la ecuación

x2
1 +·· ·+x2

r = 1.

Hay un solo carácter χ 6=1 que satisface χ2 =1; este es el carácter cuadrático. De la fórmula del teorema nos
queda simplemente

N (x2
1 +·· ·+x2

r = 1) = qr−1 + J (χ, . . . ,χ︸ ︷︷ ︸
r

).

La suma de Jacobi de arriba fue calculada en 12.8. Se tiene entonces

N (x2
1 +·· ·+x2

r = 1) =
{

qr−1 − (−1)
r
2

q−1
2 q

r
2 −1, si r es par,

qr−1 + (−1)
r−1

2
q−1

2 q
r−1

2 , si r es impar.

Notamos que para r = 2 se recupera la fórmula de 12.4.
Ahora consideremos la ecuación afín

x2
1 +·· ·+x2

r = 0.

Si r es impar, entonces χr =χ 6=1, y la fórmula nos da simplemente

N (x2
1 +·· ·+x2

r = 0) = qr−1.

Por otra parte, si r es par, entonces la fórmula nos da

N (x2
1 +·· ·+x2

r = 0) = qr−1 + J0(χ, . . . ,χ︸ ︷︷ ︸
r

) = qr−1 +χ(−1)(q −1) J (χ, . . . ,χ︸ ︷︷ ︸
r−1

) = qr−1 + (q −1)(−1)
r
2

q−1
2 q

r
2 −1.
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N (x2
1 +·· ·+x2

r = 0) =
{

qr−1 + (q −1)(−1)
r
2

q−1
2 q

r
2 −1, si r es par,

qr−1, si r es impar

En particular, si r = 2, se obtiene

N (x2 + y2 = 0) =
{

2q −1, si q ≡ 1 (mód 4),

1, si q ≡ 3 (mód 4).

Es fácil verlo directamente. Si existe una solución no trivial (x, y) 6= (0,0), entonces
(

x
y

)2 = −1, así que −1

es un cuadrado en Fq . Esto sucede si y solo si q ≡ 1 (mód 4), y en este caso la ecuación se factoriza como
(x − i y) (x + i y) = 0 y se ve fácilmente que hay 2q −1 soluciones. N

14 Relación de Hasse–Davenport y la función zeta de a0x`0 +·· ·+an x`n = 0

En 13.2 hemos obtenido la fórmula para el número de puntos en la hipersuperficie proyectiva

a0x`0 +a1x`1 +·· ·+an x`n = 0.

A saber,
#X (Fq ) = qn−1 +qn−2 +·· ·+q +1+ 1

q

∑
χ0,...,χn

χ0(a−1
0 ) · · ·χn(a−1

n ) g (χ0) · · ·g (χn), (14.1)

donde la suma es sobre χd
i =1, d := mcd(`, q −1), χi 6=1 y χ0χ1 · · ·χn =1.

Para calcular la función zeta, necesitamos saber cómo este número cambia al pasar de Fq a una extensión
Fqm /Fq . Notamos que todo carácter χ : F×q →C× da lugar a un carácter de Fqm :

F×qm F×q C×
NFqm /Fq

χ′

χ

De las propiedades de la norma se deduce que

a) si χ1 6=χ2, entonces χ′1 6=χ′2 (por la sobreyectividad de la norma);
b) si χd =1, entonces χ′d =1;
c) χ′(a) =χ(a)m para todo a ∈ Fq .

Ahora para asegurarnos que
d = mcd(`, q −1) = mcd(`, qm −1),

vamos a asumir que ` | (q −1); es decir, que d = `. Hay d caracteres de Fq que cumplen χd =1 y d caracteres
de Fqm con la misma propiedad. Tenemos una biyección

{χ : F×q →C× |χd =1} ∼= {χ′ : F×qm →C× |χ′d =1},

dada por χ 7→χ′ :=χ◦N . Gracias a todo esto, la fórmula (14.1) nos da

#X (Fqm ) = qm(n−1) +qm(n−2) +·· ·+qm +1+ 1

qm

∑
χ0,...,χn

χ0(a−1
0 )m · · ·χn(a−1

n )m g (χ′0) · · ·g (χ′n),

donde la suma es todavía sobre los caracteres de Fq . Falta solo entender la relación entre las sumas de Gauss

g (χ′) := ∑
t∈Fqm

χ′(t )ζ
TFqm /Fp (t )

p y g (χ) := ∑
t∈Fq

χ(t )ζ
TFq /Fp (t )
p .

La respuesta está en el siguiente resultado.
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14.1. Proposición (Relación de Hasse–Davenport [DH1935]). Para un carácter χ : F×q → C× y el carácter
correspondiente χ′ : F×qm →C× se tiene

−g (χ′) = (−g (χ))m .

Demostración. La prueba no es difícil, pero algo trabajosa; véase [IR1990, §11.4] o [Wei1949]. ■
Usando la relación de Hasse–Davenport, podemos escribir

#X (Fqm ) = qm(n−1) +qm(n−2) +·· ·+qm +1+ (−1)n+1
∑

χ0,...,χn

(
(−1)n+1

q
χ0(a−1

0 ) · · ·χn(a−1
n ) g (χ0) · · ·g (χn)

)m

.

Calculamos la serie

exp

( ∑
χ0,...,χn

(
(−1)n+1

q
χ0(a−1

0 ) · · ·χn(a−1
n ) g (χ0) · · ·g (χn)

)m
t m

m

)

= ∏
χ0,...,χn

(
1− (−1)n+1

q
χ0(a−1

0 ) · · ·χn(a−1
n ) g (χ0) · · ·g (χn) t

)−1

.

Todos estos cálculos nos llevan al siguiente resultado.

14.2. Teorema. Consideremos una hipersuperficie proyectiva X ⊂Pn
Fq
definida por la ecuación

a0x`0 +a1x`1 +·· ·+an x`n = 0,

donde ai ∈ Fq y ` | (q −1). Luego,

Z (X , t ) = P (t )(−1)n

(1−qn−1t ) · · · (1−qt ) (1− t )
,

donde

P (t ) = ∏
χ0,...,χn

(
1− (−1)n+1

q
χ0(a−1

0 ) · · ·χn(a−1
n ) g (χ0) · · ·g (χn) t

)
,

y el producto es sobre χ`i =1, χi 6=1 y χ0χ1 · · ·χn =1.
14.3. Comentario. Escribamos P (t ) =∏

i (1−αi t ). Los números αi tienen forma

αi =±ζi
1

q
g (χ0) · · ·g (χn),

donde ζi es una raíz (q −1)-ésima de la unidad. Puesto que |g (χi )| =p
q, se sigue que

|αi | = q (n−1)/2.

Además, gracias a 12.6 se puede escribir

1

q
g (χ0) · · ·g (χn) =χn(−1) · J (χ0, . . . ,χn−1),

donde J (χ0, . . . ,χn−1) es un entero algebraico. Entonces, los αi son enteros algebraicos.

14.4. Ejemplo. Para q impar consideremos la hipersuperficie proyectiva sobre Fq definida por la ecuación

X : a0 x2
0 +·· ·+an x2

n = 0.
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Sea χ el carácter cuadrático de F×q . Si n es par, entonces χn+1 =χ 6=1, y se tiene P (t ) = 1, así que

Z (X , t ) = 1

(1−qn−1t ) · · · (1−qt ) (1− t )
= Z (Pn−1

Fq
, t ).

Por otra parte, si n es impar, las cosas se vuelven más interesantes: se tiene

P (t ) = 1− 1

q
χ(a0 · · ·an) g (χ)n+1 t .

En este caso
g (χ)n+1 = (g (χ)2)

n+1
2 = (−1)

q−1
2

n+1
2 q

n+1
2

(véase 11.5), y entonces la función zeta tiene forma

Z (X , t ) = 1

(1−qn−1t ) · · · (1−qt ) (1− t )
(
1+ (−1)

q−1
2

n−1
2 χ(a0 · · ·an) q

n−1
2 t

) .

Aquí la expresión (−1)
q−1

2
n−1

2 χ(a0 · · ·an) es un signo que depende del resto de q y n módulo 4 y también de
cuántos números entre a0, . . . , an son cuadrados en Fq .

Por ejemplo, si n = 3 y q = 3, y la ecuación es

x2
0 +x2

1 +x2
2 +2x2

3 = 0,

entonces la función zeta será (note que 2 no es un cuadrado módulo 3)

1

(1−9t ) (1−3t ) (1− t ) (1+3t )
.

? Z = 1 / ((1-9*t)*(1-3*t)*(1-t)*(1+3*t));
? vector (10, m, polcoeff(m*log (Z),m))
% = [10, 100, 730, 6724, 59050, 532900, 4782970, 43059844, 387420490, 3486902500]

N

14.5. Ejemplo. Consideremos la hipersuperficie proyectiva sobre F4 definida por la ecuación

X : x3
0 +x3

1 +x3
2 = 0.

Según el resultado general, se tiene

Z (X , t ) = P (t )

(1− t ) (1−4t )
,

donde
P (t ) = ∏

χ0,χ1,χ2

(
1+ 1

4
g (χ0) g (χ1) g (χ2) t

)
,

y el producto es sobre (χ0,χ1,χ2) que cumplen χ3
i = 1, χi 6= 1, χ0χ1χ2 = 1. Hay dos caracteres no triviales de

F×4 :
χ1 : a 7→ ζ3, χ2 : a 7→ ζ2

3.

Entonces,

P (t ) =
(
1+ 1

4
g (χ1)3 t

) (
1+ 1

4
g (χ2)3 t

)
.

Falta calcular las sumas de Gauss.
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1 a a2

χ1 : 1 ζ3 ζ2
3

χ2 : 1 ζ2
3 ζ3

TF4/F2 : 0 1 1

Se tiene
g (χ1) = 1−ζ3 −ζ2

3 = 2, g (χ2) = 1−ζ2
3 −ζ3 = 2

y

P (t ) =
(
1+ 1

4
23 t

)2

= (1+2t )2.

La función zeta es entonces

Z (X , t ) = (1+2t )2

(1− t ) (1−4t )
.

A posteriori, uno puede notar que el número de puntos viene dado por una fórmula bastante sencilla:

#X (F4) = 9 = (2+1)2,

#X (F42 ) = 9 = (22 −1)2,

#X (F43 ) = 81 = (23 +1)2,

#X (F44 ) = 225 = (24 −1)2,

#X (F45 ) = 1089 = (25 +1)2,

#X (F46 ) = 3969 = (26 −1)2,

· · ·

? Z = (1+2*t)^2 / ((1-t)*(1-4*t));
? vector (10, m, polcoeff(m*log(Z),m))
% = [9, 9, 81, 225, 1089, 3969, 16641, 65025, 263169, 1046529]
? vector (10, m, if (m%2 == 1, (2^m+1)^2, (2^m-1)^2))
% = [9, 9, 81, 225, 1089, 3969, 16641, 65025, 263169, 1046529]

Sin embargo, no es tan fácil llegar a este resultado sin usar las sumas de Gauss o Jacobi. N

14.6. Comentario. La función zeta de una curva puede ser calculada en el programa Magma*.

> P<x,y,z> := ProjectiveSpace(GF(4),2);
> ZetaFunction(Curve(P,x^3+y^3+z^3))
(4*t^2 + 4*t + 1)/(4*t^2 - 5*t + 1)

14.7. Comentario. Hemos calculado la función zeta de x3 + y3 + z3 = 0 sobre F4 y no sobre F2 porque el
argumento con levantamiento de caracteres de Fq a Fqm es válido solo cuando ` | (q −1). Sin embargo, este
es precisamente el caso más interesante: si ` - (q −1), entonces la aplicación

F×q → F×q , x 7→ x`

es un automorfismo, y todo elemento de F×q es una `-ésima potencia, así que el número de puntos sobre la
hipersuperficie

∑
i ai x`i = 0 es el mismo que sobre el hiperplano

∑
i ai xi = 0.

Por ejemplo, si n es impar, entonces 2n −1 ≡ 1 (mód 3), así que todo elemento en F2n es un cubo. Por esto
se tiene

#X (F2n ) = (2n)2 −1

2n −1
= 2n +1.

*http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/
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La función generatriz para 2n con n par ya fue calculada:

Z (X /F4, t 2)1/2 = 1+2t 2

(1− t 2)1/2 (1−4t 2)1/2
= exp

(
#X (F22 )

2
t 2 + #X (F24 )

4
t 4 + #X (F26 )

6
t 6 +·· ·

)
.

La parte impar corresponde a la función generatriz

exp

( ∑
m≥0

22m+1 +1

2m +1
t 2m+1

)
= exp

( ∑
m≥0

(2t )2m+1

2m +1

)
exp

( ∑
m≥0

t 2m+1

2m +1

)
= (1+2t )1/2

(1−2t )1/2

(1+ t )1/2

(1− t )1/2
.

Entonces,

Z (X /F2, t ) = 1+2t 2

(1− t 2)1/2 (1−4t 2)1/2

(1+2t )1/2

(1−2t )1/2

(1+ t )1/2

(1− t )1/2
= 1+2t 2

(1− t ) (1−2t )
.

La relación de 9.7 nos da en este caso

Z (X /F4, t 2) = Z (X /F2, t ) Z (X /F2,−t ).

15 Curvas elípticas y2z = x3 +Dz3

22/10/19
Consideremos la curva elíptica definida por la ecuación

E : y2z = x3 +Dz3,

El discriminante en este caso es ∆=−24 ·33 ·D2, y la curva es lisa para charFq 6= 2,3 y charFq -D.
Asumamos queD ∈ F×q , que q es impar y q ≡ 1 (mód 3). Para contar el número de puntos, basta considerar

la ecuación afín correspondiente
y2 −x3 = D

y añadir el punto al infinito. La fórmula de 13.1 nos da

#E(Fq ) = q +1+ ∑
χ1,χ2

χ1χ2(D)χ2(−1) J (χ1,χ2),

donde la suma es sobre los caracteres no triviales que cumplen χ2
1 =1 y χ3

2 =1. Tenemos

J (χ1,χ2) = g (χ1) g (χ2)

g (χ1χ2)
,

y la relación de Hasse–Davenport nos da para una extensión Fqm /Fq

J (χ′1,χ′2) = g (χ′1) g (χ′2)

g ((χ1χ2)′)
= (−1)m+1 g (χ1)m g (χ2)m

g (χ1χ2)m = (−1)m+1 J (χ1,χ2)m .

Sea χ el carácter cuadrático de Fq y ρ un carácter cúbico. Notamos que ρ(−1)2 = ρ(1) = 1, así que ρ(−1) = 1.
Se obtiene la fórmula

#E(Fqm ) = qm +1+ (−1)m+1
(
χρ(D) J (χ,ρ)

)m + (−1)m+1
(
χρ2(D) J (χ,ρ2)

)m
.

Notamos que χ=χ y ρ2 = ρ, así que

χρ2(D) J (χ,ρ2) =χρ(D) J (χ,ρ).

De aquí se sigue que

Z (E/Fq , t ) = (1+αt ) (1+αt )

(1− t ) (1−qt )
,
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donde
α :=χρ(D) J (χ,ρ).

Tenemos
|α| = |χρ(D)| · |J (χ,ρ)| = |g (χ)| · |g (ρ)|

|g (χ,ρ)| =p
q ,

y entonces
αα= q.

Además, notamos que
α+α= #E(Fq )−q −1 ∈Z.

También es evidente que α ∈Z[ζ3] =Z
[

1+p−3
2

]
, y luego α+α= 2Reα ∈Z.

Todos estos cálculos nos llevan al siguiente resultado.

15.1. Teorema. Para q impar, q ≡ 1 (mód 3) consideremos la curva elíptica

E/Fq : y2z = x3 +Dz3,

donde D ∈ F×q . Luego, la función zeta viene dada por

Z (E/Fq , t ) = (1+αt ) (1+αt )

(1− t ) (1−qt )
= 1+at +qt 2

(1− t ) (1−qt )
,

donde
α :=χρ(D) J (χ,ρ).

Además,
a =α+α= #E(Fq )−q −1 y |a| ≤ 2

p
q .

15.2. Ejemplo. Para q = 7 consideremos la curva

E : y2z = x3 +2z3.

El carácter cuadrático y cúbico vienen dados por

1 2 3 4 5 6
χ : +1 +1 −1 +1 −1 −1
ρ : 1 ζ2

3 ζ3 ζ3 ζ2
3 1

Calculamos la suma de Jacobi

J (χ,ρ) =χ(2)ρ(6)+χ(3)ρ(5)+χ(4)ρ(4)+χ(5)ρ(3)+χ(6)ρ(2) = 1−ζ2
3 +ζ3 −ζ3 −ζ2

3 = 1−2ζ2
3.

Luego,
α=χρ(D) J (χ,ρ) = ζ2

3 −2ζ3,

de donde
a =α+α= (ζ2

3 −2ζ3)+ (ζ3 −2ζ2
3) =−ζ3 −ζ2

3 = 1.

La función zeta es entonces

Z (E/F7, t ) = 1+ t +7t 2

(1− t ) (1−7t )
.

La curva tiene 9 puntos sobre F7:

E(F7) = {(0 : 3 : 1), (0 : 4 : 1), (3 : 1 : 1), (3 : 6 : 1), (5 : 1 : 1), (5 : 6 : 1), (6 : 1 : 1), (6 : 6 : 1), (0 : 1 : 0)},

lo que coincide con nuestro cálculo de a = 9−7−1 = 1. N
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15.3. Comentario. Para una interpretación de χρ(D) J (χ,ρ), véase [IR1990, §18.3].

15.4. Comentario. En general, la función zeta de cualquier curva elíptica tiene forma

Z (E/Fq , t ) = 1+at +qt 2

(1− t ) (1−qt )
,

donde
a = #E(Fq )−1−q.

La cota de Hasse–Weil afirma que*
|a| ≤ 2

p
q .

Hemos probado estas propiedades para una familia muy particular de curvas elípticas. Paramás detalles
sobre las curvas elípticas sobre campos finitos, véase [Sil2009, Chapter V].

16 Curvas elípticas y2z = x3 −Dxz2

Ahora consideremos la curva elíptica definida por la ecuación

E : y2z = x3 −D xz2.

El discriminante en este caso es ∆ = 26 ·D3, y la curva es lisa para charFq 6= 2 y charFq - D. Vamos a asumir
que q es impar y D ∈ F×q . Olvidando por el momento del punto al infinito (0 : 1 : 0), podemos pasar a la curva
afín correspondiente

C : y2 = x3 −D x.

Esta no tiene la forma
∑

i ai x`i
i = b, así que nuestra técnica no funciona. Lo que podemos hacer es considerar

la curva
C ′ : u2 = v4 +4D.

Se puede verificar que está bien definido el morfismo de curvas

φ : C ′ →C , (u, v) 7→
(1

2
(u + v2),

1

2
v (u + v2)

)
.

Notamos que el punto (0,0) está en la curva C , pero no está en la imagen de φ: puesto que

4D = (u − v2) (u + v2),

se tiene necesariamente u + v2 6= 0. Podemos definir el morfismo

ψ : C \ {(0,0)} →C ′, (x, y) 7→
(
2x − y2

x2 ,
y

x

)
.

Se verifica que φ y ψ definen una biyección entre C ′ y C \ {(0,0)}, así que será suficiente analizar el número
de puntos sobre C ′.

Primero, si q ≡ 3 (mód 4), entonces −1 no es un cuadrado en Fq , todo elemento de F×q es de la forma ±x2,
y todo cuadrado en F×q es una cuarta potencia. Luego,

#C ′(Fq ) = N (u2 = v4 +4D) = N (u2 = v2 +4D) = q −1.

*En general, si C /Fq es una curva proyectiva, lisa, geométricamente irreducible, de género g , entonces la cota de Hasse–Weil es

|#C (Fq )−1−q| ≤ 2g
p

q .
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Esto significa que la curva C tiene q puntos sobre Fq , y luego

#E(Fq ) = q +1, si q ≡ 3 (mód 4).

Asumamos ahora que q ≡ 1 (mód 4). Sea χ un carácter de orden 4 de F×q . El resultado general nos dice
que

#C ′(Fq ) = q + ∑
χ1,χ2

χ1χ2(4D)χ2(−1) J (χ1,χ2),

donde la suma es sobre los caracteres no triviales que cumplen χ2
1 =1 y χ4

2 =1. Sea χ un carácter de orden 4
de F×q . Luego,

#C ′(Fq ) = q +χ3(4D)χ(−1) J (χ,χ2)+χ2(−1) J (χ2,χ2)+χ(4D)χ3(−1) J (χ2,χ3)

(esta fórmula no depende de la elección de χ).
Notamos que χ(−1) =±1 =χ3(−1). Bajo nuestra hipótesis de que q ≡ 1 (mód 4), se tiene

χ2(−1) =+1, J (χ2,χ2) =−1

(véase 12.8). Además, notamos que
J (χ2,χ3) = J (χ,χ2).

Todo esto nos da la fórmula

#C ′(Fq ) = q −1+χ(−4D) J (χ,χ2)+χ(−4D) J (χ,χ2).

16.1. Ejemplo. Sean q = 5 y D = 1. En este caso tenemos

1 2 3 4
χ : +1 +i −i −1
χ2 : +1 −1 −1 +1

Calculamos
χ(−4D) =χ(1) = 1

y
J (χ,χ2) =χ(2)χ2(4)+χ(3)χ2(3)+χ(4)χ2(2) = 1+2i ,

así que
N (u2 = v4 +4) = 5−1+ (1+2i )+ (1−2i ) = 6.

Y en efecto, los puntos de la curva sobre F5 son

(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (2,0), (3,0).

Ahora pongamos D = 2. En este caso
χ(−4D) =χ(2) = i ,

y luego
N (u2 = v4 +3) = 5−1− i (1+2i )+ i (1−2i ) = 8.

Los puntos correspondientes son

(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4). N
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Ahora como en la sección anterior, la relación de Hasse–Davenport nos dice que

J (χ′,χ′2) = (−1)m+1 J (χ,χ2)m ,

lo que nos lleva a la fórmula

#C ′(Fqm ) = qm −1+ (−1)m+1αm + (−1)m+1αm ,

donde
α :=χ(−4D) J (χ,χ2).

Volviendo a nuestra curva elíptica, tenemos

#E(Fqm ) = qm +1+ (−1)m+1αm + (−1)m+1αm ,

Notamos que
|α| = |J (χ,χ2)| =p

q ,

y luego
αα= q.

Además, puesto que α ∈Z[i ], es evidente que α+α= 2Reα ∈Z, y también se ve que α+α= #E(Fq )−q −1.

16.2. Teorema. Para q impar, q ≡ 1 (mód 4), consideremos la curva elíptica

E/Fq : y2z = x3 −Dxz2,

donde D ∈ F×q . Luego, la función zeta viene dada por

Z (E/Fq , t ) = (1+αt ) (1+αt )

(1− t ) (1−qt )
= 1+at +qt 2

(1− t ) (1−qt )
,

donde
α :=χ(−4D) J (χ,χ2).

Además,
a =α+α= #E(Fq )−q −1 y |a| ≤ 2

p
q .

16.3. Comentario. Para una interpretación de χ(−4D) J (χ,χ2), véase [IR1990, §18.4].

16.4. Comentario. Las curvas que hemos considerado en esta sección y la anterior son bastante especiales:
son curvas elípticas conmultiplicación compleja.

17 Conjeturas de Weil
29/10/19

Alrededor de 1950 André Weil formuló una lista de conjeturas sobre la función zeta Z (X , t ).

17.1. Conjetura (Racionalidad). Para cualquier variedad X /Fq la función zeta es racional:

Z (X , t ) ∈Q(t ).

Esta conjetura es un análogo de la continuación meromorfa. Notamos que en todos los ejemplos que
hemos visto, la función zeta era racional, lo que confirma la conjetura. La racionalidad fue probada por
Dwork en [Dwo1960], usando métodos del análisis p-ádico. Uno de nuestros objetivos será entender esta
prueba. Por el momento notamos que la racionalidad tiene el siguiente significado.
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17.2. Proposición. Z (X , t ) es una función racional si y solo si existen números complejos αi y β j tales que

#X (Fqm ) =∑
j
βm

j −∑
i
αm

i .

Demostración. Si la propiedad de arriba se cumple, entonces la función zeta correspondiente es

∏
j

exp

( ∑
m≥1

(β j t )m

m

)/∏
i

exp

( ∑
m≥1

(αi t )m

m

)
=

∏
i (1−αi t )∏
j (1−β j t )

.

Viceversa, si Z (X , t ) = f (t )
g (t ) para algunos polinomios f , g ∈Q[t ], entonces Z (X ,0) = f (0)

g (0) = 1, así que podemos
normalizar f y g y asumir que f (0) = g (0) = 1. La función zeta se factoriza entonces como

Z (X , t ) =
∏

i (1−αi t )∏
j (1−β j t )

para algunos αi ,β j ∈C. Tomando los logaritmos formales, se obtiene

∑
m≥1

#X (Fqm )

m
t m =∑

i
log(1−αi t )−∑

j
log(1−β j t ) = ∑

m≥1

(∑
j
βm

j −∑
i
αm

i

)
t m

m
. ■

Para el resto de las conjeturas, asumamos que X /Fq una variedad geométricamente irreducible, proyec-
tiva, lisa.

17.3. Conjetura (Ecuación funcional).

Z (X , q−n t−1) =±qn·χ/2 tχ Z (X , t ),

donde n = dim X y χ=χ(X ) es la característica de Euler de X .

17.4. Comentario. Poniendo
ζX (s) := Z (X , q−s ),

podemos reescribir la ecuación funcional como

ζX (n − s) =±qnχ/2−sχ ·ζX (s).

17.5. Comentario. La característica de Euler puede ser definida como el número de autointersección

χ(X ) :=∆ ·∆,

donde ∆⊂ X ×X es la diagonal. (La misma fórmula funciona si X es una variedad diferenciable compacta y
orientable.) La característica de Euler también coincide con la suma alternante de los números de Betti:

χ(X ) =∑
i

(−1)i bi (X ),

aquí
bi (X ) = dimQ` H i (X ,Q`),

y H i (X ,Q`) denota la cohomología `-ádica (para un primo ` 6= charFq ). En particular, para una curva de
género g se tiene

χ= 2−2g .
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17.6. Conjetura (Hipótesis de Riemann). Se tiene

Z (X , t ) = P1(t )P3(t ) · · ·P2n−1(t )

P0(t )P2(t ) · · ·P2n(t )
,

donde Pi (t ) ∈Z[t ] y
Pi (t ) =∏

j
(1−αi j t ),

donde αi j son enteros algebraicos y |αi j | = q i /2.

Además, se tiene
degPi (t ) = bi (X ).

En particular,
P0(t ) = 1− t , P2n(t ) = 1−qn t .

La conjetura de arriba se llama la hipótesis de Riemann, porque esta nos dice dónde están los ceros y
polos de Z (X , t ) (resp. ζX (s)).

17.7. Conjetura (Especialización). Supongamos que existenunaZ-subálgebra finitamente generada A ⊂C,
un ideal primo p ∈ Spec A tal que A/p∼= Fq y un esquema proyectivo liso X̃ sobre Spec A tal que

X ∼= X̃ ×Spec A Spec(A/p).

Lugo,
bi (X ) = bi (X̃ (C)),

donde X̃ (C) se considera con la topología analítica, y el número de Betti a la derecha se define de la manera
habitual.

X X̃

SpecFq Spec A

La ecuación funcional y especialización fueron probadas porGrothendieck y sus colaboradores usando la
cohomología `-ádica, desarrollada en [SGA 4] con el propósito de atacar las conjeturas deWeil. La hipótesis
de Riemann representa la partemás difícil de las conjeturas, posiblemente porque su análogo clásico para la
función zeta de Riemann ζ(s) no ha sido probado. La prueba para Z (X , t ) fue obtenida por Deligne [Del1974].

17.8. Ejemplo. Hemos visto que para el espacio proyectivo se cumple

Z (Pn
Fq

, t ) = 1

(1− t ) (1−qt ) · · · (1−qn−1t ) (1−qn t )
.

Cohomológicamente, esto corresponde al hecho de que

bi (Pn) =
{

1, si 0 ≤ i ≤ 2n es par,
0, en el caso contrario.

Tenemos χ(Pn) = n +1, y se verifica la ecuación funcional:

Z (Pn , q−n t−1) = 1

(1−q−n t−1) (1−q−n+1t−1) · · · (1− t−1)
= q ·q2 · · ·qn · t n+1

(qn t −1)(qn−1 t −1) · · · (t −1)
=±qn·(n+1)/2 t n+1 Z (Pn , t ).
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En este caso

P0(t ) = 1− t ,

P2(t ) = 1−qt ,

P4(t ) = 1−q2t ,

· · · ,

P2n(t ) = 1−qn t ,

así que la hipótesis de Riemann sí se cumple. N

17.9. Ejemplo. Para las curvas elípticas, hemos visto algunos ejemplos particulares y mencionamos que
en cualquier caso se tiene

Z (E/Fq , t ) = 1+at +qt 2

(1− t ) (1−qt )
,

donde a = #E(Fq )−q −1.
Cohomológicamente, esto se debe al hecho de que una curva elíptica compleja es un toro, así que los

números de Betti no nulos son
b0(E) = 1, b1(E) = 2, b2(E) = 1.

Por esto en el numerador aparece un polinomio de grado 2. Se tiene χ(E) = 0, y la ecuación funcional es
simplemente

Z (E , q−1t−1) = 1+aq−1t−1 +q−1t−2

(1−q−1t−1) (1− t−1)
= qt 2 +at +1

(qt −1)(t −1)
= Z (E , t ).

La hipótesis de Riemann significa que si escribimos

1+at +qt 2 = (1−αt ) (1−αt ),

entonces αα= q, así que |α| = q1/2. N

18 El caso de curvas

Consideremos la fórmula del producto de Euler

Z (X /Fq , t ) = ∏
x∈|X |

1

1− t deg(x)
= ∏

x∈|X |

(
1+ t deg(x) + t 2deg(x) + t 3deg(x) +·· ·

)
.

Al multiplicar todos estos términos, nos sale la suma

Z (X /Fq , t ) =∑
α

t deg(α),

donde los α son sumas formales
∑

x∈|X | nx ·x con nx ∈N y nx = 0, salvo un número finito de x, y el grado está
definido por

deg
( ∑

x∈|X |
nx · x

)
:= ∑

x∈|X |
nx ·deg(x).

En general, el grupo abeliano libre generado por los puntos cerrados de X se llama el grupo de los 0-ciclos
sobre X , y los 0-ciclos

∑
x∈|X | nx · x con nx ≥ 0 se llaman efectivos. Entonces, la función zeta es la función

generatriz de los 0-ciclos efectivos sobre X .
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Divisores y el teorema de Riemann–Roch
Asumamos que X =C es una curva geométricamente irreducible, proyectiva, lisa sobre Fq . En este caso

los 0-ciclos son los divisores sobre C , y resulta que la racionalidad de la función zeta y la ecuación fun-
cional son consecuencias del teorema de Riemann–Roch*, y es lo que me gustaría revisar en esta sección.
Las referencias son [Lor1996, Chapter VIII] o [Ros2002, Chapter 5]. Algunos detalles sobre el teorema de
Riemann–Roch también se encuentran en [Sil2009, Chapter II].

Primero, revisemos todo lo que necesitamos de los divisores sobre curvas y teorema de Riemann–Roch.
Para una curva proyectiva lisa C /k denotemos por Div(C ) el grupo de divisores sobre C :

Div(C ) := ⊕
x∈|C |

Z · x.

Si para un divisor D =∑
x nx · x se tiene nx ≥ 0 para todo x ∈ |C |, se dice que D es efectivo y se escribe D ≥ 0.

A cada función racional f ∈ k(C )× se asocia un divisor

div( f ) := ∑
x∈|X |

vx ( f ) · x,

donde vx ( f ) es el “orden de anulación de f en x”. Esto nos da un homomorfismo de grupos

div: k(C )× → Div(C ).

Por la definición, el grupo de Picard de C es el cociente de Div(C ) por la imagen de este homomorfismo.
Las únicas funciones sin ceros o polos sobre C son constantes, así que

div( f ) = 0 ⇐⇒ f ∈ k
×

.

Tenemos entonces una sucesión exacta

1 → k
× → k(C )× div−−→ Div(C )

D 7→[D]−−−−−→ Pic(C ) → 0

Para cualquier f ∈ k(C )× se tiene deg(div( f )) = 0, lo que implica que si para dos divisores D1,D2 ∈ Div(C )
se cumple [D1] = [D2] en el grupo de Picard, entonces degD1 = degD2. En otras palabras, el homomorfismo
del grado está bien definido sobre el grupo de Picard.

Div(C )

Pic(C ) Z

deg

deg

Pongamos

Div0(C ) := {D ∈ Div(C ) | degD = 0},

Pic0(C ) := {[D] ∈ Pic(C ) | degD = 0}.

Tenemos entonces una sucesión exacta

1 → k
× → k(C )× div−−→ Div0(C )

D 7→[D]−−−−−→ Pic0(C ) → 0

El siguiente resultado es un análogo del teorema de finitud del grupo de clases de un campo de números
F /Q que fue mencionado en §3.

*Por otra parte, la hipótesis de Riemann es un asunto más complicado y no la vamos a probar en estos apuntes.
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18.1. Teorema. Para una curva proyectiva lisa C /Fq el grupo Pic0(C ) es finito.

Demostración. Véase por ejemplo [Lor1996, Theorem 7.13]. ■
El resultado de abajo es el teorema de Riemann–Roch para curvas y algunas de sus consecuencias.

18.2. Teorema. Sea C /Fq una curva proyectiva lisa de género g . Para una claseL ∈ Pic(C ) consideremos todos
los divisores efectivos que representan aL en el grupo de Picard:

EL := {D ∈ Div(C ) | D ≥ 0, [D] =L }.

a) Para todo elementoL ∈ Pic(C ) existe un entero h0(L ) ≥ 0 tal que

#EL = qh0(L ) −1

q −1
.

b) Si deg(L ) ≥ 2g −1, entonces h0(L ) = deg(L )+1− g .

c) Existe un elementoK ∈ Pic(C ) (la clase canónica) tal que deg(K ) = 2g −2 y

h0(L ) = deg(L )+1− g +h0(K −L ).

Demostración. Véase [Lor1996, Chapter IX]. ■

Racionalidad de Z (C , t )

Usando la notación de 18.2, podemos escribir

Z (C , t ) = ∑
D∈Div(C )

D≥0

t degD = ∑
L∈Pic(C )
degL≥0

∑
D≥0

[D]=L

t degD = ∑
L∈Pic(C )
degL≥0

#EL · t degL .

Primero, si g = 0, entonces para cualquierL con degL ≥ 0 se tiene

#EL = qdeg(L )+1 −1

q −1
,

y la función zeta es

Z (C , t ) = ∑
d≥0

qd+1 −1

q −1
t d = ∑

d≥0

∑
0≤i≤d

q i t d = ∑
m≥0

∑
i+ j=m

(qt )i t j = 1

(1− t ) (1−qt )
= Z (P1

Fq
, t ).

Podemos asumir que g ≥ 1. Como mencionamos, el grupo

Pic0(C ) := ker(Pic(C )
deg−−→Z)

es finito. Luego, para todo d ≥ 0 el conjunto

Picd (C ) := {L ∈ Pic(C ) | degL = d}

es vacío, o tiene la misma cardinalidad h := Pic0(C ). La imagen del homomorfismo deg: Pic(C ) → Z es un
ideal generado por algún número e ≥ 0. (En realidad, se tiene e = 1 y el homomorfismo es sobreyectivo, pero
lo veremos más adelante.)

Escribamos

Z (C , t ) = ∑
L∈Pic(C )

0≤degL≤2g−2

#EL · t degL +h
∑

de≥2g−1

qde+1−g −1

q −1
t de .
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Aquí la primera suma es algún polinomio de grado ≤ 2g −2. Respecto al segundo término, si ponemos

d0 := mı́n{d | de ≥ 2g −1},

entonces podemos escribir

h

q −1

∑
de≥2g−1

(qde+1−g −1) t de = ht d0e

q −1

(
qd0e+1−g

∑
d≥0

(qt )de − ∑
d≥0

t de

)
= ht d0e

q −1

(
qd0e+1−g

1− (qt )e − 1

1− t e

)
. (18.1)

De una vez notamos que de la última expresión se sigue que

ĺım
t→1

(t −1) Z (C , t ) = h

q −1
ĺım
t→1

t −1

t e −1
= h

(q −1)e
. (18.2)

En particular, Z (C , t ) tiene un polo simple en t = 1. También observamos que (18.1) nos da la expresión

Z (C , t ) = f (t e )+h
g (t e )

(1− (qt )e ) (1− t e )
= P (t e )

(1− (qt )e ) (1− t e )
,

donde f , g ,P ∈Z[x] y deg( f ) ≤ 2g −2, deg(g ) ≤ 2g , deg(P ) ≤ 2g .
Ahora según 9.7, se cumple la relación

Z (C /Fqe , t e ) = ∏
ζe=1

Z (C /Fq ,ζt ) =
(

P (t e )

(1− (qt )e ) (1− t e )

)e

.

Aquí la parte izquierda tiene un polo simple en t = 1, mientras que la parte derecha tiene un polo de orden
e en t = 1. Entonces, e = 1. En particular, esto demuestra que el homomorfismo deg: Pic(C ) →Z es sobreyec-
tivo. Todos los cálculos de arriba nos llevan al siguiente resultado.

18.3. Teorema. Para una curva proyectiva lisa C /Fq de género g se tiene

Z (C , t ) = P (t )

(1− t ) (1−qt )
,

donde P (t ) ∈Z[t ] y deg(P ) ≤ 2g . La función zeta tiene un polo simple en t = 1, donde

ĺım
t→1

(t −1) Z (C , t ) = h

q −1
, (18.3)

y h = P (1) = #Pic0(C ).

Notamos que (18.3) es un análogo de la fórmula de clases de Dirichlet mencionada en §7. En realidad, el
polinomio P (t ) tiene grado precisamente 2g , como predicen las conjeturas de Weil, pero lo vamos a deducir
de la ecuación funcional.

18.4. Ejemplo. Para una curva elíptica E/Fq se tiene

Z (E , t ) = 1+at +qt 2

(1− t ) (1−qt )
,

y luego
h

q −1
= ĺım

t→1
(t −1) Z (E , t ) = 1+a +q

q −1
.

Esto nos dice que
h = #E(Fq ),

y de hecho, hay isomorfismo de grupos
Pic0(E) ∼= E(Fq ). N
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Ecuación funcional para Z (C , t )
31/10/19

Para una curva C de género g , sustituyendo χ= 2−2g en la conjetura 17.3, se obtiene el siguiente enun-
ciado.

18.5. Teorema. Se tiene
Z (C , (qt )−1) = (qt 2)1−g Z (C , t ).

Demostración. Usando 18.2, escribamos

(q −1) Z (C , t ) = ∑
L∈Pic(C )
degL≥0

(q −1) ·#EL · t degL = ∑
L∈Pic(C )
degL≥0

(qh0(L ) −1) t degL

= ∑
L∈Pic(C )

0≤degL≤2g−2

qh0(L ) t degL

︸ ︷︷ ︸
=:α(t )

+ ∑
L∈Pic(C )

degL≥2g−1

qdeg(L )+1−g t degL − ∑
L∈Pic(C )
degL≥0

t degL

︸ ︷︷ ︸
=:β(t )

.

Para comprobar la ecuación funcional, sería suficiente ver que

α((qt )−1) = (qt 2)1−g α(t ), β((qt )−1) = (qt 2)1−g β(t ).

Primero,

β(t ) = h
∑

d≥2g−1
qd+1−g t d −h

∑
d≥0

t d = h

(
q g t 2g−1

1−qt
− 1

1− t

)
,

y es fácil verificar la relación necesaria. Para el polinomio α(t ), necesitamos todo el poder del Riemann–
Roch. Consideremos el conjunto

{L ∈ Pic(C ) | 0 ≤ degL ≤ 2g −2}.

Notamos que L 7→ K −L , donde K es la clase canónica, define una permutación de sus elementos. En
efecto, si 0 ≤ degL ≤ 2g −2, entonces

0 ≤ deg(K −L ) = 2g −2−degL ≤ 2g −2.

Gracias a esto, podemos escribir

α(t ) = ∑
L∈Pic(C )

0≤degL≤2g−2

qh0(K −L ) t deg(K −L ).

Ahora la fórmula de Riemann–Roch

h0(L ) = deg(L )+1− g +h0(K −L )

nos da en particular

h0(K −L ) = deg(K )−deg(L )+1− g +h0(L ) = g −1−deg(L )+h0(L ),

así que

α(t ) = q g−1 t 2g−2
∑

L∈Pic(C )
0≤degL≤2g−2

q−deg(L )+h0(L ) t−deg(L ) = q g−1 t 2g−2
∑

L∈Pic(C )
0≤degL≤2g−2

(qt )−deg(L ) qh0(L ).

Por otra parte,
α((qt )−1) = ∑

L∈Pic(C )
0≤degL≤2g−2

(qt )−deg(L ) qh0(L ).

Esto establece la relación necesaria para α(t ). ■
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18.6. Corolario. Se tiene
Z (C , t ) = P (t )

(1− t ) (1−qt )
,

donde P (t ) ∈Z[t ] y deg(P ) = 2g .

Demostración. Ya sabemos que degP ≤ 2g , y tenemos la ecuación funcional

P ((qt )−1)

(1− (qt )−1) (1− t−1)
= (qt 2)1−g P (t )

(1− t ) (1−qt )

que implica que
P ((qt )−1) = (qt 2)−g P (t ).

Esto es posible solo si deg(P ) = 2g . ■
Notamos que

P (0) = 1, P (1) = h = #Pic0(C ).

Escribamos
P (t ) = 1+a1t +·· ·+a2g t 2g .

La ecuación funcional nos dice que
a2g−i = q g−i ai . (18.4)

Además,
#C (Fq ) = q +1+a1.

18.7. Corolario. Escribamos
P (t ) = ∏

1≤i≤2g
(1−αi t ).

Luego, los αi son enteros algebraicos y vienen en g parejas (αi , q/αi ).

Demostración. Primero, los αi son raíces del polinomio

P∨(t ) := t 2g P (t−1) ∈Z[t ],

que es mónico (su coeficiente mayor es a0), así que son enteros algebraicos.
De la ecuación funcional se ve que si P (α−1

i ) = 0, entonces P (αi /q) = 0. Supongamos que hay r parejas
con αi 6= q/αi :

α1, q/α1, . . . ,αr , q/αr , (18.5)

Luego, habrá s + t raíces que cumplen αi = q/αi :

+pq , . . . ,+pq︸ ︷︷ ︸
s

, −pq , . . . ,−pq︸ ︷︷ ︸
t

.

Sabemos que ∏
1≤i≤2g

αi = a2g = q g .

El producto de (18.5) también nos da una potencia de q. Esto implica que t es par (sino, tendríamos un signo
“−”), pero luego de la relación 2g = 2r + s + t podemos concluir que s es también par. ■

Es fácil comprobar que a partir de los números

#C (Fq ), . . . ,#C (Fqg )

se recuperan los coeficientes a0, . . . , ag , y luego gracias a (18.4) todos los coeficientes de P (t ). Entonces, para
recuperar la función zeta completa de C , basta contar los puntos sobre Fq , . . . ,Fqg .
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Hipótesis de Riemann para Z (C , t )

La hipótesis de Riemann para las curvas se seguiría de la cota de Hasse–Weil

|#C (Fqm )−qm −1| ≤ 2g ·qm/2.

18.8. Proposición. Asumamos que existe una constante c ∈R tal que

|#C (Fqm )−qm −1| ≤ c ·qm/2

para m À 0. Luego, |αi | =p
q para todo i .

Demostración. Sabemos que
#C (Fqm )−qm −1 =− ∑

1≤i≤2g
αm

i .

Consideremos la función

∑
1≤i≤2g

αi t

1−αi t
= ∑

1≤i≤2g

∑
m≥1

(αi t )m = ∑
m≥1

( ∑
1≤i≤2g

αm
i

)
t m = ∑

m≥1

(
qm +1−#C (Fqm )

)
t m .

La primera serie finita tiene radio de convergencia ρ := mı́n{|αi |−1 | 1 ≤ i ≤ 2g }, mientras que la última serie
converge para t < 1/

p
q por nuestra hipótesis. Entonces, |αi |−1 ≥ 1/

p
q, así que |αi | ≤ p

q. Pero toda raíz
recíproca αi viene junto con q/αi , así que también |q/αi | ≤p

q. Entonces, |αi | =p
q. ■

18.9. Comentario. La cota de Hasse–Weil fue probada por Hasse en 1934 para las curvas elípticas (el caso
de g = 1) y por Weil en 1940 para cualquier género.

Stepanov obtuvo en 1969 una prueba elemental para las curvas hiperelípticas, que fue generalizada por
Bombieri a todas las curvas. El artículo original de Bombieri es [Bom1974], y una buena exposición de su
argumento se encuentra en [Lor1996, Chapter X] o [Ros2002, Appendix]. Otra fuente elemental basada en
las ideas de Stepanov es [Sch1976].

Una prueba alternativa de la hipótesis de Riemann para curvas, que también mejora la cota de Hasse–
Weil en ciertos casos, pertenece a Stöhr y Voloch [SV1986].

18.10. Comentario. En dimensiones superiores se tiene la cota de Lang–Weil [LW1954] que afirma lo
siguiente. Si X ⊂ Pn es una variedad sobre Fq de grado d y dimensión r , entonces existe una constante
A(n,d ,r ) tal que

|X (Fq )−qr | ≤ (d −1)(d −2) qr−1/2 + A(n,d ,r ) qr−1.

Para las cotas particulares que mejoran la cota de Hasse–Weil, véase por ejemplo [HL2003], [vdG2015],
y la página https://manypoints.org/

En fin, notamos que la hipótesis de Riemann implica desigualdades para el tamaño de #Pic0(C ).

18.11. Proposición. Se tiene
(1−p

q)2g ≤ #Pic0(C ) ≤ (1+p
q)2g .

En particular, Pic0(C ) 6= 0 para q > 4.

Demostración. Tenemos
#Pic0(C ) = P (1) = ∏

1≤i≤2g
(1−αi ).

Ahora si |αi | =p
q para todo i , entonces

|1−p
q| ≤ |1−αi | ≤ 1+p

q . ■
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