En este documento eventualmente estaran mis apuntes para las charlas sobre las funciones zeta arit-
méticas. Favor de contactarme por cualquier correccion, duda, pregunta, etc.
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Parte| Funciones zeta de Dedekind

Esta parte introductoria contiene material bastante conocido y sirve mas bien para motivar el resto de
mis charlas. Voy a tratar de dar algunos ejemplos, pero para las pruebas refiero a [Neu1999].

1 Funcion zeta de Riemann

El prototipo de las funciones zeta aritméticas es por supuesto la funcién zeta de Riemann.

1.1. Definicion. La funcion zeta de Riemann se define mediante la serie

()= % (1.1)

n=1

La serie de arriba converge absolutamente si Re s > 1: note por ejemplo que si s = a+ bi, entonces |n~%| =
n~%, yluego [7°x “dx <oo para a> 1. Para s =1 se obtiene la serie armoénica ¥ >, % que es divergente.
Otra expresién importante para la funcién zeta de Riemann es la formula del producto de Euler.

1.2. Proposicion. Se tiene

(1.2)

(=11

—pn—S
pprimo1 p

Demostracion de Euler. El mismo Euler probaba esta expresion por el siguiente argumento con series for-

males. Si
1 1 1 1 1
()=1+—+—+—+—+—+---,
25 35 45 55 6°

entonces se puede escribir
1 1 1 1 1 1 1
— () ==+ =+ =+ —+—+—+
28 25 45 65 8% 105 12°

y restando las dos expresiones, se obtiene
1 1 1 1

25-1 1
() =14+ —+—+—+—
25 3% 55 7S 95 118

De esta manera de los denominadores desaparecen los multiplos de 2. El mismo truco aplicado para el primo
3 nos da
25-1)\(3°-1 1 1 1 1 1
—_— (®=1+—+—+—+-—+—+
25 3¢ 5% 75 115 135 17

Aplicando este razonamiento a todo primo p, se obtiene la expresion

( I ppzl)as)ﬂ,

p primo

de donde se sigue la férmula (1.2). A este argumento le faltan algunas justificaciones, pero notamos que lo
que esta detras es la factorizacién tinica de n € Z en niimeros primos. [ |
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1.3. Teorema. La funcién zeta admite una prolongacion meromorfa a todo s € C con un tinico polo simple en
s=1de residuo 1:

lirr}(s— DI(s)=1.

S—

La prolongacion meromorfa también se denota por {(s) y satisface la ecuacion funcional

((s)=27%"1 sen(%g) ra-s)¢a-s). (1.3)
Demostracion. [Neul999, Chapter VII, Corollary (1.7)]. [ ]

Aqui I'(s) es la funcién gamma que se define mendiante la integral [;° x*e™* % para Res > 0. Esta tam-
bién admite una prolongacién meromorfa, con la ecuacién funcional correspondiente

sT(s)=T(s+1).

Recordemos que
I'(n+1)=n! paran=0,1,23,...
La funcién gamma tiene polos simples en s = —n para n=0,1,2,... de residuo (‘n;,)"

1.4. Ejemplo. Usando la ecuacién funcional para la { y T, se puede calcular que
1
¢0)=- >
De hecho, tenemos
—1=1lim(1-95){(s) =1lim2 (1—-$)T' (1 —s) {(0) =2L(0),
s—1 =1 Y— —
re-s
de donde ¢(0) = -3. A

1.5. Comentario. De la ecuacion funcional se ve que hay ceros simples {(-2n) =0 para n=1,2,3,... Estos
ceros se conocen como los ceros triviales de (. La hipdtesis de Riemann afirma que los ceros no triviales
tienen Res = 3.

Entre los ceros triviales la funcién zeta cambia el signo.

{(s)

\/\/\ s

Para s > 1la serie (1.1) converge muy lentamente, asi que en el siglo XVII se hizo famoso el problema de
Basilea que consistia en calcular con una buena precision el valor de {(2). Un siglo después Euler encontrd

la respuesta exacta {(2) = %2*, y la siguiente formula general.

“Véase http://empslocal.ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/etc/zeta2.pdf para una coleccién de pruebas.


http://empslocal.ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/etc/zeta2.pdf

1.6. Proposicion. Se tiene
2k-1

2
{2k) = (=1)**1 By, o n?* parak=1. (1.4)
Aqui B,y € Q son los niimeros de Bernoulli que pueden ser definidos mediante la funcién generatriz exponencial
Bk- k tet
— "= t). 1.5
gok! s enoll (1.5)

Demostracion. Hay muchas pruebas de este resultado. Véase por ejemplo [AIK2014, Theorem 5.4] o [Neu1999,

Chapter VII, Corollary (1.10)]. [ |
1.7. Ejemplo. En particular, se tiene
B—lB—lB—lB—OB—IB—OB—IB—OB—IB—OB—S A
0o— 4 1_2’ 2_6' 3 =Y, D4 — 30’ 5—Y, 6_42) 7—Y, Dg — 30: 9 =Y 10_6;

1.8. Comentario. En general, By, =0 para k =1y los signos de los B, se alternan. El signo en la férmula
de Euler (1.4) se debe a esto. Otros mdltiplos en la formula son en cierto sentido artefactos de la ecuacién
funcional: usando (1.3) se obtiene una férmula mas bonita

((1—n):—% paran=1. (1.6)
1.9. Ejemplo. Tenemos

1 1 1 1
0=--, {(-)=-—, ((-2)=0, {(-3)=—, {(-4)=0, ((-5)=-—, ((-6)=0, ... A
¢(0) 2 ¢(=1) D ¢(=2) ((=3) 120 (-4 {(=5) 252 {(=6)
1.10. Comentario. Los valores en los enteros positivos impares son mas misteriosos. En 1977 Roger Apéry
demostr6 que

{(3) =1,2020569031595942853997381615114499908...

es un namero irracional. Refiero a [vdP7879] para una exposicién de este resultado. Los métodos de Apéry
no se generalizan a {(5), {(7), etc.

Un teorema de Rivoal [Riv2000] afirma que hay un nimero infinito de k > 1 tales que {(2k+1) es irracional.
Otro resultado curioso pertenece a Zudilin [Zud2001] y dice que por lo menos un ndmero entre

(), {(M, (9, (1D

es irracional, aunque ila prueba no revela cual!
Todo este progreso analiza la irracionalidad de los valores {(2k +1), pero se sospecha que estos nimeros
son trascendentes y algebraicamente independientes entre si .

2 Campos de numeros y sus anillos de enteros

2.1. Definicion. Un campo de nameros es una extension finita F/Q.

Denotemos por d := [F : Q] el grado de la extensién. En este caso hay d diferentes encajamientoso: F — C.
Para cada encajamiento ¢ también se tiene su conjugado o. Cuando o =7, se dice que o es real, y en el caso
contrario se dice que o es complejo. Vamos a denotar por r; el nimero de los encajamientos reales y por
2r, el nimero de encajamientos complejos (que vienen en pares conjugados). Se tiene entonces

d=r1+2r2.

Para estudiar la aritmética, se considera el anillo de enteros de F.

*Los {(2k) son también trascendentes, pero por una razén tonta que es el factor 72X,



2.2. Definicion. Para un campo de nimeros F, el anillo de enteros es la cerradura entera de Z en F:
Or:={a € F| f(a) =0 para algin f € Z[x] ménico}.
He aqui un par de ejemplos importantes.

2.3. Ejemplo. Si D es un entero libre de cuadrados, la extensién F = Q(vD) se llama un campo cuadratico.
Si D <0, se dice que F es imaginario. En este caso r; =0y r, = 1. Hay dos encajamientos:

o:a+bVD—a+bVD y G:a+bVD— a-bVD.
Si D >0, se dice que F es real. En este caso r; =2y r, =0, y hay dos encajamientos reales
o:a+bVD—a+bVD y t1:a+bVD— a-bVD.

Es un buen ejercicio calcular que

ZIVD), siD=2,3 (méd 4),
"Tlz[2], sip=1 (med 4.

De hecho, se ve que si D=1 (mdd 4), entonces el elemento a = 1%5 satisface la ecuacion

D-1
az—a——=0,
4

donde 2 € 7, asi que hay que considerar el anillo més grande Z [ 1%5] en lugar de Z[VD].
Los campos cuadraticos han sido estudiados extensivamente a partir de Gauss. A

2.4. Ejemplo. LaextensiéndelaformaF = Q(,), donde,, := ¥*/"y n > 2, se llama un campo ciclotémico.
El grado de extension es [F: Q] = ¢(n). En este caso r; =0y todos los encajamientos son complejos. Se tiene

O = Z[(n]

—véase [Neul999, Chapter I, Proposition (10.2)] o [Was1997, Theorem 2.6].
Los campos ciclotomicos fueron estudiados por Gauss y Kummer y representan una familia muy impor-
tante de campos de nimeros. Un buen libro sobre el tema es [Was1997]. A

He aqui algunas propiedades basicas de los anillos de enteros.
2.5. Proposiciéon. a) O es un Z-mddulo libre de rango d = [F : Q.
b) O es un dominio de Dedekind; es decir, un dominio noetheriano, enteramente cerrado, de dimension de

Krull 1. Lo ultimo quiere decir que todo ideal primo p # 0 es maximal.

Oplp &«— O > P

<o ‘ |

Fp «—— Z > (p)
¢) Para todo ideal no nulo a < Or el cociente Or/a es finito. El niimero
N(a):=#(OFp/a)

se llama la norma de a.



d) En general, O no es un dominio de factorizacion tinica. Lo que si es cierto es que todo ideal a # (0), (1)
admite una factorizacion uinica en ideales primos

a=p1---Pps.
Demostracion.  a) [Neul999, Chapter I, Proposition (2.10)].
b) [Neul999, Chapter I, Theorem (3.1)].
¢) [Neul999, Chapter I, Proposition (2.12)].

d) [Neul999, Chapter I, Theorem (3.3)].
|

2.6. Definicion. Si ai,...,a, es una base de & sobre Z, entonces el discriminante de F viene dado por:
dr =det((o;a;); ).

Este es un ndmero entero que no depende de la eleccién de base.

2.7. Ejemplo. Si F = Q(v/D) es un campo cuadratico, entonces en el caso de D =2,3 (mdd 4) se tiene

1 2

dp:det(\/lﬁ _\/5) =4D,

ysi D=1 (mdd 4), entonces

1 1)
dp=det(1+\/5 1_\5) =D.

2 2
A
2.8. Ejemplo. Para F=Q((,) se tiene
()
_ (_1\Pmi2 n
dr=(-1) [Ty, p?07(p=1)
—véase [Was1997, Proposition 2.7]. A

El discriminante refleja propiedades importantes aritméticas de @ (véase [Neul1999, §81.8, I11.2]), pero
para no distraernos, no vamos a entrar en los detalles.
Veamos también un par de ejemplos de factorizacién en &.

2.9. Ejemplo. En el anillo Z[v/10] la factorizacién no es Ginica, como por ejemplo demuestra la féormula
2:5=(V10)%.
Sin embargo, al nivel de factorizacién en ideales primos, se tiene
2)=©2,V10%, (5)=(5,v10% (V10 =(2,v10)-(5,v10).
Los ideales (2,/10) y (5,/10) son primos y no son principales. A

2.10. Ejemplo. Para los campos ciclotémicos, el primer anillo entre Z[{,,] que no tiene factorizacién tinica
ocurre para n = 23". Este famoso ejemplo fue encontrado por Kummer. En particular, uno puede calcular
que en Z[{»3] se cumple

2 4 5 6 10, #l11 5 .6 L7 L9 11
(L4053 + o3+ (o5 + o5+ (o3 +{o3) (1 +{a3 + {5 + {35 + (o3 + {33+ (53) =
2x 7 +2x8 42428425246 xM 251042 +2x7 +2x8 + 240,

Aqui tenemos dos nimeros que no son divisibles por 2, que es irreducible en Z[{»3], pero su producto si es
divisible por 2.

“Véase también https://en.wikipedia.org/wiki/23_enigma


https://en.wikipedia.org/wiki/23_enigma

?2a=1+x"2+ xM + x5 + xM6 + xM0O + xM1;
?7b=14+x+ x5+ x26 + x7 + xN9 + x~11;
? lift (Mod (a*b, polcyclo (23)))

2*¥xAL7 + 2*xM16 + 2*xAN5 4+ 2%xAM13 4+ 2¥%xA12 + 6*xALL + 2*xA10 + 2*xA9
+ 2*XAT + 2*XN6 4+ 2*XAS

3 Grupo de clases

Un invariante algebraico importante asociado a F/Q es su grupo de clases. La definicion clasica es la
siguiente.

3.1. Definicion. Un ideal fraccionario a c F es un ¢-submédulo finitamente generado no nulo. Estos
ideales forman un grupo abeliano Jr respecto a la multiplicacion. Los inversos vienen dados por”

a‘lz{xeﬁplx'agﬁp},

y la identidad es el ideal OF.
Los ideales fraccionarios principales son los de la forma a@r para a € F*. Estos forman un subgrupo
Pr < Jr. Luego, el grupo de clases de F es el cociente

Clg:=Jg/Pg.

3.2. Comentario. Por la definicién, se tiene entonces una sucesion exacta

« a—a0p
-

l—>@;—>F JF—=Clp—1

De hecho, esta sucesion exacta se parece bastante a la sucesion para una curva C/k
x div

1=k — k0 E% Div’(C) — Pic(C) — 0

(véase §18). En realidad, Clir es el grupo de Picard del anillo &F (= clases de isomorfismo de 6r-médulos
que son invertibles respecto a — 8¢, —):

Clp = Pic(OF) = H (SpecOr, G,,).
3.3. Teorema. EI grupo Clr es finito para cualquier campo de ntimeros F.
Demostracion. [Neul999, Chapter I, Theorem (6.3)]. [ |
3.4. Definicion. El orden del grupo de clases
hr:=#Clp
se llama el nimero de clases de F.
En cierto sentido, el nimero hr mide qué tan lejos & esta de tener factorizacion tnica.
3.5. Proposicion. Las siguientes propiedades son equivalentes:
a) hp=1;

b) O es un dominio de ideales principales;

* Al principio el concepto de ideal fraccionario se ve raro, pero este sirve precisamente para introducir los inversos.



¢) Or es un dominio de factorizacion tinica.

Demostracion. La equivalencia entre a) y b) mas o menos esta clara desde la definicion del grupo de clases.
La implicacién b)=c) se cumple en cualquier caso. Para los dominios de Dedekind se tiene también c)=b):
note que A es un DIP siy solo si es un DFU y todo primo no nulo p c A es maximal. [ |

Los calculos particulares de Clr son bastante tediosos, pero para un campo especifico F/Q no es dificil
calcular CIr con la computadora®. Solo voy a dar algunos ejemplos con campos cuadraticos y ciclotomicos.

3.6. Ejemplo. Consideremos los campos cuadraticos imaginarios Q(v/D) para D < 0:

D: -1 -2 -3 -5 -6 -7 -10 -11 -13 -14
Cl: 1 1 1 Cg Cg 1 CZ 1 Cz C4
D: -15 -17 -19 =21 —22 -23 —-26 =29 -30 =31
Cl: Cz C4 1 C2 X C2 C2 C3 CG Cﬁ C2 X Cz C3
D: -33 -34 =35 =37 -38 -39 -41 —42 -43 —46
Cl: Cg X C2 C4 C2 C2 C6 C4 Cg Cg X Cg 1 C4
D: —47 =51 =53 =55 =57 -58 =59 —61 -62 —65
Cl: C5 Cz C(; C4 C2 X CZ C2 C3 Cg Cg C4 X C2
D: —66 -67 -69 =70 =71 =73 -74 =77 -78 =79
Cl: C4 X Cz 1 C4 X Cz Cz X Cg C7 C4 C10 C4 X Cz Cz X Cz C5
D: -82 -83 -85 —-86 —87 -89 -91 -93 -94 -95
Cl: C4 C3 Cz X Cz Cl() C6 C12 Cz Cz X Cg C3 Cg
D: -97 -101 -102 -103 -105 —-106 -107 -109 —110 -111
Cl: Cy Ca Cr xCy Cs CoxCorxCy Cs Cs Cg Cg x Co Cs
D: -113 -114 -115 -118 -119 -122 -123 -127 -129 -130
Cl: Cg C4 X Cz C2 CG C10 C10 Cg C5 C6 X Cg Cz X Cg
D: -131 -133 -134 -137 -138 -139 -141 —142 -143 —145
Cl: C5 Cz X C2 C14 Cg C4 X C2 C3 C4 X C2 C4 C10 C4 X C2
D: —146 —149 -151 -154 -155 -157 —158 -159 —-161 —-163
Cl: C16 C14 C7 C4 X Cz C4 CG Cg C10 Cg X Cz 1

El teorema de Heegner-Stark afirma que para D <0 se tiene
h@(@) =1~ D=-1,-2,-3,-7,-11,-19,-43,-67,-163.

También se sabe que

h D—-oc0

QWD) +oo.

El dltimo resultado fue conjeturado por Gauss quien estudiaba los grupos de clases de campos cuadraticos.
Para mayor informacién recomiendo el articulo [Gol1985]. A

3.7. Ejemplo. La situacion con los campos cuadraticos reales es mas complicada. He aqui una tabla de
Cl@(@) para D > 1.

*Por ejemplo, en PARI/GP; véase https://pari.math.u-bordeaux.fr/ Todos los calculos que siguen fueron realizados en
PARI/GP.


https://pari.math.u-bordeaux.fr/

D: 2 3 5 6 7 10 11 13 14 15

Cl: 1 1 1 1 1 C, 1 1 1 C,
D: 17 19 21 22 23 26 29 30 31 33
Cl: 1 1 1 1 1 Co 1 C 1 1
D: 34 35 37 38 39 41 42 43 46 47
Cl: Cz CZ 1 1 Cz 1 Cg 1 1 1
D: 51 53 55 57 58 59 61 62 65 66
Cl: Cz 1 C2 1 Cz 1 1 1 Cz Cz
D: 67 69 70 71 73 74 7 78 79 82
Cl: 1 1 Cg 1 1 Cz 1 Cz C3 C4
D: 83 85 86 87 89 91 93 94 95 97
Cl: 1 Cg 1 C2 1 Cg 1 1 Cz 1
D: 85 86 87 89 91 93 94 95 97 101
Cl: Cz 1 Cz 1 Cz 1 1 Cz 1 1
D: 102 103 105 106 107 109 110 111 113 114
Cl: Cg 1 Cg C2 1 1 C2 Cg 1 Cz
D: 115 118 119 122 123 127 129 130 131 133
Cl: Co 1 Cy Co C, 1 1 Co x Cy 1 1
D: 134 137 138 139 141 142 143 145 146 149
Cl: 1 1 Cy 1 1 Cs Co Cy Co 1

Una conjetura de Gauss, todavia abierta, afirma que hQ( /D) = 1 para un numero infinito de D > 1. La

heuristica de Cohen-Lenstra [CL1984] sugiere que hq 5 = 1 para aproximadamente 76% de los primos,
y es algo que se puede verificar con la computadora (solo hay que tomar bastantes primos). A

3.8. Ejemplo. Paralos campos ciclotémicos, notamos que Q(,,) = Q({2,) si n es impar (demostracion: {2, =
—¢"*172) "por esto para evitar redundancias, se pueden considerar solamente los 7 tales que n #2 (méd 4).
He aqui una pequena tabla de Clg(,). Note que estos grupos son bastante explosivos.

n: 1 3 4 5 7 8 9 11
Cl: 1 1 1 1 1 1 1 1
n: 12 13 15 16 17 19 20 21
Cl: 1 1 1 1 1 1 1 1
n: 23 24 25 27 28 29 31 32
Cl: Cs 1 1 1 1 CoxCoxCo Co 1
n: 33 35 36 37 39 40 41 43
Cl: 1 1 1 C37 C2 1 Cll X CH C211
n: 44 45 47 48 49 51 52 53
Cl: 1 1 Ce95 1 Cu3 Cs Cs Caggg
n: 55 56 57 59 60 61 63 64
Cl: Cio Cy Cy Cs1241 1 Cz6301 Cr Ci7
n: 65 67 68 69 71 72 73 75
Cl:  CyxCyxCoaxCy Cgs3513 Cg Ce9 C3882809 Cs Ci11957417 Cn1
n: 76 77 79 80 81 83 84 85
Cl: Cy9 C20xCyxCyxCqy  Cro0146415 Cs Ca593 Cg38216959 1 Cé205

Se sabe que hg,) = 1 solo para un numero finito de n. He aqui la lista completa de tales n que cumplen
n#2 (méd 4) [Was1997, Chapter 11]:

1,3,4,5,7,8,9,11, 12,13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84. A



4 Teorema de unidades de Dirichlet y el regulador

4.1. Teorema (El teorema de unidades de Dirichlet). El grupo de unidades
Op ={a € Or | a es invertible} = {a € Op | Np;g(a) = £1}

es finitamente generado y
kO =r+r -1

La prueba no es facil, pero voy a dar la idea (siguiendo [Neu1999, Chapter I, §85,7]) porque en el camino
surge otro invariante importante que es el regulador. Consideremos
I1 ¢
o: F—=C
donde el producto es sobre los d encajamientos de F en C. El grupo de Galois Gg := Gal(C/R) actia sobre
[1,C* conjugando las coordenadas y ademas permutando la coordenada o con &. De la misma manera,

podemos considerar [],R con la accién de Gg por la permutacion de coordenadas. Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo.

a—(o(a)) (z5)— (loglzs )

P 00 R R

| I I

z—log|z|

Q" s C b R

Aqui las flechas denotadas por [] y Y corresponden al producto y suma de coordenadas respectivamente.
Todas las aplicaciones son Gg-equivariantes (donde la accidén sobre F* y Q* es trivial), y tomando los Gg-
invariantes, se obtiene

@x

[ |

F* —— ([[,C)* — ([I,R)*

Wk

Q* ¢ y R > R

Aqui
Gr
s:={we (HCX)
o
Gr
H:= {(xi) € (H[RX)
o

l:[x,- = il},
;xi 20}.

Es facil ver que
GRr
dimR(HIR{X) =1 +7ry,

o
y luego
dimRHZ rn+r—1.
Denotemos
A:=A@F)<H.

10



Resulta que A es un reticulo en H (subgrupo discreto del rango completo r; +r, — 1) y se tiene una sucesion
exacta corta N
1—uF)—0r 5 A—0 4.1)

Aqui pu(F) denota la parte de torsion en @} que consiste en raices de la unidad:
H(F) = ploo(C) N E.

Es facil ver que F solo puede contener un nimero finito de raices de la unidad”, asi que u(F) es un grupo
finito. Esto nos da otro invariante importante de F:

wr = #U(F) =#(O}) tors-
La sucesion exacta (4.1) se escinde y nos dice que
Op = Ao u(F).
Puesto que A es un reticulo en H, tiene sentido calcular su (co)volumen.

4.2. Definicion. El nimero

1
Rp := ——— covol(A
P e oo

se llama el regulador de Dirichlet.

4.3. Ejemplo. Si F = Q(v/D) con D <0 es un campo cuadratico imaginario, entonces r; =0y r, = 1, asi que
O} es un grupo finito. En este caso ponemos Ry = 1. A

4.4. Ejemplo. Si F = Q(vD) con D > 0 es un campo cuadrético real, entonces r; =2y r, = 0, asi que el
teorema de unidades afirma que
Op =€) x {£1},

donde e es un generador de la parte libre de G;. Podemos asumir que € > 1, y esta condicion define e de
manera Unica. Se dice que ¢ es la unidad fundamental para Q(vD). He aqui una pequena tabla de las
unidades fundamentales, donde

{\/1_), siD=2,3 (méd 4),
a:=

LD sip=1 (méd 4).

D: 2 3 5 6 7 10 11 13 14 15
€: l1+a 2+a a 5+2a 8+3a 3+a 10+ 3a l1+a 15+4a 1+«

En el caso de los campos cuadraticos reales, hay dos encajamientos reales o, ,: F — C dados por
a+bVD— a+bVD.

La aplicacion A: 6} — H < R? va a enviar el generador ¢ € 0 al punto (loglo (€)|,loglo2(€)|) € H. El regulador
correspondiente sera

1
Re=—> \/ Gogla(€))2 + ogloa(e)])2.
Usando la relacion N(e) = 01(€) 02(€) = +1 (puesto que € € ), se ve que

Rr =loge. A

*[Q(Cn) : QI = p(n), y entonces si {, € F, el nimero ¢ (1) debe dividir a [F: Q).
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4.5. Comentario (Teoria K algebraica de ). El grupo de clases y el grupo de unidades surgen en la
teoria K algebraica del anillo &r. Se tiene

Ko(@Op)=ZeClp, Ki(Op) =0y.

Aqui el primer isomorfismo se deduce de las propiedades basicas de anillos de Dedekind (véase por ejemplo
[Mil1971, &1]), mientras que el segundo es mds aritmético y se sigue de un resultado de Bass, Milnor y Serre
(véase [Mil1971, §16]).

Al introducir los grupos K superiores, el mismo Quillen prob6 la generacion finita de K,,(©r) para todo
n=0,1,2,3,...[Qui2010], y en [Bor1974] Borel calculé los rangos exactos:

1, sin=0,
r+ro—1, sin=1,
kK, (GF) =140, si n >0 es par, (4.2)
r+7s, sin>1, n=1 (mod 4),
12, sin=3 (mabd 4).

Este célculo generaliza el teorema de unidades de Dirichlet y servia a Borel para definir los reguladores
superiores. Una buena exposicion se encuentra en [BG2002]. Para los célculos de la torsién en K, (OF), véase
[Wei2005].

5 Funciones zeta de Dedekind

5.1. Definicion. La funcidn zeta de Dedekind de un campo de niimeros F/Q se define mediante la serie

1
N(@s$’

(p(8):= ),

acOr
donde la suma es sobre todos los ideales no nulos en 6.
La serie converge para Res > 1.

5.2. Comentario. Notamos que en particular (¢ = {, asi que se trata de una generalizacion de la funcién
zeta de Riemann.

5.3. Proposicion. Se cumple la formula del producto de Euler
1 1
(r(s) = I1 T v —
(0)#£peSpecOF 1-N(p)—* meSpecmOrp 1-N@m)~*

Demostracion. Se sigue de la factorizacion de ideales en G en ideales primos y la multiplicatividad de la
norma: si a=p;"---pg*, entonces N(a) = N(py)" -+~ N(ps)"s. [ ]
5.4. Teorema. (r(s) admite una prolongacion meromorfa a todo s € C con un polo simple en s =1, que cumple
la ecuacion funcional

Cr1=5) =1dpl ™ (c0s 22" (sen 22) " 2 2m T ¢r(o)

Demostracion. [Neul1999, Chapter VII, Corollary (5.11)]. [ |

5.5. Proposicion. (r(s) tiene ceros en s=—n para n=0,1,2,3,... y sus érdenes correspondientes son

r+ro—1, sin=0,
d_n,=14T1s, sin=1esimpar,
r+ 12, sin=2es par.

12
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Demostracion. Se ve de la ecuacion funcional. [ |

5.6. Comentario. Note que milagrosamente, los nimeros de arriba son los mismos que aparecen en (4.2).
En los enteros negativos pares, {r siempre tiene ceros, mientras que en los enteros negativos impares,
no habra ceros solamente cuando r, = 0. En este caso se dice que F es un campo totalmente real.

Los ceros de {r en los enteros negativos se conocen como los ceros triviales. La hipotesis de Riemann
extendida (ERH)" afirma que los ceros no triviales tienen Res = 1.
Podemos ver un par de ejemplos del comportamiento de (r(s) para s <0.

5.7. Ejemplo. Consideremos el campo cuadratico real F = Q(v/5). Note que los ceros tienen orden 2.

Cowm (®

5.8. Ejemplo. Consideremos el campo imaginario F = Q(v/—1). En este caso se tienen ceros simples.

CovD

*También hay hipétesis de Riemann generalizada (GRH), pero la tiltima se trata de las series Ly es mds general que la extendida.
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5.9. Comentario. Para calcular {r(s) en PARI/GP, se puede usar el comando Lfun( f, s),donde F = Q[x]/(f).
Por ejemplo, Lfun (x"2-5,-1) devuelve 8.03333...

6 Teorema de Siegel-Klingen

6.1. Teorema (Siegel-Klingen). Se tiene {r(—n)€ Q para todo n=0,1,2,3,...
Demostracion. [Neul999, Chapter VII, Corollary (9.9)]. ]

6.2. Comentario. Elresultado se refiere literalmente a los valores { z(—n) y no a los residuos correspondien-
tes, asi que este tiene interés solo cuando F es un campo totalmente real (con r, = 0). En el caso contrario
(r(-n)=0paratodo n=1,23,...

6.3. Ejemplo. En ciertos casos particulares se puede entender cuales son estos niimeros racionales {z(—n).
Por ejemplo, en el caso de F = Q(v/D), usando las series L de Dirichlet

L(s,x):= ). M
n=1 1
se puede expresar
Cowm) (9 = L(s, 1) - L(s, xp) = {(s) - L(s, x ),
donde yp := (2) es el simbolo de Kronecker.
Luego, para la serie L de arriba existe una férmula muy parecida a (1.6):

B
L(l—n,x):—% (n=1).

Aqui By, son los los nimeros de Bernoulli generalizados (torcidos por el caracter y). Estos pueden ser
definidos por una funcién generatriz similar a (1.5):

x(a)te!
nganX ZN eNt-1"

donde y: (Z/NZ)* — C* esun caracter de Dirichlet médulo N. Para mas detalles y las pruebas, véase [AIK2014,
Chapter 4 + Theorem 9.10].
Entonces,

By, B”JCD
1-n)=—2 242
CowpI-m=—"—
Para dar un ejemplo particular, si D =5, para y = s = (2) se tiene
y)=+1, xy@=-1, @ =-1, x@=1,

y de la funcién generatriz uno puede calcular, por ejemplo,

BZ)(—é, B4X_ 8, BGX—%.
5 ’ 5
Recordando los nimeros de Bernoulli habituales
Bz—l, B4=—iy 6—i,
6 30 42

calculamos
1 1 67
lows (D =35 Cewn (=55 Cown (D=3

Podemos comprobar nuestros cdlculos en PARI/GP:
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Lfun (x*2-5, -1)

% = ©.033333333333333333333333333333333333333
? lfun (xA2-5, -3)

% = 0.016666666666666666666666666666666666667
? lfun (x*2-5, -5)

% = 0.10634920634920634920634920634920634921
? 67/630.0

% = 0.10634920634920634920634920634920634921

7 Formula de clases de Dirichlet

La funcién ((s) tiene cero en s = 0 de orden r; + r, — 1. Sin embargo, se puede preguntar cudl es el
coeficiente mayor de la serie de Taylor correspondiente.

7.1. Teorema (Férmula de clases de Dirichlet). Se tiene

{7(0) I=£i£r6s“””2‘” (p(s)=— Rp. (7.1)

hr
#u(F)
Demostracion. [Neul999, Chapter VII, Corollary (5.11)]. [ ]

Aqui en la parte izquierda estd algo analitico, mientras que en la parte derecha estan invariantes alge-
braicos: el nimero de clases, el nimero de las raices de unidad en 6 y el regulador. Ademas, la férmula nos
dice que por alguna razén misteriosa, los tres invariantes estan enlazados entre si.

7.2. Comentario. La ecuacion funcional relaciona el cero en s = 0 de orden ry + r, — 1 con el polo simple en
s =1. De esta manera la férmula de clases puede ser reescrita como

2 2m)"2 hg

CE) = lim(s— 1) Ep(s) = ——— "L Ry,
s #u(F) - /1dr]

7.3. Ejemplo. Si F = Q, entonces la férmula nos da
. 1
() =¢ (0)=—§. A

7.4. Ejemplo. Si F = Q(v/D) con D > 0 es un campo cuadratico real y € es la unidad fundamental correspon-
diente (véase 4.4), entonces la férmula de clases nos da

. h
(r(0)= —7F loge.

En particular, si F = Q(+v/10), entonces hr =2, Rp =log(3+v/10) y u(F) = {+1},y
{3(0) = —log(3 + v10).
Podemos comprobarlo en PARI/GP (note qué estamos haciendo para sacar ¢ 7(0) en lugar de ¢r(0)):

? lfun (x*2-10, 0)

% = 0

? lfun (x*2-10, 0 + 0 (x710))

% = -1.8184464592320668234836989635607089938%x + 0(x"2)
? log (3+sqrt(10))

% = 1.8184464592320668234836989635607089938
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7.5. Ejemplo. Si F=Q(vD) con D <0 es un campo cuadratico imaginario, entonces 65 = {1}y Rr =1,y la
férmula de clases nos da L
F

(F(O) == 2

A

7.6. Comentario. Uno de los problemas importantes en la teoria de nimeros moderna ha sido generalizar
la férmula (7.1) a algo como

h
(rA-mi= Hm (s—A-m)"Nnps)=——LRgn
s—1-n [

para todo n=1,2,3,... Aqui h,, w,, Rg, deben ser ciertos invariantes superiores asociados a Or. Hay varias
conjeturas de como hacerlo.
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Parte Il Funciones zeta de Hasse-Weil

Por el momento vamos a dejar de lado las funciones zeta de Dedekind {r(s) y familiarizarnos con las
funciones zeta de Hasse-Weil Z(X, r). Mas adelante veremos que ambos tipos de funciones zeta son casos
particulares de las funciones zeta de esquemas aritméticos.

8 Recordatorio sobre los campos finitos

En esta seccion vamos a enumerar algunas propiedades basicas de campos finitos F,.

1. Para todo g = p", donde p es primo, hay un tinico campo finito de g elementos salvo isomorfismo. Por
abuso de notacién, vamos a escribir simplemente “F,”.

2. En particular, para todo m hay una extension tnica k/F, de grado m, salvo isomorfismo. Por abuso de
notacion, normalmente se escribe simplemente k =Fm.

3. El grupo multiplicativo F; es ciclico.

4. El grupo de Galois Gal(F,m/F,) es ciclico de orden m, generado por el automorfismo de Fronenius
F:a— af.

Para un elemento a € F,;», su traza y norma sobre F, vienen dadas por
m-1
Tqu/D:q(ﬂ):: Z U(a):a+a‘7+...+al] ,
(TEGal([qu /H:q)

m-1
l_[ U(a):aali...ali ,
oeGal(F,m/Fq)

NF m 17, (@)

Se cumplen las siguientes propiedades:
a) T, m/F, (@, Nimr, (@) €Fq paratodo a€Fym;

b) la traza Tr ymi5,: Fqm —Fq €sun aplicacion F,-lineal, mientas que la norma NF m 1F,, €S un homomor-
fismo multiplicativo F,, — Fy;

¢) latraza Tr m ik, Fqm — Fg y norma N ./, : [F;m —[Fy son sobreyectivas.

9 Definicion de Z(X, r) y primeros ejemplos

Sea X una variedad algebraica sobre un campo finito F,. Por una variedad (algebraica) vamos a entender
un esquema reducido de tipo finito sobre SpecF,.” Los puntos de X sobre k/F, son por la definicién

X (k) := Homgpec Fy (Speck, X).

Si ky k' son dos extensiones de grado m, entonces el isomorfismo k = k' sobre F, induce una biyeccion
natural X(k) = X (k).

“El lector que todavia no conoce la teoria de esquemas debe tener un poco de paciencia: muy pronto se tratara de ejemplos muy
explicitos donde basta saber qué es una variedad afin o proyectiva sobre F.
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Si X =SpecFg[x1,..., X,/ (fi,..., f5) es afin, entonces
X(k)={xe A" (k)| fi(x) =---= fs(x) =0}

En particular, notamos que para una extension finita k/F, el conjunto X(k) es finito. Para una variedad
general, podemos llegar a la misma conclusién tomando un recubrimiento abierto afin.
La discusién de arriba significa que estan bien definidos los niimeros de puntos

#X(Fgm) param=1,2,3,...
(es decir, son finitos y no dependen de la eleccion de Fym /F ).
La funcién zeta de Hasse~Weil de una variedad X/F, es una especie de funcién generatriz de la sucesion
de nimeros #X (F,m) para m=1,2,3,...
9.1. Definicién. La funcion zeta de Hasse-Weil de una variedad X/F, es la funcién generatriz
#X(Fpm)
Z(X,)=exp| ), —2—

m=1

t’”) € Q[iz]).

Vamos a considerar Z(X, t) como una serie formal en el anillo Q[[]]. Esta claro que de la serie Z(X, 1) se
pueden extraer todos los nimeros #X (F,m):

#xFom) = —— L 1og7(x t)(
m)=—————10 , .
"= =) dem 08 1=0

Mas adelante veremos por qué se considera esta funcién generatriz particular.

9.2. Definicion. La exponencial y el logaritmo formal vienen dados por las series

Z " Z m+1 "
exp(t) = —, log(l+p= (-1 — e QIzIl.
m=0 m! m=1 m
Muy a menudo nos servira también la serie
(an)™
—log(l1-at) = ,
sz‘ﬁ m

donde a es alglin coeficiente constante.
9.3. Lema. La exponencial y logaritmo formales cumplen las propiedades habituales:
a) exp(log(1+1) =1+t loglexp(t)) =¢;
b) exp(s+ 1) = exp(s) exp(1);
0) log((1+s)(1+ 1) =1log(l+5s)+1log(l+ 7).
Aqui b) y ¢) se entienden como identidades en el anillo Q[[s, t]).

Demostracion. Para comprobar a), se pueden calcular las derivadas formales; la propiedad b) se demuestra
directamente con la férmula binomial para (s + 1), y la propiedad c) se deduce de a) y b) de manera formal.

|
9.4. Ejemplo. Si X = A[’gq es el espacio afin n-dimensional, entonces
#A" (Fym) = q™",
y la funcién zeta correspondiente es
ZAL D = exp( Y q"" r'”) — exp(—log(l - g")) = ——. A
7 m=1 1-qg"t
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9.5. Ejemplo. Para el espacio proyectivo P” se tiene la descomposicion
P" (k) = A"(k)u---uA (k) LA (k).

Usando esto junto con la identidad exp(s + 1) = exp(s) exp(¢), se deduce que

1
0= (1-qg"t)-—-A-qgty(1-1"

zeg, 0= [] zi; A

O<i<n
9.6. Ejemplo. En general, se tiene (X x Y)(k) = X (k) x Y (k). Usando esto, calculamos que para X/F, se tiene

#X([]Iqm).qmn

ZA"x X, ) =exp| ) " =Z(X,q" ).
m=1
De modo similar, .
ZP"xX, 0= [] ZX,q"0. A

O0<i<n
9.7. Proposicion. Si X es una variedad sobre F 4, entonces al pasar a la extension F 4 /F, se obtiene

Z(XIFgn,t") = [] Z(XIFg,00),
{”=1

donde el producto es sobre las raices n-ésimas de la unidad.

Demostracion. Tenemos
#X (Fgm)

[T zxiFq,¢0 = exp( Y —— "y (”’),
1 m=1 m (=1
y basta notar que la suma de (" es nula si nt my es igual a n si n| m. La serie de arriba nos da entonces

exp( Y

m=1

#X (F gnm
#20qm) t”’") = Z(X/Fgn, t"). m
m

Para las funciones zeta de Hasse—Weil también se tiene una férmula del producto de Euler.

9.8. Proposicion. Para un punto cerrado x € |X| el campo residual x(x) := Ox ,/my . €s una extension finita de
F4, y podemos poner
deg(x) := [x(x) :Fg4l.
Luego,
1

Z(X, l'): H W

x€|X]|

9.1)

Esta formula se ve un poco diferente del producto de Euler (1.2), pero se vuelve similar si ponemos
((X,s):= Z(X,q~ ") (mas adelante veremos la verdadera definicién de {(X, s)). Antes de probar (9.1), necesi-
tamos un pequefo lema.

9.9. Lema. Se tiene
#XFgm) =) d-ag, donde az:=#{xe|X||deg(x)=d}.
dim

Demostracion. Se tiene

X(Fgm) = HOIIlSpeCu:q (SpecFgm, X) = ]_[ Hom[Fq (k(x),Fgm).
x| X|

Entonces, para cada punto cerrado x € | X| falta entender los homomorfismos «(x) — F4=. Tenemos la si-
guiente situacién:
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Fgm

m| x(x)

deg(x)
[Fq

Habra d diferentes homomorfismos x(x) — F,» que vienen de la accién del grupo Gal(x (x)/F,) que es ciclico
de orden d. [ ]

Ahora estamos listos para probar la identidad (9.1). La parte derecha puede ser escrita como

1 1

xg(l 1-de8® oy (1-td)aa’
Ahora bien,
logZ(X,0):= Y PG qm) mlema Yy d:ad ;m _ Y Y A pde 3 g, (~log(l - 1)
m=1 M m=1dim ™M d=1e=1 € d=1
_ 1
= gllog(l — ¢4~ = log};ll T
y tomando la exponencial de ambas partes, se obtiene precisamente (9.1). [ ]
De la férmula del producto se ve que la serie formal Z(X, 1) tiene coeficientes enteros.
9.10. Corolario. Setiene Z(X,1t) € Z|[[1]].
Demostracion. En la formula del producto
LI Y M ez. ]
1-14 5o

9.11. Corolario. Si Z c X es una subvariedad cerrada 'y U := X\ Z es su complemento abierto, entonces
Z(X,)=2Z2Z,t)-Z(U,1).
Demostracion. Evidente de la formula del producto, puesto que |X|=|Z|u|Ul|. [ ]

Terminemos por un par de ejemplos mas.

9.12. Ejemplo. Consideremos el circulo unitario afin X = SpecF[x, yl/(x* + y* — 1). Primero, notamos que
si charF, = 2, entonces

XFy =1{x,V1-x2)| xeFg},

de donde

1
Z(X,0=Z(A; 1) = T

Asumamos entonces que char[F, # 2. Podemos considerar la siguiente parametrizacion del circulo:
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(-1,0) ¢

1-r2 2t

Las coordenadas del punto P son (m, e

) si t? # 1. Esto nos da una biyeccion

{teFq | 1* #1} = X(Fg) \{(-1,0)}.

Si g =1 (mdd 4), entonces —1 es un cuadrado, y si g =3 (mdd 4), entonces —1 no es un cuadrado. Esto
nos da la formula
g-1, g=1 (mdbd 4),

#X(F,) =
Fa) {q+1, g=3 (mod 4).

Sig=1 (méd 4), entonces

qg"-1 m) 1-t
Z(X,1) = t| = .

Si g =3 (mdd 4), entonces

-1)"* 1+1¢
=1 t’"): N

Z(X,t) =ex ﬂ m
) =exp| ) M+ Yy =gt

m=1 m=1 m

Mas adelante vamos a calcular la funcion zeta de la n-esfera X = Spec[xl,...,xn]/(xf +-+++x2 — 1), pero
para esto vamos a ocupar otro método mas listo.

9.13. Ejemplo. Consideremos la Grassmanniana proyectiva Gr(2,n) que corresponde a las rectas en P".
Toda recta en P"(F,) tiene g +1 puntos, y en total P"(F,) consiste en

qn+l_1
qg-1

N =

puntos. Entonces, la férmula para el nimero de rectas es

N/q+1 _ NWN-1 _ (@"'-1(g"-1)
2 2 | q@+D  (@-D(g-1)

En general, si ponemos

entonces el numero




se llama un coeficiente g-binomial. En particular, lo que hemos obtenido es

) =

n+1] [n+lglnlg  (g"'-1)(g"-1)
g2l (@-D(q@-1

Calculemos ahora la funcién zeta para n =2y 3. Si n =2, tenemos

(3) (@®-D(@-D -1

: =q*+q+1=#P*(Fy).

2), @-D@-1  q-
Entonces, en este caso la funcién zeta corresponde a la funcién zeta de P? y es igual a m. Eslo
que uno espera, dado que hay una biyeccion entre los puntos y rectas en el plano proyectivo.
Si n =3, entonces la funcién zeta es
D@ -1 M Y27 +q+1 1
x Z(qg )(q )—)=exp(zq q 9 +4q | = ; - s ]
m= (qc—1(g-1) m ma1 m A-g*(1-g°)1—-qg<)-Q1—-qt)(1—1)

Dejo al lector escribir la expresion general para la funcién zeta de Gr(2, n) y analizar el caso de Gr(m, n).
A

9.14. Ejercicio. Calcule la funcién zeta de las siguientes variedades proyectivas sobre F, (donde g también
puede ser par).

a) mej(yzz—x“?’)c[FD%q,
b) Vproj(yzz—xg—xzz)cﬂméq,
) mej(xy—zw)chq.

A continuacion me gustaria explicar las consideraciones que llevaron a Weil a formular sus célebres
conjeturas. La referencia original es [Wei1949], y una buena exposicion de este material se encuentra en
[IR1990, Chapter 8,10,11]. La idea es obtener algunos calculos de la funcién zeta de Hasse—Weil, y las sumas
de Gauss y Jacobi nos dan una técnica para hacerlo.

10 Caracteres de [F;

10.1. Definicién. Para un campo finito F,, un caracter (multiplicativo) es un homomorfismo de grupos
x:Fg—C*.

El caracter trivial 1: F, — C* viene dado por a — 1 para todo a € F. A partir de ahora sera conveniente
extender los caracteres a todo F, poniendo

0, siy#1,
10 :={ A
1, siy=1.

He aqui algunas propiedades basicas de los caracteres de F:
a) los caracteres forman un grupo respecto al producto punto por punto
M (@) = x(a) - AMa);
b) para todo caracter y: F; — C* y a€F; los numeros y(a) € C* son (g — 1)-ésimas raices de la unidad:

pg-1(€):={zeC|lz7 =1}
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) en particular, se tiene y(a™!) = y(@)~! = y(a);
d) el grupo de caracteres es ciclico de orden g —1:

Hom(F,,C*) =Hom(Fy, ig-1(C)) =Hom(Cy-1,Cy-1) = Cy_1.

10.2. Ejemplo. Si g es impar, entonces existe un solo cardcter no trivial y: F; — C* que cumple x?=1.Para
q = p primo este caracter se conoce como el simbolo de Legendre.

+1, sia#0yaesuncuadradoenF,,
a .
)c(a)=(—)= -1, sia#0yanoesuncuadradoenF,
1 0, sia=0entF,.

Por ejemplo, -1 es un cuadrado en F, si'y solamente si en el grupo Fj hay un elemento de orden 4, lo
que sucede precisamente siy solo si g =1 (méd 4). Entonces,

a-1
x(=D=(-1)"z. A
10.3. Proposicion. Se tiene
a)

0, siy#1,
) =
;x() {q, Syt

donde y es un cardcter fijo y la suma es sobre t € F;

b)

0, sia#l,
a) =
;‘X( ) {q—l, sia=1,

donde la suma es sobre todos los caracteres de F-

Demostracion. Si y # 1, entonces existe a € [F; tal que y(a) # 1, y la identidad
x@ ) x(=> xan=) x
t t t

implica que Y, y(1) = 0. De manera similar en b), si a # 1, entonces existe un cardcter A tal que A(a) #1,y
luego

AMa)d) x@=) Ax(a) =) x(a),
X X X
de donde ¥ y(a) = 0. [ |

10.4. Comentario. A partir de ahora todas las sumas de la forma “Y,(---)” se entenderan como sumas sobre
tel,.
q

10.5. Proposicion. Para a €[4 el niimero de soluciones de la ecuacion x" = aenFq esigualay.,a_q x(a), donde
d =mcd(n,q—1) y la suma es sobre todos los caracteres que satisfacen y% =1.

Demostracién. Notamos que en total hay d caracteres y que satisfacen y? = 1. Estos vienen dados por
Xi: c»—»(fi, i=0,...,d-1,

donde c es un generador de F. En particular, yo = 1.
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Si a =0, entonces la ecuacion x" = a tiene una solucién tnica x = 0. Por otra parte,

X00) +x1(0) +---+xg-1(0) =1

(gracias a nuestra convencion de que 1(0) =1).
Ahora si a # 0, podemos escribir a = ¢ para algin m =0,...,q - 2. La ecuacién x" = ¢™ tiene soluciones
x = c¥, donde nk = m (méd g -1). Si d | m, entonces hay precisamente d soluciones; si d { m, entonces no
hay soluciones. Calculamos _
Y oxn@= Y @M.

0<i<d-1 O<i<d-1

. . . myd_1
Si d | m, la suma nos da d; si d { m, entonces la suma es igual a ((451,,3—_1 =0. |
d

11 Sumas de Gauss

11.1. Definicion. Para a€F, y un caracter y, la expresion

Trgirp (@)
p :

o
galy) = Z)((t)w(at), donde y(a):=¢( =exp (% T[Fq/mp(a))
7

se llama una suma de Gauss. En particular, para a =1 se escribe
g =g =Y xOw.
t

. TrgFp (@ ., . .
Note que el nimero { p'F"/F” “ est4 bien definido, dado que Tf /f,(a) € Fp.

Apuntemos algunas propiedades basicas de la aplicacién v de arriba.

Fq/Fp (@

11.2. Lema. La aplicacion y: F, — C definida por y(a) :={ ,T, ) satisface las siguientes propiedades.
a) y(a+b)=y(a)yb);

b) w(a) #1 para algin acF,;

0 Xav(a)=0;

q, Six=y,

d) Zau/(a(x—y)))=6(x,y)q={ ]
0, Stix#y.

Demostracion. a) se sigue de la aditividad de Ty, : F4 — Fp, mientras que b) se sigue de la sobreyectividad.
En c), podemos escoger b e F, tal que w(b) # 1, y luego

w(b) Y w@=)Y wba) =) yla),
a a a

asi que Y, vw(a) = 0. La férmula d) se sigue de c). [ ]
11.3. Proposicion. Si a # 0, entonces
x@ g, six#1,
8a(X) = .
0, siy=1.

Si a =0, entonces
0, siy#1,
8o = { -
q, Sty=1.
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Demostracion. Primero calculamos que para a #0
x(@) ga(x) =x(@ Y x(Dw(at) =) x(an) y(at)=g(y).
t t

Si y =1, entonces
ga(M) =) w(at)=) w(b)=0.

t b

En fin, en el caso de a = 0 nos queda
o) =) x(). ]
t

11.4. Proposicion. Siy # 1, entonces

lgl=vq.
Demostracion. Primero, calculamos que para todo a # 0 se tiene

g g =x@hHgxiaHgw =g gl =g

Por otra parte, go(x) = 0. Entonces, tomando la suma sobre a € F,, se obtiene

Y ga0) 8a(¥) = (g -1 Ig)I>.
a

También podemos calcular directamente

Z&wmmm=2@hummmMZﬂwwmﬂ=Zﬂmﬂﬁ2wmu—m=Zﬂmﬂ%meqﬂ¢4m.
a a \ x y X,y a Xy

Nos queda comparar las dos expresiones para Y, g4(x) g22(x). [ |

11.5. Corolario. Si y # 1, entonces
g g =x-Naq.

Demostracion. Primero se tiene
g H=xD*gxr H=xD X xO w(=n=x-Dg.
t
Luego, L
g g =x-Dg g =x-1g. m

11.6. Ejemplo. Consideremos el campo Fg = F3[a]/(a? + 1). El grupo F; es ciclico, generado, por ejemplo,
por a+1. Sea y: F5 — {+1} el cardcter cuadrético (definido por y(a+1) = -1).

a: 0 1 2 a a+l a+2 2a 2a+1 2a+2

Try/ps(@): 0 2 1 0 2 1 0 2 1
x(a): 0 +1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1
Ahora
8N =G+ +1-03-{3+1-05-13=3. A

11.7. Ejemplo. En general, para q impar, sea y el caracter cuadratico de Fj. Usando 11.5, se obtiene
2 a-1
g =x-g=(-D2 q.
Esto determina a g(y) salvo el signo. Un resultado cldsico del mismo Gauss dice que para g = p primo se

tiene
t , Sip=1 (mdd 4),
g= > (—)(;= ‘_/_ o .
0st=p-1\P ivp, sip=3 (mod4)

—véase [IR1990, §6.4]. A
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12 Sumas de Jacobi

12.1. Definicion. Para caracteres y,..., y, la suma de Jacobi correspondiente viene dada por

Jn-ox) = Y x)-xr().

f o+t tp=1

Aqui la suma es sobre #4,...,t, € F; que cumplen #; +---+ £, = 1.
De modo similar, pongamos

Jo(xi,.- o xr) = Z x1(t) - xr(2).

f+o+1,=0

12.2. Comentario. Las sumas de Gauss g(y) yde Jacobi J(y1,...,xr) son ciertas sumas de raices de la unidad,
asi que son nimeros algebraicos.

Primero hagamos un pequefio calculo con la suma de Jacobi de dos caracteres.

12.3. Lema. Para y # 1 se tiene

Joux ™ =—x(=D.
Demostracion. a
Jerh= Y @b H=Y y(——)= ¥ xe=-yc-0. m
a+b=1 azl l—al g

12.4. Ejemplo. Asumamos que g es impar. Sea y el cardcter cuadrético de Fj. Luego, el numero de solu-
ciones de la ecuacién x? = a es igual a 1 + y(a). Entonces, para el nimero de soluciones de x? + y*> = 1 se
tiene

NG*+y*=1)= Y N@E*=aN&*=b= Y (+x@)d+xD)

a+b=1 a+b=1

=qg+y x@+Y xb)+ Y. x@xb)=q+J(x,x) =q-x-1 —q-(-)'T.
a b

a+b=1
Podemos concluir que
g-1, g=1 (mébd 4),

N>+ =1)=
ey =D {q+1, g=3 (méd 4).

El resultado, por supuesto, coincide con lo que vimos en 9.12. A

Vamos a generalizar el Gltimo calculo al caso de sumas de r cuadrados, pero primero necesitamos ana-
lizar algunas propiedades de las sumas de Jacobi.

12.5. Proposicion.
a) Para los caracteres triviales se tiene
JA,..., 1) =Jo(,..., 1) =q¢" .
b) Si algunos, pero no todos los y; son triviales, entonces
T x) =Jo(x,-., xr) =0.
¢) Siyr#1, entonces

O) 51X1Xr¢]l,

JoXnseeerXr) = .
Oy {xr(—l)(q—1)J(x1,...,xr_1), sipi-xr =1
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Demostracién. La parte a) es evidente: note que el hiperplano #, +---+ ¢ = c en A" (F,;) contiene ¢"~! puntos.
En la parte b), asumamos que y;,..., xs # 1, mientras que ys+; =--- = xr = 1. Entonces,

Jueenx) = Y, xi@)-xr)= ), Xl(tl)"')(s(ts):qr_s_l(ZXl(tl))“'(Z)(s(ts))ZO,
f+e+ =1 e =1 gl s

usando que Y ; () = 0. El célculo para Jo(x1,...,x,) €s similar.
En la parte c), primero escribamos

]o(Xl,---er)=Z( Z Xl(h)"'?(r—l(tr—l)) xr).
u \n+-+tr-1=—u

Dado que y,(0) = 0, podemos asumir que u # 0 en la suma. Hagamos la sustitucion ¢; = —ut;:

JoQXt,eexr) =Y X1 xr—1(-w) ( > xl(t{)---xr-l(t}_l)) xr(w)

u#0 f+ett =1

=T Xr=1) X1 X1 (1) ) xne xr (W),
u#0
Basta recordar que la Gltima suma es nula si y1---y, #1,yesiguala g—1si y1---x, = 1. [ |
Las sumas de Gauss y Jacobi estan relacionadas de la siguiente manera.
12.6. Proposicion. Siyi,...,xr # 1, entonces

T ox) 81 xr),  Siyi-—xr#1,

(xp)---gxr) = .
s g {Xr(—l)'q']()(b---r)(rl); 51%1"‘Xr=]l-

Demostracion. Escribamos

g(xl)---g(xr)=(letmwm))---(Zxr(rr)w(rr))=Z( Y )y 0| ww.
151 tr

u \f+-+tr=u
Primero asumamos que y; -y # 1. En este caso podemos asumir que u # 0 en la suma, dado que

Yo n@) - xr @) =Jo(xne.., xr) =0.

f+tt=u

La sustitucion #; = ut; nos da

gy g(xr) = Z(xlmxr(u) > xl(r{).--xr(t;)) W) =J (X1, Xr) 2 X1 xr (W y(w)
u u

f+tt=1
=J (X Xr) 8- xr)-
Ahora asumamos que y;---x, = 1. En este caso y;---yr-1 # 1, y el calculo de arriba nos da
gx) - 8xr-)=J(X1- - Xr-) 81 Xr-1)-

Luego,
g 8N =T, Xr-1) 81 Xr—D ) =T (X1, Xr-1) X7 D) 8 (X r)-
Para terminar la prueba, recordemos de 11.5 que

gyhe) =x- (-1 gq. ]
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12.7. Proposicion. Si y1,...,x, Z1Y x1---xr = 1, entonces
](Xl;--w)(r)Z_Xr(_l)](XIy---;Xr—l);
donde para r =2 por la definicion J(x1) = 1.

Demostracion. Para r = 2 este el el contenido de 12.3. Para r > 2, podemos volver a la prueba de 12.6. Alli en
el caso de y;---x, =1 se obtiene la expresion

g8 =Jo s Xr) T (X1 X)) 2 W) = Jo(Xn, - Xr) =T (X1 X)-
u#0

Nos queda sustituir

g g8 =xr D gJ(x1,-- 5 Xr-1),
Joxt, o x) =x- D@ -DJx1,-- 0 Xr-1)- n

12.8. Ejemplo. Para g impar sea y el caracter cuadratico de . Calculemos la suma de Jacobi

T, 0).
——
r
Si r es impar, entonces y" = y, Y tenemos
g’ -1 2. =1 r-14-1 -1
I, x) = =gy =gV 2z =(-D2 2 g2,
Xoeer X %) 8x 8 q

r

usando el calculo de 11.7. Si r es par, entonces y" =1, y podemos escribir usando 12.7

q-1
2

T 1) ==X DI p) = —(=1)2 7 27, A
S—— S——

r r—1
13 Ecuaciones a;x' +---+a,x" = b
El siguiente resultado fue establecido de manera independiente en [Weil1949]y [HV1949].
13.1. Teorema. Consideremos la ecuacion
alel +otaxt=b,

donde a; € Fy ¥y beF,. Pongamos d; := med(¢;, g —1). Denotemos por N el niimero de soluciones de la ecuacion
de arriba en A’ (F).

m Si b=0, entonces
N=q¢"'+ Y xi@a"x@Hh(,....xr),
xr

donde la suma es sobre las r-tuplas (x,..., xr) de caracteres de F; que cumplen X?i =1, i #Lyx1xr=
1.

= Si b#0, entonces

,,,,,

donde la suma es sobre las r-tuplas (x1,..., x,) de caracteres de Fj que cumplen x?i =1, y; #1.
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Demostraciéon. Tenemos
N= Y NG =w)-Nar =),
Y ajui=b

Recordemos que
Nl zup= Y yitup.
d;
)Cil:]l

Entonces, podemos escribir

N= Z Z x1(u) - xr(uy),
XLeoXr Y aju;=b

donde la primera suma es sobre los caracteres que satisfacen xf" =1.
Ahora si b =0, el cambio de variables t; = a;u; nos permite escribir la segunda suma como

i@ xr@h Y v @) =@ xe @) Joxa e )
> ti=0

Si b #0, el cambio de variables t; = b~! a;u; nos da
xixr ) xalar -y @Y I xn)-
Recordemos de 12.5 que en ambos casos, el término que corresponde a y; =--- =y, = 1 contribuye

]0(1,...,]1) :](1)---y]l) :qr_l'
~—— —

r r

Si algunos, pero no todos los y; son triviales, el término correspondiente serd nulo. Ademads, se tiene
]O(Xlr---;)(r)ZOSiXI"'Xr?f]l- ]

13.2. Corolario. Consideremos una hipersuperficie proyectiva X c P['F’q definida por la ecuacion

aoxg+a1xf+-~-+anxﬁ =0,

donde a; € F,. Luego,

1
#XEFN=q""+q" %+ +q+1+ pae) Y xolagh - xnla@) Joos- - Xn),
1 XoreoXn

donde la suma es sobre x? =1,d:=mcd(¢,q-1), x; Z1 Y yox1---xn=1.

Ademds, se tiene
1

q-1

1
]O(XO»---;Xn) = Eg(x(])g(Xn)

Demostracion. Segun el teorema de arriba, el nimero de puntos de la hipersuperficie correspondiente en
A"L(F ) es

N=g"+ Y xolagh - xn(@") Jo(o,---» xn),

N-1

y el nimero de los puntos proyectivos viene dado por -1

Ahora 12.5 c y 12.6 nos permite escribir

lo que nos da la ecuacion deseada.

1 gx1)---g(xn)
s X1seees = -1 ey = -1) =
q_lfo()(o X1 xn) =xo(=1)J(x1 Xn) = Xo(=1) 2 1)

Falta notar que, puesto que y1--- ¥, = x;' V o # L, se tiene

8(x0) 8(x1---xn) =xo(=1q
(véase 11.5). [ ]
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Por supuesto, las formulas del teorema no son muy tutiles si uno no sabe calcular las sumas de Jacobi
correspondientes. En ciertos casos particulares es posible obtener una sencilla respuesta. Empecemos por
un ejemplo particular con g fijo, solo para ver como funcionan las cosas.

13.3. Ejemplo. Consideremos la ecuaciéon
L+ =1

sobre F4. El grupo F} = {1,a, %} consiste en 3 elementos, asi que la condicién y? = 1 siempre se cumple. Hay
dos caracteres no triviales definidos por

xi:a—{s x2:a—_{.
La féormula nos da
4+2T(x1,x2) + T, x) + T (x2, x2)-
Aqui
Jux2) = Y. x1wx2(v) = x1(a) x2(a®) + x1(@®) x2(a@) = {5+ {3 =—1.

u+v=1

De la misma manera, calculamos que

T, x1) = x1(a@) y1(a®) + y1(@® y1(a) = 2,
T2, x2) = x2(a@) x2(a®) + x2(a®) y2(a) = 2.

Entonces,
Nx*+y*=1)=6.

Y de hecho, en este caso esta claro que las soluciones son
(1,0), (a,0), (a*,0), (0,1), (0,a@), (0,a%. A
13.4. Ejemplo. Supongamos que a; =---=a, =1y ¢; =---=¢, = 2. Consideremos primero la ecuaciéon
xf+---+x2 =1.
Hay un solo carécter y # 1 que satisface y? = 1; este es el cardcter cuadratico. De la férmula del teorema nos

queda simplemente

N(x%+...+x§:1):qr71+](x,...,x).
—

r

La suma de Jacobi de arriba fue calculada en 12.8. Se tiene entonces

r—1 rq-1 rLa .
—(-1)277 gz', sirespar,
N(xf+~--+x§=1): I ( ),_qu? r-1 . p
g '+(-1)2 7 gz, siresimpar.
Notamos que para r = 2 se recupera la férmula de 12.4.
Ahora consideremos la ecuacién afin
xf+~--+xf =0.
Si r es impar, entonces y” = y # 1, y la formula nos da simplemente
NG +-+x2=0=q""".
Por otra parte, si r es par, entonces la férmula nos da
2 2 _ oy -1 _ -1 _ -1 ral o1
Nxi+-+x;=0=q""+Jo(x,....x)=q  +xD(@-DJ,...x)=q +(@-D(-1)2"2 g2~
N—— N——
r r—1
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g '+(@-1)(-D% 7 g27!, sirespar,

qt, si r es impar

q-1
2

N(xf+~--+x$=0)={

En particular, si r = 2, se obtiene

2qg-1, sig=1 (mbd 4),

N(&x*+y*=0) =
( Y ) {1, sig=3 (mdd 4).

2
Es facil verlo directamente. Si existe una solucién no trivial (x,y) # (0,0), entonces (f) = -1, asi que -1

es un cuadrado en F,. Esto sucede siy solo si ¢ =1 (méd 4), y en este caso la ecuacion se factoriza como
(x—1iy) (x+iy) =0y se ve facilmente que hay 2g — 1 soluciones. A

14 Relacion de Hasse-Davenport y la funcion zeta de aox + -+ a,x’ =0
En 13.2 hemos obtenido la férmula para el nimero de puntos en la hipersuperficie proyectiva
aoxg + ale +eoe 4 anxfl =0.
A saber,
1
#XF)=q" " +q" 2+ +q+1+ 7 Y xolagh-xnay) glxo) -+ gxn), (14.1)
donde la suma es sobre X? =1,d:=mcd(4,q—1), i Z1 Y yox1- - xn=1.

Para calcular la funcién zeta, necesitamos saber cdmo este nimero cambia al pasar de [, a una extension
F4m/F4. Notamos que todo cardcter y: F; — C* da lugar a un cardcter de Fm:

N miFq

X
[F;m \W/) CX
Y

De las propiedades de la norma se deduce que

a) si yi # x2, entonces y} # x, (por la sobreyectividad de la norma);
b) si y? =1, entonces y'¢ =1;
¢) x'(a)=x(a)" paratodo acF,.

Ahora para asegurarnos que
d=mcd(?,q—-1) =mcd(¢,g™ - 1),

vamos a asumir que ¢ | (g —1); es decir, que d = ¢. Hay d caracteres de F, que cumplen %=1y d caracteres
de F,» con la misma propiedad. Tenemos una biyeccién
WFy = C =L =y Fpm —C* 1y =1,
dada por y — y':= y o N. Gracias a todo esto, la féormula (14.1) nos da
1
#X(I]:qm):qm(n—l)+qm(7’l—2)+“‘+qm+1+q_m Z Xo(aal)mxn(alzl)mg(x’o)g(x%)’
X050 Xn

donde la suma es todavia sobre los caracteres de F,. Falta solo entender la relacién entre las sumas de Gauss

Ti

, p Fym Fp (1)
g =Y YW, y 8= x(®¢

l‘E[qu tefq

Tr 4 1p ()
p .

La respuesta esta en el siguiente resultado.

31



14.1. Proposicion (Relacion de Hasse-Davenport [DH1935]). Para un cardcter y: Fy — C* y el cardcter
correspondiente y': Fom — C* se tiene

-8 =(=gu™.
Demostracion. La prueba no es dificil, pero algo trabajosa; véase [IR1990, §11.4] o [Weil949]. [ |

Usando la relacién de Hasse—Davenport, podemos escribir

m

((_1)n+1

#XEgm)=qm " D 4gm D 4 g™ 1 (DM Y xolagh) - xnlay, ) gro) -+~ glxn)

Calculamos la serie

(_1)n+1 mtm
exp( > ( Xo(ﬂal)"‘Xn(aﬁl)g(Xo)"'g(Xn)) —)
Xo q m

-1

(_1 n+1
Xo(agh) - xn(ay") g(xo) - g(xn) t

- -

Todos estos calculos nos llevan al siguiente resultado.

14.2. Teorema. Consideremos una hipersuperficie proyectiva X < IP[?q definida por la ecuacion

aoxg +a1xf +-~-+anx£ =0,
donde a;eFy,y ¢ |(q—1). Luego,

pp-n”

Z(X,0) = — :
(1—g"D---0-gn1-01

donde

(_1 n+1

xolagh) - yulaz) gxo)---gxn) t|,

y el producto es sobre x‘f =L xiZL Y xox1 - xn=1

14.3. Comentario. Escribamos P(#) = [;(1 — a;t). Los nimeros a; tienen forma
1
a; = *(; Eg(lo)"‘g()(n),

donde {; es una raiz (g — 1)-ésima de la unidad. Puesto que Ig(y;)| = /4, se sigue que
|0~’i| — q(nfl)/Z'

Ademas, gracias a 12.6 se puede escribir
1
Eg(XO)"'g(Xn) =xn(=1D-J(X0,--» Xn-1)»

donde J(yo,..., xn-1) €S Un entero algebraico. Entonces, los a; son enteros algebraicos.

14.4. Ejemplo. Para g impar consideremos la hipersuperficie proyectiva sobre F, definida por la ecuacion

. 2 2 _
X:apxy+--+apx,=0.
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Sea y el caracter cuadratico de Fj. Si n es par, entonces ¥ =y #1,y se tiene P(¢) = 1, asi que

_ 1 _ n-1
R Ty agna—p T A0

Por otra parte, si n es impar, las cosas se vuelven mds interesantes: se tiene
1 n+1
P(t)=1—5x(ao-~an)g(x) L.

En este caso

n+ -1 n+ n+
g™ = (gH T = (DT T g
(véase 11.5), y entonces la funcion zeta tiene forma
1
Z(X, t) = q-1 n-1 n-1 :
=g A-g01-0(1+ DT 2 ylao--an "% 1

Aqui la expresién (—l)qT_1 E x(ag---ay,) es un signo que depende del resto de g y n mddulo 4 y también de

cudntos nimeros entre ay,..., a, son cuadrados en F,.
Por ejemplo, si n=3y g =3, yla ecuacién es

2 2 2 2 _
Xy + X7+ x5 +2x3 =0,
entonces la funcién zeta sera (note que 2 no es un cuadrado médulo 3)

1
1-9n1-3010-1(1+30°

?2Z =17/ ((1-9%)*(1-3*t)*(1-t)*(1+3*t));
? vector (10, m, polcoeff(m*log (Z),m))
% = [10, 100, 730, 6724, 59050, 532900, 4782970, 43059844, 387420490, 3486902500

14.5. Ejemplo. Consideremos la hipersuperficie proyectiva sobre F, definida por la ecuacién
X: xg’+xf+x§=0.
Segun el resultado general, se tiene
P
Z(X, 1) = $
1-0nQ0-41

donde

1
Pity= ] (1+Zg(xo)g()(1)g()cz)t),
X0, X1,X2

y el producto es sobre (xo, x1, x2) que cumplen x? =1, y; # 1, xox1x2 = 1. Hay dos caracteres no triviales de
Fy:

xi:a—{s x2:a—~{.
Entonces,

1 3 1 3
P(t):(1+zg()(1) t) 1+Zg()(2) t).

Falta calcular las sumas de Gauss.
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1 a a

x: 1 {3 (5
x2: 1 (3
T[F4/[F2: 0 1 1

Se tiene
g =1-{3-05=2, glx=1-03-(3=2

y
1 2
P(t)=[1+ 7123 r) =(1+20%
La funcién zeta es entonces
(1+21)2
Z(X, )= ————.
1-00-40

A posteriori, uno puede notar que el nimero de puntos viene dado por una férmula bastante sencilla:

#X(F) =9=2+1)%
#X(Fp2) =9 =(22-1)?
#X(Fu) =81=(2%+1)%
#X(Fya) = 225 = (2* - 1)?,
#X(Fy5) = 1089 = (2° + 1),
#X (Fy5) = 3969 = (2° —1)2,

? Z = (142%t)72 / ((1-t)*(1-4%t));

? vector (10, m, polcoeff(m*Log(Z),m))

% = [9, 9, 81, 225, 1089, 3969, 16641, 65025, 263169, 10465297
? vector (10, m, if (m%2 == 1, (2"m+1)"2, (2"m-1)72))

% = [9, 9, 81, 225, 1089, 3969, 16641, 65025, 263169, 1046529]

Sin embargo, no es tan facil llegar a este resultado sin usar las sumas de Gauss o Jacobi. A
14.6. Comentario. La funcion zeta de una curva puede ser calculada en el programa Magma”.

> P<x,y,z> := ProjectiveSpace(GF(4),2);
> ZetaFunction(Curve(P,xN3+yr3+2z173))
(4%tA2 + 4%t + 1)/(4%t"r2 - 5%t + 1)

14.7. Comentario. Hemos calculado la funcién zeta de x* + y® + z3 = 0 sobre F, y no sobre F, porque el
argumento con levantamiento de caracteres de F, a F,» es valido solo cuando ¢ | (g - 1). Sin embargo, este
es precisamente el caso mds interesante: si £ (g —1), entonces la aplicacion

[FZ—»[F;, x— x!

es un automorfismo, y todo elemento de F;; es una /-ésima potencia, asi que el nimero de puntos sobre la
hipersuperficie }; aixf =0 es el mismo que sobre el hiperplano ¥ ; a;x; = 0.
Por ejemplo, si n es impar, entonces 2" —1=1 (mdd 3), asi que todo elemento en F,» es un cubo. Por esto

# F n)= = + 1.

*http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/
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La funcién generatriz para 2" con n par ya fue calculada:

L4272 #X(F #X(F #X(F
+2t ( (22)t2+ (24)t4+ (26) t6+"'

Z(XIFy, 192 = =
XIEa B = e — a2 2 4 6

La parte impar corresponde a la funcién generatriz

22m+1 1
exp| Y. T tzm“) :exp( >

m=o 2m+1 m=o 2m+1

(2t)2m+1) ( t2m+l )_ (].+2t)1/2 1+ t)l/z

€X] = .
P ,,éozmﬂ (1-2p12 1-nt/2

Entonces,
1+2¢ a+202 a+n'?  1+2¢

1-A)V2Q-4)12 1-2p12 1-p12  Q1-nH(1-20)
La relacién de 9.7 nos da en este caso

Z(X/Fp, 1) =

Z(XIFy, t?) = Z(XIFa, 1) Z(X/Fy,—1).

15 Curvas elipticas y’z = x*+ Dz°

. e . ., 22/10/19
Consideremos la curva eliptica definida por la ecuacion

E: yzz=x3+Dzs,

El discriminante en este caso es A =-2%-3%. D?, y la curva es lisa para charF, # 2,3 y charF, { D.
Asumamos que D e F, que g esimpary g = 1 (méd 3). Para contar el nimero de puntos, basta considerar
la ecuacion afin correspondiente
Y-3=D

y anadir el punto al infinito. La férmula de 13.1 nos da

#EF) =q+1+ Y, xix2(D) x2(-1J(x1,x2),
X1X2

donde la suma es sobre los caracteres no triviales que cumplen y? =1y 3 = 1. Tenemos

_ gx1) g(x2)

J(x1,
(X1, x2) 20 12)

y la relacion de Hasse-Davenport nos da para una extension F m /F,

8UV8W) _ 1y 8D 812"

- =(-1 m+1 , m.
g((x1x2)") g™ =D (1, x2)

T, x5) =

Sea y el cardcter cuadratico de F, y p un cardcter ctbico. Notamos que p(-1)? = p(1) = 1, asi que p(-1) = 1.
Se obtiene la férmula

HEFgn) =" +1+ (0" (o) 10 0)) " + D™ (12 D) T 01,02
Notamos que y =y y p? = p, asi que
xp*(D) J(x,p*) = xp(D) T (x, p).

De aqui se sigue que

(1+an)(1+ar)

Z(ElFgt) = —",
1-H1-qg0n
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donde

a:=xp(D)J(x,p)-
fenemos lg(x)!-1g(p)l
gxi-18(p -3,

= D . , = —-—=
lal=1xp(D)|-1](x, o)l 20|

y entonces
aa=q.

Ademas, notamos que
a+a=#E[F,) -g-1€Z.

También es evidente que a € Z[{3] = Z[%‘?] ,yluego a+a@=2Rea €.
Todos estos calculos nos llevan al siguiente resultado.

15.1. Teorema. Para q impar, g =1 (maod 3) consideremos la curva eliptica
ElFg: y*z=x3+D2z°,
donde D €. Luego, la funcion zeta viene dada por

A+and+an  1+at+qt
1-n1-qn (QA-D1-q0’

Z(ElFg 1) =

donde
a:=yxpD)J(x, p)-

Ademads,
a=a+a=#EFy)-q-1 y lal<2/q.

15.2. Ejemplo. Para g =7 consideremos la curva
E: yzz =x3+22%

El caracter cuadratico y ctibico vienen dados por

1 2 3 4 5 6
+1 +1 -1 +1 -1 -1
p: 1 G {3 {3 &1

=

Calculamos la suma de Jacobi
T, p) = x(2) p(6) + x(3) p(5) + ¥ (4) p(4) + x(5) p(3) + ¥ (6) p2) = 1= {5+ {3~ {3~ (5 =1-2(3.
Luego,
a=xpD)J(x,p)={5-2(5,

de donde
a=a+a=(5-20)+(3-205)=-3-=1

La funcion zeta es entonces
1+t+7£2
Z(EIF7 )= —————
A-nD1-71
La curva tiene 9 puntos sobre F;:
E([F7)=1{0:3:1),(0:4:1),(3:1:1),(3:6:1),(56:1:1),(5:6:1),(6:1:1),(6:6:1),(0:1:0)},

lo que coincide con nuestro cdlculode a=9-7-1=1.
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15.3. Comentario. Para una interpretacién de yp(D) J(y, p), véase [IR1990, §18.3].
15.4. Comentario. En general, la funcién zeta de cualquier curva eliptica tiene forma

1+at+qt?

Z(EIF )= ——
(E/Eq, D) 1-H1-qt)

donde
a=#EF,) ~1-q.

La cota de Hasse-Weil afirma que”
lal <24/q.

Hemos probado estas propiedades para una familia muy particular de curvas elipticas. Para mas detalles
sobre las curvas elipticas sobre campos finitos, véase [Sil2009, Chapter V].

16 Curvas elipticas y’z = x* — Dxz?
Ahora consideremos la curva eliptica definida por la ecuacion
E: yzz = x> - Dxz°.

El discriminante en este caso es A =25 D3, y la curva es lisa para charF, # 2 y charF, { D. Vamos a asumir
que g es impar y D € F;. Olvidando por el momento del punto al infinito (0:1:0), podemos pasar a la curva
afin correspondiente

C: y2 =x>-Dx.

Estano tiene la forma Y ; aixf" = b, asi que nuestra técnica no funciona. Lo que podemos hacer es considerar
la curva
C': u?=v*+4D.

Se puede verificar que estd bien definido el morfismo de curvas
1 1
N = 2y = 2
¢:C—C, (uv) (2 (u+v°), 5 viu+v )).
Notamos que el punto (0,0) estd en la curva C, pero no esta en la imagen de ¢: puesto que
4D = (u—v?) (u+v%),

se tiene necesariamente u + v2 # 0. Podemos definir el morfismo

2

. ' XYy

v CMO.0 = C, @y (26-35, 7).

Se verifica que ¢ y v definen una biyeccién entre C’' y C\{(0,0)}, asi que sera suficiente analizar el nimero
de puntos sobre C'.

Primero, si g =3 (mdd 4), entonces —1 no es un cuadrado en F,, todo elemento de Fj es de la forma +x2,

y todo cuadrado en [ es una cuarta potencia. Luego,

#C'(Fp) =N’ =v*+4D)=N@w? = v* +4D) =g - 1.

*En general, si C/ F4 es una curva proyectiva, lisa, geométricamente irreducible, de género g, entonces la cota de Hasse-Weil es

[#C[Fg)-1-ql<2gq.
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Esto significa que la curva C tiene g puntos sobre F,, y luego
#EFg) =qg+1, sig=3 (mad 4).

Asumamos ahora que g =1 (méd 4). Sea y un cardcter de orden 4 de Fj. El resultado general nos dice
que

#C'Fp) =g+ Y. x1x2(4D) x2(-1) J(x1, x2),
X1,X2

donde la suma es sobre los caracteres no triviales que cumplen y3 =1y y; = 1. Sea y un caracter de orden 4
de Fy. Luego,

#C'(Fg) = q+x*4D) x (=D J(, ¥ + ¥* D T xH) + x@D) > (=D T (% 1)

(esta férmula no depende de la eleccién de y).
Notamos que y(~1) = +1 = y3(~1). Bajo nuestra hipdtesis de que g =1 (méd 4), se tiene

YD =+1, JoAxH=-1
(véase 12.8). Ademads, notamos que
T2 =T 1.
Todo esto nos da la férmula

#C'(Fg) = g— 1+ x(=4D) J(x, x*) + x(—4D) J (x, 2.

16.1. Ejemplo. Sean g =5y D =1. En este caso tenemos

1 2 3 4
x: +1 +i —-i -1
20 41 -1 -1 +1

X
Calculamos
x(=4D)=xy(1) =1
y
T XD =x@ x> @ + x3) ¥ (3) + @ y2(2) = 1+ 24,
asi que

N@w?=vt+4)=5-1+1+2i)+(1-2i) =6.
Y en efecto, los puntos de la curva sobre F5 son
(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (2,0), (3,0).

Ahora pongamos D = 2. En este caso
x(=4D)=x(2) =1,

y luego
N@w?=v*+3)=5-1-i(1+2i)+i(1-2i) =8.

Los puntos correspondientes son

201, 22),23),2,4),631),3,2),3,3),3,4. A
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Ahora como en la seccién anterior, la relacion de Hasse—Davenport nos dice que
Jox® = 0" 0™,
lo que nos lleva a la formula
#C'Fgm)=q" -1+ (=)™ a™ + (- @™,

donde
a:=y(=4D) J(x, x)-
Volviendo a nuestra curva eliptica, tenemos

#EFqm)=q™ +1+ (D" o™+ ()™ @™,

Notamos que
lal =17 x)) = V4,

y luego
aa=q.

Ademads, puesto que a € Z[i], es evidente que @+ @ = 2Rea € Z, y también se ve que a +a =#E(F;) — g — 1.
16.2. Teorema. Para q impar, g =1 (mdd 4), consideremos la curva eliptica
Elfy: y?z=x%-Dxz%
donde D e Fj. Luego, la funcion zeta viene dada por

a 2
Z(E/[Fq,t):(1+06f)(1+at)= 1+at+qt |
A-n-qn (1-H1-q

donde
a:=y(=4D) J(x, x)-

Ademads,
a=a+a=#EFy)-q-1 y lal<2q.

16.3. Comentario. Para una interpretacion de y(-4D) J(x, x?), véase [IR1990, §18.4].

16.4. Comentario. Las curvas que hemos considerado en esta seccién y la anterior son bastante especiales:
son curvas elipticas con multiplicacion compleja.

17 Conjeturas de Weil

29/10/19
Alrededor de 1950 André Weil formul6 una lista de conjeturas sobre la funcién zeta Z(X, 1).

17.1. Conjetura (Racionalidad). Para cualquier variedad X/F, la funci6n zeta es racional:
Z(X, 1) €Q(p).

Esta conjetura es un analogo de la continuacién meromorfa. Notamos que en todos los ejemplos que
hemos visto, la funcién zeta era racional, lo que confirma la conjetura. La racionalidad fue probada por
Dwork en [Dwo1960], usando métodos del andlisis p-adico. Uno de nuestros objetivos serd entender esta
prueba. Por el momento notamos que la racionalidad tiene el siguiente significado.
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17.2. Proposicion. Z(X,t) es una funcion racional si'y solo si existen niimeros complejos a; y f; tales que

#XFqgm) =) B} =3 aj".
] 13
Demostracion. Sila propiedad de arriba se cumple, entonces la funcién zeta correspondiente es

l;[eXp(Z (ﬁ;i)m)/l:[exp(z (ait)m)_ (- a0

m=1 a1 omo ) I;a-0
Viceversa, si Z(X, 1) = % para algunos polinomios f, g € Q[t], entonces Z(X,0) = % =1, asi que podemos
normalizar fy g y asumir que f(0) = g(0) = 1. La funcién zeta se factoriza entonces como
(1—a;t
Z(X, 1) = LA -ain)
[1;1-6;0

para algunos «;, f; € C. Tomando los logaritmos formales, se obtiene

#X(F gm)

)

m=1

tm
=3 logl—a;t)—) logl-f;n =) (Zﬁy’—Zal’-") o [ |
7 7 7 i

m=1

Para el resto de las conjeturas, asumamos que X/F, una variedad geométricamente irreducible, proyec-
tiva, lisa.

17.3. Conjetura (Ecuacion funcional).
Z(X,q "t =+q" V2 X Z(X, ),
donde n=dim X y y = y(X) es la caracteristica de Euler de X.

17.4. Comentario. Poniendo
(x(9):=Z(X,q7%,

podemos reescribir la ecuacién funcional como
{x(n—s)=2q"2750.{x(s).
17.5. Comentario. La caracteristica de Euler puede ser definida como el nimero de autointerseccién
Y(X):=A-A,

donde A c X x X es la diagonal. (La misma férmula funciona si X es una variedad diferenciable compacta 'y
orientable.) La caracteristica de Euler también coincide con la suma alternante de los nimeros de Betti:

1(X) =Y (-1)ib;(X),
i
aqui _
b;(X) = dimg, H' (X,Q),

y H'(X,Q,) denota la cohomologia ¢-adica (para un primo ¢ # charF,). En particular, para una curva de
género g se tiene
x=2-2g.
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17.6. Conjetura (Hipdtesis de Riemann). Se tiene

P1(2) P3(1) -+ Pop—1(1)

Z(X, 1) = i
Po(1) Pa(1) -+ Poy (1)

donde P;(1) e Z[t] y
Pty =[] -a;n,
j
donde a;; son enteros algebraicos y |a;;| = g/%.

Ademas, se tiene
degP; (1) = b; (X).

En particular,
Po()=1-1t, Pou(t)=1-q"t.

La conjetura de arriba se llama la hip6tesis de Riemann, porque esta nos dice dénde estan los ceros y
polos de Z(X, 1) (resp. {x(s)).

17.7. Conjetura (Especializacion). Supongamos que existen una Z-subalgebra finitamente generada A< C,
un ideal primo p € Spec A tal que A/p =F, y un esquema proyectivo liso X sobre Spec A tal que

X=X Xspec A Spec(A/p).

Lugo, _
b;i(X) = b;(X(T)),

donde X (C) se considera con la topologia analitica, y el nimero de Betti a la derecha se define de la manera
habitual.

]

SpecF; — SpecA

La ecuacion funcional y especializacién fueron probadas por Grothendieck y sus colaboradores usando la
cohomologia ¢-adica, desarrollada en [SGA 4] con el propésito de atacar las conjeturas de Weil. La hip6tesis
de Riemann representa la parte mas dificil de las conjeturas, posiblemente porque su analogo clasico para la
funcién zeta de Riemann {(s) no ha sido probado. La prueba para Z (X, ) fue obtenida por Deligne [Del1974].

17.8. Ejemplo. Hemos visto que para el espacio proyectivo se cumple

1
1-DA-gn---A-g"1n(1-q"0)’

ZPg 0=

Cohomolégicamente, esto corresponde al hecho de que

1, si0<i<2nespar,

b;(P") = .
0, en el caso contrario.
Tenemos y(P") = n+1, y se verifica la ecuacion funcional:

1 _ q'qZ.”qn.trHl
(1_qfntfl)(1_qfn+1t71)...(1_ 1 (q”t—l)(q”fl t—1)---(t—-1)

ZP" g "t h = _ 1 g2 el n gy
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En este caso

Po()=1—1t,
Py(t)=1-qt,
Py(t) =1-q*t,

[N

P2n(t) =1- qnt’
asi que la hipétesis de Riemann si se cumple. A

17.9. Ejemplo. Para las curvas elipticas, hemos visto algunos ejemplos particulares y mencionamos que
en cualquier caso se tiene
1+at+qt?

Z(EF )= — 1
(E/Fq, 1) (1-HA-gqt)

donde a=#E(F,) —q-1.
Cohomolégicamente, esto se debe al hecho de que una curva eliptica compleja es un toro, asi que los
nimeros de Betti no nulos son
bo(E)=1, by(E)=2, by(E)=1.

Por esto en el numerador aparece un polinomio de grado 2. Se tiene y(E) = 0, y la ecuacién funcional es
simplemente
l+aq 't +q't?  qrf+at+1
2B,q" =" g1 _ 9traAT _ g,
I-g'rHa-hH (gr-D@E-1

La hipétesis de Riemann significa que si escribimos

l+at+qt?=(1-at)(1-ap),

entonces a @ = g, asi que |a| = g'/2. 4

18 El caso de curvas

Consideremos la férmula del producto de Euler

1

ZXIFg, )= [] a0 ©

11 (1 4 deg(n) | j2deg(x) | 3deg(x) +)
x| X|

xe|X|
Al multiplicar todos estos términos, nos sale la suma

Z(XIFg0) =Y 14e8@,
a

donde los a son sumas formales ¥ . x| i - X con ny € Ny ny =0, salvo un ntimero finito de x, y el grado esta
definido por
deg( > nx-x) = ) ny-deg(x).
xelX| xe|X|
En general, el grupo abeliano libre generado por los puntos cerrados de X se llama el grupo de los 0-ciclos
sobre X, y los 0-ciclos ¥ ¢ x| nx - x con ny = 0 se llaman efectivos. Entonces, la funcién zeta es la funcién
generatriz de los 0-ciclos efectivos sobre X.
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Divisores y el teorema de Riemann-Roch

Asumamos que X = C es una curva geométricamente irreducible, proyectiva, lisa sobre F,. En este caso
los 0-ciclos son los divisores sobre C, y resulta que la racionalidad de la funcién zeta y la ecuacion fun-
cional son consecuencias del teorema de Riemann-Roch”, y es lo que me gustaria revisar en esta seccion.
Las referencias son [Lor1996, Chapter VIII] o [Ros2002, Chapter 5]. Algunos detalles sobre el teorema de
Riemann-Roch también se encuentran en [Si12009, Chapter II].

Primero, revisemos todo lo que necesitamos de los divisores sobre curvas y teorema de Riemann—-Roch.
Para una curva proyectiva lisa C/k denotemos por Div(C) el grupo de divisores sobre C:

Div(C):= @ Z-x.
x€|C]

Si para un divisor D =}, n, - x se tiene n, =0 para todo x € |C|, se dice que D es efectivo y se escribe D = 0.
A cada funcién racional f € k(C)* se asocia un divisor

div(f):= ) v x,

xe|X|
donde v, (f) es el “orden de anulacién de f en x”. Esto nos da un homomorfismo de grupos
div: k(C)* — Div(C).

Por la definicion, el grupo de Picard de C es el cociente de Div(C) por la imagen de este homomorfismo.
Las tinicas funciones sin ceros o polos sobre C son constantes, asi que

—X
div(f)=0 < fek .

Tenemos entonces una sucesion exacta
« div D—[D]

1-% — k) 2% pivic) 222 pic(c) — 0

Para cualquier f € k(C)* se tiene deg(div(f)) = 0, lo que implica que si para dos divisores D;, D, € Div(C)
se cumple [D;] = [D;] en el grupo de Picard, entonces deg D, = deg D,. En otras palabras, el homomorfismo
del grado est4 bien definido sobre el grupo de Picard.

Div(C)

L3

Pic(C) —ae—g-> Z

Pongamos

Div’(C) := {D € Div(C) | deg D = 0},
Pic’(C) := {[D] € Pic(C) | deg D = 0}.

TenemOS entonces una SuceSién exacta
1-% = %k©C)* W pivdc) 222 picd () — 0

El siguiente resultado es un analogo del teorema de finitud del grupo de clases de un campo de nimeros
F/Q que fue mencionado en §3.

“Por otra parte, la hipétesis de Riemann es un asunto mds complicado y no la vamos a probar en estos apuntes.
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18.1. Teorema. Para una curva proyectiva lisa C/F el grupo Pic’(C) es finito.
Demostracion. Véase por ejemplo [Lor1996, Theorem 7.13]. [ |
El resultado de abajo es el teorema de Riemann—Roch para curvas y algunas de sus consecuencias.

18.2. Teorema. Sea C/F, una curva proyectiva lisa de género g. Para una clase £ € Pic(C) consideremos todos
los divisores efectivos que representan a < en el grupo de Picard:

={DeDiv(C) | D=0, [D] = &}.
a) Para todo elemento ¥ € Pic(C) existe un entero h°(%£) = 0 tal que

&) 4
#E o = q
qg-1

b) Sideg(¥)=2g—1, entonces h°(£) = deg(¥)+1—g.
¢) Existe un elemento # € Pic(C) (la clase candnica) tal que deg(#)=2g-2y
(%) =deg(L)+1-g+ 1 (& - 2).

Demostracion. Véase [Lor1996, Chapter IX]. [ |

Racionalidad de Z(C, 1)

Usando la notacion de 18.2, podemos escribir

Z(C, 1) = Z tdegD — Z Z tdegD — Z #E o deg:f
DeDiv(C) ZLePic(C) D=0 ZePic(C)
D=0 deg£=0 [DI=2 deg £=0

Primero, si g =0, entonces para cualquier £ con deg.# =0 se tiene

B qdeg($)+1 -1
#Ep =

’

qg-1

y la funcién zeta es

Z(C,0 = Z" oy Y 4=y Y qn't=o

a=0 4-1 d=00<i=d m=0i+j=m -n- qt)

1
Z@,, 0.

Podemos asumir que g > 1. Como mencionamos, el grupo

Pic®(C) := ker(Pic(C) & 2)
es finito. Luego, para todo d = 0 el conjunto
Pic?(C) := {£ € Pic(C) | deg £ = d}

es vacio, o tiene la misma cardinalidad h := Pic’(C). La imagen del homomorfismo deg: Pic(C) — Z es un
ideal generado por algiin nimero e = 0. (En realidad, se tiene e = 1 y el homomorfismo es sobreyectivo, pero
lo veremos mas adelante.)

Escribamos
de+l-g _ 1

ZC 0= Y #EgeZyp Y T T e
£ePic(C) dez2g-1 41
O<deg £L<2g-2



Aqui la primera suma es algin polinomio de grado < 2g — 2. Respecto al segundo término, si ponemos
dp:=min{d |de=2g -1},

entonces podemos escribir

doe doe [ doe+1-g 1
L Z (qde+1—g -1 tde — ht_ qdoe+1—g Z (qt)de _ Z tde — ht q _ ) (18.1)
q-1 de=2g-1 q-1 d=0 d=0 g-1\1-(gne 1-1t°

De una vez notamos que de la Gltima expresion se sigue que

lim(r—1) Z(C, 1) = LTk S | (18.2)
—1 qg-1lt=1t¢-1 (g-1e

En particular, Z(C, r) tiene un polo simple en ¢ = 1. También observamos que (18.1) nos da la expresion

gt 3 P(1%)
A-(gnA-19) (1-(gne)(1—-1r°)’

donde f,g,P € Z[x] y deg(f) <2g -2, deg(g) <2g, deg(P) <2g.
Ahora segtn 9.7, se cumple la relacién

Z(C, 0 = f(t) +h

Z(ClFge, 1) = [ Z(CIF4, (1) = B G N
T e T 1-(gne)1-t9))

Aqui la parte izquierda tiene un polo simple en r = 1, mientras que la parte derecha tiene un polo de orden
een t = 1. Entonces, e = 1. En particular, esto demuestra que el homomorfismo deg: Pic(C) — Z es sobreyec-
tivo. Todos los calculos de arriba nos llevan al siguiente resultado.

18.3. Teorema. Para una curva proyectiva lisa C/F, de género g se tiene

P(1)

Z(C )= ——o,
1-51-qg0

donde P(r) € Z[t] y deg(P) < 2g. La funcion zeta tiene un polo simple en t = 1, donde

. _h
lim(r-1) Z(C, 1) = Pt (18.3)
y h=P(1) = #Pic’(C).

Notamos que (18.3) es un analogo de la férmula de clases de Dirichlet mencionada en §7. En realidad, el
polinomio P(¢) tiene grado precisamente 2g, como predicen las conjeturas de Weil, pero lo vamos a deducir
de la ecuacién funcional.

18.4. Ejemplo. Para una curva eliptica E/F, se tiene

1+at+qt?
Z(E )= —————,
1-851-qp)
y luego
h 3 l+a+gq

—— =lim(t-1)Z(E, 1) = .

qg-1 1t-1 -
Esto nos dice que

h=#EF,),
y de hecho, hay isomorfismo de grupos
Pic’(E) = E(F ). A
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Ecuacion funcional para Z(C, 1)

Para una curva C de género g, sustituyendo y =2-2g en la conjetura 17.3, se obtiene el siguiente enun-
ciado.

18.5. Teorema. Se tiene
Z(C, (g™ =(qgthH'8 z(C, 1.

Demostracion. Usando 18.2, escribamos

£ePic(C) £ePic(C)
deg £=0 deg £=0
_ Z qho(z) (deg < | Z qdeg(i’)Jrlfg pdegZ _ Z (degZ
ZLePic(C) ZLePic(C) ZLePic(C)
O<deg £L<2g-2 deg £L=2g-1 deg £=0
=:a(t) =:p(1)

Para comprobar la ecuacién funcional, seria suficiente ver que
algn™ =@ Ean), plgn) =g "Epw.
Primero,
B qg t2g—1 1
py=h Y q*'Et-nY tI=h|—-—|,
d=2g-1 d=0 l-qt 1-1

y es facil verificar la relacién necesaria. Para el polinomio a(r), necesitamos todo el poder del Riemann-—
Roch. Consideremos el conjunto
{ZLePic(C)|0=deg ¥ <2g-2}.

Notamos que ¥ — % — %, donde % es la clase candnica, define una permutacién de sus elementos. En
efecto, si 0 < deg ¥ <2g -2, entonces

O<deg(# —¥)=2g-2-deg ¥ <2g-2.
Gracias a esto, podemos escribir
alt) = Z th(fo) 1deg(# -2£)
Z€Pic(C)
O<deg L<2g-2
Ahora la férmula de Riemann-Roch
(%) =deg(L)+1-g+h(H - 2L)

nos da en particular

WO — &) =deg(#) —deg(L)+1-g+h°(¥L) =g—1-deg(¥) + h°(¥),

asi que
_ _ _ 0 _ _ _ _ 0
a(t) = g8 12872 Y g~ AeBLITIL) ~deg(Z) _ -1 282 Y (g1~ 48D gh° D),
ZLePic(C) ZePic(C)
O<deg L<2g-2 O<deg L<2g-2
Por otra parte,
— _ 0
Z€Pic(C)

O<deg ¥<2g-2

Esto establece la relacién necesaria para a(). [ ]
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18.6. Corolario. Se tiene
P(1)

Z(C =",
1-11-gqgt)

donde P(t) € Z[t] y deg(P) = 2g.

Demostracion. Ya sabemos que degP < 2g, y tenemos la ecuacion funcional

-1
P((Zt) ) — (g8 P(1)
I-(@gn—Ha-t1) 1-00-q1)
que implica que
P((gt)™) = (qt*) 8 P(1).
Esto es posible solo si deg(P) =2g. [ |

Notamos que
PWO)=1, P()=h=#Pic’(C).

Escribamos
P()=1+ajt+-+apgt8.

La ecuacién funcional nos dice que
azg—i =q%" aj. (18.4)

Ademas,
#CFH)=g+1+a.

18.7. Corolario. Escribamos
Pity= [] Q-aip.

1<i<2g

Luego, los a; son enteros algebraicos y vienen en g parejas («;, q/a;).
Demostracion. Primero, los a; son raices del polinomio
PV():=t*8P(t ) ez[1],

que es moénico (su coeficiente mayor es ag), asi que son enteros algebraicos.
De la ecuaci6n funcional se ve que si P(a;") = 0, entonces P(a;/q) = 0. Supongamos que hay r parejas
cona; #qla;:
ay,qlay,...,ar,qlay, (18.5)

Luego, habra s+ r raices que cumplen a; = g/a;:

j—\/ﬁ,...,+\/ﬁ,—\/ﬁ,...,—\/ﬁ.

N t

Sabemos que
[T ai=ax=q5.
1<i<2g

El producto de (18.5) también nos da una potencia de g. Esto implica que ¢ es par (sino, tendriamos un signo
“~”), pero luego de la relacién 2g = 2r + s + t podemos concluir que s es también par. [ |

Es facil comprobar que a partir de los nimeros
#C(Fy),..., #C([Fgs)
se recuperan los coeficientes ay,..., ag, y luego gracias a (18.4) todos los coeficientes de P(¢). Entonces, para

recuperar la funcion zeta completa de C, basta contar los puntos sobre F,...,Fgs.
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Hipétesis de Riemann para Z(C, 1)
La hipdtesis de Riemann para las curvas se seguiria de la cota de Hasse-Weil
#CFgm)—q™ — 1] <2g-q™".
18.8. Proposicion. Asumamos que existe una constante c € R tal que
[#C(Fgm)— g™ -1 < c- g™
para m > 0. Luego, |a;| = \/q para todo i.
Demostracion. Sabemos que

#C(Fgm)—g™—-1=- ) al'.
1<i<2g

Consideremos la funcion

y Aoy z(a,-n'":Z( ) “?”) "= Y (g7 1 HCEm) 1

1<iz2g L= @il 120 m=1 m=1\1=i=2g m=1

La primera serie finita tiene radio de convergencia p := min{|a;|™' | 1 < i < 2g}, mientras que la Gltima serie
converge para ¢ < 1/,/q por nuestra hipétesis. Entonces, |ocl~|’1 =1//4q, asi que |a;| < V4. Pero toda raiz
reciproca a; viene junto con g/a;, asi que también |g/a;| < \/q. Entonces, |a;| = /4. [ |

18.9. Comentario. La cota de Hasse—Weil fue probada por Hasse en 1934 para las curvas elipticas (el caso
de g =1) y por Weil en 1940 para cualquier género.

Stepanov obtuvo en 1969 una prueba elemental para las curvas hiperelipticas, que fue generalizada por
Bombieri a todas las curvas. El articulo original de Bombieri es [Bom1974], y una buena exposiciéon de su
argumento se encuentra en [Lor1996, Chapter X] o [Ros2002, Appendix]. Otra fuente elemental basada en
las ideas de Stepanov es [Sch1976].

Una prueba alternativa de la hip6tesis de Riemann para curvas, que también mejora la cota de Hasse—
Weil en ciertos casos, pertenece a Stohr y Voloch [SV1986].

18.10. Comentario. En dimensiones superiores se tiene la cota de Lang-Weil [LW1954] que afirma lo
siguiente. Si X c P" es una variedad sobre F, de grado d y dimension r, entonces existe una constante
A(n,d,r) tal que

IXF)-q"l<d-1)(d-2)q" "+ An,d, 1) g

Para las cotas particulares que mejoran la cota de Hasse—Weil, véase por ejemplo [HL2003], [vdG2015],
y la pdgina https://manypoints.org/

En fin, notamos que la hip6tesis de Riemann implica desigualdades para el tamano de #Pic’(C).

18.11. Proposicion. Se tiene
(1- v <#Pic’(C) < 1+ /§)%8.

En particular, Pic’(C) # 0 para q > 4.
Demostraciéon. Tenemos

#Pic®(Q)=P)= [] Q-ap.
1<i<2g

Ahora si |a;| = /q para todo i, entonces

1-vqlsl—ail<1++/4. [ ]
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