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Parte |
Poliedros convexos

En esta parte voy a explicar qué es un politopo convexo, el objeto principal de nuestro curso. Intuitiva-
mente, todo el mundo conoce de qué se trata: es un subconjunto acotado en IR” formado por interseccién
de un ntimero finito de semiespacios, que es la misma cosa que la envolvente convexa de un ntimero finito
de puntos (sus vértices). Desde el punto de vista topoldgico, conjuntos convexos son poco interesantes: son
espacios contraibles. Lo que nos interesa es la teoria combinatoria.

Aqui voy a recordar qué es la envolvente convexa y también demostrar que las dos definiciones—
con semiespacios y la envolvente convexa—son equivalentes. Como siempre sucede en geometria, es algo
intuitivamente obvio, pero no es tan facil de demostrar. En cierto sentido, las dos definiciones son duales,
y la dualidad esta relacionada con la nocién del conjunto polar.
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Erhard Schén, Cinco figuras en un edificio (1538)

Los objetos geométricos que nos interesan en esta historia son subconjuntos de R”. Voy a denotar
los puntos de IR" por letras x,y, z,... en negrita y las letras cursivas van a denotar las coordenadas, por
ejemplo x = (x1,...,%,), donde x; € R. (En la pizarra en lugar de “x” serd mds fécil escribir “x”.)

Recordemos que R” tiene estructura de espacio vectorial, afin, euclideo, métrico, topolégico, etc. Voy
a denotar todas estas estructuras por el mismo simbolo R”. En particular, para cada punto x € R” tiene

sentido la multiplicacién por A € R:
Ax:=(Axy,...,Axy),



y para cada pareja de puntos x,y € R” se tiene su suma
X+y:=x1+Yy1,-- Xn+Yn)-

Tenemos el producto escalar (definido positivo, simétrico, bilineal)

(X, y) = x1y1 + -+ + XnYn.
Voy a usar la notacién

X[ := /(%)
Recordemos la desigualdad del tridngulo
[ +yll < lIx]l + llyll
y también la desigualdad del tridngulo inversa
I =yl = [IIx]l = llyllf-

Esto define una estructura de espacio métrico con distancia d(x,y) := ||x — y||. En fin, tenemos la topologia
estdndar sobre R" que es inducida por esta distancia. Es decir, los subconjuntos abiertos son uniones
arbitrarias o intersecciones finitas de las bolas abiertas

B(xo,€) = {x € R" | |xo — x]| < ¢}

paraxp € R" y e > 0.
Las letras X, Y van a denotar subconjuntos de R". La letra K va a denotar un subconjunto convexo (de
la palabra “konvex” en alemédn) y las letras P y Q van a denotar politopos y poliedros convexos.

1 Conjuntos convexos

1.1. Definicién. Un subconjunto A C R" se llama un subespacio afin si se cumple una de las siguientes
condiciones equivalentes:

1) para cada dos puntos diferentes x;,xp € A la recta que pasa por x; y xa:
{x1+A(x—x) | AVER} ={ M1 x1+Aax2 | A+ A =1}
estd también contenida en A,

2) A contiene todos los puntos de R"” afinmente dependientes de A. Se dice que x € R" es afinmente
dependiente de A si x es una combinacién afin de ciertos puntos xy, ..., x; € A:

X = Z AiXx; para ciertos coeficientes A; € R tales que Z)‘i =1
1<i<k i

De hecho, para k = 2 la condicién 2) es la misma cosa que 1). Entonces 2) implica 1). Ahora sea A un
subconjunto que satisface la condicién 1). La condicién 2) se demuestra por induccién sobre k: el caso
k =1 es trivial, y para k > 2, si tenemos un punto

X = Z A;x; donde Z)‘i =1y xq,....,x €A,

1<i<k i

entonces sin pérdida de generalidad Ay #1y A +---+ A1 #0,¥y

A
X = /\1+"'+)\k7 — X —l—/\kxk,
lo cual significa que x pertenece a la recta que pasa por los puntos (Zlgigk—l M/\ifﬁ\k—l xi) Y X |
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1.2. Definicién. Se dice que un subconjunto X C R” es afinmente independiente si X no contiene ningtn
punto x € X que sea afinmente dependiente de X \ {x}.

Notamos que la condicién 2) de arriba no depende del origen de coordenadas 0 € R”, y se ve facilmente
que X C R” es afinmente independiente si y solamente si para diferentes puntos x, . .., X, € X la relacién

a;x; =0 para a; =0
p

0<i<k i

implica que a9 = - - - = ay = 0. Es decir, los vectores x; — Xo, ..., Xy — Xp son linealmente independientes.
Mediante 4lgebra lineal bésica se ve que cada subespacio afin A C R” contiene un subconjunto afin-
mente independiente maximo {xo, ..., x;}, tal que A es el conjunto de todos los puntos de R" afinmente

dependientes de {xo, ..., x;}:
A:{ Z )\ixi|ZAi:1}.
0<i<d i
1.3. Definicién. El nimero d de arriba se llama la dimensién de A. Los nimeros A; se llaman las coorde-

nadas baricéntricas respecto a {xg,...,X4}.

En otras palabras, se puede definir sobre A una estructura de IR-espacio vectorial (escogiendo como
origen de coordenadas a xp € A), y la dimensién de este espacio vectorial es la dimensién de A. Los
puntos {xi,...,x;} definen una base particular de este espacio vectorial.

1.4. Ejemplo. La dimensién del plano R? es 2 porque se puede encontrar 3 puntos Xg, X1, X, afinmente
independientes (los vectores x; — Xo ¥ Xo — Xg son linealmente independientes):

/N

1.5. Definicién. Un subconjunto K C R” se llama convexo si se cumple una de las siguientes condiciones
equivalentes:

A

1) para cualesquiera dos puntos diferentes xq,x, € K el segmento de la recta entre x; y x»
X1, %] i ={x1+A(xa—x1) [0<A <1} ={A1x1+A2axp [ A1, A2 >0, A+ A, =1}

estd también contenido en K,

X1 X2

convexo no convexo



2) K contiene todos los puntos de R” convexamente dependientes de K. Se dice que x € R" es conve-
xamente dependiente de K si x es una combinacién convexa de algunos puntos xg,...,x; € K:

X = Z Aix; para algunos coeficientes A; > 0 tales que Z/\i =1.
1<i<k i

Noten que la tnica diferencia entre la definicién de un subconjunto convexo y un subespacio afin
es que para un conjunto convexo se pide que A; sean no negativos, y entonces la equivalencia de las
condiciones 1) y 2) se demuestra de la misma manera. También notamos que cada subespacio afin de IR"
es un ejemplo (poco interesante) de un conjunto convexo. El conjunto vacio @ es también convexo.

1.6. Observacién. Sean K C R" y L C R™ dos conjuntos convexos y sea f: R" — R™ una aplicacion afin.
Entonces f(K) C R™ y f~1(L) C R" son también convexos.

Demostracion. Recordemos que una aplicacién afin f: R” — R" se caracteriza como una aplicacién tal
que para cada familia de puntos x;, para }_; A; x; donde Y ; A; = 1 se tiene f(Y; A;x;) = Yi A f(x;).
Si f(x;) € f(K), entonces para cualquier combinacién convexa tenemos

YA f(xi) = fF(RoAixi) € f(K).

——
€K

De modo similar, si x; € f~(L), es decir f(x;) € L, entonces
fFQoAixi) =} Aif(x) €L,
i i

es decir Y ; A x; € f1(L). [ |

1.7. Ejercicio. ;Cudles son los subconjuntos convexos de R'? Digamos que dos subconjuntos X y Y son diferentes
si uno no se trasforma en otro por una homotecia de razén positiva (una aplicacion x — Ax con A > 0). ;Cudles
son los subconjuntos convexos diferentes de R'?

Aqui hay un par de ejemplos de conjuntos convexos que no son subespacios afines:

1.8. Ejemplo. Una bola en IR” (cerrada o abierta) es un conjunto convexo. Sin pérdida de generalidad, la
bola estd centrada en 0 € R". Sean x; y xp dos puntos en la bola de radio 7, es decir ||x1|| <7y [|xzf <.
Seax =x;+A(x2—x1) = (1—A)x3 +Axp para 0 < A < 1. Entonces por la desigualdad del tridangulo

X[ < (1 =2A) ball +Albal <.
Para la bola abierta sustituyan “<” por “<”. A
1.9. Ejemplo. Sea v # 0 un punto en R"” y « € R algtin ntimero fijo. Entonces el subconjunto
H:={xeR"| (x,v) =a}

es un hiperplano que divide R"” en dos semiespacios abiertos

HY:={xeR"| (x,v) > a},
H ={xeR"|(x,v) <a}.



Ejemplo: v = (1,1), « =2, H = {(x1,x2) € R? | x; + xp = 2}.
H* y H™ son convexos. Por ejemplo, si xq,Xxp € HT, entonces para cualquier Ay, A, > 0 tales que
A+ Ay =1 tenemos
(M x1+A2xp, v) = A1 (X1, V) + Ay (x1,V) > a.
Si en lugar de las condiciones > y < se consideran > y <, entonces se tiene semiespacios cerrados
correspondientes H' y H . A

1.10. Ejemplo. Sean vg,..., v, € R+ algunos puntos diferentes tales que {vo,...,v,} es afinmente
independiente. Entonces el simplice con vértices vy, ..., v, es el subconjunto de IR” definido por

52:{ 2 aivi|206i:1,0£i20}.

0<i<n i
‘. . 1 2
Se ve facilmente que S es convexo. De hecho, si x; = Y y<i<, 061( ) Vi Y X2 = Yo<i<n txl( ) v; son puntos de S

(es decir, ) ; zx?l) =Y ‘XZQ) = 1) y Ay, A2 > 0 son algunos ntimeros positivos tales que A1 + A, = 1, entonces

1 2
Mxi+Ax= ) (/\1061( ) +/\20¢f ))Vi/
0<i<n
i , (1) @ _ ey L2 _ _
que es también un punto de S porque Y ; A1 a; ' + Az 4, A Y A Ya AM+A =1
Normalmente en R"*! se consideran los puntos v = (1,0,...,0),v; = (0,1,...,0),...,v, = (0,0,...,1),
y el conjunto correspondiente se llama el n-simplice estdndar:

A" = {(ag,...,an) ER"™ | Y a; =1, a; >0}
i

1)

V2

Vi

ty



A

1.11. Ejemplo. Un subconjunto C C IR" se llama un cono de vértice 0 si 0 € C y para cada punto x € C
y cada A > 0 también A x € C. Notemos que C es convexo si y solamente si para cada x,y € C tenemos
x+y € C. En otras palabras, un cono convexo C es un subconjunto de R” tal que 0 € C y C es cerrado
bajo combinaciones lineales positivas. En general, un cono de vértice a se obtiene por la traslaciéon paralela
de un cono de vértice 0. Un hiperplano es un caso particular de un cono.

0 0
Ahora si X C R" es un subconjunto, entonces el conjunto
C(X)={Ax|xe X, A >0}

es el minimo cono que contiene a X. Si K C R" es convexo, entonces C(K) es un cono convexo.

Las siguientes propiedades son faciles de demostrar y las dejo como un ejercicio:
1.12. Ejercicio. 1) SiK C R" y L C R™ son conjuntos convexos, entonces K x L C R"™™ es también convexo.

2) Sea {K,} una familia de conjuntos convexos en R" (indexada por algiin pardmetro real w). Entonces su
interseccion (N, Ky es también convexa.

3) La unién de conjuntos convexos |J, Ky casi nunca es convexa. Sin embargo, si la familia {Ky}q satisface
x<B& Ky C Kﬁ, entonces su union es también convexa.

4) Para dos subconjuntos X,Y C IR" su suma de Minkowski es el subconjunto
X+Y:={x+y|xeX yeY}

Demuestre que si X y 'Y son convexos, entonces X + Y es también convexo.



HERMANN MINKOWSKI (1864-1909) fue un matematico alemédn de origen judio, conocido por sus con-
tribuciones en geometria, teoria de niimeros y fisica matematica.

Naci6 en el Imperio ruso, en el territorio actual de Lituania. Su familia se mudé a Konigsberg en el 1872.
Minkowski recibi6 su doctorado en Konigsberg bajo la direccién de Ferdinand von Lindemann. Estudi6
formas cuadréticas y estableci6 la “geometria de los niimeros”. Minkowski trabaj6é en universidades de
Bonn, Gotinga, Konigsberg y Ziirich. En Ziirich fue uno de los profesores de Albert Einstein. Muri6é
repentinamente a los 44 afios de ruptura del apéndice.

Varios conceptos y resultados en matematicas tienen su nombre, entre ellos la suma de Minkowski que
hemos definido arriba y los teoremas sobre conjuntos convexos y reticulos:

= Sea A C R” un reticulo (por ejemplo, A = Z"). Sea K C R" un conjunto convexo, simétrico respecto
a 0 (es decir, si x € K, entonces —x € K). Si volK > 2" - det A, entonces el teorema de Minkowski
dice que K contiene un punto x € A, x # 0.

= Sea A C R” un reticulo y sea K C R” un conjunto convexo, simétrico respecto a 0, tal que vol K < co.
Entonces el segundo teorema de Minkowski da una estimacién de vol K:

n

2
FdetA < A1---A, volK < 27 det A,

donde
A; :=1inf{A > 0 | AK contiene i vectores linealmente independientes de A}.

= El teorema de Hasse-Minkowski: si F(Xy,...,X,) € Q[Xy,...,X,] es una forma cuadrética (un
polinomio homogéneo de grado 2 en n variables), entonces la ecuacién F(X) = 0 tiene una solucién
no trivial x € Q", x # 0 si y solamente si F(X) = 0 tiene solucion no trivial en cada complecién Q,
(incluso Qs = IR). La demostraciéon del teorema de Hasse—-Minkowski usa el teorema de Minkowski
de arriba.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Minkowski.html

1.13. Observacién. Si K C R" es un conjunto convexo, entonces su interior y clausura topolégica

intK := U F={x € K| B(x,€) C K para algiin € > 0},
FCK
F abierto en R"
K:= N F = {x € R" | B(x,e) N K # @ para cualquier ¢ > 0}.
FOK

F cerrado en R"

son también convexos.

Demostracién. Vamos a demostrar la parte sobre intK. Sea x; € intK. Entonces B(xj,€) C K para algin
€ > 0. Luego, para cualquier punto x; € K por la convexidad de K tenemos

A B(x1,€) +A2xg = B(Ayx1 + Aaxp,A1e) CK parad; >0, A, >0, A+ Ay =1

7 N/ N = -
/ 7\ N - SO Tt ——
/ /7 0\ \ 7 \ e R
; / \ , v, \ TR = - _
h | \ \ vy \ / \ = __
| L I [ I | ' \ [ o) ==
\ X ! ' L T / \ ! LT X
1 \ 1 \ ;0\ N 7 - 2
! / / / \ 4 ~_z-—-
\ ) N s’ e
\ —
N s / ~__="-
\ , ~ P
N \ s ~___="—-
/N 7 -
N s S =
~ o o= -
-~

En otras palabras, para cualquier x; € intK y x; € K tenemos [xj,xp) C intK. En particular, si
x1,Xp € intK, entonces [x1,xz] C intK. [ |

El argumento de arriba demuestra que los conjuntos convexos tienen la siguiente propiedad especial:
si R es un rayo con origen en x € int K, entonces R interseca la frontera fr K como mucho en un punto. Si

KNfrK = {y}, entonces [x,y) C intKy R\ [x,y] C R"\ K. Si K no es acotado, puede ser que RNfrK = @,
y en este caso R C intK.

1.14. Ejercicio. Termine la demostracién del caso de K.

Noten que en general el interior int K de un conjunto convexo K C R” puede ser vacio. Por ejemplo, si

S={) wvi| ) a=102>0}

0<i<n 0<i<n

es un simplice en R"*1, entonces S no contiene ningtin subconjunto que sea abierto en R"*1, simplemente
porque S pertenece al hiperplano

H:{ 2 le'Vl'| Z 061'21}.

0<i<n 0<i<n

Pero H es un espacio afin, de hecho el espacio afin minimo que contiene a S, y el interior de S como
subespacio topolégico de H no es vacio, es dado por

intrel S = { Z w;vj | th,« =1, a; > 0}.

0<i<n i

10



Esto recibe el nombre de interior relativo (a H). La frontera relativa de S estd dada por
S\intrelS = [J §;
0<i<n
donde §; es el simplice con vértices {vy,...,v,} \ {Vv;}, que se obtiene poniendo «; = 0.
1.15. Definicién. Si K C IR"” es un conjunto convexo, entonces la envolvente afin de K es el conjunto

afK := ﬂ A.

ADK
A es un subespacio afin de R"

La dimensién de K es la dimensién del espacio afin af K.

Se ve que

afK:{ 2 /\l'Xl'| Z )Ll'zl},

0<i<m 0<i<m
donde {xo,...,xu} C K es un conjunto maximo de puntos afinmente independientes y m = dimK. La
envolvente afin es interesante por la siguiente razén:

1.16. Observacion. Sea K un conjunto convexo no vacio. Entonces el interior de K como subconjunto de af K no
es vacio. Este se llama el interior relativo y se denota por intrel K.
En particular, si int K = @, entonces af K C R" y K pertenece a algiin hiperplano en R".

Demostraciéon. Si K no es vacio, entonces

afK:{ 2 /\l-xi| Z )\l:l}

0<i<m 0<i<m

contiene el simplice

S={ ) Axi| ) A=112>0}

0<i<m 0<i<m

con vértices en ciertos puntos xo, ..., x, € K, y luego su baricentro m%rl Yo<i<m Xi pertenece a intrel S C
intrel K. [ |

Los conjuntos convexos tienen buenas propiedades topolégicas. Por ejemplo, para cualquier espacio
topolégico X tenemos

intX C X,
intX C int X.
Pero en general int X # X (por ejemplo, si X es un punto) y int X # int X (por ejemplo, si X es una

bola en R” sin un punto interior). Sin embargo, si X es convexo y int X # @, entonces hay inclusiones
inversas.

1.17. Proposicién. Sea K C IR" un conjunto convexo. Entonces

intK =K, siintK#Q,
intK = intK,
intrelK =K, si intrelK # @,
intrel K = intrel K,
frK = fr(intK) = fr(K), si intK # @.
Aqui fr K := K \ int K es la frontera de K.

11



Demostracion. La tltima férmula es una consecuencia formal de las dos primeras. Las férmulas con intrel
son también consecuencias de las férmulas con int.

Para la primera férmula, si x € K, entonces para cualquier € > 0 existe y € K tal que ||x — y|| < e.
Por nuestra hipétesis, existe un punto z € intK, y por lo tanto [z,y) C intK, como hemos visto en 1.13.
Entonces para cualquier € > 0 existe y’ € intK tal que ||x — y’|| < €. Hemos demostrado que K C intK.

Para la segunda férmula, tenemos que demostrar que intK C int K. Primero supongamos que int K =
@. Tenemos dos posibilidades:

= K =@,y en este caso obviamente int K = int K,
» K # @, y en este caso intrel K # @ y por lo tanto af K C R" y intK = intK = @.

Entonces, el caso int K = @ es trivial y podemos suponer que int K # @. Escojamos un punto z € int K.
Para un punto x € intK sea R el rayo que empieza en z y pasa por x. La condicién x € intK quiere decir
que B(x,€) C K para algtin € > 0, y por lo tanto existe y € B(x,€) tal que x € (z,y). Pero [z,y) C intK,
como hemos observado antes (el rayo puede intersecar la frontera solo una vez, y esta interseccién no
puede estar antes de y porque y € K).

Vi A
7 \
/ \
/ \
z i X y "
! !
\ /
\ /
\ /
N /

2 La envolvente convexa

2.1. Definicién. Si X C R" es cualquier conjunto, entonces la envolvente convexa de X es el conjunto

conv X := m K.

KOX
K convexo

La intersecciéon de conjuntos convexos es convexa, de donde conv X es un conjunto convexo, especi-
ficamente el conjunto convexo minimo que contiene a X. Tenemos conv X = X si y solamente si X es
convexo.

2.2. Ejemplo. He aqui la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos en R?:

12



2.3. Ejemplo. He aqui un subconjunto no convexo de R? y su envolvente convexa:

X conv X

A

2.4. Ejercicio. 1) Demuestre que si X es un conjunto abierto, entonces conv X es también abierto. (Indicacién:
conv X es convexo, de donde int conv X es también convexo.)

2) Encuentre algiin ejemplo de un conjunto cerrado X tal que conv X no es cerrado.

2.5. Ejercicio. Si f: R" — R™ es una aplicacion afin, entonces para cualquier subconjunto X C R" tenemos
f(conv X) = conv f(X)

(utilice el hecho que la imagen y la imagen inversa de un conjunto convexo, respecto a una aplicacién afin, es también
convexa).

2.6. Ejercicio. 1) Tenemos la siguiente descripcion de la envolvente convexa de X C R":

conv X = { Z Aix; | ZAizl, Ai>0,x,...,x€X, k=1,2,...}.
1<i<k 7

(denotemos el conjunto a la derecha por K; note que K C conv X y X C K, por lo que es suficiente de demostrar
que K es convexo).

2) En particular, para un conjunto finito X = {vy, ..., vy} y afinmente independiente, su envolvente convexa
es el m-simplice con vértices vy, ..., Vpy.

3) Si Ky y Ky son dos subconjuntos convexos no vacios en IR", entonces

COnV(Kl UKz) = U [Xl, Xz].

x1€Kq
x2 €Ky

4) Si C1 y C, son dos conos convexos, entonces su suma de Minkowski C1 + C; coincide con conv(Cy U Cp).

2.7. Proposicién (Teorema de Carathéodory). En la fomula de arriba para conv X es suficiente considerar
k=1,2,...,n+ 1y suponer que los puntos x; son afinmente independientes. En otras palabras, para X C R" Ia
envolvente convexa conv X es la union de todos m-simplices con vértices en X para m < n.

Demostracion. Esta claro que cada simplice con vértices en X pertenece a conv X. Lo que tenemos que
demostrar es que cada punto x € conv X pertenece a un m-simplice para m < n. En el ejercicio de arriba
hemos visto que
X = 2 )\i X;
1<i<k

para algunos x; € X y A; > 0,); A; = 1. Sin pérdida de generalidad, A; > 0. Si los puntos x; son afinmente
independientes, entonces k < n + 1. Supongamos que x; son afinmente dependientes, es decir que existe
alguna relacién

2 K X; = 0,

1<i<k

13



donde ) ; #; = 1. Sin pérdida de generalidad, «; > 0. También, cambiando la numeracién de los términos
con «; # 0, podemos suponer que

/\i/ﬁéi > /\k/Dék.
Entonces N N
k k
X = Z /\,‘Xi: Z )\iXi—OT Z o X; = Z (Ai—azxi) X;.
1<i<k 1<i<k k1<i<k 1<i<k—1 k
————
M >
=0 20

Entonces, usando la relacion ) ; ;< «; x; = 0, hemos escrito x como una combinacién convexa de k — 1
puntos X, ..., X;_1. Si estos puntos son afinmente independientes, la demostracién estd terminada. Sino,
podemos repetir el proceso y reducir el ntimero de términos. |

2.8. Ejemplo. El rectangulo es un conjunto convexo que es la unién de dos triangulos.

Cada punto de R? pertenece a un tridngulo, cada punto de IR" pertenece a un n-simplice; en general,
cada punto de un conjunto convexo K pertenece a un simplice con vértices en K. El teorema de Carathéo-
dory dice que para formar conv X, hay que tomar todos los simplices con vértices en X. A

2.9. Ejemplo. Sea C C R” un cono de vértice 0 (no necesariamente convexo), entonces cada punto de
conv C puede ser escrito como x; + - - - + X, para algunos x; € C. El hecho que 7 términos sean suficientes
es dlgebra lineal. A

ConsTANTIN CARATHEODORY (1873-1950) fue un matemaético de origen griego que trabajé en el andlisis
real, cdlculo de variaciones y teoria de la medida.
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Naci6 en Berlin, siendo su padre un embajador del Imperio otomano. Estudié matematicas en la uni-
versidad de Berlin y la universidad de Gotinga bajo la direccion de Minkowski. Luego trabaj6 en varias
universidades alemanas y en 1920 fue invitado a fundar una universidad en Esmirna tras la invasién
griega de esta ciudad durante la particién del Imperio otomano en la guerra greco-turca de 1919-1922.
Sin embargo, en 1922 la ciudad fue destrozada por un incendio y los turcos recuperaron el control. Carat-
héodory fue rescatado en el dltimo momento por un barco de guerra. La universidad de Esmirna nunca
admiti6 estudiantes; Carathéodory salvo la biblioteca universitaria y trabajé hasta 1924 en Atenas. Desde
1924 hasta su jubilaciéon en 1938 fue profesor de matematicas en la Universidad de Munich. Aunque per-
teneci6 a la Academia de Ciencias de Baviera durante la época de Hitler, no tomaba directamente parte
de las actividades del partido nazi.

2.10. Proposicién. Si X C R" es un conjunto compacto, entonces conv X es también compacto.

Un subconjunto de R” es compacto si y solamente si es cerrado y acotado. Ya hemos mencionado que
para X cerrado, conv X no es necesariamente cerrado. Esta proposicién dice que si X es cerrado y acotado,
entonces conv X es también cerrado y acotado.

Demostracion. Consideramos el simplice

Ai={(A,..., A1) €R™HIY A =1, A; > 0}
i

Es un subconjunto compacto de R"*!. Ahora el teorema de Carathéodory nos dice que conv X es exacta-
mente la imagen de la aplicacién continua

Xx--xXxA—R",
————
n+1

(Xl,...,Xn+1,/\1,...,)\n+1) g 2 A X;.
1<i<n+1

Si X es compacto, entonces X X - -+ X X X A es también compacto (como producto de conjuntos com-
pactos). La imagen de un conjunto compacto por una aplicacién continua es también compacta. |

2.11. Corolario. Si X es un conjunto acotado, entonces conv X es también acotado.

Demostracion. Recuerden que X es acotado si y solamente si X C Y donde Y es compacto. En este caso
conv X C conv Y, donde conv Y es compacto por la proposicién precedente. n

3 Separacion por hiperplanos

3.1. Definicién. Se dice que dos conjuntos no vacios Xj, X C IR" estan separados por el hiperplano H si
X; C H" y X, € H— para los dos semiespacios cerrados definidos por H.

Si X1 C H" y Xp € H™ para los semiespacios abiertos correspondientes, entonces se dice que X1 y X»
estan estrictamente separados.
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H

Es claro que hay parejas de conjuntos X, X, C R" que no pueden ser separadas por un hiperplano.
Vamos a analizar el caso de la separacion estricta. He aqui un criterio suficiente:

3.2. Teorema. Sean K1, K, C IR" dos conjuntos no vacios, disjuntos, convexos, cerrados. También supongamos que
K3 es acotado. Entonces existe un hiperplano que separa Ky y Ky estrictamente.

3.3. Ejemplo. La condiciéon K; N K; = @ es obviamente necesaria. También sin la hip6tesis que K; y Kp
son convexos, se puede construir muchos contraejemplos.

Es necesario que ambos conjuntos sean cerrados, porque en el caso contrario tenemos el contraejemplo
estipido donde K; y K, son dos semiespacios que corresponden al mismo hiperplano, K; abierto, Kp
cerrado y K; UK, = R™.

Ky

K>

En fin, la hipétesis que uno de los conjuntos es compacto es necesaria porque, por ejemplo, los conjun-
tos K := {x >0, y > 1/x} y K» := {y < 0} en R? no admiten separacién estricta: son disjuntos, pero la
distancia entre K; y K; es arbitrariamente pequefia.

Kq

K>

El punto clave de la demostracion del teorema 3.2 es el siguiente

3.4. Lema. Bajo las hipétesis de 3.2, existen puntos xg € K1 y yo € Ky tales que la distancia ||xo — yol| es minima.
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Demostracion. Consideremos la distancia entre los puntos de nuestros conjuntos:

Ki x Ky = Ry,
xy) = lx =yl
Es una funcién continua, por lo que si K; y Ky son compactos, la funcién alcanza su valor minimo
en ciertos puntos x' € K; y y' € Kp. Segun nuestras hipétesis, solamente K, es compacto, pero esto no
es un problema. Fijemos cualquier punto y’ € Kj. Luego para dos puntos x € Kj y y € K, tenemos la
desigualdad inversa del tridngulo que dice que cada lado de un tridngulo es més largo que la diferencia
de los otros dos lados:
/ /
Ix =yl = lIx=y'l =y =yl
—_——

<diam K3

4
)

Podemos escoger otro punto x' € Kj y remplazar Kj por el conjunto Kj := K; N B(y’,r), donde
B(y’,r) es la bola cerrada de radio r := ||x’ — y’|| + diam(K;). Ahora si x no estd en esta bola, entonces
[x —y|| > ||x' —y'||. Esto quiere decir que la distancia minima, si existe, se alcanza sobre K| x Kj. Pero
ahora K] es compacto, y el minimo existe. |

Demostracién de 3.2. Sean xg € Ky y yo € K dos puntos tales que la distancia ||xo — yo| es minima.
Afirmamos que el hiperplano que es perpendicular al segmento [xo, yo] y pasa por su mitad separa a K;

y Ky:

X0

De hecho, si H no los separa, entonces H tiene un punto de interseccién con Kj o Kj. Por ejemplo,
supongamos que p € H N Kj. Consideremos el tridngulo isésceles xgyop. Sea yox el perpendicular desde
yo al lado xop. Tenemos dos posibilidades:
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= X € [xp, pJ, y en este caso, por convexidad de K; (jes el punto donde tenemos que usar esta hipétesis!)
también x € K; y ||x — yo|| < [|xo — yo||- Pero esto contradice el hecho que ||x¢p — yo/| es la distancia
minima entre los puntos de K; y Kj.

Xp
X
W\P
Yo
» x ¢ [xo, p]. En este caso vemos que ||p — yol| < ||Xo — yol|, contradiccién.
X0
’\P
x

Yo

Asf el hiperplano H no puede tener intersecciones con Kj. De modo similar se ve que H tampoco
puede tener intersecciones con K. |

Un caso particular del teorema es cuando K, es un punto:
3.5. Corolario. Cada espacio convexo y cerrado K C R" es una interseccion de semiespacios cerrados.
> =+ . . =+ 5+
Demostracion. Para cada x ¢ K sea H, el semiespacio cerrado tal que x ¢ H, . Entonces K = ,4x H,. W

3.6. Corolario. Si X C RR" es compacto, entonces la envolvente convexa de X es la interseccién de todos los
semiespacios cerrados que contienen X:

++
conv X = ﬂ H
H oX
Demostracion. Notemos que x & conv X si y solamente si x puede ser estrictamente separado de X. |

4 Conjuntos polares

4.1. Definicién. Para un subconjunto X C IR" el conjunto polar correspondiente es el subconjunto X° C
R" definido por
X°:={xeR"|(x,y) <1paracaday € X}.

4.2. Ejemplo. Si X = {y} es un punto, entonces el conjunto polar es simplemente
{y}* ={xeR" [ {xy) <1}.
Siy =0, este coincide con R" y si 'y # 0, es un semiespacio cerrado. A
4.3. Ejemplo. Seay # 0y X := {Ay | A > 0} el rayo correspondiente con origen en 0. Entonces
X°={xeR"|(xy) <0}

es el semiespacio que pasa por 0 y que es perpendicular a y.
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En general, si C es un cono convexo de vértice 0, entonces

C°={xeR"|(x,y) <0paracaday € C}.

CO

4.4. Ejercicio. Sea B(0,r) la bola cerrada centrada en 0 € R" de radio r. Entonces B(0,7)° = B(0,1/r).
De la definiciéon de X° estd clara la siguiente
4.5. Observacion.
1) X°=(XU{o0})°.
2) Si X CY, entonces X° D Y°.
3) Para uniones de conjuntos tenemos (U; X;)° = N; X?.
4.6. Ejemplo. Sea X el cubo en IR? definido por
{(x1,x2,x3) € R3 | 2] < 1}.

Notemos que es la misma cosa que la envolvente convexa de los 8 puntos (+1,+1, £1), y por lo tanto

X°® = (conv{(+1,+1,+1)})°
= {(£1,+1,+1)}°
- (U{(il,il,il)})o
=({(£1,£1,£1)}°
=({Ex £x+x3 <1}
= {(x1,x2,x3) € R [ |x1] + |xa| + |x3] <1},
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Este conjunto es conocido como octaedro. Es la envolvente convexa de los 6 puntos (+1,0,0), (0,+1,0),
(0,0,£1).

4.7. Ejercicio. Sea X el cuadrado con vértices (1,1), (—1,1), (1,—1), (=1, —1). Calcule X°.
4.8. Observacion. Si 0 € int X, entonces X° es un conjunto acotado. Si X es acotado, entonces 0 € int(X°).

Demostracion. Si 0 € int X, entonces X contiene una bola centrada en 0. Pero B C X implica X° C B°.
De la misma manera, si X es acotado, entonces X C B para una bola centrada en 0 lo suficientemente
grande. n

4.9. Ejercicio. Para cualquier X C IR" el conjunto polar X° es convexo y cerrado. Siempre tenemos 0 € X°.
4.10. Observacién. Para cualquier conjunto X C R" tenemos
X° = (conv X)°.

Demostracion. X C conv X, entonces X° D (conv X)°. Tenemos que demostrar que también X° C (conv X)°.

Si x € X°, entonces (x,y) < 1 para cada y € X. Como hemos visto, conv X consiste en las combinaciones
convexas ) ; A;y; dondey; € X, Y ;A; =1, A; > 0. Luego

X/Z/\iyz‘> =Y A (xyi) <1
< i P

4.11. Observacion. Para cualquier conjunto X C R" tenemos
X° = (X)°.

Demostracion. X C X, de donde (X)° C X°. Tenemos que demostrar que para cada punto x € X° tenemos
también x € (X)°. Recordemos la caracterizacién analitica de subconjuntos cerrados de espacios métricos
completos: X es cerrado si y solamente si para cada sucesién convergente de puntos y; € X tenemos
limy; € X. Entonces la clausura topoldgica X es precisamente el conjunto de todos los limy; para cada

sucesion convergente {y; € X}. Para x € X°
(x,limy;) = lim (x,y;) <1,

y por lo tanto x € (X)°. |

20



Entonces, sabemos que X° es un conjunto especial: es convexo, cerrado y contiene el punto 0. Ahora
vamos a demostrar que si X también tiene estas propiedades, entonces X es el conjunto polar para X°, es
decir (X°)° = X.

4.12. Proposicién. Si K C IR" es un conjunto convexo, cerrado, tal que 0 € K, entonces K°° = K.

Demostracion. Esta claro que K C K°°, porque para cada x € Ky cada y € K° tenemos (x,y) < 1:

K°:={xeR"| (x,y) <1paracaday € K},
K :={xeR"|(x,y) <1paracaday € K°}.
La inclusién no trivial es K°° C K. Vamos a demostrar que si p € K, entonces p ¢ K°°. Para cada p Z K

existe un hiperplano
H={xeR"|(x,v)=a}, v#0, a€R

tal que H separa K y p estrictamente (la separacion es posible gracias a la hipétesis de que K es convexo
y cerrado). Notemos que a # 0 porque el hiperplano H no pasa por 0: de hecho, 0 € K por nuestra
hipétesis y HN K = @, entonces 0 ¢ H. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que o« = 1 (si no,
remplazamos v por 1/« - v). Entonces K pertenece a uno de los dos semiespacios abiertos

H ={xeR"|(x,v) <1},
H" :={x e R" | (x,v) > 1}.

Para ver a cudl, es suficiente examinar el punto 0 € K: tenemos (0,v) =0 < 1, y entonces K C H™, es
decir
(x,v) <1 para todo x € K,

y v € K°. El punto p pertenece al otro semiespacio H", de donde
(p.v)>1,
lo que quiere decir que p ¢ K°°. |
4.13. Corolario. Para cualquier conjunto X C R" tenemos
X°° = conv(X U {0]).

Demostracion. De hecho, el conjunto Y := conv(X U {0}) satisface las hipétesis de la proposicion de arriba
y por lo tanto Y°° = Y. Pero Y° = X° porque, como hemos observado, tomando la clausura topolégica o
envolvente convexa, o afiadiendo 0, el conjunto polar no se cambia. [ |

4.14. Corolario. Sean K1,K,; C R" conjuntos convexos, cerrados, que contienen 0.
1) Si K7 = K3, entonces K1 = K.
2) Si Ky C K3, entonces Ky 2 Kj.
3) (KiNKp)® = conv (K] UKS).

Demostracion. Las partes 1) y 2) son consecuencias inmediatas de la férmula K°° = K.

En 3), notemos que los conjuntos K; N Ky, (K; N K3)°, conv(K; UKS3) son también convexos, cerrados
y contienen 0, y
o

(Ki NKy)°® = Ky NKy = K§° NKS° = (K5 UKS)® = conv(K; UKS)

y por la parte 1) la igualdad (K; N K3)°° = conv (K] U Kg)O implica (K; NK3)® = conv(K{ UKS). [ |
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5 Poliedros convexos
Nuestro objetivo es estudiar politopos, pero por el momento es conveniente definir un objeto un poco
mas general:

5.1. Definicién. Se dice que X C IR” es un poliedro convexo si X es una interseccién finita de semiespacios
cerrados.

R" y @ son también considerados como poliedros convexos (interseccién de una familia vacia y la
interseccién vacia). En otras palabras, un poliedro convexo es la solucién de un sistema de desigualdades
lineales:

{xeR"| f1(x) >0, ..., fr(x) >0},
donde f;: R" — R son aplicaciones afines, es decir de la forma
fi(x) = fi(x1,..., xn) = a1 x1 + -+ an x4 + ag
para algunos ay, ..., a; € R.

5.2. Observacion.

1) Cada poliedro convexo es convexo y cerrado (siendo una interseccién finita de semiespacios que son conexos y
cerrados).

2) Si Py Q son poliedros convexos, entonces P N Q es un poliedro convexo.

3) Si f: R" — R™ es una aplicacion afin y P C R" es un poliedro convexo, entonces f(P) C R™ es también
un poliedro convexo.

5.3. Ejemplo. Cada subespacio afin A C IR" es un poliedro convexo (poco interesante). S5i X C A, entonces
X es un poliedro convexo respecto a A si y solamente si X es un poliedro convexo respecto a R". A

5.4. Ejemplo. He aqui un poliedro convexo en IR? que no es acotado:

A

5.5. Ejemplo. La interseccion de semiespacios x1 <1, x1 > —1,x <1, x> —1,x3 <1, x3 > —1lesun
cubo en R3. Es un poliedro convexo acotado.
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6 Politopos convexos

6.1. Definicién. Un politopo convexo P C R" es la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos
X1,.--, Xk € R".

En particular, cada politopo convexo es compacto (cerrado y acotado).

La palabra poliedro viene del griego clasico noAbedpov (poliedron), de la raiz toAic (polis), “muchas” y

a7 a7

€dpa (edra), “base”, “asiento”, “cara”. La palabra politopo viene también de nohl¢ y t6noc (topos), “lugar”,
“regién”, “posicion” (la misma raiz aparece en las palabras como “topologia” y “topos”). Entonces, si
las traducimos del griego, las palabras “poliedro” y “politopo” quieren decir la misma cosa. Pero para
nosotros son dos objetos diferentes: un poliedro es la interseccién de semiespacios cerrados (que puede
ser o no acotada) y un politopo es la envolvente convexa de puntos (que es siempre acotada). Més abajo
vamos a ver la relacion entre las dos cosas.

Aunque construido con las raices griegas, el termino politopo (“polytop” en alemén) fue introducido
por el matemaético aleman ReiNHOLD HOPPE (1816-1900) que estudié politopos regulares en dimensiones
superiores. En inglés la palabra “polytope” fue introducida por Aricia BooLk StorT (1860-1940), hija de
GEORGE BooLk. Curiosamente, los politopos habian sido estudiados antes por el matematico suizo Lup-
WIG SCHLAFLI (1814-1895), pero su trabajo en geometria no era muy conocido. Alicia Boole Stott descubrié
que en la dimensién 4 hay exactamente 6 politopos regulares (que se llaman pentdcoron, octdcoron, hexa-
decécoron, icositetracoron, hecatonicosdcoron, hexacosicoron) y después encontré los trabajos de Schlafli,
quien habia publicado el mismo resultado en el 1852.

6.2. Observacién. Si f: R" — R™ es una transformacion afin y P C R" es un politopo convexo, entonces
f(P) C R™ es también un politopo convexo.

Demostracién. Si P = conv{xy, ..., Xy}, entonces por el ejercicio 2.5 f(P) = conv{f(x1),..., f(xx)}. [ |
6.3. Observacion. Si P y Q son politopos convexos, entonces conv(P U Q) es también un politopo convexo.
Demostracion. Si P = conv{xy,..., X} y Q = conv{yj,...,y,}, entonces

conv(P U Q) = conv(conv{xy,...,xx} Uconv{yy,...,y;}) = conv{xy,...,Xp, y1,---,¥¢}

Intuitivamente, la siguiente observaciéon también estd clara:
6.4. Observacién. Si Py Q son dos politopos convexos, entonces P N Q es también un politopo convexo.

Pero ;cudl es la demostracién? Lo que sabemos es que el conjunto P N Q es también convexo y compac-
to. No estd claro cudles son los vértices cuya envolvente convexa sea P N Q porque la interseccién produce
nuevos vértices:

PNQ Q
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El hecho de que P N Q sea un politopo serd obvio una vez establecida la siguiente caracterizacion:
politopos convexos = poliedros convexos acotados.

Esto se llama el teorema de Minkowski-Weyl y lo vamos a demostrar més adelante en §10.

7 Subconjuntos extremos y caras de poliedros

7.1. Definicién. Sea K C IR" un conjunto convexo cerrado. Un subconjunto F C K se llama un subconjunto
extremo si

1) F es convexo,

2) para cada x1,x € Ksi (x1,x2) N F # @, entonces x1,x; € F.
7.2. Ejemplo. K y @ son subconjuntos extremos de K (triviales). A
7.3. Ejemplo. Notemos que para un punto x € K las siguientes condiciones son equivalentes:

1) {x} C K es un subconjunto extremo,

2) K no contiene segmentos abiertos (x,X;) que pasan por X,

3) K\ {x} es también convexo.

En este caso se dice que x es un punto extremo de K. A

7.4. Definicién. Un subconjunto extremo de un poliedro se llama cara. Las caras de dimensién 0 se llaman
vértices y las caras de dimensién 1 se llaman aristas.

7.5. Ejercicio. Sea K C R" un conjunto convexo cerrado.

1) Si f C Ky F, C K son dos subconjuntos extremos, entonces Fy N F, es un subconjunto extremo. En
particular, la interseccién de caras de un poliedro es también una cara.

2) Sea F C K un subconjunto extremo de K. Entonces los subconjuntos extremos de F son los subconjuntos
extremos de K contenidos en F.

7.6. Ejemplo. Sea K C IR? el cuadrado definido por

K :=conv{vy := (1,1), vo:=(1,-1), v3:= (=1,-1), vy := (-1,1)}
={(x,x2) € R? [ |x1] <1, |x] <1}

» Cada vértice vy, vy, v3, v4 forma un conjunto extremo, porque K \ {v;} es convexo (y son los tinicos
puntos que se puede quitar sin perder la convexidad).

» Cada segmento [v;, v]-] para i # j es también un subconjunto extremo. Tales segmentos son aristas
de K. Las intersecciones de aristas son los vértices.

V4 X1 X2 A1

V3 V2
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7.7. Observacién. Sea K un conjunto convexo cerrado y F C K un subconjunto extremo. Entonces F = KN afF.
En particular, cada cara F de un poliedro P es también un poliedro, siendo la interseccion de P con un subespacio
afin de R".

Demostracion. Obviamente F C KNafF, porque F C Ky F C afF. El interior relativo de F, que es el
interior de F como un subespacio de af F, no es vacio. Escojamos un punto x € intrel F. Para cualquier
punto x; € KNafF, si x; = x, entonces la demostracién estd terminada. Si x # x;, entonces existe otro
punto x € F, xp # x1, X # x tal que x € (xq,Xp) (porque x estd en el interior), y por la extremidad de F
concluimos que x; € F.

X1 x X2

af F

7.8. Observacién. Sea K un conjunto convexo cerrado. Entonces K es la unién disjunta de intrel F para cada
subconjunto extremo F C K. En particular, todos los subconjuntos extremos propios F C K estdn contenidos en
K\ intrel K.

7.9. Ejemplo. Aqui estd la descomposicion en intrel F para el cuadrado.

Primero demostremos el siguiente

7.10. Lema. Sea K un conjunto convexo cerrado. Si F,F' C K son dos subconjuntos extremos tales que F' N
intrel F # @, entonces F C F'.

Demostracién. Fijemos un punto x € F’ Nintrel F. Entonces

F=KnNafF = U (Knt)= |J xux]CF,
l recta en afF, xel x1,%2€K
X1 X, X 7X
XE(x1,%2)
porque F’ es extremo y x € (xq,x2) N F" implica [x1,xp] C F'. ]

Demostracion de 7.8. Antes de todo, veamos la unién es disjunta, porque el lema de arriba implica que si F
y F son dos subconjuntos extremos tales que intrel F Nintrel F’ # @, entonces F C F' y F/ C F.

Ahora tenemos que ver por qué la unién de intrel F es todo K. Usamos induccién sobre la dimensioén.
Si K es de dimensién 0 (un punto), es obvio. Luego, cada punto x € K pertenece o bien a intrel K, o bien a
un subconjunto extremo de dimensién menor. |
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7.11. Proposiciéon. Sea P C R" un poliedro convexo, es decir una interseccion finita

*) P=H/ n---NH,

donde H; " son semiespacios cerrados que corresponden a hiperplanos H; := fr H' Supongamos que int P # @ (es
decir, dim P = n). Entonces cada cara propia F C P de dimensién mdxima n — 1, es de la forma H; N P para algiin
1 <i < k. En particular, P tiene un niimero finito de caras de dimensién n — 1.

(En general, no todo subconjunto H; N P es una cara de dimensién méxima n — 1, pero es verdad si la
presentacién (*) es minima, es decir, si quitamos algtn H; ', la interseccién ya no coincide con P.)

Demostracion. Sea F C P una cara de dimensién n — 1. Entonces x € intrel F implica x € fr P. Notemos que

frP=P\intP=(H \[)intH; .
i i

Entonces, x € H; para algtn i. Luego F = af FN P = H; N P. (De hecho, si af F # H;, perox € Fy x € H;;
entonces el hiperplano H; divide af F en dos partes, lo cual es imposible.) n

7.12. Proposicién. Sea P un politopo de dimension n. Si F C P es una cara de P de dimensién k < n, entonces
F C F' para alguna cara F' de dimension k + 1.

Demostracién. Es suficiente de demostrar que para cada cara F existe una cara F’ de dimensién n — 1 tal
que F C F'. Esto nos da la proposiciéon para k = n — 2, y luego para k < n — 2 podemos usar induccién
sobre k.
Sin pérdida de generalidad, int P # @. Entonces por la proposicion de arriba, si x € intrel F, existe una
cara F’ de dimensién n — 1 tal que x € F’. Pero esto implica F C F’ por 7.10.
[ |

7.13. Proposicion. Sea P = (1<j<x EJF un poliedro convexo. Entonces para cada propia cara F C P tenemos
afF=H; N---NH,
para algunos indices 1 < iy < --- < iy < k. En particular, el mimero de caras es finito.

Demostracion. Sea x € intrel F. Sean iy, ...,i, los indices tales que x € H;. Entonces af F C H; para cada i
por 7.10.

Ahora tenemos que ver H; N---NH;, C afF. Supongamos que es falso, es decir existe una bola
B(x,€) tal que B(x,e) N H; N---N H;, C P. Pero esto implica que F no es una cara, porque existen puntos
x1,X2 € B(x,€) N H;, N--- N H;, tales que x1,x2 & af F y x € (x1,X2). [ ]

8 Hiperplanos de soporte

8.1. Definicién. Sea X C R” un conjunto. Se dice que un hiperplano H C R" es un hiperplano de soporte
para X si HN X # @y X est4 en el semiespacio cerrado H' o H .

8.2. Proposicién. Si K C R" es un conjunto convexo y x € frK := K\ int K, entonces existe un hiperplano de
soporte H > x.
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He aqui un ejemplo en R? (noten que en ciertos puntos de fr K hay varios hiperplanos de soporte):

Demostracion. Si intK = @, entonces K pertenece a algin hiperplano en R” que serd un hiperplano de
soporte. Asi podemos suponer que intK # @ y, como hemos visto antes (1.17), en este caso int K = int K
y frK = K, y por lo tanto sin pérdida de generalidad podemos remplazar K por K. También podemos
suponer que x = 0. Lo que sabemos es como se puede separar un punto y ¢ K por un hiperplano. El
hecho que x esté en la frontera significa que existe una sucesién x; € R" \ K tal que limx; = x. Para cada
isea H = {y € R" | (y,v;) = a;} un hiperplano que separa x; de K. Aqui v; es el vector normal a H;
(tal que ||v;|| = 1) y a; > 0 son parametros tales que lima; = limdist(0, H;) = 0. Remplazando {v;} por
una subsucesion convergente, podemos tomar vy := lim v;. Consideremos el hiperplano H := {y € R" |
(y,vo) = 0}. Para cada i tenemos K C H;", es decir (y,v;) > a; para cada y € K, entonces (y,vo) >0y
KCH'. n
8.3. Observacién. Si H es un hiperplano de soporte para K, entonces KN H es un subconjunto extremo.

Demostracién. Supongamos que para X1, Xy € K se tiene (x1,x2) N (KN H) # @. Supongamos por absurdo

que [x1,x2] ¢ H. Entonces los puntos x; y xp estan en diferentes semiespacios H' y H . Pero esto
contradice el hecho de que todo K pertenece a uno de estos semiespacios (por la definicién de hiperplanos
de soporte).

X1 X2 Ht
e

8.4. Proposicién. Cada cara de un poliedro convexo P = (\j<;<y H;" es la interseccion de P con algiin hiperplano
de soporte.

Demostracion. Podemos suponer que int P # . Sea F una cara tal que

afF:Hilﬂ---ﬂH

l'(l

donde H;" = {x € R" | fi(x) > 0} son algunos semiespacios cerrados definidos por aplicaciones afines
fi: R" — R. Entonces
af F=H:={x e R" | fi, (x) +---+ f;,(x) = 0}

es un hiperplano de soporte tal que HN P = F. u
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9 Puntos extremos y el teorema de Krein—Milman

Sea K un conjunto convexo cerrado. Les recuerdo que x € K se llama un punto extremo si {x} C K es
un subconjunto extremo, que es la misma cosa que K\ {x} sea convexo.

9.1. Ejemplo. Aqui estd un plano de estadio de fdtbol con sus puntos extremos representados por las
lineas gruesas.

Estadio Cuscatlan

El siguiente hecho demuestra el significado de los puntos extremos:

9.2. Teorema (Krein, Milman). Sea K C R" un conjunto convexo y compacto. Sea
ex(K) := {x € K| {x} C Kesextremo} = {x € K| K\ {x} es convexo}.
el conjunto de sus puntos extremos. Entonces
K = convexK.

Demostracion. Obviamente, convex K C Ky tenemos que demostrar que K C conv ex K. Usamos induccién
sobre la dimensién. En dimensiones 0 y 1, cuando K es un punto o un segmento cerrado, estd claro que
K = convexK. Para cualquier punto x € K sea ¢ una recta que pasa por x. Tenemos [x1,Xp] := ¢ N K
(porque K es compacto por nuestra hipotesis) para algunos puntos xi, x en la frontera fr K. Por convexidad
de convex K, es suficiente demostrar que x,x, € convexK. Para i = 1,2 sea H; un hiperplano de soporte
que pasa por x;. El subconjunto H; N K tiene dimensién menor y podemos aplicar la hipétesis de induccién
a H; N K como un subconjunto del espacio afin H;. Entonces H; N K = conv ex(H; N K). Pero ex(H; NK) =
H; NexK C exK, entonces H; N K C convexK. [ |

La proposiciéon de arriba (para un subconjunto convexo compacto de R") se atribuye a Minkowski,
pero en su mayor generalidad se conoce como el teorema de Krein—-Milman y fue demostrada por los
matematicos soviéticos MARK KREIN (1907-1989) y su estudiante DAvID MILMAN (1912-1982) que trabaja-
ban en el analisis funcional. Krein era estudiante de N1koLA1 CHEBOTARIOV (1894-1947), otro matemadtico
soviético famoso por sus resultados en teoria de ntimeros. Krein y Milman trabajaban en Odessa (Ucra-
nia). Durante la guerra la universidad fue evacuada, y después de su regreso en 1944 Krein fue despedido
por acusaciones del “nacionalismo judio” y tuvo posiciones en el Instituto de ingenieria maritima y el
Instituto de ingenierfa civil de Odessa. No obstante la persecucién politica y imposibilidad de atender los
congresos en el extranjero, Krein logré reconocimiento internacional y publicé mds de 270 articulos.
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Mark Krein

Milman también fue discriminado por sus origenes judios, fue despedido y tuvo que trabajar en el
Instituto de telecomunicaciones de Odessa. En 1973, después de su jubilacién, se mudé a Israel, como
muchos otros judios soviéticos.

10 Teorema de Minkowski-Weyl
10.1. Teorema (Minkowski, Weyl). Para un conjunto P C IR" las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) P es un poliedro (una interseccion de un niimero finito de semiespacios cerrados) y P es acotado,

2) P es un politopo convexo (la envolvente convexa de un conjunto finito {xy, ..., Xy }).

Demostracion. Si P es un poliedro convexo acotado, entonces P = convexP por el teorema de Krein—-
Milman. El conjunto de puntos extremos ex P estd formado por los vértices de P y es un conjunto finito.

Ahora sea P = conv{xy, ..., Xy} un politopo convexo. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar
P como un politopo en af P y suponer que int P # @. También podemos suponer que 0 € int P aplicando
una traslacién. Como hemos observado en 4.8, 0 € int P implica que el conjunto polar P° es acotado y
ademds se ve que es un poliedro:

P° = (conv{xy,...,xx})°

={x1,..., % }°

= ( U {Xi}>
1<i<k
= N {x)°

1<i<k

donde {x;}° son semiespacios cerrados. Entonces, P° es también un poliedro convexo acotado. El mismo
razonamiento demuestra que P°° es un politopo convexo acotado, pero P°° = P. |
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El teorema anterior fue demostrado por Minkowski (Minkowski, H. Allgemeine Lehrsatze tiber die
konvexe Polyeder, Nachr. Ges. Wiss., Gottingen, 1897, 198-219) y otro matemadtico aleman HERMANN
WEYL (1885-1955) (Weyl, H. Elementare Theorie der konvexen Polyeder, Comment. Math. Helvetici, 1935,
7). Minkowski y Weyl representaban la escuela de matematicas de la Universidad de Gotinga, donde
también trabajaba Hilbert, que era el director de tesis de Weyl. Al principio de la guerra en 1933 Weyl
huy6 a los Estados Unidos, donde tuvo plaza en el Instituto de Estudios Avanzados.

Weyl hizo varias contribuciones en geometria (entre otras cosas, dio definiciones rigurosas de las su-
perficies de Riemann y variedades topolégicas, estudié representaciones de grupos de Lie compactos,
etc.), légica y fisica matematica.

No confundir con el matematico francés ANDRE WEIL (1906-1998). El apellido de Weyl se pronuncia
[vail] y el apellido de Weil se pronuncia [veyl].

11 Poliedros en SAGE

Para hacer calculos con poliedros existen varios programas, y aqui voy a explicar cémo usar SAGE.
Pueden descargar este programa y obtener documentacién completa en el sitio http://sagemath.org/.
Para probar los ejemplos de abajo sin instalar el programa (que pesa alrededor de 3 gigabytes), pueden
también usar el sitio https://cloud.sagemath.com/.

Para definir un politopo P = conv{vy, ..., vy}, se puede especificar una lista de puntos. Por ejemplo,
sivg = (1,0,0), v = (0,1,0), v; = (0,0, 1), entonces escribimos

sage: P = Polyhedron(vertices = [[1,0,01,[0,1,01,[0,0,111)
sage: P
A 2-dimensional polyhedron in ZZ"3 defined as the convex hull of 3 vertices

La lista de vértices de P se obtiene por P.vertices():

sage: P.vertices()
(A vertex at (0, 0, 1), A vertex at (0, 1, 0), A vertex at (1, 0, 0))

Para obtener las desigualdades y ecuaciones que definen a P, escribimos P.Hrepresentation():

sage: P.Hrepresentation()
(An equation (1, 1, 1) x - 1 == 0,
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An inequality (0, -1, -1) x + 1 >= 0,
An inequality (0, 1, 0) x + 0 >= 0,
An inequality (0, 0, 1) x + 0 >= 0)

Esto quiere decir que P = conv{vp, v1,v2} es la misma cosa que el conjunto en R* definido por

xX1+x+x3—1=0,
—xp—x3+12>0,
x2 >0,

x3 > 0.

Para obtener las caras de dimensién d, escribimos P.faces(d):

sage: P.faces(0)

(<0>, <1>, <2>)

sage: P.faces(1)
(<0,1>, <0,2>, <1,2>)
sage: P.faces(2)
(<0,1,2>,)
sage: P.faces(3)

O

Por ejemplo, P.faces(2) nos da (<0,1,2>,), lo cual significa que hay una cara de dimensién 2, a saber
conv{vy, v, v} (los nameros 0,1,2 corresponden a los elementos de la lista P.vertices()).
Algunos politopos basicos ya estdn definidos por SAGE. Por ejemplo,

polytopes.simplex(d) es el simplice de dimensién d en R¥*! que tiene como vértices los d + 1 pun-

tos v; := (0,...

1, ..

.,0). Por ejemplo, en nuestros ejemplos de arriba, P = polytopes.simplex(2).

polytopes.hypercube(d) es el hipercubo de dimensién d en RY que tiene como vértices los 2%
puntos con coordenadas £1.

polytopes.cube() es la misma cosa que polytopes.hypercube(3).

polytopes.tetrahedron() es el tetraedro en R® de vértices (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0).

polytopes.octahedron() es el octaedro en R3 de vértices (+1,0,0), (0,+1,0), (0,0, £1).

polytopes.icosahedron() es el icosaedro en R? de vértices:

sage: I = polytopes.icosahedron()

sage: I

A 3-dimensional polyhedron in
(Number Field in sqrt5 with defining polynomial x~2 - 5)73
defined as the convex hull of 12 vertices

sage:

(A

A
A
A
A
A
A

vertex
vertex
vertex
vertex
vertex
vertex
vertex

at
at
at
at
at
at
at

I.vertices()

(0, 1/2, 1/4xsqrts + 1/4),
(0, -1/2, 1/4xsqrt5 + 1/4),
(1/2, 1/4xsqrts + 1/4, 0),
(1/2, -1/4%sqrt5 - 1/4, 0),
(1/4*sqrts + 1/4, 0, 1/2),
(1/4*sqrt5 + 1/4, 0, -1/2),
(-1/2, 1/4%sqrts + 1/4, 0),
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vertex at (-1/2, -1/4*sqrt5 - 1/4, 0),
vertex at (-1/4*sqrtb - 1/4, 0, 1/2),
vertex at (0, 1/2, -1/4*sqrtb5 - 1/4),
vertex at (0, -1/2, -1/4xsqrt5 - 1/4),
vertex at (-1/4*sqrt5 - 1/4, 0, -1/2))

» polytopes.dodecahedron() es el dodecaedro en R3 con 20 vértices.

= Etc. — vean la lista completa en http://doc.sagemath.org/html/en/reference/geometry/sage/
geometry/polyhedron/library.html

Para calcular el politopo polar, se usa P.polar(). Por ejemplo, podemos comprobar que el politopo
polar del cubo es el octaedro y el politopo polar del icosaedro es el dodecaedro:

sage: polytopes.cube().polar() == polytopes.octahedron()

True

sage: polytopes.icosahedron().polar() == polytopes.dodecahedron()

True

SAGE trata de modo diferente los politopos definidos sobre anillos diferentes. Por ejemplo, el tetraedro
en SAGE es definido como la envoltura convexa de los puntos (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), y entonces
es definido sobre Z. SAGE calcula el politopo polar solo cuando 0 € int P (porque si 0 ¢ int P, entonces
P° no es un conjunto acotado), lo cual no es el caso para el tetraedro:

sage: polytopes.tetrahedron().polar()

ValueError: The polytope must have the IP property.

Pero podemos definir el mismo politopo sobre Q escribiendo

Polyhedron(vertices = [[0,0,1],[0,1,0],[1,0,0],[0,0,0]], base_ring=QQ)

En este caso SAGE va a trasladar P de modo que 0 € int P y después calcular P° (que es también un

tetraedro):

sage: P = Polyhedron(vertices = [[0,0,1],[0,1,0],[1,0,0],[0,0,0]], base_ring=QQ)
sage: Q = P.polar()

sage: Q.vertices()

(A vertex
A vertex
A vertex
A vertex

at
at
at
at

(4, 4, 4),
(0, 0, -4),
(-4, 0, 0),
0, -4, 0))

Para calcular el volumen, hay que escribir P.volume():

sage: polytopes.cube().volume()

8

sage: polytopes.tetrahedron() .volume()

1/3

sage: polytopes.octahedron() .volume ()

4/3

sage: polytopes.icosahedron().volume()
5/12xsqrts + 5/4
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sage: polytopes.dodecahedron().volume()
-176*sqrts + 400

Noten que el volumen se calcula como el volumen en el espacio ambiente. Por ejemplo, el d-simplice
tiene volumen 0 porque es considerado como un subconjunto en R¥*1. Pero P.affine_hull() nos da el
mismo politopo pero considerado como un subconjunto en su envolvente afin. Asi
polytopes.simplex(d) .volume() = O, pero polytopes.simplex(d).affine_hull().volume() = 1/d!

sage: polytopes.simplex(2).volume()

0

sage: polytopes.simplex(2).affine_hull().volume()
1/2

sage: polytopes.simplex(3).affine_hull().volume()
1/6

sage: polytopes.simplex(4).affine_hull().volume()
1/24

Podemos visualizar el grafo de vértices de un politopo, o el mismo politopo, si tiene dimensién < 4.
Por ejemplo, el cédigo

sage: polytopes.simplex(4).vertex_graph().graphplot().show()
sage: polytopes.hypercube(4).vertex_graph().graphplot().show()

produce las siguientes imdgenes:

A vertex at{ (G610 a {10, 0, 1, 0, 0)

Avertex a
ag(0,1,0,0,0) :
A vertex a

A vertex afy

Avertex af((1, 0, 0, 0, 0)

Para ver mejor la estructura del 4-cubo, podemos también escribir

sage: polytopes.hypercube(4).show()
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El resultado es un modelo interactivo:

ece

Archivo Editar Estilo Vista Herramientas Macros Ayuda

@] m @] Ple] (&b |@x| (@ €] ]2

N
<

A

—

P

T
R, 7
7 /
I

/

/

Y

0.00 T |

0.83 -0.83

1.1: empty | 588 x 634 | 66.7/322.4 Mb; 37/34 ms

11.1. Ejercicio. Descargue SAGE, busque la documentacion sobre politopos y pruebe algunos ejemplos.
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Parte Il
Polinomios de Ehrhart

En esta parte vamos a ver algunos ejemplos del siguiente fenémeno sorprendente: si P C R? es un
politopo convexo de dimensién d con vértices en 74 y mP son sus dilataciones por un factérm = 0,1,2,.. .,
entonces el nimero de puntos enteros en mP, es decir #(mP N Z?), es un polinomio ¢p(m) de grado d
en el pardmetro m. Este polinomio se llama el polinomio de Ehrhart de P. Luego, la evaluacién de este
polinomio en —m calcula el niimero de puntos que estan en el interior de P. Estas propiedades generalizan
el famoso teorema de Pick sobre poligonos convexos en R?.

12 Teorema de Pick

Sea P C R? un poligono convexo entero, es decir la envolvente convexa de algunos puntos de Z2 C
RZ. Entonces el 4rea de P puede ser calculada contando los puntos enteros en P. A saber,

12.1. Teorema (Teorema de Pick). Sea P un poligono convexo entero. Sea B el miimero de puntos enteros en la
frontera de P y I el miimero de los puntos enteros en el interior de P. Entonces el drea de P viene dada por

1
A=I+-B-1
+2

Hay muchas demostraciones de este teorema. Voy a explicar el argumento elemental del libro de Beck
y Robbins. Antes de todo, examinemos ciertos casos bésicos:

12.2. Ejercicio. Sea P un rectdngulo con lados paralelos a los ejes. Demuestre directamente la identidad A =
I+3B-1

12.3. Ejercicio. Sea P un tridngulo rectdngulo con dos lados paralelos a los ejes. Demuestre la identidad A =
I+ % B — 1. Para simplificar su vida, puede suponer que la hipotenusa no contiene puntos enteros (excepto los dos
vértices).
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12.4. Ejercicio. A propdsito, ;cudndo es que el rectdngulo del ejercicio precedente no contiene puntos enteros en
la hipotenusa? Cuente el mimero de puntos enteros en el segmento de la linea entre (a,b) y (c,d) para algunos
a,b,c,d € Z.

Ahora la observacién clave es que se puede cortar el poligono en poligonos méas pequefios trazando
algunas de sus diagonales, de modo que la identidad A = I + 1 B — 1 para cada parte implica la misma
identidad para P:

12.5. Observacién. Supongamos que P estd dividido por algunas de sus diagonales en los poligonos Py, ..., Pr.
Entonces Ay = I + %Bk —1paracadal,...,rimplica A =1+ % B—-1

Demostracién. Por induccién, es suficiente de examinar el caso r = 2:

Supongamos que A} = I; + % Bi—-1yAy=hL+ % By — 1. Como en el dibujo de arriba, algunos puntos
enteros pueden estar en la linea que divide P, y por lo menos los dos vértices son entre ellos. Sea L el
numero de estos puntos. Seveque [ =11 + L + L —2y B = By + By —2L + 2, y por lo tanto

1 1 1 1
I+§B*1: (11+IZ+L*2)+§(B1+B2*2L+2)*1: (11+§Blfl)+(12+532*1) = A1+ A, = A.
[ |

Demostracion del teorema de Pick. En particular, se puede cortar nuestro poligono P en tridngulos Py, . .., P,—
es suficiente escoger cualquier vértice y considerar las lineas que parten del mismo:

Refinando la triangulacién, podemos suponer que cada uno de los lados de estos tridngulos son
= 0 bien paralelos a los ejes,

= 0 bien no tienen puntos enteros, excepto los dos vértices.

36



Aqui estd tal triangulacién para nuestro ejemplo:

Entonces es suficiente demostrar el teorema para los tridngulos que satisfacen la condicién de arri-
ba. Pero tales tridngulos pueden ser encajados en un rectdngulo entero con lados paralelos a los ejes,
afiadiendo tridngulos rectangulos (sin puntos enteros en la hipotenusa) y rectdngulos. Por ejemplo,

Por la aditividad de la identidad de Pick, hemos reducido la demostracién a los ejercicios 12.2 y
12.3. [ |

GEORG ALEXANDER P1ck (1859-1942) fue un matematico austriaco de origen judio.

Después de obtener su doctorado en la universidad de Viena, en 1881 tuvo una posicién de profesor
en la Universidad alemana de Praga.

Su famoso teorema aparecié en su articulo “Geometrisches zur Zahlenlehre” (1899) y fue populari-
zado posteriormente por Hugo Steinhaus al incluirlo en la edicién de 1969 de su libro “Mathematical
Snapshots”.

Pick fue el director del comité que nombré a Albert Einstein profesor de fisica matemadtica en 1911.
También fue Pick que introdujo a Einstein al trabajo de los matematicos italianos Gregorio Ricci-Curbastro
y Tullio Levi-Civita en geometria diferencial, que ayudé a Einsten en 1915 a férmular su teoria general de
la relatividad.

Después de su jubilacién en 1927 Pick volvié a Viena. En 1938 tuvo que regresar a Praga cuando los
nazis invadieron Austria. En 1939 llegaron a Checoslovaquia y Pick fue enviado al campo de concentracién
Theresienstadt el 13 de julio de 1942, donde muri6é dos semanas después a los 82 afios.
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12.6. Ejercicio. Supongamos que el poligono es
a) simplemente conexo (no tiene agujeros), pero no necesariamente convexo,

b) no simplemente conexo.

¢ Se cumple todavia la identidad de Pick A = I + %B — 1?7 Sino, ;es posible corregirla?

Una pregunta natural es si el teorema de Pick se cumple en dimensiones superiores: sea P C R? un
poliedro convexo entero, sea vol P := [}, dx su volumen, I := PN Z? el ntimero de puntos en su interior y
B :=#(PNZ%) — I el nimero de puntos en su frontera. ;Existe alguna relacién entre vol P, I y B, similar
ala identidad A = I + 1B — 1? La respuesta es no. Aqui estd la diferencia clave:

= En R? todo tridngulo de vértices enteros que no contiene puntos enteros en su interior necesariamen-
te tiene drea 1/2 (este hecho es equivalente al teorema de Pick y se usa en algunas demostraciones).

= En R" para n > 2 un simplice de vértices enteros y sin puntos enteros en su interior puede tener
volumen arbitrariamente grande.

Aqui estd un ejemplo del articulo J.E. Reeve, “On the volume of lattice polyhedra”, Proc. London Math.
Soc. (3) 7 (1957), 378-395:

12.7. Ejercicio. Para q =1,2,3,... sea T, el simplice con vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,9).

X3
A

Demuestre que para cada q tenemos #(T; N Z3) = 4; los iinicos puntos enteros en T, son sus vértices, asi que
I =0y B = 4. Sin embargo, observe que vol Ty — oo para q — co.

Entonces en dimensiones superiores no existe un andlogo simple del teorema de Pick. La generalizacion
correcta es dada por los polinomios de Ehrhart. A saber, vol P es un coeficiente de cierto polinomio de
grado d = dim P que estd relacionado con calculo de puntos enteros en P.
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13 Polinomios de Ehrhart

Para obtener la generalizacién correcta de la identidad A = I + %B — 1, notamos que el nimero de
puntos enteros en un poligono P puede ser escrito como

#PNZz*) =1+B :A+%B+1.
De modo similar, para m =1,2,3,... sea mP el poligono P dilatado por un factor m:
mP := {(mx,my) | (x,y) € P}.
Consideremos el niimero de puntos enteros en mP:
Op(m) :=#(mPNZ>?).

El 4rea de mP es igual a Am?, donde A es el 4rea de P. El nimero de puntos enteros en la frontera de mP
es Bm (véase 12.4). Entonces tenemos

1
(p(m) = Am> + EBm—i—l.
Luego, si contamos el niimero de puntos en el interior de mP, tenemos
. 1
Cs(m) == #(mPNZ?) = lp(m) —Bm = Am* — 5 Bm+1={p(—m),
donde la expresién ¢p(—m) significa que el polinomio ¢p(m) = Am? + % Bm + 1 se evalta formalmente
en —m.

En general, tenemos el siguiente

13.1. Teorema. Si P C RY es un politopo convexo entero (la envolvente convexa de algunos puntos en Z*) de
dimensién d, entonces el niimero de puntos enteros

(p(m) = #(mP N Z%)
es un polinomio en m de grado d llamado el polinomio de Ehrhart de P.

Los polinomios de Ehrhart son muy especiales: para m € Z tenemos {p(m) € Z. Aqui estd una
caracterizacién de tales polinomios:

13.2. Proposicién. Sea p(X) € Q[X] un polinomio de grado d con coeficientes en Q. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) p(m) € Z para cada m € Z.

2) p(X)= ¥ a (}l() para algunos ay, ..., a; € Z. Aqui (}l() =2X-(X-1)-(X—-2)---(X—i+1).
0<i<d

Demostracion. Esté claro que 2) implica 1) porque (") € IN para cada m € IN (por ejemplo por la definicién
combinatoria de los coeficientes binomiales), y para valores negativos tenemos la identidad

(7)) = ("),
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Para ver que 1) implica 2), antes que nada se ve que ()f) forman una base de Q[X] sobre Q, por lo que
cada polinomio con coeficientes en Q puede ser escrito como

p(X)=Y a (f) para algunos ay, ...,a; € Q.

0<i<d

Tenemos que ver que si p tiene valores enteros sobre Z, entonces a; € Z. Esto es basicamente la férmula
de diferencias divididas de Newton que dice que si p es un polinomio de grado d, entonces

px)= 6o (7).

0<i<d !

donde Afp es el polinomio (que también tiene valores enteros en Z) definido por

(Ap)(X) := p(X+1) = p(X),
A'p = A(A"1p) parai>1.

En particular,

(A'p)(0) = p(1) — p(0),

(A%p)(0) = p(2) —2p(1) + p(0),

(A%p)(0) = p(3) —=3p(2) +3p(1) — p(0),
(A*p)(0) = p(4) —4p(3) +6p(2) —4p(1) + p(0),

Entonces a; = (A'p)(0) € Z. [ |

Supongamos que ya sabemos que ¢p(m) es un polinomio en m de grado d. Tenemos un corolario muy
interesante que generaliza al teorema de Pick:

13.3. Proposicién. Si {p(m) = agm? + .-+ ay m + ag es el polinomio de Ehrhart de un politopo convexo entero
de dimensién d, entonces ag = vol P := fp dx.

Demostracion. Para calcular aproximadamente el volumen de P, podemos considerar el subconjunto (%Z)d C
RY y contar cudntos de sus puntos pertenecen a P. Es la misma cosa que cortar a P en pequefios cubitos,

cada uno de volumen # Cuando m tiende a 0, el volumen total de los cubitos en P tiende al volumen de
P.
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En vez de considerar el conjunto (%Z)d, podemos considerar la interseccién del politopo dilatado mP
con Z*%:
1 1_\* 1 i 1
volP = lim — -#| PN | —-Z = hm—-#(mPﬂZ): lim — - {p(m).
m—sco d m nm—oo md m—oo
Finalmente, ya que ¢p(m) es un polinomio de grado d, se sigue que este limite es precisamente el coefi-
ciente de m?. ]

(Por supuesto, este argumento elemental funciona porque P es un subconjunto convexo compacto de RY;
en general la teoria de la medida es mads sofisticada que cortes de figuras en cubitos.)

Notamos también que en el polinomio de Ehrhart £p(m) = aym® + - -- + ay m + ay siempre tenemos
ap = l P (0) =1

Gracias a las formulas de interpolacién, para calcular el polinomio ¢p(m) para un politopo P C R?
de dimensién d es suficiente de saber sus d + 1 valores. Por ejemplo, podemos calcular directamente el
ntimero de puntos enteros en mP N Z% para m = 1,...,d + 1. Por lo menos para pequefios valores de d
esto es un método ttil para calcular a; = vol P. O viceversa, si podemos calcular vol P, se ahorra un poco
de trabajo para calcular ¢p(m) porque ya conocemos dos coeficientes a; = vol P y ag = 1.

13.4. Ejercicio. Sea p(X) = ag X +a,_1 X914 +a; X +ay € Q[X] un polinomio de grado d. Consideremos
d + 1 miimeros x1,xy,...,x341 € Q. Observemos que tenemos

d-1
p(x1) x xé eooxp 1 aq
-1
) plx2) | Mot 1 ag—1
p(xis1) XZH xﬁﬁ X 1 o

La matriz con potencias de x1,. .., x; se llama la matriz de Vandermonde. Calcule su determinante
d o d-1

W N
X3 X X2
= JI G-
: : . : 1<j<k<d+1
d i-1
X1 Ygg1 0 Xapr 1

En consecuencia, si tomamos diferentes x1,xy, ..., X341 € Q, la matriz es invertible y la ecuacion (¥) permite calcular
los coeficientes ag,a,_1, . ..,a1,a9 de p a partir de sus valores p(x1), p(x2),..., p(X441)-

(Note que para polinomios sobre cuerpos finitos, esto no funciona; los coeficientes de un polinomio p € Fy[X] no
estdn determinados por los valores de p.)

Intuitivamente esté claro que el volumen de un politopo P puede ser calculado contando los puntos
enteros en mP para m — oo. El resultado notable es que ¢p(m) es un polinomio de grado d. Otra cosa
sorprendente es que el polinomio

p(=m) = (=1)%agm® + (=) ag_ym* 4 —aym + ag
también tiene significado combinatorio: a saber, calcula los puntos enteros en el interior de P:

13.5. Teorema (Reciprocidad de Ehrhart-Macdonald). Sea P C R un politopo convexo entero de dimension
d. Sea {p(m) := #(mP N Z%) su polinomio de Ehrhart. Entonces el niimero de puntos enteros en el interior de mP

estd dado por
Cs(m) == #(mPN2Z%) = (-1)" Lp(—m),
(

donde “Up(—m)” es el polinomio £p(m) evaluado en —m de modo formal.
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Para una demostracién de 13.1 y 13.5 con métodos del dlgebra homolégica y conmutativa, véase el libro
“Cohen-Macaulay rings” de Winfried Bruns y Jiirgen Herzog; otra demostracién, en términos elementales,
aparece en “Computing the continuous discretely” de Matthias Beck y Sinai Robins

13.6. Ejemplo. Sea P el octaedro
P = {(x1,x2,x3) € R® | |x1| 4 |x2| + |x3] <1} = conv{(%£1,0,0), (0, £1,0), (0,0, £1)}.
Su polinomio de Ehrhart ¢p(m) es de grado 3:
Op(m) = azm® + ay m® + ay m + ag.

Ya sabemos que a3 = vol P = % —el octaedro consiste de dos pirdmides, cada una de volumen

1 1
— X 4rea de la base x altura = 3 -2-1

y también sabemos que a4y = 1. Los tinicos coeficientes que no conocemos son 4, y a3, asi que necesitamos
solo dos valores de /p(m). El octaedro tiene 7 puntos enteros: son sus vértices y el punto (0,0,0), que esta
en el interior, de donde

Tenemos un sistema de ecuaciones

4
§+a2+al+1:7/

4
—§+a2—a1+1:—1

cuya soluciénes ay =2y a; = %, y entonces

4
Zp(m)—3m3+2m2+§m+1—8<?)+12<m> —|—6<m> +1,

_% 3 5 § o m m my
ép(m)—3m 2m +3m 1_8(3)+4(2)+2(1) 1.

Usando estas férmulas, calculamos que por ejemplo (p(2) = 25y ¢p(—2) = —7. Podemos comprobar
estos resultados examinando 2 P. Es mds facil enumerar los puntos que estdn en el interior; son 7:

2PN 7Z° = {(ny,n3,n3) € Z% | |my| + |na| + |n3| < 2} = {(%1,0,0), (0,41,0), (0,0,%+1), (0,0,0)}.

Y ademads en la frontera hay 18 puntos mas:

2(P\P)NZ° = {(m,n2,n3) € Z | |m| + |na| + || = 2}
= {(£2,0,0), (£1,%£1,0), (+1,0,+1), (0,%2,0), (0,%1,%1), (0,0,%2)}.
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Los valores de £p(m) (OEIS A001845) son conocidos como ndmeros octaédricos centrados o nime-
ros octaédricos de Haiiy, porque aparecieron en el trabajo del mineralogista francés RENE Just HaUY
(1743-1822), el fundador de la cristalografia; son la misma cosa que los nimeros de Delannoy D(3,m)
(HENRI-AUGUSTE DELANNOY (1833-1915), militar francés y matematico aficionado).

m: | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tp(m): | 1 7 25 63 129 231 377 575 833 1159 1561

Por definicién, D(p, q) es el namero de caminos desde el punto (0,0) al punto (p,q), donde cada paso
es en la direccién norte ((i,j) — (i,j + 1)), este ((i,j) — (i +1,j)), o noreste ((i,j) — (i+1,j+1)). En
particular, de la definicién es obvio que

D(p,q) = D(q,p)-

Por ejemplo, para (p,q) = (1,1) hay 3 caminos:

[ 1/

N-E E-N NE

y para (p,q) = (3,1) hay 7 caminos:

| [T ] | /

E-E-E-N E-E-N-E N-E-E-E E-N-E-E NE-E-E E-NE-E E-E-NE
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Para (p,q) = (3,2) hay 25 caminos:

! o

E-E-E-N-N  E-E-N-E-N  N-E-E-E-N E-N-E-E-N = NE-E-E-N

J 1 =

E-NE-E-N E-E-NE-N  E-E-N-N-E = N-E-E-N-E = E-N-E-N-E

L

o

N
L‘

NE-E-N-E E-NE-N-E = N-E-N-E-E  E-N-N-E-E = NE-N-E-E

(0 10 0

N-N-E-E-E N-NE-E-E N-E-NE-E E-N-NE-E NE-NE-E

g

E-E-N-NE N-E-E-NE E-N-E-NE NE-E-NE E-NE-NE

NN

Estos niimeros satisfacen la relacién de recurrencia
D(p.q) =D(p—1,49)+D(p—1,9—1)+D(p,q—1) parap>0,9>0

(¢por qué?) y tenemos D(p,0) = D(0,q) = 1. Es algo parecido a la relacién binomial

-1 -1
(5)=G2)+05)
q q-1 q
La relacion para D(p,q) se visualiza mejor mediante el siguiente tridngulo —cada elemento es la suma de
los tres elementos que estdn arriba (en el tridngulo de Pascal es la suma de dos elementos).

Ejemplo marcado: D(2,4) = D(1,4) + D(1,3) + D(2,3).
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En el tridangulo de abajo estan marcados los valores D(3,m) = {p(m):

1
1 1
1 3 1
1 5 5 1
1 7 13 7 1
1 9 25 25 9 1
1 11 41 63 41 11 1
1 13 61 129 129 61 13 1
1 15 85 231 321 231 85 15 1

13.7. Ejercicio. Volvamos al tetraedro T, de 12.7. Usando interpolacién, demuestre que

_9 3 2 9
ZTq(m)—6m +m +<2 6>m+1
(recuerde que a3 = vol Ty y ag = 1).

13.8. Ejercicio. La férmula de Pick para P C R? puede ser escrita como
1
A= S(6p(1) + £(1) —2)
Demuestre que en la dimension d = 3 la formula andloga es

Vol P = — (£p(2) —34p(1) — £3(1) +3)

N =

(de nuevo, use interpolacion).

EuGENE EHRHART (1906-2000) fue un matematico francés que trabajé de profesor en varios lycées (co-
legios secundarios franceses) y hacia investigacion como pasatiempo. No escribi6 su tesis de doctorado
"Sur un probléme de géométrie diophantienne linéaire" sino hasta 1966, instado por sus colegas. Se jubi-
16 en 1971 pero siguié publicando resultados. Incluimos a continuacién una pagina dedicada a Ehrhart:
http://icps.u-strasbg.fr/ clauss/Ehrhart.html

El resultado de que ¢p(m) es un polinomio proviene del articulo “Sur les polyedres rationnels homot-
hétiques a n dimensions”, C.R. Acad. Sci. Paris 254 (1962), 616-618.
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14 Polinomios de Ehrhart en SAGE

Para hacer célculos con puntos enteros en politopos y polinomios de Ehrhart, SAGE utiliza la biblioteca
LattE" (“Lattice point Enumeration”, https://www.math.ucdavis.edu/~latte/). Para instalarla, hay que
ejecutar la comanda sage -i latte_int.

sage: S = polytopes.simplex(4)

sage: p = S.ehrhart_polynomial()

sage: p

1/24%t~4 + 5/12xt~3 + 35/24*t~2 + 25/12%t + 1
sage: S.affine_hull().volume()

1/24

sage: len((2%S).integral_points())
15

sage: p(2)

15

sage: polytopes.tetrahedron().ehrhart_polynomial ()
1/3%t~3 + t7°2 + 5/3%t + 1

Por ejemplo, podemos calcular el polinomio de Ehrhart del octaedro:

sage: P = polytopes.octahedron()
sage: P

A 3-dimensional polyhedron in ZZ~3 defined as the convex hull of 6 vertices
sage: P.vertices()

(A vertex at (-1, 0, 0),

vertex at (0, -1, 0),

vertex at (0, 0, -1),

vertex at (0, 0, 1),

vertex at (0, 1, 0),

A vertex at (1, 0, 0))

sage: P.ehrhart_polynomial()
4/3%t73 + 2%t~2 + 8/3%t + 1

== = =

El resultado coincide con nuestro célculo en 13.6.

* Z
jcafé con leche!
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Parte Il
Cuadrados magicos

15 Un poco de historia

El primer cuadrado mégico en la historia es el cuadrado Lo Shu que fue descubierto por un matemético
desconocido chino, probablemente alrededor del siglo I a. C. Es un cuadrado de 3 x 3 que segtin la leyenda
apareci6 en el caparazén de una tortuga que surgié de un rio.

Es el siguiente cuadrado:

4192
3|5|7
8|1]6

Es mégico porque

15=4+942=3+5+7=8+1+6 (sumas de filas)
=4+34+8=94+54+1=2+4+7+4+6 (sumas de columnas)
=4+54+6=8+5+2 (sumas de diagonales).

Para mayor informacién sobre el cuadrado Lo Shu y su relacién con la filosofia y religién china antigua,

pueden leer el articulo

47



Schuyler Cammann, The Magic Square of Three in Old Chinese Philosophy and Religion. History of
Religions, Vol. 1, No. 1 (Summer, 1961), pp. 37-80. http://www. jstor.org/stable/1061970

El filésofo, alquimista, médico y nigromante alemdn Enrique Cornelio Agripa (1486-1535) publicé
1531 su libro “De Occulta Philosophia libri III” en el cual los siete planetas conocidos en aquel tiempo (Sa-

turno, Japiter, Marte, el sol, Venus, Mercurio, la luna) fueron relacionados con ciertos cuadrados mégicos
(LIBER SECVNDVS, p. CXLIX-CLIII).

111247 (20| 3
4192 g 174 165 112 4 112|25| 8 |16
315(7 =T T101 8 17| 5 (13|21 | 9
8|16 %12 3 13 10 (18| 1 |14 |22

2316 [19] 2 |15
Saturno Japiter Marte

El pintor renacentista aleman Alberto Durero (1471-1528) hizo en el 1514 el grabado alegérico muy
famoso “Melencolia I” donde entre otras cosas se puede observar el politopo convexo conocido como
“poliedro de Durero” (recuerden que estamos interesados en politopos) y el siguiente cuadrado mégico:

16| 3|2 |13
511011 8
916|712
4 115|114 | 1

En este cuadrado las sumas de filas y columnas son iguales a 34. También las sumas diagonales son 34
16 | 3 2 1131196
511011 | 8 [|4 |15

y los cuatro cuadrados de 2 x 2 en los rincones y uno en el centro, a saber

7 |12] (10|11
1417767
para sumas de filas y columnas.

Otro cuadrado mégico famoso fue disefiado por Euler, que publicé en 1759 un articulo con el elaborado
titulo “Solution d'une question curieuse que ne paroit soumise a aucune analyse” (“Solucién de una
cuestion curiosa que al parecer no se habia sometido a ningtin andlisis”) dedicado al problema de visitar
todo el tablero de ajedrez con un caballo. A saber, el cuadrado de arriba tiene la siguiente propiedad: si
uno sigue los nimeros 1,2, 3, .. ., entonces la sucesién corresponde a movimientos de caballo (verifiquenlo
ustedes mismos).

consisten de ntimeros con suma 34. Aqui nos va a interesar solamente la condicién

41 (59|44 |9 (40|21 |46]| 7
61 |10 | 41|58 45| 8 | 39|20
12 | 45160 | 55 |22 |57 | 6 |47
53162 |11|30| 25|28 |19 | 38
32 113 |54 |27 |56|23|48| 5
6352312429 |26 |37 |18
14 1332|5116 35| 4 |49
1164|1534 | 3 |50 |17 | 36

Parece que la gente estaba mds interesada en cuadrados que son mégicos en un sentido muy fuerte:
en los ejemplos de arriba los cuadrados contienen todos los ntimeros de 1 a n? sin repeticiones y no
solamente filas y columnas, sino también ambas diagonales tienen la misma suma —que debe ser igual
an(n®+1)/2 (;por qué?). Pero no vamos a estudiar tales cuadrados magicos, porque su ntimero exacto
todavia no es conocido:
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= Salvo rotaciones y reflexiones, el cuadrado Lo Shu es el tinico cuadrado de 3 x 3 con esta propiedad
(ejercicio).

» El matemadtico francés Bernard Frénicle de Bessy (alrededor de 1605-1675) descubrié que, salvo
rotaciones y reflexiones, hay 880 tales cuadrados 4 x 4 (su libro “Des quarrez ou tables magiques”
fue publicado péstumamente en el 1693).

= Richard Schroeppel calculé en 1973 que para n = 5 hay 275305224 tales cuadrados.

= Para n = 6 el niimero exacto no es conocido, pero hay un célculo estimado que dice que es ~
1,7745 - 10%.

Entonces para nosotros un cuadrado mégico va a ser una cosa mas simple:

15.1. Definicién. Un cuadrado mdgico es una tabla de n x n llenada con ntimeros naturales arbitrarios
(posiblemente 0) tal que las sumas de filas y columnas son iguales al mismo ntimero m, que se llama la
constante magica.

Este objeto es més interesante porque se puede preguntar cudntos cuadrados mégicos de n x n de
constante mdgica m hay. Por ejemplo, si n = 3 y m = 2, entonces hay precisamente 21 cuadrados méagicos:

0102 0102 0102 0/1|1 0111 0/1]1 0/1]1
0120 111]0 21010 1)1 1 1110 2
2100 1/11]0 01210 2100 1/1]0 170]1 0]1]1
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fal(1514)

Alberto Durero, Melancol
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16 Un ejemplo de enumeracion: H;(m)

16.1. Notacién. H,(m) es el namero de cuadrados magicos de n x n con sumas iguales a m.

16.2. Ejemplo. Aqui estan algunos valores de H, (m) para valores pequefios de n y m, obtenidos con ayuda
de una computadora:

m= 1 2 3 4 5 6 7
Hy(m)= 2 3 4 5 6 7 8
Hy(m)= 6 21 55 120 231 406 666
Hy(m)= 24 282 2008 10147 40176 132724 381424
Hs(m) = 120 6210 153040 2224955 22069251 164176640 976395820
He(m) = 720 202410 20933840 1047649905 30767936616 602351808741 8575979362560

Por ejemplo, hay 666 cuadrados mégicos de 3 x 3 con sumas iguales a 7 (jla marca de la Bestia!).

Es facil de explicar algunos valores. Para n = 2, una vez estd escogido un numero x € {0,1,...,m},
las otras tres entradas del cuadrado estdn definidas por las condiciones magicas y se tiene el cuadrado

x m—x

m—x x

También se ve de la table que H, (1) = n! —es porque para m = 1 cada cuadrado magico debe tener
precisamente un coeficiente 1 en cada fila y cada columna, y los otros coeficientes deben ser ceros. Esto se
llama matriz de permutacién: tales matrices acttian sobre K" permutando los vectores de una base, y dan
una representacion lineal fiel S, — GL,(K). Aqui por ejemplo estdn los cuadrados magicos paran =3y
m=1:

. Entonces Hy(m) = m + 1.

0 1 01 01 0j11]0 1]0 110]|0
1]0 1 1 1]0 0 1 01
1 0 110 1]0 0101 01 0701

A

El primer célculo no trivial es H3(m), y jno es tan facil! El matemadtico britdnico PERCY ALEXANDER
MacMaHON publicé en su libro “Combinatory Analysis” (1915) la férmula

m—+4 m—+3 m+2
H =
o= (") (7))
que es un polinomio misterioso de grado 4, que es igual a
m m m 1 4 3 5 15 5,9
3(4>+9(3>+10(2)+5m+1—8m —|—4m + g " +4m+1.

Hay una demostracién bastante sencilla publicada en 1997 por Miklos Bona (http://www.jstor.org/
stable/2691261) que usa el siguiente razonamiento. Noten que podemos escoger libremente cuatro ele-
mentos de la tabla:
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Y el resto esta determinado automaticamente:

a d m— (a+d)
m+c—(a+b+d) b a+d—c
b+d—c m— (b+d) c

Las eleciones de a,b,c,d no son totalmente arbitrarias: hay que verificar que en la tabla obtenida las
entradas no son negativas. Entonces M3(m) es el nimero de las soluciones no negativas del sistema de
desigualdades

m>a+d, m+c>a+b+d, a+d>c, b+d>c, m>b+d.
Hay tres casos que van a corresponder exactamente a los tres coeficientes binomiales de la férmula
4 3 2y.
Ha(m) = ({4 + (") + (")

= Supongamos que a < by a < c. En este caso la desigualdad a +d > ¢, implicab+d >cym > b+d
implica m > a +d. Luego, tenemos m +c > b+d +c > a+ b+ d. Entonces nuestro sistema de
desigualdades se simplifica a

a<b, a<c¢, a+d>c, m>b+d.
Observamos que esto equivale a la cadena de desigualdades
0<a<2a+d—-c<a+b+d—c<b+d<m

—de hecho, la primera desigualdad es equivalente a a +d > ¢, la segunda es equivalenteaa < by
la tercera es equivalente a a < c.

Una seleccién de tres niimeros consecutivos a, 2a +d —c¢, a+b +d — ¢, b + d, nos daria valores
de a,b,c,d y el cuadrado magico correspondiente. Entonces tenemos que escoger 4 elementos con
posibles repeticiones entre m + 1 elementos, y en total hay ("’14) posibilidades.

= Supongamos que b < ay b > c. Notamos que este caso es simétrico: hemos cambiado a y b, y la tini-
ca diferencia es que el caso a = b estd excluido (porque lo hemos contado antes). Las desigualdades
son equivalentes a la cadena de desigualdades

0<b<2b+d—c<a+b+d—c—-1<a+d-1<m-—1.

Es la misma cadena de desigualdades, solo con a remplazado por b, y hemos afiadido —1 para no
contar el caso a = b. Entonces estamos contando combinaciones de 4 elementos entre m con posibles
repeticiones, y el resultado es ("}7).

= Por fin supongamos que ¢ < ay ¢ < b. Las desigualdades a +d > cy b+d > c se vuelven redun-
dantes. Ademads, la desigualdad m + ¢ > a+ b+ d implicam > a+d y m > b+ d. Entonces nuestro
sistema de desigualdades se reduce a

c<a, c¢c<b m4c>a+b+d.
Se ve que esto es equivalente a la cadena de desigualdades
0<c<b-1<b+d-1<a+b+d—c—-2<m-2.

Contamos el nimero de combinaciones de 4 elementos entre m — 1 con posibles repeticiones, y la

respuesta es (")
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Los tres casos juntos nos dan

w1+ ()

La demostracién de arriba explica los coeficientes binomiales de la férmula, pero es muy tediosa. Si
quieren por ejemplo calcular My(m), serd irrazonable decir “bueno, empecemos por nueve pardmetros y
calculemos las soluciones de las desigualdades correspondientes”... Debe de existir algiin modo mas listo
de comprender H,(m).

17 Politopos de Birkhoff

Notamos que cada cuadrado méagico corresponde a un punto entero del conjunto

X1 o X
2 . .
€R"™ |x;j >0, ) x;=mparacadaj, ) x;=m paracadai
- .

Xnl ° Xnn ]

Este es cierto politopo convexo dilatado por m.

17.1. Definicién. El politopo convexo

X11 o Xin
B, = oo cR" | xij >0, injzlforallj, injzlparacadai
- -

Xnl 0 Xnn /

recibe el nombre de politopo de Birkhoff y una matriz que satisface }; x;; = 1 para cada j y }; x;; = 1
para cada i se llama doblemente estocéstica.

Notamos que
2
Hy(m) =#(mB,NZ"") = Ly, (m).
17.2. Observacién. dim B, = (n —1)2.
Demostracién. En una matriz doblemente estocéstica se pueden escoger elementos x;1,...,x;,_1 en cada
filai =1,...,n—1, y luego la dltima columna x;, = 1 — (xj1 + -+ x;j,_1) estd determinada automa-

ticamente. De la misma manera, la ultima fila estd dada por x,; = 1 — (xl,j 4+ xn,Lj) para cada
j=1,...,n ]

B, es un politopo convexo porque es una intersecciéon de un ntmero finito de semiespacios afines
y es acotado. Recordamos que también hay la descripcién dual de politopos convexos: B, debe ser una
combinacién convexa de un nimero finito de puntos. Resulta que estos puntos precisamente corresponden
a las matrices de permutacioén; en particular son puntos enteros, y entonces podemos aplicar la teoria de
Ehrhart a B,,.

17.3. Teorema (Birkhoff-von Neumann). B, es la envolvente convexa de las matrices de permutacion:

Bi={) Aclr| A >0y Y Ay =1},

ocES, cES,

donde Py es la matriz de n X n que representa a la permutacion o.
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GARRETT BIRKHOFF (1911-1996) fue un matematico estadounidense. Obtuvo su licenciatura en Harvard
en 1932, donde trabajé como profesor por el resto de su carrera. Estuvo entre los primeros algebristas
modernos en los Estados Unidos y publicé varios libros importantes, notablemente “A Survey of Modern
Algebra” (1941) y “Algebra” (1967) con Saunders Mac Lane. Sus contribuciones en matemdticas puras
estan relacionadas con el “algebra universal”, que ya es una rama bastante exética del dlgebra. Durante la
segunda guerra mundial empez6 a trabajar en matematicas aplicadas, radares, balistica, fluidodindmica,
etc.

El teorema de Birkhoff-von Neumann proviene del articulo

G. Birkhoff, “Tres observaciones sobre el dlgebra lineal” (1946), Univ. Nac. Tucumén. Revista
A., 5: 147-151, MR 0020547.

(Publicado en espafiol en una revista de la Universidad Nacional de Tucumdan en Argentina.)

Garrett Birkhoff

JoHN voN NEUMANN (1903-1957) fue un matematico estadounidense de origen judio-huingaro. Em-
pez6 su carrera en matemdticas de joven y publicé numerosos articulos. En 1933 fue invitado al Institute
for Advanced Study en Princeton, donde trabaj6 por el resto de su vida. Hizo contribuciones en 1égica,
probabilidad, teoria de la medida, mecanica cuantica, informatica, etc. Particip6 en el Proyecto Manhattan
y fue uno de los cientificos responsables por los bombardeos atémicos de Hiroshima y Nagasaki.

Nubes de hongo sobre Hiroshima y Nagasaki
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17.4. Ejemplo. Probablemente el tinico caso fécil de visualizar es el de B;: es un subconjunto convexo en
R*, pero de dimensi6n 1. Cada matriz doblemente estocéstica de 2 x 2 es de la forma

(1AA 1;A>—A<é (1)>+(1—/\) ((1) é) para A € [0,1],

y en consecuencia, el conjunto B, es el segmento de recta entre ((1) g) y <(1) é) A

Una direccién del teorema de Birkhoff-von Neumann es ficil: cada matriz de permutacién es doble-
mente estocdstica y tenemos la siguiente

17.5. Observacién. Si Aq,..., A, son matrices doblemente estocdsticas, entonces la combinacién convexa

MA; + -+ MA, donded; >0y Y A =1

1<i<r
es también una matriz doblemente estocdstica.
17.6. Ejemplo. En particular, la suma de dos cuadrados méagicos es también un cuadrado mégico. A

La parte mas dificil de ver es que cada matriz A € B, puede ser escrita como una combinacién convexa
Y res, AcPr para algunos coeficientes A, > 0, ), A = 1. El punto clave es el siguiente

17.7. Lema. Sea A = [x;j] una matriz doblemente estocdstica. Entonces existe una matriz de permutacién P = [p;;]
tal que p;j =1 = x;; # 0.

Primero veamos por qué este lema es suficiente para demostrar el teorema de Birkhoff-von Neumann.
Si tenemos tal matriz de permutacién, consideramos
A= min {x;; | p;j # 0}.
lgi,jgn{ ij | Pij # 0}
Notamos que este es un ntimero positivo. Sean p, g indices tales que A = xp;. Si A = 1, entonces A es una
matriz de permutacioén y la afirmacién del teorema es trivial. Si A # 1, consideramos la matriz doblemente
estocdstica 1
A= —— (A-AP).
T )
Tenemos la combinacién convexa
A=(1-)A)A +AP,
donde P es una matriz de permutacion y A’ es una matriz doblemente estocastica y observamos que
x%q = 0 porque x,; = A. Luego, A’ tiene un coeficiente cero mas que A. Esto significa que podemos
aplicar el mismo procedimiento a A" y el proceso se termina eventualmente porque en cada paso la matriz
A’ va a tener mas ceros. u

1/5 4/5 0
17.8. Ejemplo. Consideremos la matriz [ 2/5 1/5 2/5|. Segtin la demostracioén de arriba, para es-
2/5 0 3/5
cribirla como una combinacién convexa de matrices de permutacién, tenemos que escoger una matriz
de permutacién cuyos coeficientes no ceros corresponden a coeficientes no nulos en nuestra matriz. El
lema (que todavia no hemos demostrado) nos dice que esto es siempre posible. Tomemos por ejemplo
100
0 1 0].Tenemos la combinacién convexa

0 01
1/5 4/5 0 0 1 0 1 1 00
2/5 1/5 2/5|==-1(1/2 0 1/2 +§ 010
2/5 0 3/5 1/2 0 1/2 0 01
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De la misma manera, para la primera matriz de la suma se obtiene una descomposicién convexa

0 1 0 [0 10 01 0
(1/201/2):2(001>+ (100).
12 0 1/2 10 0 00 1
(1/5 4/5 0) 2(010) (010) 1(100)
2/5 1/5 2/5| ==(o 0 1|+=2(1 0 o]+=(0 1 o).
25 0 3/5) °\1 00/ 2\oo 1/ °\o o1

17.9. Ejemplo. De lo anterior se desprende que cada cuadrado mdgico es una suma de matrices de per-
mutacién. Por ejemplo,

N =

Por tanto,

N

A

11410 0(1]0 0(1]0 1100
211|2|=2-/0|0|1|+2-/1]|0]|0|+|0]1|0
2103 11010 0]0]1 0101

Esta expresion no es tnica. Por ejemplo, el cuadrado Lo Shu tiene dos descomposiciones diferentes:

41912 0101 0101 010 010 110|0
3|5|7|=|0[1|0|+]|1 0(+7-/0]0|1|+2-]1]0]0|+4-01]|0
81116 1100 0(11]0 110]|0 0101 0/0|1
0101 0j11]0 0j11]0 110]|0 110|0
=2-/10|1]0|+6 0]1[+3-]1]0 +10]0|1|+3-/0]1|0
1100 1]10]0 0101 010 0101

A

17.10. Ejemplo. Otra aplicaciéon del teorema de Birkhoff-von Neumann: el producto de dos matrices doble-
mente estocdsticas es también una matriz doblemente estocdstica. Es una consecuencia fécil del hecho de que el
producto de dos matrices de permutacién Py - Pr es también una matriz de permutacién Py.r.

En particular, el producto de dos cuadrados magicos (calculado como el producto de matrices) es tam-
bién magico. La constante mdgica correspondiente es el producto de las constantes méagicas. Por ejemplo,

1(4(0||0]1]|2 41912
3/1/1|-|/1|2|0|=|3|5]|7
1/0(4|(2|0]1 8|16

18 Teorema de los matrimonios de Hall

Volvamos ahora al lema sobre matrices de permutacién. Hemos afirmado que para cada matriz doble-
mente estocdstica A = [x;;] existe una matriz de permutacién P = [p;] tal que p;; = 1 = x;; # 0. Ahora
vamos a demostrarlo usando un famoso resultado combinatorio.

Recordemos que un grafo bipartito G = (V, E) es un grafo tal que su conjunto de vértices es una unién
disjunta V = X UY tal que todas las aristas son de la forma (x,y) dondex € Xey €Y.

Para un subconjunto W C V su entorno Ng (W) es el conjunto de las vértices adyacentes a los vértices
de W:

Ng(W):={ve V| (u,v) € Eparaalgun u € W}.
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18.1. Teorema (Teorema de Hall del matrimonio). Sea G = (XU Y, E) un grafo bipartito con |X| = |Y]|.
Supongamos que
INg(W)| > |W| para cada W C X.

Entonces existe un emparejamiento perfecto, es decir una biyeccion ¢: X — Y tal que (x,¢(x)) € E para cada
xe X

Antes que nada, notamos que la condicién [Ng(W)| > |W| es necesaria para tener un emparejamiento
perfecto.

18.2. Ejemplo. Consideramos dos grupos de personas X e Y. Ponemos una arista entre x € X ey € Y si x
e i se gustan y quieren casarse.

El teorema de Hall dice que si a cada grupo de personas W C X le gustan por lo menos |W| personas
del grupo Y, entonces todos del grupo X pueden casarse. En nuestro caso tenemos la siguiente solucion:

Q ©
© ©
Q ©
X Y
A
Demostracion del teorema de los matrimonios de Hall. Por induccion sobre n = |X| = |Y|. Para n = 1 la afir-

macion es trivial.

Supongamos primero que para cada W C X tenemos |[Ng(W)| > |W|+ 1. Entonces podemos sim-
plemente escoger un vértice x € X. Por nuestra hipétesis, Ng({x}) # @, y entonces podemos escoger
y € Ng({x}). Si quitamos los vértices x y y, el grafo restante G’ satisface la condicién |[Ng/(W)| > |W|, y
asf inductivamente se obtiene un emparejamiento perfecto.

Ahora supongamos que existe algin W C X tal que |[Ng(W)| = |W|. Consideramos los siguientes
grafos bipartitos mas pequefios:

H:=WUNg(W) y K:=(X\W)U(Y\Ng(W)).

Noten que para cada Z C W tenemos Ny(Z) = Ng(Z), de donde el grafo H satisface la condicién
INg(Z)| > |Z|, y por la hipétesis de induccién tiene un emparejamiento perfecto.
Para el grafo K, sea Z C X \ W. Tenemos

NG(ZUW) = Nk(Z) UNg(W),
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y por lo tanto
|1Z] + W[ = |ZUW] < [Ng(ZUW)| = [Nk(Z)[ + [Ng(W)[ = [Nk(Z)| + [W].

Entonces tenemos |Ng(Z)| > |Z|, y por la hipétesis de induccién existe un emparejamiento perfecto para
K. |

En nuestro caso, para una matriz doblemente estocéstica A = [x;;] consideramos el grafo bipartito
cuyos vértices representan las filas y columnas de la matriz:

V:=RUC:={ry,...,rntU{c1,...,cn}.
Las aristas corresponden a coeficientes no nulos en la matriz:

E:={(ri,cj) | xij # 0}.

Este grafo satisface la condicion |[N(I)| > |I| para cada I C R, es decir, si escogemos / filas I = {r;,,...,7;,},
entonces hay por lo menos ¢ columnas diferentes con coeficientes no nulos en las intersecciones con I.

Notamos que
Yowi=) ) xi=), ) x=l
el icljeN({i}) iel1<j<n
JEN(I) —
=1

porque la matriz es doblemente estocéstica. De la misma manera, para cada | C C tenemos

Jl= Y =
IS
iEN(])

Para I C R notamos que I C N(N(I)), y por lo tanto

INDI= Y}, x> ), x=]Il.
JEN(I) JEN(I)
ieN(N(I)) iel

Entonces por el teorema de los matrimonios de Hall, existe un emparejamiento perfecto M C E.
Consideramos la matriz P = [p;j] definida por

N 1, (ri,C]‘) €M,
PIrm 0, () ¢ M.

Observamos que M es un emparejamiento perfecto, de donde cada fila y cada columna de P tiene exacta-
mente un coeficiente 1; es decir, P es una matriz de permutacién. Si Xij = 0, entonces por la definicién del
grafo, (r;,¢j) ¢ E y entonces p;; = 0, como deseamos. [

El teorema lleva el nombre del matematico inglés Prirtr HALL (1904-1982), conocido por sus contribu-
ciones a la teoria de grupos finitos. El teorema de Hall aparece en su articulo de 1935 “On Representatives
of Subsets". El nombre “teorema de los matrimonios” aparece mads tarde, por ejemplo en

Paul R. Halmos and Herbert E. Vaughan, The Marriage Problem, American Journal of Mathema-
tics, Vol. 72, No. 1 (Jan., 1950), pp. 214-215, http://wuw.jstor.org/stable/2372148
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19 Teoria de Ehrhart para los politopos de Birkhoff

Hemos demostrado que B, es un politopo convexo entero de dimensién (n — 1)2, y entonces el teorema
de Ehrhart implica

19.1. Teorema (Ehrhart, Stanley). H,(m) es un polinomio en m de grado (n — 1)2.

19.2. Ejemplo. Aqui estan los primeros polinomios H, (1) (los escribimos en la base de coeficientes bino-
miales (") para enfatizar que H,(m) € N para m € N):

1,
1,
m+1,
m—+ m+3 m+2 m m m
( ) )+( ) >+( \ )3(4)+9<3)+1o(2>+5m+1,

m m m m m
352 <9>+2112< >+5432(7)+7800(6>+6820<5>+3712<4>+1233(3)

+ 235 ( )+23m—|—1

Hs(m) = 4718075 ( . 6) + 47180750 (f;) + 215622400 G’;) + 595950225 (g) 41110779300 (g)
+ 1473782200 (ﬁ) + 1431876375 G’é) 11031899475 (’Z) + 552509140 ("81) 4217967015 (";)

+ 62167090 <’Z> + 12413375 (’:) 1 1649576 ('Z) 1 134769 (’;) 45971 <m

2> +119m + 1.

Recordemos que también tenemos la férmula de reciprocidad

Oy, (m) = (=1)"V" by (—m).

¢Cuadl es su significado en nuestro caso? La funcién £; (m) cuenta los cuadrados mégicos de 7 x n de
suma mdgica m y tal que todas las entradas son estrictamente positivas. En particular, {5 (m) = 0 para
m=1,2,...,n—1.5i m > n, notamos que contar tales magicos es la misma cosa que contar los cuadrados
magicos con suma m — n y luego afiadir 1 a cada entrada. Entonces la reciprocidad nos dice que

19.3. Teorema. 1) H,(—1) =H,(-2)=---=Hy(—n+1) =0.
2) Hy(m—n) = (—1)(”’1)2 Hp(—m) param > n .

19.4. Ejemplo. Para valores pequeiios de n esto reduce el trabajo con interpolacién polinomial para calcu-
lar H, (m). Por ejemplo, para n = 3 sabemos que

H3(—3) = H3(0) =1, H3(—2)=0, H3(—-1)=0, H3(0)=1 H3()=3!=6,
y estos cinco valores definen de modo tinico el polinomio de grado 4

1 3 15 9
H3(m):§m4+1m3+§m2+zm+1
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que coincide con el que hemos visto arriba. Para n = 4 el polinomio Hy(m) es de grado 9, asi que debemos
obtener 10 de sus valores. Tenemos

Hy(—7) = —Hy(3) = —2008,
Hy(—6) = —Hy(2) = —282,
Hy(—5) = —Hy(1) = —24,
Hy(—4) = —H4(0) = —1,
Hy(=3) =0,
Hy(=2) =0,
Hy(=1) =0,

Hy(0) =1,

Hy(1) = 24,

Hy(2) = 282,

Hy(3) = 2008.

Los tinicos valores no obvios son Hy(2) = 282 y Hy(3) = 2008, y para encontrarlos pueden ejecutar un
pequefio programa—iescribanlo ustedes mismos! Luego, la interpolacién polinomial nos da

11 11 19 2 1109 43 35117 379 65
T S A S 0 Y 5,20 4 22 2

)= 11340 630 135 3 50 " T 10 5670 63 18

m m m m m m m m
= 352 (9) + 2112 (8) + 5432 (7) + 7800 (6) + 6820 (5) +3712(4) + 1233 (3) + 235 (2) +23m+1,

y solo evaluando este polinomio podemos obtener el maravilloso hecho que hay 5045326 cuadrados ma-
gicos de 4 x 4 con suma 10 y 1159382525319251 cuadrados mégicos con suma 100. A

Hy(m m+1

20 Politopos de Birkhoff en SAGE

SAGE puede construir los politopos de Birkhoff y calcular sus polinomios de Ehrhart:

sage: polytopes.Birkhoff_polytope(3)

A 4-dimensional polyhedron in ZZ~9 defined as the convex hull of 6 vertices
sage: polytopes.Birkhoff_polytope(3).ehrhart_polynomial ()

1/8%t~4 + 3/4xt"~3 + 15/8%t"2 + 9/4%t + 1

Es muy dificil hacer célculos con B,: su dimensién (n — 1)? y ntimero de vértices n! crecen muy
rédpido. Por ejemplo, Matthias Beck y Dennis Pixton calcularon el volumen de By usando una red de
computadoras: el cdlculo empez6 en el marzo 2002 y terminé en el mayo 2003. Una computadora normal
con una CPU de 1 GHz tomaria casi 17 afios para ejecutar el mismo programa. Y se trata solo del coeficiente
mayor del polinomio de Ehrhart Hjg. Beck y Pixton calcularon H, hasta n = 9; para mayor informacién,
véase http://www.math.binghamton.edu/dennis/Birkhoff/. Con mi computadora portatil y SAGE tuve
paciencia solo hasta n = 5.
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