Cohomologia de grupos, dia 3

Alexey Beshenov (cadadr@gmail.com)

1 de septiembre de 2016

1. Extensiones de grupos
1.1. Definicién. Una extensién de grupo G por A es una sucesion exacta corta
0-A—E—=>G—1

Se dice que dos extensiones son equivalentes si hay un morfismo E — E’ que forma parte de un diagrama
conmutativo de filas exactas

0 A E G 1
0 A E’ G 1

Como siempre, A denota un grupo abeliano (por esto a la izquierda escribimos “0 —”; la operacién en
A va a ser denotada por +) y G denota un grupo no necesariamente abeliano —la razén es que la teoria
de extensiones de nticleo no abeliano es demasiado sofisticada para nuestros apuntes.

Notemos que E — E’ en el diagrama de arriba es necesariamente un isomorfismo por el lema del cinco
(que se cumple también para grupos no necesariamente abelianos —trate de demostrarlo). En particular,
tenemos una verdadera relacion de equivalencia.

1.2. Observacién. Si tenemos una extension
0-ALELG—1
entonces G actia sobre A, y la accién puede ser descrita como

i(g-a) =gi(a)g !, dondeg c E estal que p(3) = g.

2. Extensiones escindidas y H!(G, A)

2.1. Definicién. Se dice que una extension

0sALEL G

se escinde si existe un homomorfismo de grupos s: G — E tal que pos = idg.



Notemos que si la extensién se escinde, entonces como un conjunto, E se identifica con el producto
cartesiano A x G, y la biyeccion entre conjuntos A x G — E es dada por (a,g) — i(a) s(g). La multiplica-
cién de tales pares no es necesariamente la multiplicacién (a,g) - (b, h) = (ab, gh), ya que es “torcida” por
la accion de G sobre A. A saber, tenemos

i(a)s(g)i(b)s(h) = i(a) s(g)i(b)s(g) " s(g)s(h) = i(a)i(g-b)s(g)s(h) = i(a+g-b)s(gh).

Entonces, en términos de pares (a,g) € A x G, la multiplicacién es

(a,8) - (b,h) = (a+g-b,gh).
Esta construccién recibe un nombre especial:

2.2. Definicién. Sea A un grupo con accién de otro grupo G. Entonces el producto semidirecto A =G es
el conjunto A X G con operacion (a,g) - (b, h) := (a+g- b, gh).

Se puede verificar facilmente que esta operacién es asociativa y define una estructura de grupo sobre
el conjunto A x G. Estas consideraciones nos dan la siguiente

2.3. Observacién. Una extensién se escinde si y solamente si es equivalente a

(a.8)—

0 A g 78 oy

2.4. Ejemplo. Si la accién de G sobre A es trivial, entonces A = G coincide con el producto directo de
grupos A x G. A

2.5. Ejemplo. El grupo Z/27Z acttia sobre Z /nZ por [x| — [—x]. El producto semidirecto correspondiente
Z/nZ =Z/27Z es el grupo diédrico D,, (que a veces también se denota por Dy;,). A

Ya que la seccién s: G — E tiene que cumplir p os = id, esta corresponde a una aplicacién f: G — A
tal que s(g) = (f(g),g)- No cualquier aplicaciéon f: G — A da lugar a una seccion ya que s tiene que ser
un homomorfismo de grupos. Veamos cudl es la condicién correspondiente sobre f: sis: g — (f(g),2),
entonces la identidad s(gh) = s(g) s(h) corresponde a

(f(gh), gh) = (f(2),8) - (f(h),h) = (f(&) + g~ f(R) gh).

Esto quiere decir que las secciones corresponden a los morfismos cruzados (también conocidos como
1-cociclos) f: G — A tales que

f(gh) = f(g) +g-f(h)
(es decir, f es un homomorfismo cruzado por la accién de G). Notemos que los morfismos cruzados
forman un grupo abeliano respecto a la adicién punto por punto (f + f')(g) := f(g) + f'(g).

2.6. Definicién. Para una sucesion escindida 0 —+ A — E — G — 1, se dice que dos secciones s,s': G — E
son conjugadas si s'(g) = i(a)s(g)i(a)~! para algtn a € A.

Notemos que en términos de los morfismos cruzados, la identidad s'(g) = i(a)s(g)i(a)~! puede ser

escrita como
(f(8),8) = (a,1) (f(8).8) - (a7, 1) = (a+ f(g) —g-4,3).

Es decir, dos secciones s y s’ son conjugadas si y solamente si los morfismos cruzados f y f’ estan
relacionados como f(g) — f'(g) = g-a—a.

Nuestras consideraciones dicen que las secciones médulo conjugacién corresponden a los homomorfis-
mos cruzados médulo homomorfismos cruzados de la forma g +— g -a — a para algin a € A. Recordemos
el complejo estdndar que calcula la cohomologia H* (G, A):



0= %G, A4) &L (G, A) L (G, A) = -

(doa) =g-a—a,
(d'f)(gh) =g~ f(h) — f(gh) + f(h),
(@*f)(g b, k) = g - f(h,k) — f(gh k) + f(g, hk) — f(g,h),

Se ve que los homomorfismos cruzados f: G — A con precisamente los que estdn en kerd! y los
homomorfismos cruzados de la forma g + ¢ -a — a son los que estan en im d’. Asi que el primer grupo
de cohomologia H'(G,A) = kerd!/imd" clasifica precisamente las posibles secciones de extensiones
escindidas médulo conjugacién.

2.7. Teorema. Para una extension escindida
0>A—-AxG—>G—1

las secciones s: G — E mddulo conjugacion corresponden a los elementos de H' (G, A).

2.8. Ejemplo. Hay dos acciones de Z /27 sobre Z /3Z.: la accion trivial y la acciéon por [1] — [2] y [2] — [1].
= La accién trivial surge en la extensién escindida
0—-2/32Z - Z/32Z®Z2/27Z — Z/2Z — 0

y hay una sola posible seccion Z/27Z — Z./3Z & Z./27Z.

= La accién no trivial surge en otra extensién escindida

0—~>2Z2/37Z — S35 — Z./2Z — 0

S3 contiene un subgrupo normal tnico isomorfo a Z/3Z: es el subgrupo que consiste en ( ), (1,2,3),
(1,3,2). Luego, hay tres posibles secciones Z/2Z — S3:

5111I—>(1,2), Sz:lf—)(1,3), 53:1|—>(2,3),
pero todas estas secciones son conjugadas ya que

(1,3) = (1,2,3)0(1,2) 0 (1,2,3)" 'y (2,3) =(1,3,2)0(1,2)0(1,3,2) "

Todo esto concuerda con el hecho de que H'(Z/2Z,7./3Z) sea trivial para ambas acciones de Z/2Z
sobre Z /3Z (véase nuestro célculo general de H"(Z/mZ, A)). A



3. Extensiones y H*(G, A)

Ahora sea )
0-ALEL G

una extensién no necesariamente escindida. Ya no tenemos secciones, pero todavia existe una aplicacion
entre conjuntos s: G — E tal que p os = id. El qué tan alejada estd esta aplicacion de ser un homomorfismo
de grupos es medida por cierta aplicaciéon f: G x G — A:

s(g)s(h) = i(f(g, ) s(gh)-

Seria natural exigir
s(1) =1, en particular f(g,1) = f(1,h) = 0.

Tenemos una biyeccién A x G = E definida por (a,g) — i(a) s(g). Luego,

i(a)s(g)i(b)s(h) = i(a) s(g) i(b)s(g) " s(g)s(h)

QoIS
i(a)i(g-b)s(g)s(h)

i(a+g-b)i(f(g h))s(gh)
i(a+g-b+f(gh))s(gh).

Luego el grupo E consiste en pares (4, ) junto con una multiplicaciéon definida por

(a,8)-(b,h) = (a+g-b+ f(g h) gh).

Si comenzamos con una aplicacién f: G x G — A, la operacién de arriba sobre A x G no define una
estructura de grupo porque no es asociativa. Se calcula que

((a,8)-(b,h)) - (c,k) = (a+g b+ f(gh) gh)-(c,k) = (a+g-b+f(gh)+gh-c+ f(ghk), ghk),
(@,8) - ((b,h) - (c,k)) = (a,8) - (b+h-c+ f(hk),hk) = (a+g-b+gh-c+g- f(hk)+ f(g hk), ghk),

asi que para que la multiplicacion sea asociativa, f tiene que satisfacer la identidad

1) 8- f(h,k) = f(gh k) + f (g, hk) — f(g, 1) = 0.

Tal funcién f recibe el nombre de 2-cociclo. Ahora una verificacién rutinaria demuestra que una aplica-
cion f: G — G — Atal que f(g,1) = f(1,h) = 0y que cumple la condicién de 2-cociclo (1) junto con una
accion de G sobre A produce un grupo E a partir de la multiplicacion (a,g) - (b,h) = (a+g-b+ f(g h), gh).

Hemos producido un 2-cociclo normalizado f: G x G — A a partir de una seccién normalizada
s: G — E. Tenemos que ver como estan relacionados los cociclos f y f’ que corresponden a dos secciones
normalizadas s,s’ de la misma extensién. Asi que consideremos una aplicacion f’ tal que s'(g)s'(h) =
i(f'(g,h))s'(gh). Seau: G — A la aplicacién que expresa la diferencia entre s y s’:

s'(g) = i(u(g))s(8)-

La normalizacién s'(1) = s(1) = 1 implica que u(1) = 1. Tenemos



i(f'(g,h))s'(gh) = s'(g)s'(h) = i(u(g))s(g) i(u(h)) s(h)
=i(u(g)) s(g)i(u(h))s(g)~" s(g)s(h)
=i(u(g))i(g-u(h))s(g)s(h)
=i(u(g) +g-u(h)i(f(gh))s(gh)
=i(u(g)+g-u(h)+f(gh))s(gh)
= i(u(g) +g-ulh)+ f(g,h)i(u(gh)) " i(u(gh))s(gh)
=i(u(g) +g-u(h)+ f(g,h) —u(gh))s'(gh)

Asi que
filgh) = f(gh) =g - ulh) —u(gh) +u(g).
Entonces, diferentes 2-cociclos normalizados corresponden a la misma extensién cuando la diferencia
entre ellos es de la forma

2) (&) = g-u(h) —u(gh) +u(g).

Tales funciones se llaman 2-cofronteras normalizadas. Nos queda notar que los 2-cociclos normaliza-
dos son precisamente kerd? en el complejo normalizado C*(G, A) y las 2-cofronteras normalizadas son
precisamente im d' en el complejo normalizado. El complejo normalizado, tal y como el complejo habitual,
calcula H*(G, A).

3.1. Teorema. Las clases de equivalencia de extensiones 0 — A — E — G — 1 que dan lugar a una accién fija de
G sobre A corresponden a los elementos de H>(G, A).

3.2. Ejemplo. El grupo de cohomologia H?(Z /27,7 /3Z) es trivial para ambas acciones de Z/2Z sobre
Z./3Z. La accién trivial nos da la extension Z/27Z & Z/3Z, mientras que la accién no trivial nos da la
extension Ss. A

3.3. Ejemplo (Algebras con productos cruzados; Emmy Noether). Sea L/K una extensién de Galois. Todo
elemento de H?(Gal(L/K), L*) es representado por un 2-cociclo normalizado f: Gal(L/K) x Gal(L/K) —
L*. A saber, es una coleccién de elementos {as,r € L* }; rcGa(1/k) que satisfacen la condicién

3) o(kep) - k(;rl,p ko k;% =1
(es la misma férmula que (1), solo en la notacién multiplicativa) con normalizacién

kep =kio=1.

Sea A el espacio vectorial sobre L con base de elementos e, para ¢ € Gal(L/K). Definamos una
multiplicaciéon sobre A por

2 ageq | - 2 arer | = 2 korayo(be)epr.
oe€Gal(L/K) T€Gal(L/K) o,7€Gal(L/K)

Una verificacién tediosa demuestra que gracias a (3), la multiplicacién es asociativa. La identidad respecto
a esta multiplicacién es e;. Notemos que A es también un espacio vectorial sobre K, y tenemos

a(xy) = (ax)y =x(ay) paracualesquierax,y € A,a € K.



El algebra sobre K que hemos construido se llama un algebra con producto cruzado y se denota por

A = (L/K,{ks}). Notemos que para el cociclo trivial con k,r = 1 para todo o, T € Gal(L/K), el élgebra

con producto cruzado (L/K, {ks+}) es simplemente el dlgebra M, (K) de matrices de n x n sobre K.
Resulta que el grupo de cohomologia H?(Gal(L/K), L*) clasifica precisamente tales dlgebras:

Br(L/K) = H?(Gal(L/K),L*) = {algebras con producto cruzado (L/K, {ks})}/isomorfismo.

Para mayores detalles, véase el capitulo II del libro N. Jacobson, “Finite-dimensional division algebras over

fields”.

Para dar un ejemplo no trivial de esta construccién, recordemos que nuestro célculo que H>(C/R,C*) =
Z/27Z. Sea ¢ la conjugaciéon compleja C* — C*. En este caso, un 2-cociclo normalizado estd definido por
un numero ks, € C*, pues el resto estd definido por las condiciones de normalizacién

ki1 =kep =kio =1

Las condiciones (3) son casi todas vacias, excepto el caso de los indices o, 0, 0 cuando tenemos la identidad
o(koo) - k;t = 1; es decir, kyy € RX.
Un momento de reflexién sobre la férmula (2) para las 2-cofronteras nos dice que estas son de la forma

koo =Zz = ]z|2 para algin z € C*.

Entonces, dos cociclos normalizados representan el mismo elemento de H?(Gal(C/R),C*) si y solamente
si la diferencia entre k,» y ki, es un factor positivo x € R-. Asi que, médulo las 2-cofronteras, hay dos
posibilidades distintas: ky» = 1 (el cociclo trivial) y ky» = —1 (el cociclo no trivial).

El cociclo trivial nos da el dlgebra de matrices M;(IR). A partir del cociclo con k,; = —1 se construye
un dlgebra sobre C con una base de dos elementos 1,j y multiplicacién

1-1=1,1-j=j-1=j,j-j=-1

Sobre IR, esta es un algebra asociativa de dimensién 4, y es exactamente el dlgebra de cuaterniones H.
Recordemos que normalmente IH se define como el algebra sobre R con una base 1,1, j, k y multiplicacién

1 i j Kk
1/1 i j k
ili -1 4k —j
il -k -1 +i

k|(k + —i -1

Para ver que es un algebra sobre C con una base 1, j, basta notar que

a+bi+cj+dk=(a+bi)+ (c+di)-j.
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