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R-moédulos

1) El R-médulo libre R (X) se caracteriza de modo tinico, salvo isomorfismo, por la propiedad universal
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2) Calcule los grupos abelianos Hom (A, B) para A,B =2, Z/nZ, Z/mZ, Q:

| z | Z/nZ | Q
z Homy(Z,Z) Homy(Z,Z/nZ) Homgz(Z,Q)
Z/nZ | Homy(Z/nZ,Z) | Homy(Z/mZ,Z/nZ) | Homy(Z/nZ,Q)
Q Homy(Q,Z) Homy(Q,Z/nZ) Homz(Q,Q)

3) Calcule los grupos abelianos

Z/nZ Qyz Z/mZ,
Z./nZ @z Q,
Q®zQ.

4) a) Demuestre que si f: A »» B es un monomorfismo entre grupos abelianos, entonces el morfismo
inducido f ®id: A ®z Q — B ®z Q es también mono. (En general, productos tensoriales no pre-
servan monomorfismos, pero Q es un Z-moédulo plano; es una consecuencia del hecho de que toda
localizacién S~!R es un R-médulo plano, pero puede encontrar una demostracién directa.)

b) Demuestre que T es un grupo abeliano de torsién (es decir, para cada elemento x € T existe n # 0
tal que - x = 0) si y solamente si T ®7z Q = 0.

5) Considere la biyeccién

Hompg (L ®g M, N) = Homg (L, Homg (M, N)),
¢ — ¢,
Py



definida por

¢: L — Homg(M,N),
0 (m o gL m)).

¢: L&r M — N,
(@m s (L) (m).

Verifique que todo esta bien definido y que la biyeccion es natural en el sentido de que cada morfismo
de R-médulos f: L — L' induce un diagrama conmutativo
Hompg (L ®g M, N) —=— Homg (L, Homg (M, N))

o(f®idM)T TOf
Homg (L' ®g M, N) — Hompg (L', Homg (M, N))

y cada morfismo de R-médulos f: N — N’ induce un diagrama conmutativo

Homg (L ®g M, N) —=— Homg (L, Homg (M, N))

- -

Hompg (L ®g M, N') —— Homg (L, Homg (M, N'))

Categorias

6) Cada isomorfismo es automdticamente mono y epi.
7) En la categoria R-Méd para una aplicacién R-lineal f: M — N tenemos

» f es mono si y solamente si f es inyectiva (como aplicacién entre conjuntos),
s f es episiy solamente si f es sobreyectiva,

» f esiso siy solamente si f es una biyeccién.

8) Si los productos y coproductos correspondientes existen, son conmutativos y asociativos salvo iso-
morfismos:

XxY=YxX,
XUY=YUX,
(XxY)xZ=Xx(Yx2Z),
(Xuy)uzZ=Xu(yuz)
(use las propiedades universales).
9) Describa productos y coproductos en Set, Top, Grp, Ab, Ring, R-Méd.

10) Si f es un isomorfismo en Cy F es un funtor C — D, entonces F(f) es un isomorfismo en D.



El lema de Yoneda y funtores represebtables

11) En la clase dimos un bosquejo de la construccién de la biyeccién de Yoneda Nat(Home(—,Y), F) =
F(Y). Construya la biyeccion Nat(Homc(X, —), F) = F(X) para el caso covariante. Provea todos los
detalles necesarios, a saber que los morfismos af: Hom¢(X,Y) — F(Y) definidos a partir de un
elemento x € F(X) dan una transformacién natural, las correspondencias x — a* y & — x € F(X)
dan una biyeccién y que es natural:

Nat(Hom¢ (X, —), F) —— F(X) Nat(Homc¢ (X, —), F) —— F(X)
fi lF(f) ao—i \Lﬂéx
Nat(Hom¢ (X', —), F) — F(X') Nat(Hom¢ (X, —), G) — G(X)

12) Cuando productos []; X; y coproductos | [; X; existen, tenemos isomorfismos de funtores
Homc(—, [ [Xi) = [ [Home(—, X;), y Home(] [Xi, —) =] [Homc(X;, —).
i i i i

Esto da otra definicién de productos y coproductos en términos de funtores representables.

Funtores adjuntos

13) Describa con todos los detalles necesarios las siguientes adjunciones entre funtores (construya las
biyecciones y demuestre que son naturales).

= El funtor del R-médulo libre X ~ R (X) es adjunto por la izquierda al funtor olvidadizo
R-Méd — Set:
Homg (R (X), M) = Homget (X, M).

» Para cada conjunto fijo X el funtor — x X: Set — Set es adjunto por la izquierda al funtor
(—)X := Homge (X, —): Set — Set:
Homge (Y x X, Z) = Homge (Y, Z%).
» El funtor olvidadizo Olv: Top — Set es adjunto por la izquierda al funtor de la topologia in-
discreta Set — Top (que define sobre un conjunto X la topologia donde los tinicos subconjuntos

abiertos son @y X) y por la derecha al funtor de la topologia discreta (donde cada subconjunto
U C X es abierto):

Homg,¢(Olv(X),Y) = HomTep (X, Indiscr(Y)),
Homrop (Discr(X),Y) = Homget (X, Olo(Y)).

= El funtor de abelianizaciéon de un grupo G ~» G := G/|[G, G] es adjunto por la izquierda al
funtor de inclusién de la subcategoria plena i: Ab — Grp:

Homayp, (G*, A) = Homgyp (G, i(A)).

» El funtor que a partir de un grupo G construye el anillo Z[G] (donde los elementos son las su-
mas formales } . 11g ¢ y la multiplicacion esta definida por la multiplicacion en G) es adjunto
por la izquierda al funtor que asocia a un anillo R el grupo de los elementos invertibles R*:

Homging (Z[G], R) = Homgyp (G, R™).



Note que estas adjunciones autométicamente implican los isomorfismos (de todas maneras obvios)
como R (XUY) = R(X) ®DR(Y)y (R; X Rp)* = R{' X R}, etc.

14) Para un funtor G: D — C existe un adjunto por la izquierda si y solamente si el funtor
Homc(X,G(—)): D — Set
es representable.
15) Si G: D — C es adjunto por la derecha a dos funtores F, F': C — D, entonces F = F'.

16) Si G: D — C es adjunto por la derecha, entonces G preserva productos: G(IT; Y;) = IT; G(Y;) (use el
ejercicio 11)).

17) Escriba la demostracién completa de que cada adjuncién puede ser formulada en términos de su
unidad y counidad. A saber, si tenemos una biyeccién natural

Homp (F(X),Y) = Homc(X, G(Y)),

en particular

Homp (F(X), F(X)) =
Homp (FG(Y),Y) =

Homc (X, GF(X)),
Homc¢(G(Y),G(Y)).

» Sea 17x: X — GF(X) el morfismo que corresponde al morfismo identidad id: F(X) — F(X)
por la primera biyeccion. Entonces los 77x definen una transformacién natural Idc = Go F (la
unidad de la adjuncién).

» Sea ey: FG(Y) — Y el morfismo que corresponde al morfismo identidad id: G(Y) — G(Y)
por la segunda biyeccién. Entonces los €y definen una transformacién natural F o G = Idp (la
counidad de la adjuncién).

La adjuncién puede ser escrita como

Homp (F(X),Y) = Homc (X, G(Y)),

f=G(f)onx,
eyoF(g) < g

Objetos cero, niicleos y contcleos

18) En una categoria con objeto cero, si m es un monomorfismo y mo f = 0, entonces f = 0; si ¢ es un
epimorphismo y goe = 0, entonces g = 0.

19) En la categoria R-Méd para un morfismo R-lineal f: M — N el nuacleo habitual ker f = {m € M |
f(m) = 0} con el morfismo de inclusién ker f — M satisface la propiedad universal de nucleos.
El contucleo habitual coker f := N/im f, donde im f := {f(m) | m € M} con el morfismo de
proyecciéon N — N/ im f satisface la propiedad universal de conticleos.

20) En una categoria con objeto cero, si coker(M L) N) existe, entonces el morfismo N — coker f es epi
y el objeto coker f es tnico salvo isomorfismo.



21) Demuestre que si m: M > N es un monomorfismo, entonces su ntcleo es el morfismo cero 0 — M;
sie: M -» N es un epimorfismo, entonces su conticleo es el morfismo cero N — 0.

Para el morfismo cero Oyn: M — N el morfismo ker(0p;n) — M debe ser (salvo isomorfismo) el

morfismo identidad idy;: M — M; el morfismo N — coker(0sn) debe ser (salvo isomorfismo) el
morfismo identidad idy: N — N.

22) Sea C cualquier categoria y f,g: X — Y un par de morfismos. Un ecualizador eq(f, g) es un objeto
junto con un morfismo i: eq(f,g) — X tal que foi = goi (de donde viene el nombre “ecualizador”)
y ademads i es universal entre todos los morfismos que ecualizan a f y g: a saber, si j: Z = X es otro
morfismo tal que f oj = g o, entonces existe un morfismo tnico Z — eq(f,g) que hace parte del
siguiente diagrama conmutativo:

; f
eq(f.g) ——=X—=Y
A
Bl .

| j

Z
Un coecualizador coeq(f,g) es un objeto junto con un morfismo p: Y — coeq(f,g) tal que po f =
p o g y que satisface la propiedad universal

X—=zy-—"- coeq(f,g)
8 \
13!
1 Y
Z
Demuestre que si eq(f, g) (respectivamente coeq(f, g)) existe, es tnico salvo isomorfismo. El morfis-
mo eq(f,g) — X (respectivamente Y — coeq(f,g)) es mono (respectivamente epi).
Note que si C es una categoria con objeto cero, entonces ker f = eq(f,0) y coker f = coeq(f,0).

Demustre que en Set para un par de aplicaciones f,g: X — Y el conjunto

eq(f,g) = {x € X| f(x) = g(x)}

con la inclusién i: eq(f,g) < X satisface la propiedad universal del ecualizador. Luego sea ~ la
relacién de equivalencia sobre Y generada por

f(x) ~ g(x) para cada x € X.

Entonces el conjunto
coeq(f,8) =Y/ ~

con el morfismo de proyeccion p: Y —» coeq(f, g) satisface la propiedad universal del coecualizador.

Categorias aditivas

23) Sea A una categoria con estructura de grupos abelianos sobre cada conjunto Homa (M, N) que es
compatible con la composicién de morfismos, es decir,

(g+&)of=gof+gof y go(f+f)=gof+gof.

Entonces para un objeto 0 € A las siguientes condiciones son equivalentes:



a) 0 es un objeto inicial, es decir para cualquier objeto M € A existe un tinico morfismo 0 — M,
b) 0 es un objeto terminal, es decir para cualquier objeto M € A existe un tinico morfismo M — 0,
c) 0 es un objeto cero, es decir inicial y terminal al mismo tiempo,

d) el grupo abeliano Homy (0,0) es trivial.

Note que en la categoria Set el conjunto vacio @ es un objeto inicial y un conjunto {*} que consiste
en un elemento es un objeto terminal. Asi que Set no puede tener ninguna estructura de grupos
abelianos sobre los conjuntos Homge (X, Y).

24) Volvamos al ejercicio 21). Demuestre que en una categoria aditiva, eq(f, g) coincide con ker(f — g)
y coeq(f,g) coincide con coker(f — g) (por esto no hemos definido ecualizadores y coecualizadores
en la clase).

25) En una categorfa aditiva, para cuatro morfismos

fir: My — Ny,
fiz: My — Ny,
fo1: M1 — N,
fo2: My — Ny

sea

(E ﬁz) My @ My — Ny & N

el morfismo definido de modo tnico por las identidades

mene (i 52)
fo=re(fy f2)on
)

o[ 2
fo1 = p2 ( o foo

fin flz) .
=pro0 01y,
fo=p2 (le fo) 2
Donde i1: M; — My ® My, in: My — My ® My, p1: N @ Ny — Nj, p2: Ny & N, — Nj son los

morfismos canénicos que acompafian a los (bi)productos M; & M, y N1 ® N,. Verifique que la com-
posicién de tales morfismos corresponde a la multiplicacién de matrices:

(gn 812) <f11 f12> _ (gu °fir+gi2ofa guofiz+ g szz)
g21 82 fa f» 810 fi1+8»0f1 10 fiat+gnofn)

Y X Y-X

Ademds, para la composicién de estas “matrices” con los morfismos



(§1> 2=i10g1+i20g2:L—>M1@M2
2

(hl,hz) = hlopl +h20p2: Ni® N, —» L

tenemos
(fn f12> o <g1> _ <f11 og1+ fi2 082)
fa f 4 fo1o81+ fnog)’

(h1 h2)o (ﬁi ;Z) = (hofii+hyofn hiofia+hyofn).

(Indicacién: puede ser til la identidad id = i o p; + i3 0 p2.)

26) Verifique directamente que los funtores — ®g N, M ®g —, Homy (M, —), Homg(—, N) son aditivos
(hemos visto en la clase que son aditivos porque hay adjunciones entre ellos).

Categorias abelianas

27) Una categoria A es abeliana si y solamente si su categoria opuesta A° es abeliana.

Funtores exactos

28) Sea F: A — B un funtor aditivo entre categorias abelianas. Tomamos como definicién de exactitud
la siguiente:

a) F es exacto por la izquierda si para cada sucesién exacta corta en A

* 0—-L—-M-—>N=0

la sucesion correspondiente 0 — F(L) — F(M) — F(N) es también exacta.

b) F es exacto por la derecha si para cada sucesién exacta corta (*) en A la sucesién correspondiente
F(L) — F(M) — F(N) — 0 es también exacta.

Demuestre que estas condiciones son equivalentes a

a’) F es exacto por la izquierda si para cada sucesion exacta en A

0—+L—>M—=N
la sucesién correspondiente 0 — F(L) — F(M) — F(N) es también exacta.
a’") F es exacto por la izquierda si F preserva nucleos: ker(F(M) Iy F(N)) = F(ker(M ER N)).
b’) F es exacto por la derecha si para cada sucesion exacta en A
L—-M-—=N=0

la sucesion correspondiente F(L) — F(M) — F(N) — 0 es también exacta.



b”) F es exacto por la derecha si F preserva contcleos: coker(F(L) — F(M)) = F(coker(L IR M)).

29) Demuestre que para cualquier categoria abeliana A los funtores

Homa (M, —): A — Ab,
Homp (—,N): A° — Ab

son exactos por la izquierda.

30) Demuestre directamente que — ®r M es exacto por la derecha (sin usar nuestro argumento con la
adjuncién entre — ®g M y Homg (M, —)).

o-funtores

31) Sea (E®,6*) un é-funtor derecho borrable; es decir, supongamos que paracadan > 0y M € A existe
un monomorfismo M — N tal que E"(N) = 0. Demuestre el teorema de Grothendieck: (E®,6°®) es
universal en el sentido de que para cualquier 5-funtor derecho (T®,0*) una transformacion natural E® = T°
se extiende a transformaciones naturales E" = T" que conmutan con los morfismos de conexion 6" y o".
(Véanse los apuntes para la demostracién del caso de los J-funtores izquierdos borrables.)

Lema de la serpiente y morfismos de conexién

32) Verifique que la sucesion exacta del lema de la serpiente es natural: si tenemos un diagrama conmu-
tativo

0-—>M, M, MY 0

A\ |\l

0 N \Nl \N{/ ¢ =0
0— N\ > M) M, d 0
VAN

0 N} N, NY - >0

con filas exactas, entonces las sucesiones exactas correspondientes con ker y coker forman un dia-
grama conmutativo

0- —>kerd] ker d; kerd LN coker dj —— coker d; —— cokerd] — - >0
0- —>kerd) ker dy kerdy — 2. coker d, — cokerdy —— cokerd) — — >0




33) En el caso de los R-médulos, donde H" = kerd”/imd" 1, describa la sucesién exacta de cohomolo-
gla
o= HY(K®) — H"(M®) — H"(N*) & H"" (K*) — - --

en términos de elementos.

34) Analice la construccién de los morfismos de conexién y verifique que en el caso de la sucesiéon exacta
corta del cono de f*: M* — N°*

0— N°®*» C(f) » M*[1] = 0
los morfismos de conexién
§": H'(M*[1]) = H*"(M*) — H"T1(N*)
son simplemente los morfismos inducidos por f°.

En particular, f* es un cuasi-isomorfismo si y solamente si el complejo C(f) es exacto (tiene coho-
mologfia trivial).

Objetos proyectivos e inyectivos

35) Demuestre que en toda sucesién exacta
0-M—->M—->M' =0
si los objetos M’ y M" son proyectivos (resp. inyectivos), entonces M es proyectivo (resp. inyectivo).
36) Demuestre que Q = A ® B (suma directa de grupos abelianos) implica A =00 B = 0.

37) Sea F el Z-moédulo libre generado por los ntimeros enteros positivos [1], [2], [3], ... Consideremos
el morfismo

p: F>Q,
1
[n]HE.

Es epi, pero tiene niicleo muy grande, porque Q tiene muchas relaciones entre sus elementos. Si Q
fuera proyectivo, existirfa una seccion, es decir un morfismo s: Q — F tal que p os = idq:

F*»p Q

Demuestre que esto es imposible porque no existe ningtin morfismo no trivial s: Q — F.
38) Supongamos que F: A — B es adjunto por la izquierda a G: B — A.
a) Si F es exacto, entonces G preserva objetos inyectivos (si I € B es inyectivo, entonces G(I) € A
es inyectivo).

b) Si G es exacto, entonces F preserva objetos proyectivos (si P € A es proyectivo, entonces
F(P) € B es proyectivo).



Resoluciones proyectivas e inyectivas

39) Supongamos que en A hay suficientes proyectivos: para cada M € A existe un epimorfismo P » M
desde algtn objeto proyectivo P. Demuestre con todos los detalles necesarios que para cada M € A
existe una resolucién proyectiva, es decir, una sucesién exacta

-2 —1
s P2l p 1 p0 & A

donde P" son objetos proyectivos.

40) Supongamos que en A hay suficientes inyectivos: para cada M € A existe un monomorfismo M — I
hacia algtn objeto inyectivo I. Demuestre con todos los detalles necesarios que para cada M € A
existe una resolucién inyectiva, es decir, una sucesiéon exacta

0-M—-1I0 -1 12—
donde I" son objetos inyectivos.

41) Sea P un objeto proyectivo. Recuerde que esto es equivalente a la siguiente propiedad de extension:

s/
s
v/
¥

M—N

a) Deduzca la siguiente propiedad: si P es proyectivo y tenemos un diagrama conmutativo

P
l 0
M/HMHM”

donde la fila M' — M — M" es exacta y la composiciéon P — M — M" es el morfismo cero,
entonces existe un morfismo P — M’ tal que el diagrama conmuta:

p
Ve
s =0
)
M/HMHMN

b) Sea P un objeto proyectivo. Supongamos que en el diagrama

p4d>Q

lf
dl d?

M/HMHM//

la fila M — M — M" es exacta y ademads d° o f od = 0. Entonces existe un morfismo f': P —
M’ tal que fod =d'o f"



c) Sea P un objeto proyectivo. Supongamos que en el siguiente diagrama (jno necesariamente
conmutativo!) tenemos d> o hod = d?> os y la fila M’ — M — M" es exacta:

P#—Q

VA

M M= M

Entonces existe un morfismo /’: P — M’ tal que

droh +hod=s.

s
W s
g h
M/ - M - M//
d! d?

42) Usando el ejercicio 40), demuestre con todos los detalles necesarios que si P* - My Q* — M
son dos resoluciones proyectivas de M, entonces los complejos P* y Q° son homotépicos (existen
morfismos de complejos f*: P* — Q°®y ¢*: Q° — P*® tales que ¢* o f* ~idpe y f® o0 g® ~idge).

43) Demuestre con todos los detalles necesarios que si M — [* y M — |* son dos resoluciones inyectivas
de M, entonces los complejos I® y J* son homotépicos. Para esto puede ser titil un analogo del
ejercicio 40) para objetos inyectivos.

44) Consideremos el funtor

~: R-Mé6d° — R-Méd,
M ~» Homz (M, Q/Z).

Demuestre que ~ es exacto y adjunto a si mismo (ya que puede ser visto como un funtor R-Méd° —
R-M6d o R-Méd — R-M6d°) y el morfismo de evaluacion

fm: M — M = Homgz (Homz(M,Q/Z),Q/Z),
x> (f = (f(x)))

es la unidad de la adjuncién.

Gracias al ejercicio 38), esto implica que si P es un médulo proyectivo, entonces P es un médulo
inyectivo.

45) Hemos demostrado en la clase que los funtores derivados por la izquierda de un funtor exacto por
la derecha se calculan por la férmula L,F(M) = H "(F(P*)) donde P* -» M es una resolucién
proyectiva. Demuestre que si F es exacto por la derecha, entonces sus funtores derivados por la
izquierda vienen dados por

R'F(M) = H"(F(I*)),

donde M » I® es una resolucién inyectiva (dualice nuestra demostracién).
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Ext y Tor

46) Sean Iy | ideales en un anillo conmutativo R. Demuestre que

1nJ

17
TorR(R/1,R/]) = ker(I @r | 22, 17).

TorR(R/I,R/]) =

Indicacién: aplique el lema de la serpiente al diagrama conmutativo

0 1] i I®rR/] —— O
0 J R R®rR/] ——= 0

47) Calcule Extl(A,Z) para a) un grupo abeliano finitamente generado y b) un grupo abeliano de
torsién (indicacién: examine la sucesién exacta corta0 - Z — Q — Q/Z — 0).

48) Calcule los grupos abelianos Extlz(A, B) para A,B=2Z, Z/nZ, Z/mZ, Q:

z | z/nZ | Q
Z Ext,(Z,7) Ext,(Z,Z/nZ) Ext,(Z,Q)
Z/nZ | Bxt, (Z/nZ,Z) | Bxt,(Z/mZ,Z/nZ) | Exty(Z/nZ,Q)
Q Ext,(Q,Z) Ext,(Q,Z/nZ) Ext,(Q,Q)

49) Calcule los grupos abelianos Torlz(A, B) para A,B=2Z, Z/nZ, Z/mZ, Q:

| Z | Z/nZ | Q
Z Tor?(Z,7) Tor?(Z,7./nZ) Tor?(Z,Q)
Z/nZ | Tor2(2/n2,2Z) | Tov2(2/m2Z,Z./nZ) | Tor?(Z/nZ,Q)
Q TorZ(Q, Z) Tor2(Q,Z/nZ) Tor?(Q,Q)

50) En topologia algebraica se estudia que la homologia H, (RIP") del espacio proyectivo real RIP" es la
homologia del complejo

Co: +n2%723232%2272%7 50
que consiste en grupos Z en grados 0,...,n y como diferenciales 0 o Z 2 7, dependiendo de

la paridad. Calcule estos grupos de homologia y luego los grupos de cohomologia H"(X; A) :=
H"(Homz(C,, A)) usando el teorema de coeficientes universales (vea los detalles en mis apuntes).
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