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1. Limites directos

Nuestra introduccion a la teoria de categorias tiene una omisién importante: no hemos definido limites
y colimites en general. Vamos a necesitar un caso especial de los colimites que se llama el limite directo;
dedicamos esta seccién a las definiciones y propiedades basicas.

1.1. Definicién. Supongamos que I es un conjunto con una relacién < que es reflexiva (i = i), transitiva
(i=jj=k=1i=k),yademds paracadaijc Iexistekc Italquei kyj=k

Sea X; una familia de objetos de alguna categoria indexada por i € I, y que para cada i < j tenemos
un morfismo f;;: X; — X;. Supongamos que

1) fii = idx, paracadai € I,
2) fix = fjxo fijparacadai X j < k.

Los objetos X; con morfismos f;;: X; — X; forman un sistema directo. El limite directo correspon-
diente es un objeto lim, X; € C con morfismos ¢;: X; — lim, X; tales que ¢; = ¢; o f;j para cada i < j:

fi'
X; ! X;
ling, X;
Ademads, se pide la siguiente propiedad universal: si X es otro objeto con flechas ¢;: X; — X tales

que 131)1- = ¥jo fij para cada i = j, entonces existe un tnico morfismo hgi X; — X que conmuta con los
morfismos ¢; y ¢;:

ling, X;
\

=)
¥
X
1.2. Ejercicio. La propiedad universal implica que si lim, X; existe, este es tinico salvo isomorfismo.

1.3. Ejemplo. Si la relacién < sobre los elementos de I es trivial, es decir tenemos i < i paracadai € Iy
ninguna relacién entre i # j, entonces ligi X; es simplemente el coproducto [ [; X;. A



1.4. Ejercicio. En la categoria de conjuntos Set todos los limites directos existen. A saber, si tenemos una coleccion
de conjuntos X; con morfismos fij: X; — X; como arriba, entonces

limX; = [[X / ~,
lgz i 1/

donde ~ es la relacién de equivalencia definida por
Xioxi~x€X; < filx;) = fir(x;) para algiin k € I.

Los morfismos candnicos ¢;: X; — i . X aplican cada elemento x; € X; en su clase de equivalencia.
En la categoria de R-M6d los limites directos tienen la misma descripcion:

@Ml’ = @ Ml/'\‘ .
i i
(El ejercicio consiste en verificar que todo esto estd bien definido y satisface la propiedad universal del limite directo.)
1.5. Observacién (Funtorialidad de los limites directos). Supongamos que hay dos sistemas directos
({Xitier, {Xi = Xi}izj)) vy ({Yitier {Yi = Yjhiz))

y que los limites directos correspondientes ligi Xiy liﬂi Y; existen, junto con sus familias de morfismos candnicos
{Xi = lim, Xi}iep y {Yi = lim, Vi
Sea {fi: X; — Y;}ier una familia de morfismos que conmutan con los morfismos X; — X;y Y; — Y

X
X S

fi

fi

. >

NR=—-=x

-

Entonces estos morfismos inducen un morfismo candnico entre los limites directos
frlim X; — lim Y;
i i

que hace conmutar los morfismos f;:

lin, X; —— lim, ¥;
En las categorias como Set, R-Méd, etc., en términos de clases de equivalencia, este morfismo estd definido por

[x;] = [fi(xi)]-

Demostracién. Podemos considerar la familia de morfismos {X; £> Y, — ligl. Y;}ie1, y por la propiedad
universal del limite directo ligl. X;, tenemos un morfismo canénico ligql. X; — ligy Y; que hace conmutar
los diagramas:



1.6. Observacién. lim es un funtor exacto. A saber, si tenemos sistemas directos de R-médulos (M}, h;j)' (M, hij),
(M! ,h;}) Y sucesiones exactas

YR YNV

que para cada i que conmutan con los morfismos de los sistemas directos

M, i M; —5 MY para cada i < j,

ih;j J/h,-j lh;;

1 f ] ]

entonces la sucesion correspondiente

tim M! L Tim M; &5 lim M)
i i i
es también exacta.

Demostracion. Los morfismos f: lim, M — lim, M; y g: lim, M; — lim, M}’ estdn definidos por 1.5.
Tenemos que demostrar que im f = kerg. Antes de todo, im f C kerg porque para cada m; € M}
tenemos

go f([m]) = g([fi(m)]) = [gi o fi(mi)] = [0] = 0.
Para ver que ker ¢ C im f, supongamos que [m;] € lim, M; es un elemento tal que g([m;]) = [gi(m;)] =0
es decir g;(m;) ~ 0. Por la definicién de ~, esto significa que para algtn k € I tenemos h; o g;(m;) =
8k © hix(m;) = 0. Pero ker g = im fi, entonces h;(m;) = fi(m}) para algun m; € M;. Entonces f([m;]) =
n

[fr(m)] = [my].

~

Los limites directos hgi también se conocen como limites inductivos, y son casos particulares de
colimites.

Hay otra nocién que es dual al limite directo lim: el limite inverso lim (también conocido como limite
proyectivo, un caso particular de limites). Es un funtor exacto por la izquierda pero no exacto por la
derecha; en consecuencia existen los funtores derivados por la derecha R" lim. Es importante no confundir
lig con @; no vamos a usar este iltimo en nuestro curso.



Los limites directos fueron definidos por primera vez en 1931 por el topélogo soviético LEv PONTRIA-
GUIN, que no se dio cuenta del concepto dual del limite inverso, que fue introducido por el topélogo checo
Epuarp CkcH en 1932 (J. Dieudonné, “A History of Algebraic and Differential Topology, 1900-1960", p. 72-74).

2. Localizacion

En esta seccién voy a revisar una construccién muy importante del dlgebra conmutativa: la localizacién.

2.1. Definicién. Sea R un anillo conmutativo y S C R un subconjunto. La localizacién S™!R es una
R-4lgebra conmutativa junto con un morfismo de R-dlgebras 6: R — S~!R tal que

1) 6(s) es invertible para cada s € S.

2) S7IR tiene la siguiente propiedad universal: si R’ es otra R-algebra conmutativa y §': R — R’ es un
morfismo de R-algebras tal que 6'(s) es invertible in R’ para cada s € S, entonces 0’ se factoriza de
modo tnico por S™!R:

2.2. Ejercicio.
1) Si la localizacion existe, es tinica salvo isomotfismo.

2) Se puede siempre reemplazar S por el monoide S generado por S. A saber, S es el subconjunto minimal de

R tal que S D Sy para cualesquiera x,y € S tenemos xy € Sy 1 € S. Entonces ST'R = S 'R. (Demuestre
que ambas localizaciones satisfacen la misma propiedad universal.)

Cuando S = S, se dice que S es multiplicativamente cerrado.

3) Si S = {s} contiene un elemento, entonces la localizacién se denota por R[s~'] o Rs. Es la misma cosa que la
localizacién respectoa S = {1,s,s2,...}.

SiS={s1,...,5n}es unl conjunto finito, entonces S~IR es la misma cosa que Rs,...s,. (Note que Si sq - - - sy
es invertible, entonces s; ' = (sy+++sy) "1+ (515 su)).

4) Sip C R es un ideal primo, entonces S := R \ v es un conjunto multiplicativamente cerrado. La localizacion
correspondiente se denota por R,.

2.3. Proposicién. La localizacion S™'R existe para cualquier S C R.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que S es multiplicativamente cerrado.

Consideramos la R-dlgebra conmutativa libre generada por los elementos de S. En otras palabras, es
el anillo de polinomios R[X] en variables X = {X; | s € S}. Sea I el ideal de R[X] generado por todos los
elementos de la forma s X; — 1 y sea S™'R := R[X]/I. Tenemos el morfismo

6: R — R[X] » R[X]/I.
Por la definicion de I, para cada s € S el elemento 6(s) es invertible en S™!R; el elemento inverso s~ es

precisamente X; (mod I).



Ahora supongamos que hay otra R-dlgebra conmutativa R’ con morfismo 6': R — R’ tal que 6'(s) es
invertible para cada s € S. Tenemos que ver que hay un tnico morfismo de R-algebras R[X]/I — R’ que
da el diagrama conmutativo

Para tener diagrama conmutativo, la flecha punteada debe enviar cada elemento X; (méd I) a 6/(s) .

Y de hecho, puesto que R[X] es la R-élgebra libre generada por X;, entonces existe un tinico morfismo de
R-dlgebras R[X] — R’ tal que X5 — 6'(s)~!, que a su vez induce un morfismo R[X]/I — R’ porque ¢'(s)
es invertible para cada s € S. |

Las propiedades basicas de S™'R pueden ser demostradas a partir de su propiedad universal, sin usar
una construccién particular de S~1R.

2.4. Observacién. Supongamos que S es multiplicativamente cerrado. Sea 0: R — S™IR la localizacién de R
respecto a S C R. Entonces cada elemento de S™'R puede ser escrito (no necesariamente de modo tinico) como

0(r)0(s)~' paraalgunosr € R, s € S.

Demostracion. Notamos que a priori todos los elementos que admiten tal factorizacién forman una R-
subélgebra A C S™!R y la imagen de 0 es una subdlgebra de A. En particular, 6(s) es invertible en A para
cada s € S. Podemos aplicar a A la propiedad universal de S~!R:

R 0 S-1R
7/
v
x AEV
£
9 A e
[ y
/
¥
S—1R

La flecha punteada S ~1R — S~1R debe ser tinica; entonces es el morfismo identidad id. Esto implica
que la inclusién A < S™!R es sobreyectivay A = S™IR. |

Es maés facil trabajar con localizaciones Rs en un elemento (es decir, respectoa S = 1,5, $2,.. .) que con
localizaciones arbitrarias S~!R. De hecho, S~IR es el limite directo de los Rs:

2.5. Observacion. Las localizaciones R forman un sistema directo indexado por s € S, tal que

lim Ry = S~IR.
seS

Demostracion. Definimos el orden < sobre S como
s Xt <= s |t esdecirt =su para algun u € R.

Para cada s € R tenemos la localizacién R, que puede ser descrita como el dlgebra R[X]/(s X —1). Para
cada s < t tenemos morfismos de R-algebras



fst: R := R[X]/(sX —1) = Ry := R[X]/(tX - 1),
X—uX.

Se ve que esta aplicacion estd bien definida, ya que t = su, y que la seleccién de dicho u no afecta el
resultado. Para cada s el morfismo fis es idg,, y paras <s' < s” se ve que fygr o foo = fsr. En fin, para
todo s,s’ € Rexisteunt € Rtal que s < ty s’ <t (se puede tomar t := s -s’). Entonces tenemos un
sistema directo y podemos tomar el limite directo (en la categoria de R-dlgebras conmutativas)

lim R;.
seS
Los morfismos canénicos 6s: R — Rs inducen un morfismo
f: R — liqus.
sES

Para cada s € S el elemento 6(s) es invertible en ligse s Rs porque es invertible en la localizacion Rs.
Ahora supongamos que existe otra R-dlgebra R’ con morfismo ¢’: R — R’ tal que 6'(s) es inverti-

ble para cada s € S. Entonces por la propiedad universal de cada localizacién Rs tenemos diagramas
conmutativos
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R— =R
/
\ p
/
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Esto nos da la el morfismo tinico
0

7
K ST
a

R/

ﬁg\ses RS

Un elemento 6(r)6(s)~! € S™!R se escribe normalmente como una “fraccién” L. Notamos que si
tenemos x = 0(r) 0(s) Ly x’ = 0(r') 8(s') !, entonces x - x’ = 0(rv')0(ss') Ly x+x' =0(rs' +71's)0(ss).
En términos de fracciones, L - ;f: = % y &+ g = %

Se puede construir la localizacién S™'R como el anillo formado por las fracciones £ parar € Ry s € S
y definir la aplicacién canénica R — S™!R como r — }. Pero hay que tener cuidado: para las fracciones
normales (por ejemplo, niimeros racionales) tenemos . = g si y solamente si rs’ — s = 0. En nuestro
caso esta condicién no es suficiente: por ejemplo, si 0 € S, entonces en el anillo SIR el cero es invertible
y por lo tanto ST!R = 0 y todas las fracciones son iguales. En particular, el morfismo R — S™!R no es

inyectivo en general.
2.6. Proposicién. Como siempre, supongamos que S es multiplicativamente cerrado. Tenemos

ker(§: R — S™!R) = {r € R | tr =0 paraalgiin t € S}.



Demostracién. Sitr = 0paraalgint € S, entonces en S™!R tenemos 8(r) = 0(t) "1 0(t) 0(r) = 6(t) "1 0(tr) =
0. Esto demuestra la inclusién “2”. Para ver la inclusién “C”, primero notamos que limites directos hgq
son exactos y en particular preservan nticleos:

ker(6: R — lim Ry) = limker(6s: R — Rs).

Entonces va a ser suficiente demostrar que para cada s € S tenemos
ker(fs: R — Rs) = {r € R|s"r =0 para algin n € IN}.
Vamos a usar la construccion particular de Ry como R[X]/(s X —1). Si tenemos 65(r) = 0, entonces
r=f(X)-(sX—-1)e(sX-1),
donde f(X) = Yo<j<4 i X' es algtin polinomio en R[X]. De la ecuacién de arriba concluimos que
r=—ry, Stg =71y, Sr1 ="ty ..., Srg 1 ="ty stz =0,
y por lo tanto s?*1 7 = 0. ]
2.7. Corolario. El morfismo R — S™1R es inyectivo si S no contiene divisores de cero.

2.8. Corolario. Sin pérdida de generalidad, supongamos que S es multiplicativamente cerrado. En S™'R tenemos

/. . .
L = 5 siysolamente si (rs' —r's)t =0 para algiin t € S.
S S

. / . / ’ _ A N )

Demostracion. * = es equivalente a £ — & = IS5 = (. Pero ss™! es invertible y tenemos 2575 =0y
por lo tanto (rs’ —r's)t = 0 para algtn t € S por 2.6.

; / / _ rs'=r's _ rs'=r's t 1 _ (rs'=r's)t _

Si(rs’ —r's)t =0, entonces = = F 5 1 = e = 0. n

Esto nos da otra construccién de S~1R en términos de fracciones:

2.9. Ejercicio (Construccion alternativa de la localizacion: fracciones). Sin pérdida de generalidad, suponga-
mos que S es multiplicativamente cerrado. Sobre el conjunto R x S consideramos la relacion definida por

(r,8) ~ (r',s") < (rs' —7's)t =0paraalgint e §
(t es necesario si S tiene divisores de cero).

1) ~ es una relacion de equivalencia.

2) Escribamos las clases de equivalencia [(r,s)] € R x S/ ~ como L. Estas “fracciones” forman un anillo

. _ . . / ! / ol /. . .
conmutativo S™'R respecto a las operaciones habituales © - 5 := L5 y L 5 = IS T g jdentidad es la
o1 20
fraccion 1 y el cero es la fraccion 3.
3) El morfismo
6: R — S7'R,
T
T
1

satisface la propiedad universal de la localizacion.



2.10. Ejemplo. Si R es un dominio de integridad y S = R\ {0}, entonces S™!R = FracR y el morfismo
canénico R — S~1R es un monomorfismo. La construccién de arriba generaliza la construccién del cuerpo
de fracciones al caso cuando S es un subconjunto arbitrario, posiblemente con divisores de cero.

Por ejemplo, la localizacién Z,) := (Z \ ( p))~'Z consiste de fracciones * donde p { 1. A

2.11. Definicién. Si M es un R-médulo, su localizacion en S es el R-médulo
SIM:= M@ S IR.

Notamos que cada elemento Y ;m; ® & € M ®pg S~IR puede ser escrito como m ® % param € My
s € S porque

i j#

T 1 1
;mi®s—z :;ri~mi®s—i = (Z(Hsj)-ri~mi> ®Hisi.

2.12. Proposicién. La localizacién — @ S™'R es un funtor exacto R-Méd — S~1R-Méd: cada sucesién exacta
de R-mddulos
0-M—->M—->M' =0

induce una sucesion exacta de S~1R-médulos
0—5S M -5 TM— S M -0
En otras palabras, ST'R es un R-mddulo plano.

Demostracion. El funtor — ®@g S™!R es automaticamente exacto por la derecha; entonces la parte no trivial
es que — ®g ST'R sea también exacto por la izquierda. Tenemos que demostrar que un monomorfismo
f: M' — M induce un monomorfismo

f®id: M ®x STIR - M®g S7IR,
1 1
me=— fim') e -.
s s
Nos va a servir una generalizacién de 2.6:

2.13. Lema. Para el morfismo canénico

Op: M — M®gSIR,
m—me1.

tenemos
kerfpy ={me M|t -m=0paraalgint € S}

(como siempre, se asume que S es multiplicativamente cerrado).

Este lema lo demuestra todo: si tenemos f(m') ® 1 = 0, entonces f(m')®1=s-(f(m')®1) =0,y

por lo tanto t - f(m') = f(t-m) = 0 para algun t € S. Pero f es mono, entonces t - m’ = 0. Por fin,

1 1 1
meo-==0(t-me=)=0.
S t( s)



Ahora demostremos lema 2.13. Tenemos S™IM = hﬂs M; y los limites directos son exactos, de donde es
suficiente analizar el caso cuando S contiene un elemento y demostrar que

ker(M — M;) = {m € M | s" - m = (0 para algun n € IN}.

La inclusién obvia es “2” porque sis" -m = 0, entonces m®1 = m ® (s" - L) = (s" - m) ® & = 0. Para ver
la otra inclusién, usamos la construccion Ry = R[X]/ (s X — 1). Tenemos una sucesién exacta de R-moédulos

0— (sx—1) 5 R[X] 5 Ry — 0
El funtor M ®g — es exacto por la derecha, entonces tenemos una sucesién exacta

o y
M@®g (sx—1) 995 Meg R[X] =5 M, — 0

El morfismo 6ys: M — M; es la composicion

id
M ®g R[X] =5 M,

m—me1
—_—

M

y M — M ®g R[X] es mono (porque R[X] es un R-médulo libre con base 1,X, X?,..., de donde es un
R-moédulo proyectivo, en particular plano). Entonces

kerOpyy={meM|m®1ecker(id® p) =im(id ®1i)}.
Los elementos de M ®g R[X] pueden ser escritos de modo tinico como

X = Z mi®Xi.
0<i<d

Luego m € ker ) si y solamente si
mel= ( ) mi®Xi> (sX—1),
0<i<d
y esto implica que
meol=—-my®e1, s mX=mX, ..., s -my_1 X =myx X, s-my® X+ =0.
Finalmente tenemos s*1 - m @ X941 = 0 y por lo tanto s#*! - m = 0. [

2.14. Ejemplo. T es un grupo abeliano de torsion (es decir, para cada elemento x € T existe n # 0 tal que
n-x = 0) si y solamente si T ®7z Q = 0. En una direccién, si T es de torsién, se ve inmediatamente que
T ®z Q = 0 (jejercicio!). En otra direccién, si T no es de torsién, entonces T contiene un subgrupo ciclico
isomorfo a Z, y luego Z » T induce un monomorfismo Q — T ®z Q, por la exactitud de localizaciéon. a
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