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1. Definicién de la cohomologia local

1.1. Definicién. Sea R un anillo conmutativo y a C R un ideal. Para cada R-médulo M sea
[(M):={meM|a"-m=0paraalginn =1,2,3,...}
su submédulo de a-torsién. Aqui o denota el ideal formado por los productos a; - - - a, paraay,...,a, € a.

Esta claro que I';(M) es un submddulo: si tenemos a™ - m; = 0y a2 - mp = 0, entonces qméx(ny,nz)

(mq +my) =0.
1.2. Observacion. Sia C b, entonces Ty(M) D Tpy(M).

Recordemos también la nocién del radical de un ideal:
1.3. Definicién. Para un ideal a C R su radical es dado por

Va={r € R|+" € apara algtin n}.

Se ve que y/a es también un ideal (a saber, si r}! € ay r5? € q, es facil verificar que (r; + r2)" 12 € a).
1.4. Observacién. Si a y b son dos ideales tales que \/a = /b, entonces Tq(M) = T'y(M) para cada M.
Demostracion. Se ve que I' (M) = To(M). |

1.5. Ejemplo. Si R = Z y a = (p) es el ideal generado por un ntimero primo p, entonces I'(,(A) es el
subgrupo de p®-torsién:

Tp)(A)=A[p¥]={ne A p-n = 0 para algtn k}.

1.6. Observacion. T, es un funtor R-Méd — R-Méd aditivo y exacto por la izquierda.

Demostracion. Cada morfismo de R-médulos f: M — N se restringe al morfismo f: I'y(M) — T'o(N): si
m € M es un elemento tal que o - m = 0, entonces a” - f(m) = f(a" -m) = 0. Luego, si tenemos una
sucesion exacta

05K MLN

se ve que la sucesién correspondiente de los submédulos de a-torsién es también exacta:

flra(m)

0 — T(K) = To(M) ——— T4(N)

—es decir, I',(K) es el nticleo de f]r (p)- [



Como siempre, si tenemos un funtor aditivo exacto por la izquierda, nuestro primer impulso es tomar
sus funtores derivados por la derecha:

1.7. Definicién. La cohomologia local de M con soporte en a C R estd dada por
Hi(M) := (R'T,q)(M).

La palabra “local” significa nada mas que normalmente en las aplicaciones, R es un anillo local y a = m
es el ideal maximal de R.

1.8. Ejemplo. Para calcular H ép) (Z), empezamos por una resolucién inyectiva de Z:

0-Z—-Q—-0Q/Z—0
Es una sucesién exacta corta de grupos abelianos que induce la sucesién exacta larga de cohomologia

0= Z[p®] = Q[p*] = Q/Z[p™] = H(,,(Z) = H|,)(Q) = H,,(Q/Z) — - -

p)

Pero Z[p®] = Q[p™®] =0y Hép) Q) = Hép) (Q/Z) =0 parai > 0 porque Q y Q/Z son inyectivos. De la

sucesion exacta concluimos que

4
0, i#1.

")(Z)z{Q/Z[Pm]zz[l/ﬂ/z={"i (m6d Z) [ k=0,1,2,...}, i=1,

A

1.9. Ejemplo. El anillo de polinomios K[X] tiene propiedades similares a Z porque es también un dominio
de ideales principales. Una resolucion inyectiva de IK[X] es dada por

0 — K[X] - K(X) - K(X)/K[X] =0

Aqui K(X) y K(X)/K[X] son K[X]-m6dulos inyectivos porque son divisibles, y sobre los DIP “divisible”
implica “inyectivo” (gracias al criterio de Baer). Sea a = (X). Tenemos

Entonces, como en el ejemplo anterior, se ve que

: KX XTYN/KX], i=1,
Hi (KIXD) = {0, il
En general, si M es un K[X]-m6dulo finitamente generado, es isomorfo a una suma directa de médulos
ciclicos K[X]/(g) para ¢ € K[X] (es el “teorema fundamental de la aritmética” para los médulos sobre
los dominios de ideales principales; recuerden el caso similar de R = Z). Los funtores derivados Hi(—)
conmutan con sumas directas, entonces para calcular la cohomologia local de cada K[X]-mdédulo finita-
mente generado es suficiente calcular la cohomologia local de K[X]/(g) para cada g € K[X]. Ya sabemos
la respuesta para ¢ = 0, y en general podemos usar la sucesion exacta corta

0 — K[X] & K[X] — K[X]/(g) = 0

que induce la sucesién exacta larga de cohomologia



0 —— Hly (K[X]) = HY, (K[X]) — HYy (K[X]/(g)) )

8
C_> H(zx) (K[X]) — H%X) (K[X]) — H(ZX) (K[X]/(g)) — - -

Pero HEX) (K[X]) = 0 para i # 1, entonces se ve que Héx) (K[X]/(g)) = 0 parai > 1y nos queda la
sucesion exacta

0 — Hpy) (K[X]/(g)) = K[X, X" ']/K[X] B KX, X1 /K[X] — Hx, (K[X]/(g)) — 0

Escribamos
¢g=X"-h dondeh € K[X], (X,h)=1.

Se ve que la accién de h sobre K[X, X '] /K[X] es identidad; de hecho, tenemos b & = 1 — a X para algunos
polinomios 4,b € K[X] y la accién de 1 — a X es identidad porque la accién de X aniquila los elementos

de K[X, X7 1/K[X] = T'(x) (K(X) /K[X]). Entonces H?X) (K[X]/(g)) es el nucleo de la multiplicaciéon por
X" sobre K[X, X~ 1]/K[X] y H(lx) (K[X]/(g)) es su conticleo. La multiplicacién por X" es sobreyectiva y

por lo tanto H(lx) (K[X]/(g)) = 0. El nucleo esta generado por X " y es isomorfo a K[X]/(X").

Hi3) (K[X)/ (8) = {IK[XV (), i=o,

0, i#0.
A
2. Otra interpretacién de la cohomologia local
2.1. Observacién. I'c(M) puede ser identificado con el limite directo de los R-médulos Hompg (R/a", M):
(M) = ligHomR(R/a",M).
n>0
Demostracion.
I[o(M):={meM|a" -m=0paraalgun n > 0}
=J{meM|d" -m=0}
n>0
= lim{m € M| a"-m =0}
n>0
= 1i_n>1HomR(R/a”,M).
n>0
[

2.2. Corolario. Tenemos isomorfismos naturales (de d-funtores)

Hy(M) = lim Extg (R/a", M).
n>0



Demostracion. Los funtores I'y(—) y lim o Hompg (R/a", —) son isomorfos, entonces

Hi(—):=RT,(-) = RiliﬂHomR(R/a”,—) = ligRiHomR(R/a”, -).
n>0 n>0

Exth (R/a",—)

El dltimo isomorfismo es el hecho que el funtor m es exacto. |

3. Complejos de Koszul y localizaciones

Consideremos el complejo de Koszul Ke(xq,...,x,). Para cada ¢ = 1,2,3,... tenemos un morfismo
entre los complejos de Koszul

dr: Ko(xiTh, 2l = Ke(xf, ..., xh)

que en grado 0 estd definido por

¢): F—F,
e — X;- 6.
Recordemos que Ko (x!, ..., x%) es el complejo definido a partir de la aplicacién f ©): ¢ x{. Tenemos
0o o) =f (t+1); entonces ¢? induce una aplicacion entre los complejos de Koszul. Si pasamos a los
complejos duales (aplicando el funtor Hompg (—, R)), tenemos morfismos de complejos

¢f: Ko (xh, ..., xh) = Ko (b, x .

En general, para ¢; < ¢, podemos considerar los morfismos de complejos K* (xfl S, xf} ) — K*® (xfz, e, xf,z)
definidos por ¢y o - - - o ¢y. Estos morfismos forman un sistema directo y entonces podemos tomar el limite
S

bt
directo correspondiente.

3.1. Notacién. El complejo de Koszul K*(x,...,x5) es el limite directo de complejos K®(x{,...,x5):

K*(xP, ... xy) == hg[(’(x{,...,xﬁ).
l

La cohomologia de Koszul correspondiente es dada por
H(x$2,...,x3; M) := HI(K®*(x5°,...,x7) Qg M).
El hecho que lim es un funtor exacto implica que lim conmuta con cohomologfa:

3.2. Observacion. ' ‘
H'(x°,..., x5, M) = liqul(xf,...,xﬁ;M).
l

Pero ;qué es exactamente hgﬁ y K'(xf, ...,x4)? Es el limite directo en la categoria de complejos de R-
moédulos, pero al final es la misma cosa que el complejo formado por los limites directos calculados grado
por grado. En general, si M es un R-médulo y M, — M, son morfismos de multiplicacién por un
elemento fijo x € R, entonces

lig”l M[ = M[x 71]
l



es precisamente la localizacién. En nuestro caso, para cada ¢ el R-médulo Ki(x1,...,x,) es libre de base
(ei1 AR eit)*, donde 1 < i; < --- < i; < n,y los morfismos 4)2 estdn dados por la multiplicacién por
X;, - - - Xj, sobre cada componente. Luego

G E g @ Ry, o,

l§i1<---<it§l’l

1

Podemos definir un complejo formado por sumas directas de localizaciones:

3.3. Definicién. Para xi,...,x, € R sea C*® el complejo donde

ct:= P Ry, -,

1§i1<"-<it§71

y los diferenciales C* — C'*! estan definidos por

5 R R _ R"il"‘xit — (inl...xit)xjs, si{is, ..., ity ={j,- s Jsro- s fis1}s
Ty ey R0 R NS :
“ 0, en el caso contrario.

(inl X, — (inl X, )xﬂ

tenemos C° = R y el morfismo d°

. es el morfismo canénico asociado a la localizacion de R"ﬁ ~x;, €N x;,). En particular,

d°:R = Ry, @--- DRy,
estd inducido por los morfismos canénicos de localizacion R — Ry,.
Como siempre, para demostrar la identidad d**! o d* = 0, basta verificar la identidad &/ 0 9/ = 9" 0 9/~1

para i < j (jejercicio!).

Un comentario para el lector que conoce geometria algebraica. El complejo C® es parecido al complejo
de Cech del espacio X = Spec R (con topologia de Zariski) y sus subconjuntos abiertos U; := Spec Ry,. En
particular, U; N U;j = SpecRy;.x;. La tinica diferencia es que el complejo de Cech empieza por nuestro C
(con renumeracion correspondiente).

3.4. Observacion. Tenemos un isomorfismo de complejos

P Ko (x, ..., x7) =C®

definido por
Ph KH(x, . xh) = ANF)Y — ¢t = P Ry oy s
1§i1<"'<it§}’l
1
(e. /\.../\e.)*,_>7,
1 1t (le xlt)[

donde (e;, N -~ Nej,)* es el elemento de la base dual a la base {e;, A --- Ae;,} de A'F.

Demostracion. Tenemos que verificar varias cosas:



1) Cada ¢y es un morfismo de complejos: tenemos diagramas conmutativos

*
dt+l

At(F)\/ Ty AH—] (F)\/

d e

ct t Cct+1
2) Para cada ¢ > 0 tenemos un diagrama conmutativo de morfismos de complejos
K*(x{,...,x5)
vi
9 c*

Ko (M, xlt
Se sigue que los ¢ inducen un morfismo de complejos
P Ko (xf°,...,x5) — C°.
3) 3, es un isomorfismo.

La parte 2) esta clara, la parte 3) es la identificacion del limite directo con la localizacién correspon-
diente, y en 1) por calculos directos tenemos

Pt odi (e Ao Ney)t = (e A Aeg) o di

AN (_1)s+1 x]-5 (61'1 /\"'/\E]'5 /\"'/\Eit)*, si {il,...,it} = {]‘1,‘.‘,]{;,.‘.,]}4,1}
=Y )3

1<j1 < <jis1<n 0, en el caso contrario
1

(_1)s+1 ,

(xy-33)f
— Z e e
GR(X

1< < <jrs1<n

si{it, ... it} = {1, erjoreerfis1}

i i ¥

0, en el caso contrario,

1
(xiy +exiy)

y luego es facil ver que d' o (e A--- Nejy)* =d' ( f) son la misma cosa. u

3.5. Corolario. ‘ ‘
H' (x$,...,x3; M) = H(C®* @g M).
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