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1. Funtores entre categorias

Para relacionar diferentes categorias, tenemos la nocién de funtor:

1.1. Definicién. Sean Cy D dos categorias. Un funtor (covariante) F: C — D es una regla que

» para cada objeto X de C especifica un objeto F(X) de D,

= para cada morfismo X Lyenc especifica un morfismo F(X) M F(Y) en D.

Y se piden los siguientes axiomas:
= F preserva los morfismos identidades: (idx)« = idp(x) para cada X;
= F preserva la composicién de morfismos: (g0 f)« = g« 0 f.

1.2. Ejercicio. Si f es un isomorfismo en C y F es un funtor C — D, entonces F(f) es un isomorfismo en D.

1.3. Observacién. Si F: C — Dy G: D — E son dos funtores, entonces G o F: C — E (definido como aplicacion
de F seguida por aplicacion de G) es también un funtor. Esta composicion es asociativa. También para cada categoria
tenemos el funtor identidad Idc: C — C (que aplica un objeto X en el mismo objeto X y un morfismo f en el mismo
morfismo f). Es la identidad respecto a la composicién de funtores.

1.4. Ejemplo. Sea C una categoria y X un objeto fijo. Para cada objeto Y podemos considerar el conjunto
de morfismos X — Y:
Y ~ Homc(X,Y).

Cada morfismo f: Y — Y’ induce una aplicacion f, definida por la composicién con f:

(Y L Y) ~  (Home(X,Y) £ Home(X, Y')).
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Todo esto define un funtor
Homc (X, —): C — Set

(el morfismo identidad id: Y — Y obviamente induce el morfismo identidad id.: Homc(X,Y) — Hom¢ (X, Y)

!
y para la composicion de morfismos X L, % £ X7 tenemos (f'o f)e = flofo)



En la primera leccién hemos visto un caso especial cuando C = R-Méd y tenemos funtores con valores
en la categoria de R-médulos
Homg (M, —): R-Méd — R-Méd.

La composicién de este funtor con el funtor olvidadizo R-M6d — Set (que asocia a cada R-médulo su
conjunto subyacente) es exactamente el funtor
HOI’IIR_M()d(M, —)I R-Méd — Set.
A

1.5. Ejemplo. Como hemos observado en la primera leccién, el producto tensorial M ®g N es funtorial en
cada argumento:

— ®gr N: R-Méd — R-Méd,
M~ M®grN,

M L M) w (Mar N 229 M7 op N).

M ®g —: R-Méd — R-Maéd,
N~ M ®g N,

o
(N 5 N') w (M@ N 225 M@g N').

A

1.6. Ejemplo. La formacion del R-médulo libre R (X) generado por los elementos de X define un funtor
Set — R-Méd porque cada morfismo de conjuntos X — Y induce (de modo funtorial) el morfismo
correspondiente de R-médulos R (X) — R(Y) (definido por la propiedad universal):

X

Y — = R(Y)

Muy a menudo es 1til considerar funtores que cambian la direcciéon de los morfismos:

1.7. Definicién. Sean C y D dos categorias. Un funtor contravariante F: C — D es una regla que para
cada objeto X de C especifica un objeto F(X) de D, y para cada morfismo X i> Y en C especifica un
morfismo F(Y) M) F(X) en D.
Se pide que
idx =idpx), (§0f)" = f"og"

Para tratar los funtores covariantes y contravariantes de la misma manera, es ttil introducir la nocién
de categoria opuesta:

1.8. Definicién. Sea C una categoria. Entonces su categoria opuesta C° es la categoria donde

= Jos objetos son los mismos,



= un morfismo f°: X — Y en C° es un morfismo f: Y — X en C y la composicion estd definida por

g of = (fog)"
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1.9. Observacién. Un funtor contravariante F: C — D puede ser visto como un funtor covariante F: C° — D o
F:C— D

(Muy a menudo se dice que un funtor F es contravariante y se escribe F: C° — D para subrayar que es
contravariante. En realidad, como funtor definido sobre C°, es covariante.)

1.10. Ejemplo. Sea C una categoria y Y un objeto fijo. Para cada objeto X podemos considerar el conjunto
de morfismos X — Y:
Y ~ Homc(X,Y).

Cada morfismo f: X — X’ induce una aplicacién f* por la composiciéon con f. Noten que el tnico modo

sensato de definirla es de tomar un morfismo X’ 5 Y y componerlo con X i> X'

(XL X))~ (Home(X',Y) L5 Home (X, Y)).

Y<g3ff X
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Vemos que esto define un funtor
Homc(—,Y): C° — Set.

En la primera leccién hemos visto un caso especial cuando C = R-Méd y tenemos funtores con valores
en la categoria de R-mddulos
Hompg(—,N): R-Méd° — R-Méd.

La composicién de este funtor con el funtor olvidadizo R-Méd — Set es exactamente el funtor

Hompg pmea(—, N): R-Mé6d° — Set.

2. Transformaciones naturales entre funtores

Resumamos nuestra situaciéon. En las matemaéticas cldsicas normalmente se estudiaban conjuntos con
ciertas estructuras. Por ejemplo, un R-médulo M es un conjunto con estructura de grupo abeliano y accién
de R que satisfacen ciertos axiomas, etc. El punto de vista categérico supone que, en vez de estudiar



elementos de cada objeto, hay que estudiar las aplicaciones entre objetos. La definicién de categorias no
menciona elementos que “pertenecen” a objetos y en realidad no habla de aplicaciones: se trata solo de
algunas flechas formales X — Y que se pueden componer. Otro nivel de razonamiento es de dar mas
importancia no a las categorias particulares, sino a los funtores entre categorias. Pero en realidad, las
cosas mds importantes no son ni categorias ni funtores, sino morfismos entre funtores:

2.1. Definicién. Si F,G: C — D dos funtores entre categorfas C y D, entonces una transformacién natural
a: F = G entre F y G es una coleccién de morfismos ax: F(X) — G(X) en D para cada objeto X de C tal
que para cada morfismo X — Y en C el siguiente diagrama en D es conmutativo:

X F(X) —%+ G(X)

fl Hﬁl laﬁ
Y F(Y) —— G(Y)

Y
2.2. Ejemplo. Tenemos funtores Hom¢ (X, —): C — Set y Homc(—,Y): C° — Set. Cada morfismo
X=X y Y=Y
induce transformaciones naturales

Homc (X', —) = Hom¢(X,—) y Home(—,Y) = Home(—,Y').

Por ejemplo, en el primer caso, tenemos diagramas conmutativos

Home (X', Y) —X~ Homc(X, Y) (X' 5 Y)——= (X = X' =)
Homc(X',Y") ——= Homc(X,Y") X =YY )r— (X=X =2Y=>Y)
Y/

y el segundo caso corresponde a los mismos diagramas (pero la transformacién natural corresponde a las
flechas verticales). A

Si Fy G son dos funtores C — D, vamos a usar la notacién
Nat(F, G) := {transformaciones naturales F = G}.

En general Nat(F, G) no es un conjunto porque a priori los objetos de C y D no forman conjuntos.

2.3. Observacién. Si F, G, H son tres funtores C —+ D ya: F = Gy f: G = H son transformaciones naturales,
entonces Bow: F = H definida por
(IBOD()X = ,BX oy

es también una transformacién natural:

|

F(X) - G(X) > H(X)
Hﬁl G(f) iMﬁ
F(Y) —= G(Y) —= H(Y)

&y By

Siempre existe la transformacion natural identidad Idg: F = F definida por (1dp)x := F(idx) = idp(x) para
cada X. Es identidad respecto a la composicion de transformaciones naturales.



Todo esto nos permite comparar funtores:

2.4. Definicién. Se dice que dos funtores F, G: C — D son isomorfos si existen transformaciones naturales
x:F=Gyp:G= Ftalesque foa =Idr yaop =Idg.

3. Funtores representables y el lema de Yoneda

Por fin estamos listos para demostrar el hecho mas importante de la teorfa de categorias basica:

3.1. Proposicién (Lema de Yoneda). » Para cada X € Cy cada funtor covariante F: C — Set tenemos una
biyeccion natural

Nat(Homc(X, —), F) = F(X).

Aqui la naturalidad quiere decir que para cada morfismo f: X — X'y cada transformacion natural «: F = G
los siquientes diagramas son conmutativos:

Nat(Hom¢ (X, —), F) —— F(X) Nat(Home¢ (X, —), F) —— F(X)
f*i lF(f) aoi J{“X
Nat(Hom¢ (X', —), F) —— F(X') Nat(Hom¢(X, —),G) — G(X)

(f: X — X' induce una transformacion natural Home (X', —) = Home(X, —), y a su vez una aplicacién
entre conjuntos f,: Nat(Homc (X, —), F) — Nat(Homc (X', —), F) por la pre-composicion; la transforma-
cién natural a: F = G induce un morfismo entre conjuntos Nat(Home (X, —), F) = Nat(Hom¢ (X, —), G)
por la post-composicion con «.)

» Para cada Y € Cy cada funtor contravariante F: C° — Set tenemos una biyeccion natural
Nat(Home(—,Y), F) = F(Y).

Aqui la naturalidad quiere decir que para cada morfismo f: X — X'y cada transformacion natural «: F = G
los siquientes diagramas son conmutativos:

Nat(Hom¢ (X, —), F) —— F(X) Nat(Home(—, X), F) —— F(X)
] o] o
Nat(Hom¢ (X', —), F) —— F(X') Nat(Homc(—, X), G) — G(X)

Demostracion. Veamos, por ejemplo, el caso contravariante. Tenemos que definir una biyeccién
Nat(Homc(—,Y), F) = F(Y).

Voy a describir la construccién y dejo los detalles como un ejercicio.

A partir de una transformacién natural «: Homc(—,Y) = F debemos producir un elemento de F(Y).
De hecho, hay solo una posibilidad obvia: tenemos la aplicacion ay: Homc(Y,Y) — F(Y) y el tanico
elemento que seguramente contiene el conjunto Homc(Y,Y) es el morfismo identidad idy. Entonces,
podemos considerar

ay(idy) € F(Y).

Ahora bien, a partir de un elemento y € F(Y) tenemos que definir una transformacién natural

«Y: Homc(—,Y) = F,



es decir, una familia de morfismos
a%: Home(X,Y) — F(X).

Si tenemos un elemento f € Homc(X,Y), entonces F nos da una aplicacién entre conjuntos F(f): F(Y) —
F(X). Podemos aplicar F(f) ay € F(Y) para obtener un elemento de F(X):

ax(f) = F(H)(y).

3.2. Ejercicio. Provea los detalles necesarios:
1) &Y% define una transformacion natural a¥: Home(—,Y) = F;
2) las correspondencias que hemos definido dan una biyeccién entre los conjuntos Nat(Home(—,Y), F) y F(Y);

3) esta biyeccion es natural.

Nosuo YONEDA (1930-1996) fue un matematico japonés, conocido principalmente por el lema que lleva
su nombre. Estudié matematicas en la Universidad de Tokio y conocié a Eilenberg durante su visita a Ja-
pon. En ese tiempo empez6 a estudiar el dlgebra homolédgica, que todavia estaba en proceso de gestacion
como nueva area de las matematicas (Eilenberg trabajaba junto con Cartan en su libro de texto “Homo-
logical algebra”). Yoneda obtuvo una beca para visitar a Eilenberg en Princeton, pero Eilenberg se habia
ido a Paris. Un afio después Yoneda también se mud6 a Francia donde conocié a Mac Lane. La leyenda
dice que Mac Lane y Yoneda se encontraron en un café de la estacién de Paris Norte y su conversacion
continud en el tren de Yoneda justo antes de que este partiera. Fue en esta ocasién que Yoneda explicé a
Mac Lane su famoso lema, cuyo origen es su articulo sobre el dlgebra homolégica

= Nobuo Yoneda. On the Homology Theory of Modules. Journal of the Faculty of Science, the Univer-
sity of Tokyo. Sect. 1 A, Mathematics Vol. 7 No. 2, p. 193-227. MR 68832

Gracias a esta coincidencia, Mac Lane formul6 el lema en términos de arriba y lo popularizé.

Después de su regreso a Japén, Yoneda trabajé en informatica, en particular en el lenguaje de progra-
macién Algol, y tuvo posiciones en facultades de matemadticas e informdtica en varias universidades de
Tokio.

Nobuo Yoneda


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=68832

Lo siguiente es un caso particular del lema de Yoneda cuando F = Hom¢(X, —) o Hom¢(—,Y):

3.3. Corolario (Encajamiento de Yoneda). » Para X, X' € C tenemos una biyeccién natural

Nat(Homc(X, —), Homc (X', —)) = Hom¢ (X', X).

» ParaY,Y' € C tenemos una biyeccién natural
Nat(Homc(—,Y),Homc(—,Y’)) = Homc(Y,Y’).

El dltimo resultado puede ser interpretado de la manera siguiente. Si C es una categoria pequefia,
entonces para dos funtores F, G: C° — Set las transformaciones naturales Nat(F, G) forman un conjunto.
Por lo tanto podemos considerar la categoria Fun(C°, Set) cuyos objetos son funtores F: C° — Set y cuyos
morfismos son transformaciones naturales F = G. El lema de Yoneda nos dice que tenemos un funtor

9: C — Fun(C°, Set),
X — Homc¢(—, X),

que es fielmente pleno, lo cual quiere decir que para cada par de objetos X, X’ tenemos una biyeccion

Home (X, X) = Homgyn(co set) (7 (X), 7 (X)),
f= ().

En consecuencia la categoria C puede ser vista como una subcategoria plena de la categoria mds grande
Fun(C®, Set). El funtor 9" recibe el nombre de encajamiento de Yoneda y tiene un rol fundamental en el
dlgebra. De modo similar, tenemos la versién contravariante

9: C° — Fun(C, Set),
X — Homc¢(X, —).

3.4. Corolario. » Si F = Homc (X, —): C — Set para algiin objeto X, entonces X estd definido de manera
tinica salvo isomorfismo.

» Si F = Homc(—,Y): C° — Set para algiin objeto Y, entonces Y estd definido de manera iinica salvo
isomorfismo.

Demostracion. Por ejemplo, supongamos que
Homc(X, —) = F = Home (X', —).
Este isomorfismo de funtores corresponde a un par de transformaciones naturales
a: Homc (X, —) = Homc (X', —), B: Homc(X',—) = Homc(X, —)

tales que

poa= IdHomc(X,—)r wof = IdHomC(X’,—) :
Por el encajamiento de Yoneda, « y B corresponden a morfismos f: X' — X y ¢: X — X/, tales que
gof =idyyfog=idx. =



3.5. Definicién. Si para un funtor F: C — Set (resp. F: C° — Set) tenemos un isomorfismo F =
Homc (X, —) (resp. F = Homc(—, X)) para algun objeto X € C, se dice que F es un funtor represen-
table’, y que F es representado por X. (Y Yoneda nos dice que este X es tnico salvo isomorfismo.)

Terminamos nuestra discusién de los funtores Home(—, —) ", con una propiedad importante: Homc(—, Z)
preserva productos y Home(Z, —) convierte coproductos en productos (porque es un funtor contravarian-
te):

3.6. Ejercicio. Sea Z € C un objeto fijo. Demuestre a partir de las propiedades universales de productos y copro-
ductos que Homc(Z, —) preserva productos y que Home(—, Z) convierte coproductos en productos. Es decir, si
existen productos X x Y y coproductos X U'Y, entonces tenemos biyecciones naturales entre conjuntos

Homc(Z, X x Y) = Homc(Z, X) x Home(Z,Y),
Hom¢(XUY,Z) = Home (X, Z) x Home(Y, Z).

XEXxY 2y ~ Home(Z,X) £ Home(Z, X x Y) 225 Home(Z,Y)
X5 XUY &Y ~ Home(X,Z) <X Home(XUY,Z) 2 Home(Y, Z)
En otras palabras, X X Y es el objeto que representa al funtor

Homc(—, X) X Homc(—,Y): C° — Set,

Z — Homc(Z,X) x Home(Z,Y).
y X UY es el objeto que representa al funtor

Hom¢(X, —) x Homg(Y, —): C — Set,

Z — Hom¢(X,Z) x Homc(Y, Z).

De la misma manera, cuando productos []; X; y coproductos 1 [; X; existen, tenemos isomorfismos de funtores

Homc(—,HXi) = HHomc(—,Xi),

HomC(H Xi/ —) = HHomC(Xi, —).

Entonces, los productos y coproductos pueden ser definidos como objetos que representan a los fun-
tores [T, Homc(—, X;) y ['T; Home(X;, —).

Los funtores representables son un pilar de las matematicas porque muchas construcciones universales
pueden ser formuladas en términos de representabilidad. El lema de Yoneda tiene el privilegio de ser uno
de los resultados més tautoldgicos y profundos al mismo tiempo.

“En el caso contravariante F = Homc(—, X): C° — Set algunos dicen que F es correpresentado por X, pero yo no voy a usar esta
terminologfa.
“Note que (—, —) parece un smiley japonés.



	Funtores entre categorías
	Transformaciones naturales entre funtores
	Funtores representables y el lema de Yoneda

