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1. Funtores adjuntos

Como hemos notado en la primera leccion, el funtor Homg (M, —): R-M6d — R-M6d estd relacionado
con el funtor — ®@g M: R-M6d — R-Méd por la biyeccién natural

Hompg (L ®g M, N) = Hompg(L, Homy (M, N)).
Este es un caso particular de funtores adjuntos:

1.1. Definicién. Sean F: C — Dy G: D — C dos funtores entre categorias C y D. Se dice que F es adjunto
por la izquierda a G y que G es adjunto por la derecha a F si para cada X € Cy Y € D tenemos una
biyeccién natural

Homp (F(X),Y) = Hom¢(X, G(Y)).

La naturalidad quiere decir que para X fijo la biyeccién
Homp (F(X), —) = Homc (X, G(—))
es un isomorfismo de funtores D — Set, y para Y fijo la biyecciéon
Homp (F(—),Y) = Homc(—, G(Y))
es también un isomorfismo de funtores C° — Set.
1.2. Ejemplo.
» En la primera leccién hemos visto que el funtor — ®g M es adjunto por la izquierda a Homg (M, —):
Homg (L ®g M, N) = Homg (L, Homg (M, N)).
= Tenemos un isomorfismo natural L ®g M = M ®g L, de donde el funtor M ®r — es adjunto por la
izquierda a Homy (M, —):

Hompg (M ®g L, N) = Homg (L ®g M, N) = Homg (L, Homy (M, N)).

= El funtor contravariante Homg (—, N) es adjunto... a si mismo:
Homg(L,Homg (M, N)) = Homg (L ®g M, N) = Homg(M ®g L, N) = Homg (M, Homg (L, N)).

En efecto, el funtor Homg(—, N) es contravariante y puede ser visto como un funtor R-Mé6d° —
R-Méd o como un funtor R-M6éd — R-M6d°. Entonces la biyeccion natural de arriba puede ser
escrita como

Homp pgge (Homp (L, N), M) = Homp-msa (L, Homg (M, N)).

y el funtor Hompy (—, N): R-Méd — R-M6d° es adjunto por la izquierda al funtor Homy (—, N): R-Méd° —

R-Méd. Es una situacion bastante comdn cuando un funtor contravariante F: C° — C es adjunto a
si mismo, precisamente porque F puede ser visto como un funtor C — C°.



Curiosamente, los funtores adjuntos fueron descubiertos por DANIEL KaAN (1927-2013) en los 50 cuando
él asisti6 a lecciones de dlgebra homoldgica de Eilenberg y vio la adjuncién entre — ®g M y Hompg (M, —).
Cuando Eilenberg y Mac Lane sentaron las bases de la teoria de categorias, ellos no se dieron cuenta de
la importancia de las adjunciones ya que relacionan funtores F: C = Dy G: D — C que van en direc-
ciones opuestas. Kan era estudiante de Eilenberg y descubri6 varias aplicaciones de métodos categoéricos a
geometria, especificamente la teoria de homotopfias.

El término “funtores adjuntos” fue introducido por el categorista WILLIAM LAWVERE y viene del analisis
funcional: se dice que dos operadores A: H; — Hy y A*: Hy — Hj entre espacios de Hilbert son adjuntos
si

Lawvere aprendi6 categorias mientras daba clases de andlisis funcional. ;No es un ejemplo espectacular
de la utilidad del anélisis?

1.3. Ejercicio. Los funtores adjuntos aparecen en varios contextos en dlgebra y geometria. Lamentablemente, no tene-
mos bastante tiempo para ver muchos ejemplos; aqui sugiero algunos como ejercicios. Verifique que en la lista de abajo
los funtores son de verdad funtores, describa explicitamente las biyecciones Homp (F(X),Y) = Hom¢ (X, G(Y)) v
demuestre que son naturales.

= Ya hemos visto otra adjuncién en la primera leccion. Tenemos el funtor olvidadizo R-Méd — Set que
para cada R-médulo M “olvida” su estructura y asocia a M el conjunto subyacente M. La construccién del
R-médulo libre R (X) a partir de un conjunto X es el funtor adjunto por la izquierda a este funtor:

Hompg (R (X), M) = Homget(X, M).

» La adjuncion entre — @gr M y Hompg (M, —) tiene un andlogo aiin mds sencillo. Para cada conjunto fijo X
tenemos el funtor
— x X: Set — Set

que es adjunto por la izquierda al funtor
(—)% := Homget (X, —): Set — Set,
es decir, tenemos una biyeccion natural

Homge (Y X X, Z) = Homge (Y, ZX).

= Si X es un espacio topoldgico, podemos olvidar su topologia y considerar a X como un conjunto. Esto define el
funtor olvidadizo
Olv: Top — Set.

Un funtor adjunto a Olv debe ir en la otra direccion: para un conjunto X definir alguna topologia sobre el
mismo. De hecho, hay dos modos canénicos de hacerlo: definir sobre X la topologia discreta, donde cada
subconjunto U C X es abierto, o la topologia indiscreta, donde los 1inicos subconjuntos abiertos son @ y X.
Esto define dos funtores diferentes

Discr, Indiscr: Set — Top.

Resulta que Olv es adjunto por la izquierda a Indiscr y por la derecha a Discr:

Homge¢(Olv(X),Y) = Homyop (X, Indiscr(Y)),
Homop (Discr(X),Y) = Homge (X, Olo(Y)).



» Tenemos el funtor de inclusion de la categoria de grupos abelianos en la categoria de grupos:
i: Ab — Grp.

Un funtor adjunto a i debe construir un grupo abeliano a partir de un grupo G de manera canénica. Como
sabemos, tenemos que considerar la abelianizacion:

G®:=G/[G,G].
Es un funtor Grp — Ab que es adjunto por la izquierda a i:

Homap (G, A) = Homg,p (G, i(A)).

= Si R es un anillo, entonces sus elementos invertibles forman un grupo R*. Es un funtor
(=) : Ring — Grp.

Un funtor adjunto debe construir cierto anillo a partir de un grupo G de manera candnica. Es la construc-
cion del anillo Z[G] que consiste de las sumas formales Y occ ng g y la multiplicacion estd definida por la
multiplicacion en G. Esto es un funtor

Z[—]: Grp — Ring,

que es adjunto por la izquierda a (—)*:

Homging (Z[G], R) = Homgp (G, R).

Los funtores adjuntos estan relacionados con los funtores representables:

1.4. Observacion.

1) Para un funtor F: C — D existe un adjunto por la derecha si y solamente si para cada Y € D el funtor

Homp (F(—),Y): C° — Set,
X — Homp (F(X),Y)

es representable, es decir isomorfo a Home(—, X") para algiin X' € C.

2) Para un funtor G: D — C existe un adjunto por la izquierda si y solamente si para cada X € C el funtor

Homc(X,G(—)): D — Set,
Y — Homc¢ (X, G(Y))

es representable, es decir isomorfo a Homp (Y’, —) para algiin Y’ € D.

Demostracion. Por ejemplo, veamos la primera parte. Si F es adjunto por la izquierda a G, entonces para
cada Y € D tenemos el isomorfismo natural

Homp (F(—),Y) = Homc(—, G(Y))



y X' := G(Y) representa el funtor Homp (F(—), Y). Reciprocamente, supongamos que para cada Y € D
tenemos isomorfismos
Homp(F(—),Y) = Homc(—, X').

Sea G(Y) := X'. Un morfismo f: Y; — Y, en D induce una transformacién natural entre funtores

Home(—, X!) = Homp (F(=), Y1) £= Homp(E(-), Y2) = Homc(—, X5),

que por el encajamiento de Yoneda corresponde a un morfismo tnico X; — X}. Esto define un morfismo
G(f): G(X7) = G(X2), y se ve que G es un funtor D — C. [

1.5. Observaciéon (Uno de los adjuntos define al otro, salvo isomorfismo).

1) Si F: C — D es adjunto por la izquierda a dos funtores G, G': D — C, entonces G = G'.

2) Si G: D — C es adjunto por la derecha a dos funtores F,F': C — D, entonces F = F'.
Demostracion. Demostremos la primera parte y la segunda es idéntica. Si tenemos biyecciones naturales
Homp (F(X),Y) = Homc (X, G(Y)) = Homc (X, G'(Y)),

entonces por el lema de Yoneda tenemos isomorfismos ay: G(Y) = G(Y) para cada Y. Para que esto sea
un isomorfismo de funtores G = G/, falta verificar que los ay definen una transformacién natural, es decir
que para cada morfismo f: Y — Y’ el siguiente diagrama es conmutativo:

G(Y) —2~ G'(Y)
w| e
G(Y') = G'(Y")

Pero, también gracias a Yoneda, este diagrama es conmutativo si y solamente si para cada X el diagra-
ma

Homc (X, G(Y)) — = Homc(X, G'(Y))
G(f)*l lG’(f)*
HomC(X/ G(Yl)) ? HomC(X/ G/(Y/)>

es conmutativo, y por la naturalidad de la biyeccién, el dltimo diagrama corresponde a

Homp (F(X),Y) —— Homp(F(X),Y)
Homp (F(X),Y') —— Homp(F(X),Y’)
]

1.6. Ejemplo. Todo esto quiere decir que el funtor Homy (M, —) define, salvo isomorfismo, el funtor
— ®r M y vice versa. A

La propiedad de ser un funtor adjunto (por la izquierda o por la derecha) es muy fuerte y tiene muchas
consecuencias interesantes. Por ejemplo,



1.7. Observacién. Sea F: C — D un funtor adjunto por la izquierda a G: D — C. Entonces F preserva copro-
ductos y G preserva productos, es decir para cualesquiera X,X' € CyY,Y' € D

F(XUX') = F(X)UF(X)),
G(Y x Y') = G(Y) x G(Y").

I3

Demostracion. Segun un ejercicio de la dltima leccién, para cualquier objeto Z tenemos isomorfismos na-
turales

Hom(Z, X x X") = Hom(Z, X) x Hom(Z,Y’),
Hom(X U X’,Z) = Hom(X, Z) x Hom(X', Z).

Ahora tenemos isomorfismos naturales para cada Z € D

Homp (F(X U X'),Z) = Home(X U X', G(Z))
= Hom¢(X, (Z)) x Home (X', G(Z))
= Homp (F(X), Z) x Hom¢(F(X'), Z)
~ Homp (F(X) U F(X"), Z).

Y el lema de Yoneda implica que F(X U X') = F(X) U F(X’). De modo similar se demuestra que
G(Y xY") = G(Y) x G(Y'). [

A veces es til otra descripcién de adjuncién de funtores:

1.8. Observacién. Consideremos una adjuncion
Homp (F(X),Y) = Homc(X, G(Y)).

En particular, tenemos

Homp (F(X), F(X)) mc(X, GF(X)),
Homp (F G(Y),Y) =~ H, mC(G(Y),G(Y)).
» Sea yx: X — GF(X) el morfismo que corresponde al morfismo identidad id: F(X) — F(X) bajo la primera
biyeccion.
» Sea ey: FG(Y) — Y el morfismo que corresponde al morfismo identidad id: G(Y) — G(Y) bajo la sequnda

biyeccion.

Entonces los x definen una transformacién natural Idc = G o F (la unidad de la adjuncion) y los ey definen
una transformacion natural F o G = Idp (las counidad de la adjuncion), y la adjuncion puede ser escrita como



Demostracion. Por ejemplo, para ver que 7x: X — GF(X) define una transformacion natural, tenemos que
ver que los siguientes diagramas son conmutativos para cada morfismo ¢: X — X”:

X — " GE(X)
¢l lGF(@
X' —> GF(X')
De hecho, por la definicién de 7k, tenemos el diagrama conmutativo
Homp (F(X), F(X)) —— Homc (X, GF(X)) idpx) ———1x
riore | |ero- ] |
Homp (F(X), F(X')) —— Homc(X, GF(X")) F(¢) ——GE(¢)onx =nx 0@
o) |-+ | }
Homp (F(X'), F(X")) ——— Hom¢ (X', GF(X")) idp(xy F——————11x/

De modo similar, tenemos el diagrama conmutativo

Homp (F(X), F(X)) —— Homc(X, GF(X))  idp(x) ——> fix
fo—l icmo I I
Homp (F(X), Y) ——=—> Home (X, G(Y)) fr——>G(f) onx

Entonces F(X) Ly corresponde a G(f) o nx. La verificacion que € es una transformacién natural

FoG=1Idp y que X 3 .G(Y) corresponde a €y o F(g) es similar. [



Nuestra introduccién minimalista y pragmatica a las categorias se termina aqui. A partir de ahora
vamos a estudiar categorias con estructuras adicionales, en particular objetos cero y estrucura aditiva
(cuando los Hom(X, Y) son grupos abelianos).

10. Categorias con objeto cero

10.1. Definicién. Se dice que 0 es un objero cero de una categoria si para cada objeto M existe un morfismo
tnico0 - My M — 0.

10.2. Observacion. Supongamos que un objeto cero 0 existe.

1) Entre cada par de objetos M y N existe un morfismo tinico Oprn (morfismo cero) que se factoriza a través de

0:
MM N
S
2) Tenemos
@ m Ny =@ LM Ny =0y

y en particular, Opy © Opy = OpN:

DAY

=idy

3) Un objeto cero es 1inico salvo isomorfismo.

Demostracién. 1) y 2) estan claros. Para 3) notemos que si 0 y 0’ son dos objetos ceros, entonces existen
morfismos tnicos 0 — 0" y 0’ — 0. Pero sus composiciones 0 — 0’ — 0y 0’ — 0 — 0" deben ser idy y
ido/. |

10.3. Ejemplo. En la categoria R-Méd un médulo cero 0 es objeto cero en el sentido de arriba. En teoria,
cada modulo cero puede tener cualquier conjunto subyacente {+}, pero todos son obviamente isomorfos.
Por eso solemos decir “el modulo cero”, y “el objeto cero” en general. El morfismo cero Opy: M — N es
el morfismo que aplica cada elemento x € M a0 € N. A

10.4. Ejemplo. En la categoria de grupos Grp el grupo trivial {e} es un objeto cero. A

10.5. Ejemplo. En la categoria de conjuntos Set no hay objeto cero. Especificamente, se ve que si I es un
conjunto tal que para cualquier otro conjunto X tenemos una sola aplicacién I — X, entonces I = @. Si
T es un conjunto tal que para cualquier otro conjunto X tenemos una sola aplicacién X — T, entonces
T = {*} es algun conjunto compuesto de un elemento. A

10.6. Ejercicio.
1) Sim es un monomorfismoy mo f = 0 para algiin f, entonces f = 0.

2) Si e es un epimorphismo y g o e = 0 para algiin g, entonces g = 0.



11. Ntcleos y contcleos

En una categoria con objeto cero, tiene sentido la nocién de nicleos y conticleos:

11.1. Definicién. En cualquier categoria con objeto cero, sea f: M — N un morfismo. Entonces su niicleo
es un objeto ker f junto con morfismo ker f — M que tiene la siguiente propiedad universal: la composi-

cion ker f -+ M i> N es el morfismo cero, y si k: L — M es otro morfismo tal que f ok = 0, entonces k se
factoriza de modo tnico por ker f — M:

ker f —= M #— N
A
El
: /
L
El conticleo de f es un objeto coker f junto con morfismo N — coker f que tiene la siguiente propiedad

universal: la composicién M i> N — coker f es cero, y si k: N — L es otro morfismo tal que ko f = 0,
entonces k se factoriza de modo tinico por N — coker f

0
ML>N—>cokerf
!
|3
0 Y
L

11.2. Ejemplo. Si f: M — N un morfismo de R-médulos, entonces se ve que el ntcleo estd definido por
kerf ={xe M| f(x) =0},
y el morfismo ker f — M es la inclusién. El conticleo estd definido por
coker f = N/imf,
donde im f es la imagen, que es el submddulo de N definido por
im f = {f(x) | x € M}.
El morfismo N — coker f es la proyeccion. A

11.3. Observacion.

1) Siker(M L> N) existe, entonces el morfismo ker f — M es mono y el objeto ker f es iinico salvo isomorfismo.

2) Si coker(M i> N) existe, entonces el morfismo N — coker f es epi y el objeto coker f es iinico salvo
isomorfismo.

Demostracion. Para el lector que no habia sufrido antes argumentos categéricos, voy a demostrar la parte
sobre ker f y dejo la parte sobre coker f como un ejercicio (invirtiendo las flechas).

Sean L %, ker f dos flechas tales que ko ¢ = ko ¢’. En particular, fokog = fokog =0,y por la

propiedad universal del nicleo, debe existir un morfismo tinico L 2 ker f tales que kog=kog =koh.
Entonces h = ¢ = ¢'.
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L*;kerf—“ M—>f N
g/
Ahora sean K y K’ dos objetos con morfismos K 5 wm y K’ KM que satisfacen la propiedad universal

del niicleo. Entonces existen morfismos tnicos K’ ~ K yK L K tal que koi =K' y k' oj = k. Tenemos
koioj=koidg, pero k es un monomorfismo, y por lo tanto i o j = idg. De modo similar, k' o joi =k’ oidy
y joi=1idg. Las flechas i y j definen un isomorfismo K = K'. |

Aqui estdn algunas propiedades inmediatas:

11.4. Ejercicio.
1) Sim: M > N es un monomorfismo, entonces su niicleo es el morfismo cero 0 — M.
2) Sie: M —» N es un epimorfismo, entonces su conticleo es el morfismo cero N — 0.

3) Para el morfismo cero Oprn: M — N el morfismo ker(0pn) — M debe ser (salvo isomorfismo) el morfismo
identidad idp;: M — M.

4) Para el morfismo cero Opn: M — N el morfismo N — coker(0pqn) debe ser (salvo isomorfismo) el morfismo
identidad idp : N — N.
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