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1. Categorias aditivas: objeto cero, adicién de morfismos, (bi)productos
1.1. Definicién. Una categoria aditiva A es una categoria que satisface las siguientes propiedades:

1) Existe un objeto cero 0 € A.

2) Cada Homy (M, N) admite una estructura de grupo abeliano que es bilineal respecto a la composi-
cion:

(g+8)of=gof+gof y go(f+f)=gof+gof.

g
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3) Para cada par de objetos M y N existe su producto M x N.

1.2. Ejemplo. Sea R un anillo (no necesariamente conmutativo). Podemos ver R como una categoria
donde hay un objeto *, cada morfismo * — * corresponde a algiin elemento r € R, y la composicién
r o s corresponde a la multiplicacién en R. En particular, ids: * — * corresponde a la identidad 1 € R.
La adicién en R corresponde a una estructura de grupo abeliano sobre Hom(x, *) y es bilineal, por la
definicién de anillos.

Empero, no es una categoria aditiva: el tinico objeto * no es objeto cero (a menos que R = 0 sea el
anillo trivial). A

1.3. Ejemplo. En la categoria de R-médulos, los morfismos Hompg (M, N) forman un grupo abeliano res-
pecto a la adicién “punto por punto”:

(f£f)(x) = f(x) £ f(x).

Y esta operacion es compatible con la composicién de morfismos. Finalmente, para cada pareja M, N de
R-modulos se ve que su producto es el R-médulo definido por

MxN={(x,y)|xeM, ye N}
con estructura de grupo abeliano (x,y) + (¥/,y') :== (x+ x’,y +y') y con accién de R definida por r -
(x,y) = (r-xr-y). N

1.4. Ejemplo. En la categoria de grupos Grp (no necesariamente abelianos), los homomorfismos entre
dos grupos no abelianos Homgyp (G, H) no forman un grupo abeliano en ningtin sentido natural. Mas
adelante vamos a ver que de hecho, Grp no es una categoria aditiva. A



1.5. Observacioén. Si una categoria A tiene un objeto cero y si Hompa (M, N) tienen estructura de grupo abeliano,
entonces Oppn es el cero respecto a esta estructura.

Demostracion. Si0 € Homp (M, N) es el elemento cero respecto a la estructura de grupo abeliano, entonces
Oof=go0=0paracada f: M' - My g: N — N/, porque la composicion es distributiva respecto a la
adicién, y por lo tanto 0o f = (0—0)o f =00 f —0of =0y go0=g0(0—0) =g00—g00=0.
Notamos que Homa (M,0) = {M — 0} y Homa (0,N) = {0 — N} son grupos abelianos triviales,
entonces la composicion M — 0 — N debe ser el elemento cero en Homa (M, N). |

1.6. Observacién. En una categoria aditiva, si ker f = 0, entonces f es un monomorfismo. Si coker f = 0,
entonces f es un epimorfismo.

Demostracién. Si ker f = 0, entonces para dos morfismos g,¢’: L — M tales que fog = fog’ tenemos
fo(g—¢') =0,y entonces la propiedad universal del nucleo dice que, g — ¢’ se factoriza por 0, y por
lo tanto g — ¢’ = 0y ¢ = ¢'. El mismo argumento demuestra que coker f = 0 implica que f es un
epimorfismo. |

La existencia de la estructura de grupo abeliano sobre Homa (M, N) es una propiedad muy fuerte que
implica que productos y coproductos binarios son isomorfos:

1.7. Proposiciéon. Sea A una categoria aditiva. Entonces para cada par de objetos M, N las siguientes cosas son
isomorfas:
= el producto M- Mx N2 LN

= ¢l coproducto M — M MUNZL N

Pm PN
» ¢l biproducto M © N, que es un objeto junto con morfismos M =—= M® N —= N que satisfacen las
M IN
identidades

pmoiv =idy, pnoiy=idn, pnoim =0mNn, pmoin =0nm, imOpm+inopn =idmen.
(en particular, iy y i son monomorfismos y pN Y pm son epimorfismos.)
. ) Pm PN im N
Mis precisamente, M <—— M @& N —— N es un producto, M ——> M ® N <—— N es un coproducto,
y cada producto (coproducto) es un biproducto.

Demostracion. Si M @ N es un biproducto, entonces para demostrar que es un producto, para cada objeto

L y morfismos L i) MylL 2, N tenemos que ver que existe un morfismo tinico (g) :L— M®N tal que

pmo () =fypne(]) =g

Pm PN
M=———M®pN_——=N
imM A iN
L
f \(3) 8
|
L

Notemos que en este caso tendriamos
(f‘;) =idpen© <’£> = (imopm+inopn)o ((J;) =ipmof+iyog,
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y por lo tanto la tnica posibilidad es definir

({;) i=ipmof+iyog.

Luego

PMO(f> =pmo(imof+inog)=pmoimof +pmoinog = f,
8
=id =0

PN© <f> =pno(imof+inog) =pnoimof +pNoinog=g.
8 N—— SN——
=0 =id
La demostracién de que M ® N es un coproducto es similar: para cada objeto L y cada par de morfismos
f:M— Lyg: N — L existe un morfismo tnico (f,g) tal que (f,g)ociy=fy (f,g)cin =4

Pm PN
M=———M®PpN_——=N
im \ iN
; 2
\i
L

De hecho, se ve que la tinica opcién es definir

(f,8):==fopm+gopn.

Ahora tenemos que ver que cada producto M x N define un biproducto. A saber, por la propiedad
universal del producto podemos considerar el diagrama conmutativo

Tenemos py o iy = idn, pmoiy = idpy, pmoin = Onm, PN 0 i = Opn. Ademads, idy«ny = im0 pm +
iNOpN:

pmoidyxn = pm = pmoimMopm + pmoinopn = pmo (imopm +inopn),
~———— ———
—id =0
pnoidyxn = PN = pNoimopm + PN oinopn = pn o (im0 pm +in o PN)-
——— ~———
-0 —id

De modo similar, cada coproducto M LI N es un biproducto:



idm . OmN
M
Pm PN
M<—-——=-MUN-—-—>=N
3! 3!
i
Onm N idy
N

1.8. Ejemplo. En la categoria de grupos Grp el producto G x H es el producto de grupos habitual, pero
el coproducto es el producto libre G * H, que es una cosa muy diferente (por ejemplo, Z/2Z « Z/3Z =
PSL,(Z)). Entonces Grp no es una categoria aditiva. A

A partir de ahora, si A es una categorfa aditiva, vamos a denotar el producto, coproducto y biproducto
de M y N por el mismo simbolo M @& N, porque es la misma cosa.

1.9. Ejemplo. En la categoria de R-moédulos, el producto M x N = {(x,y) | x € M, y € N} es también
coproducto y biproducto.

Notemos que en la proposicion 1.7 se trata de productos y coproductos finitos. Si { My }re; es una
familia infinita de R-mdédulos, se ve que el producto [ ]; My es isomorfo al conjunto de sucesiones

I;IMk = {(xx € My)ker}

con la estructura obvia de R-médulo

(xk)ker + (xp)ker := (X + X )kels
e (xe)ker = (- X kel

Sin embargo, el coproducto [ [y My no es la misma cosa: es isomorfo al submédulo de [T, M

]_[Mk = {(xx € Mg)kes | xx = 0 para cada k € I, excepto un nimero finito}.
k

Entonces, en las categorias abelianas productos infinitos no son la misma cosa que coproductos. A

1.10. Ejercicio. Demuestre que [, My definido arriba satisface la propiedad universal de productos en la categoria
de R-modulos y que ] [ My satisface la propiedad universal de coproductos.

Para R-médulos normalmente @ M denota el coproducto ] [; M. Para productos (coproductos, bi-

productos) finitos se usa la notaciéon M @ N. Recordamos la notacién que hemos usado en la demostracién
de 1.7:

1.11. Notacién. En una categoria aditiva con productos (coproductos, biproductos)

= para morfismos f: L - My g: L — N, el morfismo (]g() L — M@ N es el tnico morfismo que

satisface . @ Cf oy pae (g ) ~g,

y tenemos (é) =imof+inyog



= para morfismos f: M — Ly g: N — L el morfismo (f,g): M@ N — N es el tnico que satisface

(f.geim=fy (f.geoin=g
y tenemos (f,g) = fopm + g0 pN-

1.12. Notacién. A veces vamos a usar “matrices”

(E }‘2) My My 5 Np @ N,

Es el morfismo que esta definido de modo tnico por los cuatro morfismos

fii=pio (fll f12> oi;: Mj — Ny,

fa fz
fa=pro (1 2)oi My
fu=pao ([ 12) o by >
f22 =p20 (;;1 "j;:;z) 9] iz: M2 — Nz.

1.13. Ejercicio. 1) La composicién de estos morfismos corresponde al producto habitual de matrices:

<g11 gu) o <f11 flz) _ (811 ofi1+gnofan o fiz+gn 0f22>
81 8&» fa1 fa 10 fi1+820fn o fiat+gnofn

Y X Y-X

2) Esta notacion con matrices es consistente con nuestras notaciones de arriba: para morfismos g1: L — My,
gL —=Myyhy: Ny = L, hy: Ny — L tenemos

(?) i=i10g1+ipog: L = M; DM
2

(hl,h2) i=hjopi+hyopy: Ny Ny — L.

f fi2
fa f2

Las composiciones de estos morfismos con ( ) : My ® My — Ny @ N corresponden a productos de

matrices

(fn flz) R <g1) _ <f11 081+ fi2 ng)
fa f S fr1081+ f208
(h1 ha) o (21 gi) = (hofii+hofn hofiat+hyofrn)

3) Si quieren, pueden generalizar a la situacién al caso de un morfismo
M@ - &M, =Ny & DNy,

que se escribe en términos de una matriz de m X n.
(Indicacion: puede ser 1itil la identidad id = i1 o py +ip 0 pp.)



En términos de elementos, cuando se trabaja con R-médulos, pensamos en un elemento x € My & M,
como un vector columna (Z;) para my € My my € My, y para aplicar una matriz como arriba, tenemos
que multiplicarla por la izquierda a (;,!):

<f11 flz) (x) = <f11 f12> ' <m1> _ (fll(ml) +f12(m2)>
a1 fo fa fn) \ma fa1(ma) + faa(mz) )
Aqui seguimos la tradicion del dlgebra lineal de escribir la accién de las matrices por la izquierda, de modo
que los vectores son columnas. Muchos algebristas prefieren usar vectores fila y la accién de matrices por
la derecha; en su notacién todas nuestras matrices estdn transpuestas.

Terminamos con una observacién importante: si tenemos una categoria con productos y coproductos
y alguna estructura de grupos abelianos sobre Homa (M, N), tal estructura es rigida. En efecto, la adicion

de morfismos es una propiedad intrinseca de la categoria, porque f + f’ se expresa como composicién de
morfismos definidos por las propiedades universales de productos (coproductos, biproductos):

1.14. Observacién. Para cualquier categoria aditiva A con productos (coproductos, biproductos) el morfismo f + f
es la composicion
M2 MeM I NeN T N

donde

n Ay = (ﬁﬁ) es el morfismo diagonal.

» Vy := (idy, idy) es el morfismo codiagonal.

o (f9)

Demostracion.

Vo (f@ f)ody = (idy idN)o<£ ;),)o(idM>—f+f’.

idy

2. Funtores aditivos

2.1. Definicién. Si A y B son dos categorias aditivas, entonces se dice que un funtor F: A — B es aditivo
si las aplicaciones correspondientes

Homy (M, N) — Homg(F(M), F(N)),
f = E(f)
son homomorfismos de grupos abelianos.
Hay otra caracterizacién de los funtores aditivos que suele ser més facil de verificar:

2.2. Observaciéon. F: A — B es aditivo si y solamente si F preserva (co)productos, es decir para cada M, N € A
tenemos isomorfismos naturales
F(M® N) = F(M) @ F(N).



Demostracion. El biproducto
Pm PN
M=——7FM&N_—=N
in in
se caracteriza por las identidades
pmoiy =idy, pnoiny =idn, pnoim =0mN, pmoin =0nm, imopm+inopNn =idmen-

Si F es aditivo, entonces aplicando F al diagrama de arriba se obtiene el biproducto

F(pm) F(pn)
F(M) =2 F(M & N) /== F(N)
F(im) F(in)
con identidades
F(pm) o F(im) = idp(pm),
F(pn) o F(in) = idp(n),
F(pn) © F(im) = Opmyr(n)-
F(pm) o F(in) = Op(n)E(m)»
F(im) o F(pm) + F(in) o F(pn) = idrpman-

Entonces, F(M @& N) = F(M) @ F(N). Finalmente, 1.14 demuestra que si F preserva (co)productos,
entonces F preserva la adicién de morfismos. |

2.3. Ejemplo. Hemos observado en la segunda leccién que para cada categoria C tenemos funtores
Homc¢(X,—): C— Set y Homc(—,X): C° — Set.

Ahora si tenemos una categoria aditiva A, entonces Homa (M, N) son grupos abelianos, y de hecho, si
f:N—= N'yg: M — M son morfismos en A, se ve que los morfismos correspondientes

fe: Homa(M,N) — Homa (M,N') 'y g¢*: Homa(M’,N) — Homy (M, N)

son homomorfismos de grupos abelianos (porque la composicién es distributiva respecto a la suma de
morfismos). Entonces tenemos funtores

Homa(M,—): A— Ab y Homa(—, M): A° — Ab.
Son aditivos porque
Homp (—, N® N') = Homy (—, N) @Homp (—,N'), Homua (M@ M’, —) = Homy (M, —) & Homy (M’, —)
(porque en general Home (—, [1; X;) = [T; Home(—, X;) y Home(I1; X;, —) = T, Home(X;, —) en cualquier
categoria C). A
3. Funtores adjuntos y funtores aditivos

Recordemos que tenemos adjunciones



Homg (L ®g M, N) = Homg (L, Homg (M, N)),
Homg (M ®g L, N) = Homg (L, Homg (M, N)),
Homp_pgqe (Hompg (L, N), M) = Hompg.pea (L, Homp (M, N)).
Entonces la teoria general implica que — ®g M 'y M ®g — preservan coproductos, Hompy (M, —) preser-
va productos, y el funtor contravariante Homp (—, N): R-Méd° — R-Méd preserva productos en R-Mé6d°,

es decir, convierte coproductos de R-médulos en productos. En una categoria aditiva productos y copro-
ductos finitos coinciden con biproductos, por lo que tenemos isomorfismos naturales

(M@M)®@rN=(M®gN)® (M ®rN),
M®g (N&N')= (Mag N)® (Mg N'),
Homg (M, N @ N') = Homg (M, N) @ Homg (M, N'),
Hompg (M @ M',N) = Homg (M, N) @ Homg (M',N).

Esto quiere decir que — ®g N, M ®g —, Homp (M, —), Homg (—, N) son funtores aditivos. En general
tenemos la siguiente

3.1. Observacion. Sean F: A — By G: B — A dos funtores adjuntos entre categorias aditivas A y B:
Homg(F(M), N) = Homu (M, G(N)).
Entonces

1) Fy G son automdticamente funtores aditivos;

2) la biyeccion natural de arriba es automdticamente un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracion. En efecto, como adjunto por la izquierda, F preserva coproductos (y por lo tanto productos,
biproductos); como adjunto por la derecha, G preserva productos (y por lo tanto coproductos, biproduc-
tos).

Luego, como hemos observado en la dltima leccién, la biyeccién es dada por

Homg (F(M), N) — Homu (M, G(N)),

f=G(f)onx.
Pero aqui G es un funtor aditivo, entonces G(f + ') = G(f) + G(f’). Y ya que 17x es un morfismo en
la categoria aditiva A, se sigue que (G(f) + G(f')) onx = G(f) ox + G(f') o yx. [

3.2. Ejercicio. 1) Describa explicitamente los isomorfismos naturales

(M@ M)®rN=(M®gN)® (M ®rN),

M®g (N&N')= (M®ag N)© (Mg N'),
Homg (M, N @ N') = Homg (M, N) @ Homg (M, N'),
Hompg (M & M’,N) = Homg (M, N) & Homg (M',N).



2) Verifique directamente que para los funtores Homg (M, —) y Hompg (—, N) tenemos
(f+8)=fitge (frg) =f+g"
y que para los funtores — Qg N y M Qg —

(fi+f2)@idy = (A ®@idN) + (2 ®idy), 1dm @ (g1+&2) = (idy ® g1) + (idm @ &2)-
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