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1. Objetos proyectivos y médulos proyectivos

1.1. Definicién. Sea A una categoria abeliana. Se dice que un objeto P es proyectivo si P satisface una de
las siguientes propiedades equivalentes:

1) Consideremos un epimorfismo p: M - N y cualquier morfismo f: P — N. Entonces f “se extiende”
a M (no necesariamente de modo tinico); es decir, existe un morfismo f: P —+ M tal que po f = f:
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2) El funtor Homp (P, —): A — Ab es exacto. Es decir, si tenemos una sucesion exacta corta
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entonces la sucesion correspondiente de grupos abelianos

0 — Homa (P, K) 2 Homa (P, M) 2 Homa (P, N) — 0
es también exacta.

3) Para cada epimorfismo p: N - P existe un isomorfismo N = N’ & P tal que p = pp.

Demostracion de equivalencia de 1), 2), 3). El funtor Homa (P, —) es exacto por la izquierda para cualquier
P € A, y la condicién 1) pide que Homp (P, —) sea también exacto por la derecha. Entonces 1) y 2) son
equivalentes.

Demostremos 1) = 3). S5i p: N » P es un epimorfismo, entonces tenemos un morfismo i: P — N tal
que poi =idp:
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Sea N’ := kerp con el morfismo canénico i: N’ » N. Tenemos po (idy —iop) = p—poiop =
p —idp o p = 0, entonces por la propiedad universal del nucleo existe un tinico morfismo p’: N — N’ tal
quei’op’ =idy —iop:
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Ahora
i'op'oi' =(idy—iop)oi' =i —iopoi =17,
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pero i’ es un monomorfismo y por lo tanto
p/ o i/ = ldN/
También tenemos la identidad

iop'oi=(idy—iop)oi=i—iopoi=i—i=0,
~—~
id
y entonces p’ o i = 0. Resumamos la situacién: tenemos el diagrama
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cuyos morfismos satisfacen las identidades

p'oi’ =idps, poi=idp, poi’ =0np, p'oi=0pp, i'op +iop=idy

Esto quiere decir que N es isomorfo al biproducto N’ & P.

Ahora veamos la implicacién 3) = 1). Sea p: M - P algtn epimorfismo y f: P — N otro morfismo.
Tenemos que demostrar que existe f: P — M tal que po f = f:
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La idea es considerar el producto fibrado
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A saber, es la misma cosa que tomar el nucleo K del morfismo (p, —f): M@ P — N.Seang: K - My
q: K — P las composiciones de K >» M @ P con los morfismos canénicos ppy: MG P — My pp: MOP —
P:
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Como un ejercicio, pueden verificar que tenemos una sucesién exacta
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y en particular, po g = f ogq; luego, g: K » P es un epimorfismo porque p es un epimorfismo (pueden
demostrarlo ustedes mismos o invocar la propiedad general que dice que en una categoria abeliana, los
productos fibrados preservan epimorfismos). Luego, por la propiedad 3) existe un isomorfismo K = K’ & P
y un morfismo i: P — K tal que g oi = idp. Sea f:: g oi. Tenemos

pof=pogoi=foqoi=f.
~
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1.2. Observacion. Si Py es una familia de objetos proyectivos, entonces el coproducto @y, Py es también un objeto
proyectivo. En particular, si P y Q son proyectivos, entonces P ® Q es proyectivo.

Demostracion. Tenemos el isomorfismo natural

HOl’nA(Ga Pkr 7) = HHomA(Pk, 7),
k k

entonces si cada funtor Homp (P, —) es exacto, el funtor Homp (D Py, —) es también exacto. |

1.3. Ejercicio. Si tenemos una sucesién exacta
0—-P—->M—-Q—0

donde P y Q son proyectivos, entonces M es también proyectivo. En particular, P ® Q es un objeto proyectivo si y
solamente si P y Q son proyectivos.

1.4. Observacién. En la categoria R-Méd todos mdédulo libre es proyectivo.

Demostracién. Si M = R (X) es un médulo libre generado por algtin conjunto X, entonces el funtor
Homg (R (X), —) es exacto porque tenemos una biyeccion natural

Hompg (R (X), M) = Homget(X, M),
es decir

Homp (R (X), M) = u{M



1.5. Ejemplo. Como ya sabemos, Homy (Z/nZ, —) no es exacto por la derecha, y en consecuencia Z/nZ
no es un Z-moédulo proyectivo. Esto implica que cada Z-moédulo finitamente generado es proyectivo si y
solamente si es libre (= libre de torsién). Esta propiedad se cumple sobre cualquier dominio de ideales
principales. A

1.6. Ejemplo. Sobre un cuerpo K, todo médulo es libre, y en particular proyectivo. A

1.7. Observacién. En general, los R-mddulos proyectivos son precisamente los R-modulos establemente libres,
es decir, los médulos P tales que P @ Q es un R-mddulo libre para algiin R-médulo Q.

Demostracion. Si P es proyectivo, entonces podemos considerar un R-médulo libre F con epimorfismo
F —» P,y por el criterio 3) de la definicién F = P @ Q para algtin R-médulo Q.
Si P ® Q es libre, en particular es proyectivo, y por lo tanto P y Q son libres. u

1.8. Ejemplo. Para ver algtin ejemplo facil de un médulo proyectivo que no es libre, sea R x S el producto
de dos anillos R # 0, S # 0. Entonces R x 0y 0 x S son médulos proyectivos sobre R X S, pero no son libres.
Por ejemplo, sobre el anillo Z/6Z = 7Z./27 x Z./3Z el médulo Z /27 es proyectivo pero no es libre. 4

1.9. Ejemplo. Sobre Z (o en general sobre cualquier dominio de ideales principales) cada submédulo de
un moédulo libre (jno necesariamente finitamente generado!) es también libre. Entonces todos los grupos
abelianos proyectivos deben ser libres. Por ejemplo, Q no es proyectivo porque no es libre sobre Z (en

general, se ve que si Q = A @ B, entonces A =00 B = 0). A
1.10. Ejercicio (Otro modo de ver que Q no es un Z-médulo proyectivo). Sea F el Z-médulo libre generado
por los niimeros enteros positivos [1], [2], [3], ... Consideremos el morfismo
p: F->Q,
1
= —.
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Es epi, pero tiene niicleo muy grande, porque Q tiene muchas relaciones entre sus elementos. Si Q fuera proyectivo,
existiria una seccion, es decir un morfismo s: Q — F tal que p os = idg:

F — Q
Demuestre que esto es imposible porque no existe ningiin morfismo no trivial s: Q — F.

1.11. Ejemplo. Si R es un anillo local con ideal maximal m, entonces todo R-mddulo proyectivo finitamente generado
es automdticamente libre. Esto es una consecuencia del llamado lema de Nakayama, que dice (en una de
sus versiones) que si x1,...,X, € M son elementos de un R-mddulo finitamente generado tales que X1, ...,%X, €
M /mM forman una base de M /mM como un espacio vectorial sobre el cuerpo K := R/m, entonces x1,. .., x, son
generadores de M como un R-médulo.

Si P es un R-médulo proyectivo finitamente generado, tenemos P @ Q = R" para algin n y algin
R-médulo Q. En particular, tenemos P/mP @ Q/mQ = K" y podemos escoger bases {¥Xi,...,Xp} y
{vy,--- ,yq} de los espacios vectoriales P/mP y Q/mQ (tenemos p + q = n). El lema de Nakayama nos dice
que {x1,...,xp} y {y1,...,y4} son generadores de P y Q como R-médulos. Por fin, se ve que {xq,...,x,}
y {¥1,-..,y4} son R-linealmente independientes, entonces forman bases de P y Q como R-médulos libres.



Por ejemplo, podemos considerar la matriz de # X n con columnas formadas por las coordenadas de los
vectores x1,...,Xp, Y1, -, Y; respecto a una base de F:

X110 Xp1 Yyuio o Ygql

X120 0 Xp2 Y12 o Y2
M:=| . . )

Xin  Xpn Yin - Ygn

Después de la reduccion médulo m, la matriz correspondiente M esté formada por vectores de una base
de K". Se sigue que detg (M) # 0, es decir, detg (M) ¢ m y por lo tanto detg (M) € R*. Esto quiere decir
que la matriz M es invertible sobre R, y entonces corresponde a una aplicacién R-lineal ¢: R" — R" con
ker(¢) = 0. Esto quiere decir que entre los vectores columna no hay relaciones R-lineales.

En general, hay un teorema complicado de Kaplansky que dice que todo médulo proyectivo sobre un
anillo local es libre (Irving Kaplansky, “Projective Modules”. The Annals of Mathematics, Second Series, Vol. 68,
No. 2 (Sep., 1958), pp. 372-377). A

1.12. Observacién. Si Py y P, son R-médulos proyectivos, entonces Py Qg P es también proyectivo.

Demostracion. 1) Tenemos P; ® Q1 = F; y P> ® Qp = F, para algunos R-médulos libres F; y . Luego,

(P& Q1) @R (P2® Q) = (PL®RP2) & (PL®r Q2) & (Q1 ®r P2) & (Q1 ®r Q2) = FL ®r b
es también un R-moédulo libre, entonces P; ®@g P, es proyectivo.

2) Para otra demostracién més elegante, consideramos el funtor Homg (P; ®g P2, —): R-Méd — Ab.
Tenemos un isomorfismo de funtores

Homg (P; ®g P>, —) = Homg (P, Homg (P>, —)),

que proviene de la adjuncién entre — ®g P, y Homp (P>, —). A la derecha tenemos la composicion de
dos funtores Hompg (P, —): R-Méd — R-Méd y Homg(P;, —): R-M6d — Ab, y ambos son exactos
puesto que P; y P, son R-médulos proyectivos. Entonces el funtor Hompg (P ®g P>, —) es exacto.

[

2. Objetos inyectivos y médulos inyectivos

2.1. Definicién. Sea A una categoria abeliana. Se dice que un objeto I es inyectivo si I satisface una de las
siguientes propiedades equivalentes:

1) Consideremos un monomorfismo M > N y cualquier morfismo f: M — I. Entonces f “se extiende”
a f: N — I (no necesariamente de modo tinico):



2) El funtor (contravariante) Homu (—, I): A° — Ab es exacto. Es decir, si tenemos una sucesion exacta
corta )
0K MEN-=0

entonces la sucesién correspondiente de grupos abelianos

0 — Homa (N, I) 2 Homa (M, I) & Homa (K, I) — 0
es también exacta.

3) Para cada monomorfismo i: I = N existe un isomorfismo N = N’ @ I tal que i = i.

Las condiciones 1) y 2) son equivalentes porque el funtor Homa (—, I) es autométicamente exacto por
la izquierda. Notamos que estas propiedades son duales a las propiedades que definen a los médulos
proyectivos (1.1): hemos cambiado la direccién de las flechas, epimorfismos por monomorfismos, etc.:

2.2. Observacién. Los objetos proyectivos (resp. inyectivos) en A son precisamente los objetos inyectivos (resp.
proyectivos) en A°.

Entonces la demostraciéon de equivalencia 1) y 3) es similar a la misma demostracién para los objetos
proyectivos.

2.3. Observacion. Si I es una familia de productos inyectivos, entonces [ [ Iy es también inyectivo. En particular,
si I y | son inyectivos, entonces I @ | es inyectivo.

Demostracion. Tenemos un isomorfismo natural

HomA(—,H Iy) = HHomA(—, Iv),
k k

entonces si cada funtor Homg (—, ) es exacto, el funtor Homa (—, [T Ix) es también exacto. u

2.4. Ejercicio. Si tenemos una sucesion exacta
O—-I—-M—]—0

donde I y ] son inyectivos, entonces M es también inyectivo.
2.5. Ejercicio. Si I @ | es un objeto inyectivo, entonces I y | son inyectivos.

2.6. Ejemplo. Para la categorfa IK-Méd = K-Vect sobre un cuerpo K la propiedad 3) es obvia: si tenemos
un subespacio vectorial U C V, entonces, tal y como se estudia en los cursos de élgebra lineal, siempre
existe otro subespacio U* tal que U+ + U = V y U+ N U = {0}. Esto quiere decir que sobre un cuerpo K
todos los médulos son inyectivos (y, como hemos visto arriba, proyectivos). Por ello el dlgebra homolégica
sobre un cuerpo no es interesante. A

2.7. Ejemplo. En general, los R-médulos libres no son inyectivos. Por ejemplo, el funtor Homz(—,Z) no
es exacto. A

El grupo abeliano Z no es inyectivo porque no es divisible:

2.8. Definicién. Se dice que un R-médulo M es divisible si para cada r € R, r # 0 y para cada x € M
existe y € M tal que r - y = x. Es decir, el morfismo de multiplicacién por r # 0 es un epimorfismo M - M.

2.9. Observacion. Todo R-médulo inyectivo I es necesariamente divisible.



Demostracion. Para r € R, r # 0 consideremos el ideal () C R generado por r. Sea f: (r) — I el morfismo
R-lineal definido por r — x. Si I es inyectivo, entonces f se extiende a f: R — I. El dltimo morfismo estd

definido por su valor y := f(1). Luego, tenemos x = f(r) = f(r-1) =r-y.

(r) —— R

Sobre Z, o en general cualquier dominio de ideales principales, los médulos inyectivos son precisa-
mente divisibles. Para verlo, nos sirve otra caracterizacién de R-moédulos inyectivos:

2.10. Observacién (Criterio de Baer). Un R-mddulo I es inyectivo si y solamente si para cada ideal a C R todo
morfismo R-lineal f: a — R puede ser extendido a un morfismo f: R — L

Demostracion. La propiedad de arriba es un caso particular de la definicién de inyectividad de I. Lo que
tenemos que demostrar es que esta propiedad es suficiente para demostrar que para cualquier submédulo
M C N un morfismo R-lineal f: M — I se extiende a f: N — I

Consideremos todos los pares
1o agl / o
(M, f':M —1) talquuMCM CN, f=f],,.
Tenemos un orden sobre este conjunto dado por

(M, )2 (M, f") <= M My f'|,, =f.

M>— M>—— M'>—— N

fl/f

I



Por el lema de Zorn (!) entre estos pares existe un elemento maximal (M’, f'). Para terminar la de-
mostracién, tenemos que ver que M’ = N. De hecho, supongamos que existe algtn elemento x € N \ M'.
Sea

a:={reR|r-xeM}.

Este es un ideal en R, y entonces podemos aplicar la propiedad de nuestra hipétesis a a. Consideremos el
morfismo de R-médulos

gra—1,
r— f'(r-x).

Este morfismo se extiende a un morfismo R-lineal g: R — I

Ahora consideremos el R-mdédulo
M = M’+R<x>, M cM’" CN.

Tenemos un morfismo R-lineal

' M" =M +R(x) > 1,
y+r-xe=gr)+ f(y).
Se ve que este morfismo estd definido correctamente, y que f”|,, = f’. Por tanto (M’, f') < (M", f").

Contradiccion. -

REINHOLD BAER (1902-1979) fue un matemadtico aleman conocido principalmente por sus contribucio-
nes en teoria de grupos, en particular grupos abelianos.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Baer.html

Obtuvo su doctorado en la Universidad de Gotinga bajo la direccién de Hellmuth Kneser y Richard
Courant. En 1926-1928 tuvo una posiciéon en Freiburg, donde en particular trabajaba Wolfgang Krull
(famoso por sus resultados en el dlgebra conmutativa). En 1928 fue invitado por Helmut Hasse (otro
famoso algebrista y, a propodsito, un simpatizante del partido nazi) a la Universidad de Halle, donde
trabaj6 hasta 1933, afno en el cual fue despedido por sus origenes judios. Hasse le consigui6é una invitacién
a la Universidad de Manchester, y asi pas6 1933-35 en Inglaterra, antes de mudarse a los Estados Unidos,
donde tuvo posiciones en el Institute for Advanced Study y la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign.
Después de la guerra, traté de volver a Alemania y en 1956 consiguié una plaza en Francfort del Meno.

El concepto de R-médulo inyectivo y el criterio de arriba viene del articulo

R. Baer, Abelian groups that are direct summands of every containing abelian group, Bull AMS
(1940), 800-806. http://projecteuclid.org/euclid.bams/1183503234

El término “inyectivo” probablemente apareci6é por primera vez en las exposiciones de Eilenberg para
el Séminaire Henri Cartan 1950-1951 (“Cohomologie des groupes, suite spectrale, faisceaux”). El concepto
dual de R-moédulo proyectivo fue introducido por Cartan y Eilenberg en su libro de texto (publicado en
1956).

2.11. Corolario. Sobre un dominio de ideales principales R cada R-mddulo divisible I es inyectivo.
En particular, todo grupo abeliano divisible A (tal que para cadan = 1,2,3,... y cada x € A existe y € A tal
que ny = x), es un Z-modulo inyectivo.

Demostracion. Cada ideal de R es de la forma (r) para algiin r € R y tenemos que ver la propiedad


http://projecteuclid.org/euclid.bams/1183503234
http://www.numdam.org/numdam-bin/feuilleter?id=SHC_1950-1951__3_

El caso r = 0 es trivial: tenemos el morfismo cero f: 0 — I y su extension es el morfismo cero R — 1.
Podemos suponer que r # 0.

(r) es un R-mo6dulo libre generado por r, entonces cada morfismo f: (r) — I estd definido por x =

f(r) € I. Para extender f a f: R — I es suficiente encontrar un elemento y = f(1) € [ talque r -y = x, lo

cual es posible ya que I es divisible. |

2.12. Ejemplo. Q, Q/Z, R/Z son grupos abelianos divisibles, y por lo tanto Z-médulos inyectivos. 4
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