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1. Complejo singular en topologia algebraica

Ahora vamos a ver las definiciones de la homologia H,(X) y cohomologia H"(X) singular de un
espacio topoldgico X. Mi objetivo es simplemente explicar las nociones de homotopias entre morfismos
de complejos: la motivacién y terminologia vienen de topologia algebraica. El lector interesado puede
consultar el libro “A Concise Course in Algebraic Topology” de J.P. May.

1.1. Definicién. El simplice geométrico de dimensi6n 7 es el subespacio |A"| de R"*! que es la envolvente
convexa de los n + 1 vértices

vo:=(1,0,0...,0), vy := (0,1,0,...,0), ..., v, := (0,0,0,...,1).

Es dedir,
|A"] :=conv{vy, ..., va} ={tovo+- - +tyava|t; >0, Zti =1}
i

El 2-simplice en R3

El simplice |A"| tiene n + 1 caras que se identifican con simplices |A"!|. A saber, para i = 0,...,n

tenemos aplicaciones afines
dj: [A"T1| = |A"|

definidas por sus valores en los vértices

P ( ) Vi, k< i
i\Vi) =
! k Vk+1, k 2 l

especificamente, ponemos 9;( Y t;jv;):= ¥ t;0;(vj)).
0<j<n—1 0<j<n—1


https://www.math.uchicago.edu/~may/CONCISE/ConciseRevised.pdf

1.2. Observacién (Identidad simplicial). Tenemos d;00; =9; 1 00; parai < j.

1.3. Definicién. Sea X un espacio topolégico. Un simplice singular en X de dimensién 7 es una aplicacién
continua u: |A"| — X. Sea Sing(X), el conjunto de todos simplices singulares de dimensién n:

Sing(X)n = HomTop(|An |/ X)

Parai=0,...,n, la i-ésima cara de u: |A"| — X es el simplice singular u 0 9;: |A"~!| — |A"| — X. Es
exactamente la restriccion de u a la i-ésima cara de |A"|, y podemos usar la notacién

uod; =:ul[vo,..., Vi, ..., vy

Esto nos da n + 1 operadores de caras, que por abuso de notacién podemos denotar también por 9;:

9;: Sing(X), — Sing(X),_1,

u— ullvg, ..., Vi, ..., Val.

El complejo singular C,(X) consiste en cada grado n del grupo abeliano libre generado por los ele-
mentos de Sing(X):

Cn(X) := Z (Sing(X)n) .

Y los diferenciales d,,: C,(X) — C,—1(X) estan definidos por linealidad mediante la férmula

dy =Y (-1)'0;
0<i<n
Co(X): - = C(X) B (X)) 2 (%) D Co(X) 50— -
1.4. Observacion. d,_j od, = 0 para todo n; es decir, Co(X) es un complejo.

Demostracion. La identidad de 1.2 para las aplicaciones 9;: |A"~!| — |A"| implica que los operadores de
caras 0;: Sing(X), — Sing(X),_1 también satisfacen la identidad

* d; o 8] = 8j_1 00; para i< ]
Luego, podemos escribir

dy_rody= Y, (—1)i+j8i08]-: Y (—1)i+jaioaj+ Y (fl)iﬂ‘aioaj-
0<i<n-—1 0<i<j<n 0<j<i<n—1
0<j<n

y gracias a (¥), . .
Y, (D)o 400+ ), (-1)9;00;
0<i<j<n 0<j<i<n-1

Cambiando el indice de la primera suma por j — 1, obtenemos

- Y (-D)Moje+ Y (-1)"900;=0.

0<i<j<n—1 0<j<i<n—1

1.5. Definicién. La homologia del complejo singular Co(X) se llama la homologia singular de X:

Ha(X) = Ha(Ca(X)).



Hemos demostrado que en general, si d; son algunos morfismos C,, — C,,_1 que satisfacen la identidad

* djodj=0dj100; parai<j,

entonces la férmula Y1 <;<;(—1)""! 9; define un diferencial del complejo C,. En topologia algebraica todos
los diferenciales que se construyen de modo explicito tienen esta forma (el complejo singular, complejo de
Cech, etc.). La identidad (*) es una de las identidades simpliciales. La colecciéon de conjuntos Sing(X),
para n > 0 forma una estructura que se llama un conjunto simplicial. Para mayor informacién sobre
conjuntos simpliciales, véase el libro “Simplicial homotopy theory” de P. Goerss y R. Jardine.

El complejo singular C,(X) tiene importancia tedrica, pero no permite hacer célculos explicitos para
espacios particulares X: hay una cantidad enorme de aplicaciones continuas |A"| — X, y el grupo abeliano
libre que tiene todas estas aplicaciones como sus generadores es algo monstruoso. Pero si X es un espacio
razonable, cuando se calcula la homologia kerd,, / imd,, 1, este cociente de grupos monstruosos se vuelve
un grupo finitamente generado. Casi el tnico calculo explicito que se puede hacer con homologia singular
es el de la homologia del punto:

1.6. Ejemplo. Si X es un punto *, entonces en cada grado n hay una aplicacioén |A"| — * y en el complejo
singular C,(X) = Z para todo n. Los operadores 9;: Cy(X) — C,_1(X) coinciden con idz, y las sumas
alternadas ) y<;<,(—1)" 9; deben son 0 si n es impar y id si 1 es par. Entonces el complejo es

287287970579 7% 7 50

El tinico grupo de homologia no trivial es
Ho ()

R

Z.

A

1.7. Observacién. El complejo singular Co(—) es un funtor entre la categoria de espacios topoldgicos y la categoria
de complejos de grupos abelianos (con numeracion homoldgica). Es decir, una aplicacion continua entre espacios
topoldgicos f: X — Y induce de modo funtorial un morfismo entre complejos fy: Co(X) — Co(Y).

Demostracién. Sing(—), := Homrep(|A"|, —) es un funtor covariante Top — Set. Una aplicacién continua
f: X — Y induce una aplicacién entre conjuntos

fo—: Sing(X), — Sing(Y)n,
y luego una aplicacién entre los grupos abelianos libres correspondientes:
fon: Z.(Sing(X)n) = Z (Sing(Y)n) -
Esta claro que los f3, conmutan con los diferenciales:

Ca(X) —2> €, 1 (X)

f#l’ll if#,n—l

Cn (Y) Tn> Cna (Y)



dp o fan(u) = (=1 (fou)|[vo,..., V..., vn]

0<i<n

= (=1)" f o (ul[vo,..-, Vi, ..., Vn])
0<i<n

= (=1)" fan—1(ul[vo,..., Vi,..., Va])
0<i<n

= fan1 ( Z (1)iu|[vo,...,‘7i,...,vn]> = fyn—10dn(u).

0<i<n

Los morfismos entre complejos f4: Co(X) — Co(Y) inducen de modo funtorial morfismos entre grupos
de homologia fy.: Hy(X) — Hu(Y), y por lo tanto tenemos el siguiente

1.8. Corolario. H,(—) son funtores Top — Ab.
Ahora podemos explicar el término “homotopia de complejos”:

1.9. Observacién. Supongamos que f,g: X — Y son dos aplicaciones continuas que son homotopicas, en el sentido
de que existe una funcion continua H: X x [0,1] — Y tal que H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x) para todo x € X.
Entonces f y g inducen aplicaciones homotdpicas entre complejos

fi: 817 Co(X) = Co(Y)
en el sentido de que existe una familia de morfismos

h: Cu(X) = Cupa (Y)
que satisfacen la identidad

S#n — fian = hp_10dy +dyi10hy.

dn+1

Cu(X)

= Cu1(X)

h 1
p f#n 8#n !

[ —— Cn+1(Y) T Cn(Y) —dn> Cn—l(Y)

Demostracién. Podemos considerar |A"| x [0,1] como un prisma en R"*! x R con vértices

ug = (vo,0), ..., uy = (v, 0), wg:=(vo,1), ..., wy:=(vy,1)

w2

g
3

up

ug ug



Para 1 + 2 vértices X, X1, . ., X1 S€a [X, X1, - - -, Xy 4 1) €l simplice afin |[A"1| — |A"| x [0, 1] definido
por v; — x;. Un simplice singular u: |A"| — X define una aplicacién

Ho (uxidpy): [A"] x [0,1] = X x [ =Y,

usando el cual se puede definir una aplicacién

hyp: Cu(X) = Cppa (Y )

u— Y (=1)'Ho (uxidjy)o[uo,... uy,wi,..., Wy
0<i<n

(aqui u € Sing(X), es un elemento de la base de C,(X), y luego h, se define por linealidad). Luego, se
calcula

dn+1ohn(u) = Z (—1)i(—1)jHO(u xid[orl})o[uo,...,ui,wi,...,wn]oaj

0<i<n
0<j<n+1
= Z (71)i (71)]‘HO (Lt X id[o/”)|[u0,. ..,l/l\]',. LU, W, ..,Wn} +
0<j<i<n
Z (—1)i (—1)jHO (u X id[O,l])HuO/' LU, W, .,VV]:,. . .,Wn]
0<i<j<n+1
= Z (=1)' (1) Ho (u x idjg1))[[wo, -, @y, - oo w;, Wiy, W]
0<j<i<n
Yo (1) (=1 Ho (ux ido1))[[wo, - -+ Wi, Wi W, Wi
0<i<j<n

Notemos que los términos con i = j se cancelan, excepto
Ho (u xidq))|[to, Wo, ..., Wn] = gou = gu(u)

y otro término
—Ho (M X id[O,l])HuO/" .,un,ﬂr\n] = —fo u= 7fn#(1/l).

En fin, los términos con i # j corresponden precisamente a —h,, 11 o dy, (u):

hn+1 odn(u) = Z (—1)i (—1)jHO (u X id[O,l])HuO/' LU, W, .,V/V\]',. . .,Wn] +
0<i<j<n

Z (—1)i+l (—1)jHO (u X id[o,l])\[uo,. . .,ﬁ\]',.. U, Wi, .,Wn].
0<j<i<n

Entonces, para todo u € Sing(X), tenemos
Ani1 0 (1) = gu (1) — fun(u) — M1 0 dp(u).
[

Morfismos homotépicos entre complejos inducen los mismos morfismos en homologia, y entonces
tenemos

1.10. Corolario. Si f,g: X — Y son dos aplicaciones continuas que son homotdpicas, entonces

Fur = gne: Hu(X) = Hy(Y).



Ahora vemos que la nocién de complejos homotdpicos viene de la correspondiente nocién en topologia:

1.11. Observacion. Sean X y Y dos espacios del mismo tipo homotdpico (es decir, existen aplicaciones continuas
fi:X—=>Yyg—Y — Xtales que fog ~idx y go f ~ idy). Entonces los complejos correspondientes Co(X) y
Ce(Y) son homotépicos en el sentido de que existen morfismos fy: Co(X) — Co(Y) v g#: Co(Y) — Co(X) tales

que f# o9y ™~ idC.(X) y&#o f# >~ idc.(y).
En particular, si X y Y tienen el mismo tipo homotdpico, tenemos Hy (X) = Hy(Y).

En particular, un espacio X se llama contraible si tiene el mismo tipo homotépico que el punto. En
este caso los grupos de homologfa de X son

Z, n=0,
0, n=+0.

La cohomologia singular se obtiene como una dualizacién de la homologfa:

1.12. Definicién. Para un espacio topolégico X sus grupos de cohomologia singular H" (X) son los grupos
de cohomologia del complejo C* := Homyz (Ce(X), Z):

d0:=d* dl:=d* d2:=dx
0 — Homz(Cy(X),Z) — Homyz(C1(X),Z) —2 Homz(Cr(X), Z) ——> Homyz(C3(X),Z) — ---

H"(X) := H"(Homz(Ca(X), Z)).

En particular, se ve que H" es un funtor contravariante: una aplicaciéon continua X — Y induce homo-
morfismos de grupos abelianos H" (Y) — H"(X).

Notemos que H"(X) no es necesariamente la misma cosa que Homy (H,(X), Z). Vamos a ver la rela-
ci6on entre H, (X) y H"(X) en §2.

2. Teoremas de coeficientes universales

Aqui vamos a ver una aplicacién de Ext y Tor en topologia algebraica: estos funtores naturalmente
aparecen en los teoremas de coeficientes universales. Ya hemos definido el complejo singular C,(X)
en §1. A veces es ttil “cambiar los coeficientes” y considerar el complejo generado libremente por los
simplices singulares sobre un grupo abeliano arbitrario A:

2.1. Definicién. Si A es un grupo abeliano, entonces la homologia singular de X con coeficientes en A es
la homologia del complejo Co(X) ®7 A (con diferenciales inducidos por el funtor — @z A):

Hn(X; A) = HH<C0(X) Xz A)

Y para definir la cohomologia con coeficientes en A, el complejo singular se dualiza por el funtor
contravariante Homgz (—, A):

2.2. Definicién. La cohomologia singular de X con coeficientes en A es la cohomologia del comple-
jo Homz(Ce(X), A) (con los diferenciales d" := d).; : C/(X) — C, ;(X) inducidos por el funtor
Homgz (-, A))

H"(X;Z) := H"(Homz(Ce(X), A)).

Un problema natural es analizar la relacién entre los grupos H,(X), Hx(X; A) y H*(X; A). La cons-
truccion del complejo singular es un detalle superfluo; lo que nos interesa es como los funtores inexactos
— ®r M y Hompg (—, M) afectan la (co)homologia de complejos. La respuesta tiene algo que ver con Tor y
Ext.



2.3. Proposiciéon (Férmula de Kiinneth). Sea P, un complejo de R-mddulos planos

d 1 d
..._>pn+1L>pn_">pn71_>...

tal que para cada n el submddulo imd, C P,_1 es también plano. Entonces para cada R-médulo M hay una sucesion
exacta corta
0 — Hy(Ps) ®r M — Hy(Pe @g M) — TorX (H,_1(P), M) — 0

Recordemos que, por la definicién, P es plano si el funtor — ®@g P es exacto. Es la misma cosa que
TorZR(P, -)= Torf(—,P) =0 parai > 0.

Demostracion. Después de aplicaciéon del funtor — @g M, la sucesién exacta corta

0 = kerdy — Py ™ imd, — 0
induce una sucesién exacta
-« — TorR (kerd,, M) — TorX(P,, M) — Tork(imd,, M) — kerd, ®g M — P, @x M &y imd, ®QrM —0

Pero imd, y P, son planos por nuestra hipétesis, y entonces TorlR(im dy, M) = TorlR(Pn, M) =0parai >0,
de donde el médulo kerd, es también plano, y nos queda una sucesién exacta corta

0 — kerd, @x M — Py ©g M 9 imd, @x M — 0

Estas sucesiones para todo n forman una sucesién exacta corta de complejos

0 — kerde 9g M — Po @g M 299 imd, ©r M — 0

Podemos examinar la correspondiente sucesién exacta larga de homologifa

-+ — Hy(kerds ®gr M) — Hy(Pe @r M) — Hy(imde @ M) % H,_;(kerde g M) — - - -

Los complejos kerd, y imd, tienen diferenciales nulos. Entonces Hy(kerds ®g M) = kerd, Qg M y
H,(imd, ®g M) = imd, ®g M. La construccién de los morfismos de conexién revela que en este caso
0: Hy(imde ®gr M) — H,_1(kerds ®g M) es simplemente el morfismo i ® id, donde i: imd,, » kerd,_;
es la inclusién canénica.

*) - = kerd, g M — Hy(Pe g M) — imd, @g M % kerd, 1 Qg M — - -

Por la definicién de homologia, tenemos sucesiones exactas cortas
0 — imd, — kerd,_1 — H,_1(Ps) = 0

La sucesién exacta corta con Torlf(—, M) demuestra que

TorR (H,_1(Ps), M) = ker(imd,, ©g M 2% kerd, 1 @g M)
=im(H,(Ps ®g M) — imd, ®g M).
Aqui hemos usado la exactitud de (*). Luego,
ker(H, (Pe ®g M) — imd, @g M) = H,(P.) ®g M.

Finalmente, tenemos una sucesion exacta corta

0 — Hy(Ps) @g M — Hy(Pe @g M) — Tork (H,_1(Ps), M) — 0



HeErRMANN LorRENZ KUNNETH (1892-1975) fue un matematico aleman. La férmula de arriba (bajo una
versién mds general, esencialmente para producto tensorial de un complejo con otro complejo; véase §)
fue el tema de su tesis de doctorado “Uber die Bettischen Zahlen einer Produktmannigfaltigkeit” (“Sobre
los niimeros de Betti de productos de variedades”), defendida en la Universidad de Erlangen en 1922 bajo
la direcciéon de Heinrich Tietze.

2.4. Proposicién. Sea P, un complejo de R-mddulos proyectivos tal que para todo n el submédulo imd,, C P,_q
es también proyectivo. Entonces para cada R-médulo M hay una sucesién exacta corta

0 — Extk(H,_1(Ps), M) — H"(Homg (P., M)) — Hompg (Hy, (P.), M) — 0
Bosquejo de la demostracion. Si P, y imd, son proyectivos, entonces la sucesién exacta corta
0 — kerd,, —» P, = imd,, — 0

implica que kerd, es también proyectivo y tenemos isomorfismos (jno canénicos!) P, = kerd, ®imd,.
Aplicando Homp (—, M), obtenemos una sucesién exacta corta

0 — Homg (imd,, M) — Homg (P,, M) — Hompg (kerd,, M) — 0
y luego una sucesion exacta corta de complejos
0 — Homg (imde, M) — Homg (P, M) — Homgp (kerds, M) — 0
Tenemos el mismo argumento que en 2.3, solo remplazamos & por Hom y Tor por Ext. u

Podemos aplicar 2.3 y 2.4 a nuestra situacion con complejos singulares C, (X). El tinico detalle impor-
tante es que Co(X) es un complejo de grupos abelianos libres.

2.5. Corolario. Si C, es un complejo de grupos abelianos libres, entonces para cada grupo abeliano A tenemos
sucesiones exactas cortas

0 TorZ(H,_1(Cs),A) —=0

H,(Cs) ®z A
0 — Ext},(H,_1(Cs), A) — H"(Homz(Cs, A)) — Homz(H,(Cs), A) —=0

Hn(CO Rz A)

que se escinden, no canénicamente:

Hy(Co ®7 A) = Hy(Co) @z A ® Tor?(H,_1(Cs), A),
H"(Homgy(C,, A)) = Homz (H,(C,), A) @ Extl (H,_1(Cs), A).

Demostracion. Si todos C,, son grupos abelianos libres, entonces los imd, C C,_; son autométicamente
grupos abelianos libres. En particular, son proyectivos, y por tanto planos, asi que tenemos las sucesiones
exactas cortas de 2.3 y 2.4. Gracias a la proyectividad de los im d;,, tenemos isomorfismos (jno canénicos!)

C, =kerd, ®imd,

y entonces descomposiciones

Cn®z A = (kerd, ®z A) @ (imd, @z A),
Homy(Cy,, A) = Homy (kerd,, A) ® Homgz (imd,, A).
Esto nos dice que los grupos H,(C.) ®z A aparecen como sumandos directos de H,(Co ®7 A), y los

grupos Homy (Hy (C,), A) como sumandos directos de H"(Homyz(C,), A) . Las sucesiones exactas cortas
correspondientes nos dicen que el resto es TorZ (H,,_1(Cs), A) (resp. Ext, (H,_1(Cs), A)). u



3. Un par de aplicaciones

3.1. Ejemplo. En topologia algebraica se estudia que la homologia H, (RIP") del espacio proyectivo real
RIP” es la homologia del complejo de grupos abelianos libres

Co: +o232%252372%7250

que consiste en grupos Z en grados 0, ..., n y como diferenciales 0 0 Z 2 7, dependiendo de la paridad
(este complejo proviene de una descomposicién celular de RIP" y los ntimeros 0 y 2 corresponden al
pegamiento de las células).

Entonces los grupos de homologia de RIP" son

i: 0 1 2 3 4 5
H;(RP"): Z Z/2Z 0 Z/2Z 0 Z/2Z

Si n es impar, en grado n vamos a tener H;(RIP") = Z (porque los espacios proyectivos de dimension
impar son orientables). Si # es par, en grado n vamos a tener 0 (porque los espacios proyectivos reales de
dimensi6n impar no son orientables’).

Para calcular homologia con coeficientes en un grupo abeliano A, nos sirve la formula

H;j(X,A) = Hi(A) ®z A ® Tor?(H,_1(X), A).

En grados impares vamos a tener Z/2Z ®z A = A/2A, y en grados pares va a salir TorZ(Z /27, A) = 1A,
la 2-torsién en A:

i 0 1 2 3 4 5
Hi(RP"): A A/2A ,A A/2A A A/2A

Si la dimensién n es impar, en grado i = n vamos a tener A y si # es par, vamos a tener A. A
3.2. Ejercicio. Calcule los grupos de cohomologia H! (RIP"; A) con coeficientes en A.

3.3. Ejemplo (Kan, Whitehead, 1961). Usando el teorema de coeficientes universales y las propiedades
bésicas de Ext}, se puede ver que no existe un espacio topolégico X tal que

H" Y (X,Z)=0 y H'(X,Z)=Q.
Nos sirven un par de observaciones sobre grupos abelianos divisibles y libres de torsion.

Lema 1. Si A es libre de torsion y Exty, (A, Z) = 0, entonces A = 0.
De hecho, podemos elegir un epimorfismo F - A de un grupo abeliano libre F a nuestro grupo de
torsiéon A. Sea {e; };c; una base de F. Tenemos una resolucién libre

0 F F A 0

e; —— n;e; —— un elemento de orden #;

Noten que dado que A es de torsion, tenemos Homy (A, Z) = 0. Junto con la suposicion Extlz(A, Z) =
0, eso nos da un isomorfismo .
Homy(F,Z) — Homg(F,Z)

“Los espacios proyectivos complejos CIP" son siempre orientables (como variedades complejas), y su homologia es dada por

H;(cP")

IR

Z, 0<i<2nespar,
0, encasocontrario.



Supongamos que esta aplicacion manda f: F — Z a f': F — Z. Entonces f’(e;) = n; f(e;). Sin embargo,
es un isomorfismo y por eso n; = %1, lo cual significa que todos los elementos son de orden 1, es decir
A =0, QED.

Lema 2. Si A es un grupo abeliano tal que Homyz (A, Z) = 0y Ext, (A, Z) es un grupo divisible y libre de torsion,
entonces A es también divisible y libre de torsion.

Para el morfismo de multiplicacién por n sobre A, sea ,A su nticleo y A, su conticleo. Tenemos
sucesiones exactas cortas:

0—-nA—-+A—-A,—-0 y 0—>nA—>A£>nA—>0

Apliquemos el funtor Homy (—, Z) para obtener sucesiones exactas con los Ext correspondientes:

0 — Homgz (A, Z) — Homz (A, Z) — Homz (nA,Z) — Exty, (A, Z) — Exty (A, Z) — Extl, (nA,Z) — 0

y
0 — Homyz(nA,Z) — Homgz(A,Z) — Homyz(,A, Z) — Exty,(nA,Z) — Exty, (A, Z) — Exty (,A,Z) — 0

Segun nuestra hipétesis, Homyz (A, Z) = Homgz(nA,Z) = 0, y también Homz(,A, Z) = 0 porque ,A
es de torsién. Nos quedan sucesiones exactas cortas

0 — Exty(A,,Z) — Exty (A, Z) — Ext, (nA,Z) — 0

y
0 — ExtL (nA,Z) — Ext, (A, Z) — Exty,(,A,Z) — 0

Compongédmoslas para obtener una sucesién exacta

0 — BExt, (A, Z) — Ext, (A, Z) Exty (A, Z) — Exth (,A,Z) — 0

~ 7

Exty, (nA,Z)

Aqui la aplicacién Ext}, (A, Z) — Ext, (A, Z) es exactamente la multiplicacién por 1, y por lo tanto

W Exty (A, Z) = Ext, (A, Z),
Exth (A, Z), = Exty (,A,Z).

Y si Extlz(A,Z) es divisible y libre de torsion, entonces Extlz(An,Z) = Extlz(nA,Z) = 0, que por el
lema 1 de arriba implica A, = A = 0 (porque A, y »A son grupos de torsién), QED.

Ahora volvamos a nuestro ejemplo. Si tuviéramos un espacio X con H" " 1(X,Z) =0y H"(X,Z) = Q,

entonces el teorema de coeficientes universales implicaria

0= H"Y(X) = Hom(H,_1(X),Z) ® Ext(H,_»(X),Z),
Hom(H,(X),Z) ® Ext(H,_1(X), Z).

Q
I
)

=

>
IR

10



En particular, de la primera férmula concluimos que Hom(H,_1(X),Z) = 0. Con respecto a la segun-
da férmula, noten que Q no puede ser descompuesto como una suma directa no trivial de dos grupos
abelianos Q = A @ B donde A, B # 0. Pero en nuestro caso no podemos tener Hom(H,(X),Z) = Q, por-
que Homy (A, Z) nunca es un grupo divisible para cualquier grupo abeliano A # 0 (jejercicio!). Entonces
tenemos

Hom(H,-1(X),Z) =0 y Ethz(anl(X)/Z) =0Q.

Luego Extl,(H, 1(X),Z) es divisible y libre de torsién, y por el lema de arriba concluimos que
H,_1(X) es también divisible y libre de torsién. Es un grupo no trivial, y por eso H,_1(X) contiene
un subgrupo isomorfo a Q y hay una sobreyeccion

Exty, (H,_1(X),Z) - Ext(Q, Z)

Pero Ext},(Q, Z) no es numerable, como hemos visto en una de las lecciones, mientras que Exty, (H, 1(X),Z) =
Q si lo es. Hemos obtenido una contradiccion.

Este curioso ejemplo viene del articulo “On the realizability of singular cohomology groups” (1961) de
Daniel Kan y George Whitehead. A

3.4. Ejercicio. Demuestre que Homy (A, Z) nunca es un grupo divisible para cualquier grupo abeliano A # 0.
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