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La funcion generatriz para By

Teorema. Los niimeros de Bernoulli pueden ser definidos por

1 2Bkk"

k>0

Aunque se puede pensar en esta identidad como en la serie de Taylor par -1

(( ) es igual a la serie
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Demostracién. Tenemos que ver que la identidad
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define los ntimeros de Bernoulli. Calculemos el producto al lado izquierdo:
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La dltima igualdad se cumple si y solamente si
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Como hemos visto, esta identidad define los ntimeros de Bernoulli. [ |



Ejemplo. Calculemos algunos términos de la serie formal te . Tenemos
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Podemos calcular la iiltima serie usando la férmula
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Multiplicando las seres, se obtiene
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y entonces
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Por supuesto, el altimo ejemplo es un poco masoquista: todo esto se puede hacer en PARI/GP.

? ser = (t*xexp(t))/(exp(t)-1)
%=1+ 1/2%t + 1/12%t~2 - 1/720*t~4 + 1/30240%t~6 - 1/1209600*t~8 + 1/47900160*t~10
691/1307674368000%t~12 + 1/74724249600%t~14 + 0(t~16)

? vector (11,k, polcoeff(ser, (k-1),t)*(k-1)!)
% = [, 1/2, 1/6, 0, -1/30, 0, 1/42, 0, -1/30, 0, 5/66]

En muchos libros (y también en PARI/GP) se usa otra convencién para los ntimeros de Bernoulli segtin

t
ef—1°

la cual By = —3




Ejemplo. La formula Ef—itl = Yi>0 % t* nos permite demostrar que By = 0 para k > 3 impar. En efecto, para

ignorar el caso excepcional By = % examinemos la funcion
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Entonces, f(t) = f(—t), lo que implica que los coeficientes impares de f(t) son nulos. A

Los ntimeros de Bernoulli también surgen en otras series. Por ejemplo, tenemos la siguiente

Proposicion.
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Esto ya tiene que ser interpretado analiticamente. Las series con niimeros de Bernoulli para varias funcio-
nes como tan(f), cot(t), tanh(t), coth(t) fueron descubiertas por Euler.

Demostracion. Se tiene
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Ejercicio (Euler). Demuestre la identidad
2k
(2k +1) By = ) 5y ) B2t Bak—py  para k> 2.
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Por ejemplo, para k = 3 tenemos
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Indicacién: considere la funcién generatriz para los niimeros pares f(t) := gfftl -5 Zk>0 2k)! t2%. Demuestre

BZk t2k

y compare los

la identidad con la derivada formal f(t) —t f(t) = f(t)® — %; sustituya f(t)

coeficientes de t>*,

Ejercicio. Demuestre por induccion que (—1)+t1 By, > 0 para todo k > 1.
Indicacion: use el ejercicio anterior.



Polinomios de Bernoulli

Hay varios modos de definir los polinomios de Bernoulli; el méds comiin es por una funcién generatriz.
Vamos a necesitar las series de potencias formales en dos variables:

Z g ¢ ¢k xé,
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respecto a la suma término por término y multiplicacién que extiende la multiplicacién de polinomios en

dos variables. Tenemos la serie formal = € Q[t] C Q[t,x] y podemos multiplicarla por la serie
th 1k
Etx = Z T S Qﬂt,x]]
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Un momento de reflexién demuestra que el resultado es de la forma
t etx tk
1 g1 2 Bi(x) K
donde Bi(x) son algunos polinomios en x.
Definicién. El polinomio de Bernoulli By(x) es el polinomio definido por (1).

Ejemplo. Vamos a ver un poco mds adelante cémo calcular los polinomios By(x); por el momento podemos obtener
algunos de los primeros. Como hemos calculado arriba,
t t
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de donde

Bo(x) =1, By(x)=x— % Ba(x) = ¥ — x + é
A
Observacion. Para todo k > 0,
Bi(1) = By
es el k-ésimo niimero de Bernoulli.
Demostracion. Comparando (1) con la funcién generatriz % = Y k>0 Bk ]‘;—k‘ |

Resulta que el término constante de By (x) es también igual a By:

Observacion. Para todo k > 0

) Br(x +1) — Bp(x) = kxF1.

En particular, para x = 0 y k # 1 tenemos



Demostracién. Tenemos la identidad
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Comparando los coeficientes de tk, se obtiene (2). |

Note que para k = 1 tenemos B (0) = —1 y By(1) = +1.

Observacion. Para todok > 0
Bi(1—x) = (=1)" Be(x).

(En particular, para x = 0 tenemos By = (—1) By para k > 3, lo que implica que By = 0 para k > 3 impar,
como ya hemos visto.)

Demostracion. Usando funciones generatrices,
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Los polinomios de Bernoulli pueden ser expresados en términos de los nimeros de Bernoulli:
Proposicién.
[k .
Br(x) = Y (1) <> B; x*.
0<i<k !
Demostracién. Calculemos el producto de series de potencias
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Proposicién. Para todo k > 1 se tiene

BL(x) = k By_1(x), /O "By (x) dx = 0.



Demostracién. Hay varios modos de verificar esto. Se puede usar la expresion By (x) = Yo<;<x(—1)’ (]:) B; xk—1,
También podemos tomar las derivadas formales de la identidad (??):
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Luego, para ver que fol Bi(x)dx = 0, es suficiente observar que [ By(x)dx = ki—l Bi.1(x) + C, donde
Bi11(0) = Byy1(1). n

Esto nos da otra definicién de los polinomios de Bernoulli:

Definicién alternativa. Los polinomios By (x) estdn definidos por

Bo(x):=1

1
Bi(x) = kBy_1(x), /0 Bi(x)dx =0 parak > 1.

(En efecto, la identidad Bi(x) = kBy_1(x) define B(x) salvo el término constante, pero el dltimo se

recupera de la condicién fol By (x) dx = 0.) Recordemos que los polinomios Si(x) que hemos estudiado en
la primera leccién satisfacen la identidad

S]L(X) = kSk,1 (X) + Bk'
Esto significa que las derivadas S (x) satisfacen la misma identidad que By (x):
Sk (x) =kSp_1(x).

Ademds, para k # 1 tenemos By (0) = S;(0) =: By, y se ve que los polinomios de Bernoulli son simple-
mente las derivadas de los polinomios Si(x):

Bi(x) = Sp(x), parak # 1.

(El caso k = 1 es excepcional: Sy (x) = $x2 + 1 x, By(x) =x— 1)



Ahora podemos compilar facilmente una lista de los primeros polinomios de Bernoulli:

Bo(x) =1,

Bl(x):x_%,
Bz(x):xz—x+%,
Bg(x):x3—§x2+%3€/

By(x) = x* 2x3+x2—%,
B5(x):x572x4+§x3f%x,
BG(x):x6—3x5+gx4—%x2+ Lé,
By(x):x7—§x6+;x5 6x3+%x,

14 7
Bg(x) = 28 —4x” + 6 Zxt4 a7

3% 73 3
2

1
Bg(x):x9—§x8+6x7—§x5+2x3—

15 3
Bio(x) :3(10—53594—7358—73564-5951—fx2 =

1
%/
3y
107
5
2 66 °

Podemos dibujar algunas gréficas para visualizar la relacién By (1 — x) = (—1)% Bi(x):
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? Bpoly (k) = sum (i=0,k, (-1)"i * binomial(k,i) * B(i) * x~(k-i));

? vector (10,k,Bpoly(k))
% =[x - 1/2,
x"2 - x + 1/6,
x"3 - 3/2%x"2 + 1/2%x,
x~4 - 2*xx~3 + x~2 - 1/30,
x~5 - 5/2%x~4 + 5/3*%x"3 - 1/6%x,
X"6 - 3*x~5 + 5/2%x~4 - 1/2*x"2 + 1/42,
X~7 - T/2%x"6 + 7/2*%x"5 - 7/6*xx~3 + 1/6%*x,
x~8 - 4%x~7 + 14/3*%x"6 - 7/3*x~4 + 2/3*%x~2 - 1/30,
x~9 - 9/2%x~8 + 6*x~7 - 21/5*x~5 + 2%x~3 - 3/10%x,
x~10 - 5*x~9 + 15/2*%x~8 - 7*x"6 + 5*%x~4 - 3/2*%x~2 + 5/66]

? deriv (Bpoly(10),x)

% = 10%x~9 - 45%x78 + 60*x”7 - 42%x~5 + 20%x"3 - 3*x
? 10 * Bpoly(9)

% = 10%x~9 - 45*%x~8 + 60*x~7 - 42%x~5 + 20*x"3 - 3*x

t etx
et—1°

Para comprobar los resultados, podemos directamente calcular la serie

? ser = txexp (t*x) / (exp (t) - 1);
? polcoeff (ser,10,t)*10!
% = x~10 - 5*x~9 + 15/2*x~8 - 7*x~6 + 5*x~4 - 3/2*xx"2 + 5/66

También podemos calcular las derivadas de S (x):

? deriv (S(10),x)
% = x~10 + 5*x~9 + 15/2%x"8 - T7*x~6 + 5%x~4 - 3/2*x"2 + 5/66

En PARI/GP, la funcién predefinida bernpol (k) devuelve el polinomio de Bernoulli By (x):

? bernpol(1)

%h=x-1/2

? bernpol(2)
%h=3x"2-x+ 1/6

? bernpol(3)

% = x"3 - 3/2xx°2 + 1/2%x



