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Denominadores de B; (el teorema de Clausen—von Staudt)

Teorema. Para todo k > 2 par se tiene
1
Bk = — Z — 4+ Ck/
p primo p

p-1lk
donde Cy € Z y la suma es sobre todos los p tales que p — 1 divide a k.

Este resultado fue descubierto de manera independiente por el astrénomo y matemético danés THoMmAs
CLAUSEN (1801-1885) y el matematico alemdn KARL GEORG CHRISTIAN VON STAUDT (1798-1867).

Ejemplo.
Bz—é——<;+;>+1,
I
B6—412——(;+;+;>+1,

7 1 1
B14—6——<2+3)+Z,

A

En particular, el denominador de By es precisamente el producto de todos los primos p tales que
p —1 | k. Esto explica por qué los denominadores de By son libres de cuadrados y divisibles por 6. No
tenemos mucho control sobre el nimero Cy; solo podemos notar que el valor de Cy va a estar cerca de By,

. k—o0
asi que |Cpr| —— oo.

Demostracion. Gracias a la formula
(-1 ey
Bi=(-1F Y
osrex EH1
sabemos que en el denominador aparecen solamente los primos que dividen a ¢ + 1; los primos p > k + 1

(-1l {f)

no aparecen en el denominador. Vamos a analizar las contribuciones del término ~—;5—** para diferentes

L.



(1) Supongamos que ¢+ 1 es compuesto, es decir £ + 1 = ab para algunos 1 < a,b < £.

—1)ten gk
(1.1) Sia # b, entonces ab | ¢!, y el término % es entero.
1) gk
(1.2.1) Sia=by2a </ entonces a | /!y 2a | £!, entonces a®> = ¢ + 1 divide a ¢! y el término (1g)+7£1'{[}

es entero.

(122) Sia =by2a > { entonces {+1 =a? >2a > (+1,yporlotantoa®> =2aya=2(=23.
Usando la férmula

(-6 £ ()

podemos escribir

(-ntedy 1 3\, 1 P
A ALY 2 R (=17 )i* == (0—3+3-2—3).
?+1 40§i§3 i 4( )

Este término es nulo para £ > k, asi que k > 3, y es un ntimero par segun la hipétesis del
teorema. Tenemos

3437 3k =1- (=3 =1-1"=0 (mod 4).

(=Dl
Esto demuestra que el término Tlé es entero.
. (=gl
Hemos demostrado que si £ + 1 es compuesto, el término ~— 5 es entero.

(2) Supongamos que £ + 1 = p es primo. Tenemos por (1)

pfafy  CDPTe-DE) i (P=1) 4
r+1 p _Poglgp,l( Y ( )l'

Tenemos (pl_.l) = (—1)" (moéd p), entonces

Z (_1)i<pi1)ik5 Z ikE{p—lE—l, p:i)'[]’: (rn(’)dp)

0<i<p—1 0<i<p—1 0, P

Para ver la tltima congruencia, notamos que si p — 1 | k, entonces i’ ~! =1 (méd p) por el pequeiio
teorema de Fermat (p { ). Si p — 11k, podemos escribir la suma Y g<i<,—1 i* como

, 1 — xPk
xk = 17’;,( ~1=0 (moéd p),

1<i<p-1

donde x es una raiz primitiva de la unidad médulo p. Aqui xP* = x* # 1 (méd p) por el pequefio
teorema de Fermat.

. . L —1ntogk . . .
Entonces, ci £ +1 = p es primo, el término % va a contribuir —% en el denominador si

p—1|k yvaaserenterosip—1+1k.



Congruencias de Kummer

Para un primo p denotemos por Z ;) el anillo de los ntimeros racionales donde p no aparece en el
denominador:

Zyy =13 €Qlptbh

(Es un caso particular de localizacién de un anillo afuera de un ideal primo.) Los elementos invertibles en
Z,) son las fracciones no nulas donde p no aparece ni en el numerador ni en el denominador:

z[, =1{; €Qlpta, ptb}.

El siguiente resultado es un caso particular de las congruencias de Kummer (véase [Tsuneo Arakawa,
Tomoyoshi Ibukiyama, Masanobu Kaneko, Bernoulli numbers and zeta functions, §11.3]):

Teorema (Kummer, 1851). Sea p un niimero primo y k un entero positivo tal que p — 11 k.

1) p no aparece en el denominador del niimero By /k:

By
? S Z(ﬁ)
2) Para todo k' tal que k' =k (mé6d p — 1) se cumple
By B )
k—lf = % (méd p).

Aqui la dltima relacion puede ser interpretada como By -k = By -k’ (m6d p). También podemos
interpretar una fraccion & 2k como un residuo médulo p dado por By - k~!, donde k™ es el residuo inverso
a k médulo p, que existe porque en este caso p { k.

Ejemplo. Sea p =7,k =10,k =4. Enestecaso (p — 1)1k, k' yk =k (méd p — 1). Luego,
By 11 _ 1 _ ; Bo_>1_ 1 _1_ ;
$- 304 qw- =0 M7y =G e 0 (mod7)

Para demostrar el teorema, nos va a servir el siguiente

Lema. Sea p un primo impar y sea f(t) € Z,)[[t] una serie formal de potencias con coeficientes en Z,,). Entonces
para los coeficientes de Taylor de la serie

e—l Zakk'

k>0

se cumple
ax €EZy) Y Agy(p-1) = (mod p).

Demostracién. Si f(t) = Yy by t*, tenemos

flet=1)=Y b(e —1)"

(>0
= Lo ¥ (-0 (f) e
(>0  0<i<( L



Los coeficientes de la serie de Taylor son

k .
ag = jtk (fle" =1)),_o= Y. b0 Y —1l<f) (€ -0k,

£>0 0<i<(

Notemos que en (¢f — 1)¢ no hay términos de grado k < ¢, asi que la suma de arriba es finita: en efecto es
sobre 0 < £ < k. Ya que by € Z ), de esta férmula se deduce que a; € Z ;). Luego,

thep —m= b ¥ (1) () = 10yt -1).

(>0 0<i<(
Ahora si £ — i es divisible por p, la férmula demuestra que ;. (,_1) — dx es también divisible por p. Si
¢ — i no es divisible por p, entonces por el pequefio teorema de Fermat (¢ —i)P~! —1 = 0 (méd p), y
k4 (p—1) — ak es también divisible por p. |

Demostracion del teorema. Sea ¢ # 1 algin namero natural tal que p t ¢. Consideramos la serie de potencias

1 c
t)i=—— ————
fl8) =4 I+t —1
Ya que p 1 ¢, el polinomio % tiene coeficientes en Z ) y es invertible en Z,,) (()):
SR U S
(1+t)e—1 ¢ 2 12
Se sigue que
1 c c—1 -1
t) = — — = — t “ee
=i~ -1~ 2 2 't

tiene coeficientes en Z,). Podemos aplicar el lema de arriba a la serie

1 c 1 t ct

t

—1) = _ _ 2 _
fle=1) et —1 et—1 t(efl e“l)

(o= )
= k (k—1)!)"

. . k Y
Aqui hemos usado la funcién generatriz ﬁ = e, —t=1— 5 Y450 Bk ;- El lema precedente implica

que (1 —c) % € Z(p) y que para todo k' = k (méd p —1) se tiene

A—c) B = (1= B (msd ).
k K
Sea c¢ una raiz primitiva médulo p (un generador del grupo (Z/pZ)*).Si p — 11k, como en la hipétesis
del teorema, entonces p — 11 K, y se tiene (1 —ck), (1 —c¥) € (Z/pz)*. Esto implica que €EZy)y

% = % (méd p). ]

Numeradores de B, (primos irregulares)

Los primos regulares e irregulares fueron descubiertos por el matemdtico alemdn ErRnsT KUMMER
(1810-1893) mientras trabajaba en el dltimo teorema de Fermat: para n > 2 la ecuacién x" + y"* = z" no tiene
soluciones para x,y,z enteros positivos. Kummer logré demostrar este teorema para ciertos niimeros primos
n = p que él llamé regulares. Como definicién, podemos usar la siguiente caracterizacion:



Hecho (Kummer, 1850). p es irreqular si p divide al numerador de algiin niimero de Bernoulli By para 2k < p — 3.

Podemos compilar una lista de los primos irregulares en PARI/GP:

irregular_primes (n) = {
local (p);
for(i=1,n,
p = prime (i);
for (k=1, (p-3)/2,
if (numerator(bernfrac(2*k))%p == 0, printf ("p = %d, B_%d\n", p,2%k))
)

He aqui los primeros primos irregulares con los ntiimeros de Bernoulli correspondientes. Note que 157
aparece en el numerador de Bgy v Bi1:

37 - 683 -305065927

p=37 Bn= 23517 '
. g, _ 1159 -8089.2947939 1798482437
p=or Pu= 2.3.5.23 '
o g 29 67 186707 6235242049 - 37349583369104129
p=0n %= 2-3.59 ’
17-37- 101 - 123143 - 1822329343 - 5525473366510930028227481
p= 101: B(,g = — ;
235
103 - 2294797
p=1038 By =-—5="337
11. 131 -593
p=181 Bn=—7Tgg
140, g _ 513 149 -463.2264267 - 3581984682522167 -
p=1% Po= 2.3-11-131 '
31- 157 - 266689 - 329447317 - 28765594733083851481
p= 157: B62 = ’
6
. 5. 157 - 76493 - 150235116317549231 - 36944818874116823428357691 - - -
110 — .

2-3-11-23



101
103
107
109
113
127
131
137
139
149
151
157
163
167
173
179
181
191
193
197
199

211
223

227
229

233
239
241
251
257
263
269
271
277
281
283
293
307
311
313
317
331
337
347
349
353
359
367
373
379
383
389
397
401
409
419
421
431
433
439
443
449
457
461
463
467
479
487
491
499
503

509
521

523
541

547
557
563
569
571
577
587
593
599
601
607
613
617
619
631
641
643
647
653
659
661
673
677
683
691
701
709
719
727
733
739
743
751
757
761
769
773
787
797
809
811
821
823
827
829
839

853
857

859
863

877
881
883
887
907
911
919
929
937
941
947
953
967
971
977
983
991
997
1009
1013
1019
1021
1031
1033
1039
1049
1051
1061
1063
1069
1087
1091
1093
1097
1103
1109
1117
1123
1129
1151
1153
1163
1171
1181
1187
1193

1201
1213

1217
1223

Los primeros primos irregulares

1229
1231
1237
1249
1259
1277
1279
1283
1289
1291
1297
1301
1303
1307
1319
1321
1327
1361
1367
1373
1381
1399
1409
1423
1427
1429
1433
1439
1447
1451
1453
1459
1471
1481
1483
1487
1489
1493
1499
1511
1523
1531
1543
1549
1553
1559

1567
1571

1579
1583

1597
1601
1607
1609
1613
1619
1621
1627
1637
1657
1663
1667
1669
1693
1697
1699
1709
1721
1723
1733
1741
1747
1753
1759
1777
1783
1787
1789
1801
1811
1823
1831
1847
1861
1867
1871
1873
1877
1879
1889
1901
1907
1913
1931
1933
1949

1951
1973

1979
1987

1993
1997
1999
2003
2011
2017
2027
2029
2039
2053
2063
2069
2081
2083
2087
2089
2099
2111
2113
2129
2131
2137
2141
2143
2153
2161
2179
2203
2207
2213
2221
2237
2239
2243
2251
2267
2269
2273
2281
2287
2293
2297
2309
2311
2333
2339

2341
2347

2351
2357

2371
2377
2381
2383
2389
2393
2399
2411
2417
2423
2437
2441
2447
2459
2467
2473
2477
2503
2521
2531
2539
2543
2549
2551
2557
2579
2591
2593
2609
2617
2621
2633
2647
2657
2659
2663
2671
2677
2683
2687
2689
2693
2699
2707
2711
2713

2719
2729

2731
2741

2749
2753
2767
2777
2789
2791
2797
2801
2803
2819
2833
2837
2843
2851
2857
2861
2879
2887
2897
2903
2909
2917
2927
2939
2953
2957
2963
2969
2971
2999
3001
3011
3019
3023
3037
3041
3049
3061
3067
3079
3083
3089
3109
3119
3121
3137

3163
3167

3169
3181

3187
3191
3203
3209
3217
3221
3229
3251
3253
3257
3259
3271
3299
3301
3307
3313
3319
3323
3329
3331
3343
3347
3359
3361
3371
3373
3389
3391
3407
3413
3433
3449
3457
3461
3463
3467
3469
3491
3499
3511
3517
3527
3529
3533
3539
3541

3547
3557

3559
3571



Desafortunadamente, hay un nimero infinito de primos irregulares. Esto fue demostrado por el ma-
tematico danés K. L. JENSEN en 1915. En efecto, su resultado era mds fuerte: hay un niimero infinito de
primos irregulares de la forma 4k + 3. Nosotros no contentaremos con el siguiente

Teorema. Hay un niimero infinito de primos irregulares; es decir, p que dividen el numerador de algiin niimero de
Bernoulli entre By, By, .. ., By—3.

Demostracion. El argumento es un poco similar a la demostracién clasica del teorema de Euclides sobre
la infinitud de los ndmeros primos: podemos suponer que py,...,p, son todos los primos irregulares.
Nuestro objetivo es encontrar otro primo irregular.

Sea

k:=N-(p1—1)--(pr— 1),
donde N es algtan nimero tal que |By/k| > 1. Tal N existe porque para k = 2n par,

(2n —1)!

|Bou/2n] = 22n—1 21

é(z]’l) n— oo, 0

Entonces existe algtin primo p tal que p divide el numerador de By /k. Por el teorema de Clausen—von
Staudt, los py, ..., pr estén en el denominador de By, de donde p ¢ {p1, ..., pr}. También tenemos p — 1 1 k,
porque en el caso p — 1 | k el primo p estaria en el denominador.

Sea 0 < k' < p — 1 el numero tal que k¥’ = k (méd p — 1). Por las congruencias de Kummer

Bk/ = & A
Be 2B msd ),

y entonces p | By y p es irregular. [ |

Todavia no se sabe si el niimero de primos regulares es también infinito, pero conjeturalmente, solo
1 —e"1/2 2 39% de los primos son irregulares.

Ejercicio. Calcule en PARI/GP el porcentaje de los primos irregulares entre los primeros N primos para algiin N
razonable (por ejemplo, N = 300).

Para més informacién sobre el tltimo teorema de Fermat para los primos regulares, véase el libro
[Paulo Ribenboim, 13 lectures on Fermat’s last theorem] (escrito mucho antes de la demostracién definitiva
del teorema por ANDREW WILES en 1995, pero con buenas explicaciones de los resultados de Kummer).



