Ejercicios sobre congruencias

6 de marzo de 2017

Ejercicio 1. Fijemos algiin n = 1,2,3,4, ... Consideremos la siguiente relacion sobre los niimeros enteros: se dice
que x es congruente a y modulo n si n divide a x — y:

x=y (médn) & n|(x—y).

En otras palabras, x e y tienen el mismo resto de la divisién por n.
Demuestre que la congruencia médulo n es una relacion de equivalencia sobre Z.; es decir, para todo x,y,z € Z

X=X, X=Y=YyY=X, X=yey=z=Xx=2z.

Las clases de equivalencia se llaman los residuos médulo n. La clase de equivalencia de x se denota
por [x]. Note que hay n residuos diferentes: [0], [1], [2], ..., [n —1].

Ejercicio 2. Demuestre que si x = x', y =y, entonces

x+y=x+vy,
xy=x-y.

Esto quiere decir que la adicion y multiplicacion tiene sentido para residuos médulo n: podemos definir

[x] + [yl =[x+, ©)
[x] - [y] := [x- v). 0]

Ejercicio 3. Demuestre que tiene sentido la cancelacion médulo p: si tenemos
x-y=x-y (méd p),

donde p t x, entonces y =y’ (mod p).

Indicacion: si p es primo, entonces p | xy implica p | x o p | y.

Ejercicio 4. Sea p un mimero primo. Demuestre que los coeficientes binomiales (), (5),..., (pf 1) son divisibles
por p:

py_ P _ _
p|(i>_i!(p—i)! parai=1,2,...,p—1.

Para i = 0, p tenemos (})) = () =1
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Ejercicio 5. Demuestre que (p;l) = (—1)" (méd p).

Por ejemplo, (§) =20=6= -1 (m6d 7) y (5) =15=1 (moéd 7).
Indicacién: del ejerciciosabemos que (!) =0 (méd p) parai =1,2,...,p — 1; luego, use la relacion de Pascal
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Ejercicio 6. Demuestre el teorema del binomio modulo p: para p primo se tiene
(x+y)P=xP+y" (mod p).

Por ejemplo, (2+2)> =64 =1 (m6d 3) y 23 +23 =16 =1 (méd 3).
Indicacién: use el ejercicio

Ejercicio 7. Demuestre el pequeiio teorema de Fermat: para todo x € Z se tiene
xP =x (méd p);
ysipfx, entonces xP~1 =1 (méd p).

Por ejemplo, 2> =8 =2 (méd 3),22 =4 =1 (mdd 3).
Indicacion: podemos suponer que la clase de equivalencia x| representada por algiin mimero x =0,1,2,...,p — 1.
Si x = 0, el resultado estd claro. Demuestre el paso de induccion: si [x]P = [x], entonces [x + 1]P = [x + 1].

Ejercicio 8. Demuestre que si p 1 x, entonces existe y € Z (definido de modo iinico médulo p) tal que xy = 1
(méd p). En este caso escribimos [x] ™1 = [y].

Indicacion: use el ejercicio[7]

Ejercicio 9. 1) Demuestre que1+2+3+---+ (p—1) =0 (mdd p) para p # 2.
Por ejemplo, 1 +2+3+4=10=0 (méd 5).

2) Demuestre que 1> +22 432+ .- -+ (p—1)> =0 (méd p) para p # 2,3.
Por ejemplo, 12 +2% +3%2 +42 =30 =0 (mdd 5).

3) Demuestre que 13 +23 +3%+ ...+ (p—1)3 =0 (médd p) para p # 2.
Por ejemplo, 13 +23 4+ 33 + 43 =100 = 0 (m6d 5).

4) En general, dado k fijo, ;para cudles p se va a cumplir 1¥ + 2% + 3k ... + (p — 1)k =0 (mod p)?



Se dice que un ntimero x es una raiz primitiva de la unidad médulo p si las potencias de x nos dan
todos los residuos no nulos médulo p:

{[x], % P, %y = {01, 120, 3, ..., [p— 1]}

Por ejemplo, 2 es una raiz primitiva de la unidad médulo 5:

{[2), 217 [2° [2I*} = {[2], (4], 8], [16]} = {[2], [4], 3], 1]}

Moédulo todo ntimero primo p existen raices primitivas de la unidad, pero no es algo obvio y por el
momento podemos aceptar este resultado (esto se demuestra en cursos de dlgebra).

Ejercicio 10. Si x es un miimero entero tal que p { x, entonces el orden de x médulo p es el minimo niimero
natural positivo k = 1,2,3,4, ... tal que x* =1 (méd p). En este caso escribimos ord,(x) = k.

1) Verifique que ord,(x) < p — 1y que la existencia de raices primitivas médulo p quiere decir que existe algiin
x de orden p — 1.

2) Demuestre que x* =1 (méd p) si y solamente si ord,(x) | k. En particular, ordp(x) | p — 1.
Indicacién: si x* = 1, la divisién con resto nos da k = n ord,(x) + r, donde r < ord,(x).

ord(x)

3) Demuestre que ord,(x*) = med(kord, (7))

4) Demuestre que
42"+ 4+ (p-1F=0 (mod p)

si p — 11t k. Por ejemplo,
1¥4+23243%4+43=100=0 (mod5).

Indicacion: use la existencia de una raiz primitiva de la unidad médulo p.



