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En estos apuntes voy a revisar un par de resultados bdasicos de la geometria algebraica y algebra
conmutativa: el teorema de los ceros (Nullstellensatz) y el teorema de la base (Basissatz) de Hilbert.

1 Conjuntos algebraicos afines e ideales

En un primer intento, se puede decir que la geometria algebraica estudia los sistemas de ecuaciones
polinomiales. A partir de ahora vamos a trabajar sobre un cuerpo fijo k. Denotemos el espacio afin de
dimensién n sobre k por

A"(k):={x=(a1,...,an) | a1,...,an € k}.

1.1. Definicién. Para una colecciéon de polinomios en n variables con coeficientes en k
fl,...,fm € k[Xl,. . .,Xn]

el conjunto algebraico afin correspondiente es dado por sus ceros comunes:

V(fi, oo fm) = {2 e AMK) | fi(x) = --- = fu(x) = 0} € A"(K).

Es muy incomodo trabajar con polinomios particulares: diferentes colecciones de polinomios pueden
tener los mismos ceros. A saber,

1) si f(x) =0y g(x) =0, entonces (f + g)(x) = 0;
2) si f(x) =0y h es cualquier polinomio, entonces (k- f)(x) = 0.
Para resolver este problema, se puede pasar a los ideales en el anillo de polinomios.
1.2. Definicién. Sea A un anillo conmutativo. Un ideal en A es un subconjunto no vacio a C A tal que
1) si f,g € a, entonces f+ ¢ € q;
2) si f € ayh € A es cualquier elemento del anillo, entonces hf € a.
Se dice que a es un ideal propio si a # A.

Esto es equivalente a decir que a es un A-submoédulo de A (es decir, a es un subgrupo abeliano de A
que es también cerrado respecto a la multiplicacién por los elementos de A).

1.3. Definicién. Para una colecciéon de elementos fi,...,fm € A el ideal generado por fi,..., f es el
conjunto

(Frreeorfn) = {hfi+ -+ hfn | By, i € A}



De esta definicién debe de ser claro lo siguiente.

1.4. Ejercicio. Demuestre que (f1,..., fm) es un ideal, y es precisamente el ideal minimo en A que contiene

fi,ees fme

El mismo ideal puede tener diferentes generadores, y por esto seré ttil definir los conjuntos algebraicos
para ideales.

1.5. Definicién. Para un ideal a C k[Xj, ..., X,] el conjunto algebraico afin correspondiente es dado por
los ceros comunes de los polinomios en a:

V(a):={x e A"(k) | f(x) =0 para todo f € a} C A" (k).
De la nuestra discusién esta clara la siguiente propiedad.

1.6. Observacién. Para una coleccién de polinomios fi,..., fu € k[Xq,..., Xy] se tiene V(f1,..., fm) = V(a),
donde a = (f1,..., fm) es el ideal generado por f1,..., fu.

De esta manera, pasando a los ideales, nos hemos deshecho de la dependencia de polinomios con-
cretos. Ahora tenemos otro problema: a priori no estd claro si todo ideal en k[Xj,..., X,] es de la for-
ma (f1,...,fm) para una coleccion finita de polinomios; es decir, que nuestros conjuntos algebraicos
V(a) € A"(k) no forman una clase mas grande que los conjuntos V(fj,..., fu). El teorema de la ba-
se de Hilbert nos ayudara a resolver esta duda.

2 El teorema de la base de Hilbert

2.1. Definicién. Se dice que un médulo M sobre un anillo conmutativo A es noetheriano si toda cadena
ascendente de submoédulos
MyC My CMC---CM
se estabiliza eventualmente; es decir, M; = M;;, para todo i suficientemente grande (i > iy para algin
indice ip).
Se dice que un anillo conmutativo A es noetheriano si A es noetheriano como un médulo sobre si
mismo; es decir, si toda cadena ascendente de ideales

aCaCaC---CA

se estabiliza eventualmente.

2.2. Ejemplo. Si A = k es un cuerpo, entonces es noetheriano, puesto que 0 y k son los tinicos ideales en
k. A

2.3. Teorema (Teorema de la base de Hilbert). Si A es un anillo noetheriano, entonces el anillo de polinomios
A[X] es también noetheriano.

Demostracién. Consideremos una cadena ascendente de ideales
apCa3 Cap C--- C A[X].

Necesitamos ver que esta se estabiliza.
Sea a; 4 el ideal de los elementos de A que aparecen como los coeficientes mayores de los polinomios
de grado 4 en a;. Tenemos
aijg Capgy sii< i yd< d.



Entre los a; ; hay un namero finito de ideales distintos. Supongamos lo contrario. En este caso una familia
infinita de ideales distintos corresponde a un subconjunto infinito de los indices dobles (i,d) € N x N y
entre ellos se puede escoger una cadena infinita (i, dy) con

i0<i1<ip<---, do<di<dry <
De aqui se obtiene una cadena ascendente

Gigdy & Vipdy G Gigdy G- G A

=

pero esto contradice nuestra hipétesis que A es noetheriano.
Entonces, existe un indice i tal que

Gid = Qit1,d = Q424 =

para todo d.

Supongamos que f € a;y para i’ > i. Veamos por induccién sobre d = deg f que f € a;. Como la base
de induccién se puede considerar el caso de d = —oo; es decir, f = 0. Para el paso inductivo, por lo que
hemos demostrado, existe un polinomio g € a; que tiene el mismo coeficiente mayor que f y el mismo
grado d. Luego, deg(f — g) < d y por la hipétesis de induccién f — g € a;, asi que f € a;. [ ]

2.4. Corolario. Si A es un anillo noetheriano, entonces el anillo de polinomios A[Xy, ..., Xy| es noetheriano. En
particular, si A = k es un cuerpo, el anillo k[X1, . .., Xy] es noetheriano.

Demostracion. Se sigue por induccién sobre 7 y el teorema precedente, puesto que
k[Xq,..., Xu] 2 k[Xq,..., Xy-1][Xa]-
[ |

2.5. Proposicién. Un anillo conmutativo A es noetheriano si y solamente si todo ideal a C A es finitamente
generado; es decir,

a = (fl,...,fm)
para algunos f1,..., fm € A.

Demostracién. Supongamos que existe un ideal a C A que no es finitamente generado. Entonces, en a se
puede encontrar una cadena de ideales

e RS fafi)c - Ca

A saber, se puede empezar por cualquier f; (por ejemplo f; = 0) y luego por induccién, ya que (fi, ..., fu) #
a por nuestra hipétesis, podemos escoger a,,11 € a\ (f1,..., fn). La existencia de una cadena ascendente
que no se estabiliza significa que el anillo no es noetheriano.

Para la otra direccién, supongamos que todo ideal en A es finitamente generado. Sea

aCapCapC---CA
una cadena ascendente de ideales. Entonces, la unién
ai= U a;
i>0
es también un ideal y a = (fy,..., fis) para algunos fi,..., fm € A. Pero cada uno de estos elementos
pertenece a algtn ideal de la cadena, asi que {fi, ..., fu} C a; para algun indice i. Luego, a; = (f1,..., fm)

y
Gi = 041 = iy = -



Entonces, todo ideal en el anillo k[Xj, ..., X;] es finitamente generado. Un ejemplo tipico de anillo no
noetheriano es el anillo k[X7, X3, X3, ...] de polinomios en una cantidad numerable de variables. Un ideal
no finitamente generado en este caso es (X1, Xp, X3,...).

3 Algunas versiones del teorema de los ceros

Para todo ideal a hemos definido el conjunto V(a) C A" (k). En la otra direccién, a todo subconjunto
X C A"(k) se puede asociar el ideal de los polinomios que se anulan sobre X.

3.1. Definicién. Para un subconjunto X C A" (k), sea
I[(X):={f €k[Xq,...,Xu] | f(x) =0 para todo x € X}.
Se ve que I(X) es un ideal en k[X3, ..., X;]. En particular, es finitamente generado.

Entonces, tenemos dos aplicaciones:

|4
{ideales a C k[X3,..., Xn]} =—= {subconjuntos X C A"(k)}
I
Notemos las siguientes propiedades.

1) Si a C b, entonces V(b) C V(a). De hecho, cuando afiadimos mds polinomios, el conjunto de los
nulos comunes se vuelve mas pequeiio.

2) Si V.C W, entonces I[(W) C I(V); si afiadimos mds puntos, tenemos menos polinomios que se
anulan sobre nuestro conjunto.

3) a C I(V(a)). En general, la inclusion es estricta. Mds adelante vamos a aclarar la relacién entre a y
I(V(a)) cuando k es algebraicamente cerrado.

Un ejemplo particular para cuerpos no algebraicamente cerrados: en R[X] tenemos
I(V(X241)) = (@) =R[X] 2 (X2 +1).
4) X C V(I(X)). Si X no es un conjunto algebraico, tenemos X C V(I(X)).
3.2. Ejercicio. Obuviamente,
(@) =k[Xq,...,X4], V(0)=A"(k), V(Q1)=V(k[Xy,...,Xu]) =2.

Demuestre que
I(A"(k)) = (0), sikesun cuerpo infinito.

Encuentre un contraejemplo para cuerpos finitos.

3.3. Ejercicio. Demuestre que
VIV(a) =V(a) y IVI(X)=I(X).

Un caso especial es cuando el ideal I(V) se construye para un conjunto V = {x} que consiste en un
punto. En este caso el ideal I({x}) es maximal.

3.4. Definicién. Sea A un anillo conmutativo. Se dice que un ideal m C A es maximal si m # A y si hay
otro ideal a tal quem C a C A secumplea=moa = A.

El conjunto de todos los ideales maximales en A se llama el espectro maximal de A y se denota por
Max(A).



3.5. Ejercicio. Recuerde el siguiente resultado. Si A es un anillo conmutativo, entonces todo ideal propio a C A
estd contenido en algiin ideal maximal wm. En particular, todo anillo posee un ideal maximal.
Esto se deduce del lema de Zorn que es equivalente al axioma de eleccion.

3.6. Lema. Un ideal m C A es maximal si y solamente si el anillo cociente A/m es un cuerpo. En este caso
k(m):=A/m
se llama el cuerpo residual de m.
3.7. Ejercicio. Recuerde o demuestre las siguientes propiedades.
1) Un anillo conmutativo no nulo A es un cuerpo si y solamente si los tinicos ideales de A son 0y A.

2) Si A es un anillo conmutativo y a C A es un ideal, entonces todos los ideales en A/a son de la forma b/a
paraa C b C A.

Demostracion del lema. Usando el ejercicio, tenemos

m C A es maximal <= noexistemC b C A <= noexiste 0 C b/m C A/m

<= A/m es un cuerpo.
|
3.8. Proposicién. Para un punto x = (ay,...,a,) € A" (k) tenemos
I({x}) =my = (X3 —ay,..., Xn — an).
Este es un ideal maximal.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de evaluaciéon en x

evy: k[Xy,..., Xy =k,
f flay, ..., an).

Por la definicién, su nucleo es I({x}). Luego, todo polinomio f € k[X3, ..., X;,] puede ser escrito como
f(Xy,...,.Xn) =8(X1—ay,..., Xn — an)
para algun ¢ € k[Xy,..., Xu], vy f(a1,...,a,) es el término constante de g. Entonces,
fel{x}) < f(ay,...,a,) =0 <= feEm,,

asi que
kerevy = I({x}) = m,.

Luego, el homomorfismo ev, es sobreyectivo y el teorema de isomorfia nos dice que

k[Xl,...,Xn]/mx =~ k.

Este es un cuerpo, y por lo tanto m, es un ideal maximal. |



En la tltima demostracién hemos visto que el ideal m, siempre tiene k como su cuerpo residual:
k(my) == k[Xq,..., Xn]/my Z k.

3.9. Ejercicio. Demuestre que si m C k[Xq,..., Xy es un ideal maximal, entonces el conjunto V(m) consiste en
un punto o es vacio.

3.10. Ejemplo. Para el ideal maximal (X% + 1) C R[X] tenemos V(X2 +1) = Q. A
De hecho, todos los ideales maximales con «(m) = k corresponden a los puntos del espacio afin.

3.11. Proposicién. Existe una biyeccién natural
()iﬁh@(WLHW&D:{mGMu@WM“JM)Mhﬂzﬂ,
X—=m

En general, para un ideal a C k[Xj, ..., X,| existe una biyeccién natural
V(a) = Max (k[Xq, ..., Xu]/a).
Demostracion. Todo ideal maximal m es el nticleo del homomorfismo
¢ k[Xq,..., Xn] > k[Xq,..., Xy]/m = x(m).
Si k(m) = k, consideremos el punto

x=(p(X1),...,9(Xn)) € A"(K).

Ahora se ve que
my = ker¢ =m

y esto nos da la correspondencia inversa a x — my.

En general, para un ideal a C k[Xj, ..., X,], notese que tenemos x € V(a) si y solamente si a C m,.
Los ideales maximales que contienen al 1deal a corresponden a los ideales maximales en el anillo cociente
k[X4,...,Xn]/a. Esto demuestra que la biyeccién

An(k) = Man(k[Xl, .. .,Xn])

induce una biyeccién
V(a) = Maxi (k[Xy, ..., Xu]/a).

En general, el anillo k[Xj, ..., X,] puede tener ideales maximales con cuerpos residuales distintos de
k. Por ejemplo, en el anillo R[X] hay un ideal maximal (X2 + 1) con el cuerpo residual

R[X]/(X*+1) = C.
La buena noticia es que x(m) es siempre una extension algebraica de k.

3.12. Teorema (Teorema de los ceros, versién bdsica). Para todo ideal maximal m C k[Xj, ..., X,] el cuerpo
residual xk(m) es una extension algebraica de k.



Vamos a posponer la demostracién de este resultado y primero investigar sus numerosas consecuen-
cias. Primero, si el cuerpo k es algebraicamente cerrado, entonces x(m) = k para todo ideal maximal
m C k[Xq,...,Xy]; es decir,

Max(k[Xl, . ,XHD = Man(k[Xl, ey Xn]),
y 3.11 implica el siguiente resultado.

3.13. Corolario (Teorema de los ceros, segunda versién). Supongamos que k es un cuerpo algebraicamente
cerrado. Entonces hay una biyeccién natural

A"(k) = Max(k[X, ..., Xa]),

X > My

En general, para un ideal a C k[Xq, ..., Xyn] hay una biyeccion natural
V(a) = Max(k[Xq,..., Xu]/a).

He aqui otra version comun del teorema que puede ser familiar.

3.14. Corolario (Teorema de los ceros débil). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces para un ideal
a C k[Xy,...,Xn] se tiene V(a) = @ siy solamente si a = k[Xy,..., Xn].

Demostracion. Supongamos que a C k[X, ..., X,]. En este caso existe algtin ideal maximal m D a, y por lo
tanto V(m) C V(a). Puesto que k es algebraicamente cerrado, V(m) = {x}, asi que a # Q. [ ]

En cierto sentido, es una generalizaciéon del teorema fundamental del algebra. El dltimo nos dice que
todo polinomio no constante en C[X] tiene una raiz. El teorema de los ceros débil nos dice que para todo
ideal propio a C k[Xj, ..., X,] (es decir, a que no contiene los polinomios constantes) los polinomios en a
tienen un cero comdn.
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