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Estos son mis apuntes para una serie de charlas con una introduccién a los nimeros p-adicos que
di para los estudiantes de la maestria en la Universidad de El Salvador. Otras fuentes recomendadas son
[Kob1984] y [Kat2007]. Para mas informacion sobre la topologia de espacios métricos el lector puede con-
sultar [Mun2000].
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1 Recordatorio: espacios métricos

1.1. Definiciéon. Un espacio métrico es un conjunto X dotado de una aplicacién d: X x X — Rs (distancia)
que satisface los siguientes axiomas.

M1) La distancia entre x e y es nula si y solamente si x = y:
dx,y) =0 < x=y
para cualesquiera x, y € X.

M2) La distancia es simétrica:
d(x,y) =d(y,x)

para cualesquiera x,y € X.
M?3) Se cumple la desigualdad del triangulo:
dx,y)<d(x,2)+d(z,y)
para cualesquiera x,y,z € X.

1.2. Definicién. Sea (X,d) un espacio métrico. La bola abierta de radio ¢ > 0 centrada en xy € X es el

subconjunto
B(xg,€) :={x€ X | d(xg,x) <e€}.

La bola cerrada correspondiente es el subconjunto
E(xo,e) ={xeX|d(x,xp) <€}.
A todo espacio métrico (X, d) se puede asociar una topologia.

1.3. Definiciéon. Para un espacio métrico (X, d), la topologia inducida por la métrica d es la topologia que
tiene como su base de conjuntos abiertos las bolas abiertas B(xg,¢) para todo xp € X y € > 0.

Ejercicio 1.
1) Toda bola cerrada B(xy,e€) es cerrada en la topologia de arriba.

2) La topologia inducida por una métrica es Hausdorff (T2).

2 Normas

Nos va a interesar la situaciéon cuando la métrica viene de una norma sobre un anillo conmutativo, o en
particular un cuerpo.

2.1. Definicidon. Sea R un anillo conmutativo. Una norma sobre R es una aplicacién | - [|: R — Rx que
satisface las siguientes propiedades.

N1) |x|l =0 siy solamente si x = 0.
N2) La norma es multiplicativa: |xyll = llx|| - | yll para cualesquiera x, y € R.
N3) Se cumple la desigualdad del triangulo | x + y|| < || x| + ||yl para cualesquiera x, y € R.

Se dice que ||- | es una norma no arquimediana, si para cualesquiera x, y € R se cumple la desigualdad
ultramétrica



N3*) llx+ yll < max{llxl, |y}
En el caso contrario, se dice que || - | es arquimediana.

Note que N2) implica que si xy = 0, entonces x = 0 0 y = 0; es decir, segiin nuestra definicion, el anillo
conmutativo R no puede tener divisores de cero.

2.2. Ejemplo. Demuestre que para cualquier subanillo R < C, el valor absoluto habitual

lx+yV-1l=/x*+y?

es una norma arquimediana. A
Ejercicio 2. Demuestre que la multiplicatividad de la norma implica las siguientes propiedades:
Doi=n-1=1,
2) |- x|l =llx| para todo x € R,
3) ||lx"| =|lx|" paratodo xe R, n=1,2,3,...,
4) |Ix7 Yl =|x|~" para todo x € R*.

2.3. Observacion. Si R es un anillo conmutativo con alguna norma | - ||, entonces la aplicacién

d: Rx R — Rx,
X, )= llx=yl

define una estructura de espacio métrico sobre R.
Demostracion. La propiedad M1) corresponde a N1) de 2.1. Luego, para M2), notamos que
lx=yl=1-x=-nIl=ly—xl.
En fin, M3) corresponde a N3):
lx—=yl=Ilx-2)+(z-YI=lx-zl+lz-yl.
]

En particular, todo anillo conmutativo R con norma |- || lleva una topologia inducida por | -||. Cuando un
anillo estd equipado con una topologia respecto a cual las operaciones son continuas, se dice que R es un
anillo topolégico. En particular, esto sucede cuando la topologia esta inducida por una norma.

Ejercicio 3. Deduzca de los axiomas de normas la desigualdad del triangulo inversa
[ = yi| = 1=y

Note que esta significa que lanorma |-||: R — Rxq es una aplicacién continua respecto a la topologia habitual
sobre Ry la topologia sobre R inducida por | -||.

Ejercicio 4. Demuestre que si R es un anillo conmutativo con norma || - ||, entonces las operaciones
x)—=x+y, XKY—xy xX—-X

son continuas respecto a la topologia inducida por ||-||. De la misma manera, para los elementos invertibles
la operacién x — x~! es continua. Note que todo esto es equivalente a demostrar que



1) para cualesquiera x,y € Ry e >0 existe § > 0 tal que

Ix"=xl <6, Iy =yl <= X' +y)—(x+ <€

2) para cualesquiera x,y € Ry ¢ > 0 existe § > 0 tal que

Ix'—xll <6, 1Y -yl <6 = lx"y' —xyl <€

3) paratodo x€ Ry e >0 existe § >0 tal que

Ix' = x|l <6 = lI(-x") - (=0 <€

4) paratodo x € R* y todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que

I —xll <6 = (x) 1 =x"1<e.
2.4. Ejemplo. Para cualquier anillo conmutativo R tenemos la norma trivial definida por

1, six#0,
x|l = .
0, s1x=0.

Trivialmente, es no arquimediana. Mas adelante vamos a ver ejemplos no triviales de normas no arquime-
dianas. N

2.5. Ejemplo. Sobre los cuerpos finitos F, no hay normas no triviales. En efecto, el grupo de las unidades
F, es ciclico de orden g1, y por lo tanto para todo a # 0 en F, tenemos a97! = 1. Luego, si || -|| es una norma
sobre [, tenemos [[a?" 1| = [a|9! =1, asi que ||all = 1. A

Ejercicio 5. Demuestre que si la norma || - || sobre R es trivial, entonces la topologia inducida por |- | es
discreta.

Ejercicio 6. Sea R un anillo conmutativo y sea | - | una norma sobre R. Demuestre que | - | se extiende de
modo Unico a una norma sobre el cuerpo de fracciones Frac(R) mediante la formula

X

y

_lal
Iyl

y si || - | es una norma no arquimediana, entonces su extension a Frac(R) es no arquimediana.

Nos van a interesar las normas no arquimedianas (las que satisfacen || x + y|l < max{|| x|, | yll}). Notemos
que de los axiomas se sigue que si | x| # l yll, entonces ||x + y|l es precisamente el maximo entre || x| e || y|:

2.6. Observacion. Si |- | es una norma no arquimediana, entonces
llx+ yll = max{llxll, Iy} st llxll # Iyl
Demostracion. Supongamos que se cumple la desigualdad estricta
llx+ yll <max{lixl, Il ylI}.

Tenemos entonces
Ixll =lx+y—yl=max{lx+yl, Iy} =yl

y
Iyl =llx+y—xll <max{llx+yll, I xll} = xIl,

asi que [|xll = llyll. [ |



Por induccién se sigue que para las normas no arquimedianas

lx1 +-++ xpll <max{lxll, ..., Ix.l},
y 2.6 implica que
lxy +-++ xpll = max{llxyll, ..., [Ixp}
si entre ||x11l, ..., llx,| hay un valor que es estrictamente mayor que los otros.

He aqui una caracterizacion Util de normas no arquimedianas:

2.7. Observacion. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) |-l es una norma no arquimediana,

2) paratodo neN se tiene
14+1+---4+1)=<1.
[ —

n

Demostracion. 1) = 2) se demuestra por induccioén. La base de induccién es |0 =0 o ||11]| = 1. Luego, si || - ||
es no arquimediana, entonces
I+ 11 = max{linll, |1} < 1.

Para ver que 2) = 1), consideremos

IA

n _
Ilx+yl" =N+ 1= Y (k)xky" k
0<k<n

> (Z) k.

O<k<n

Por nuestra hipétesis, ||(})[| < 1, asi que

lx+y1"< Y Nxl®- 1yl < (n+ 1) maxillxl, I yl}".

O<k<n
Tomando las raices n-ésimas, tenemos
lx+yll < Vn+1max{lxl, | yll},

que para n — +oo nos da la desigualdad deseada. [ |

2.8. Corolario.

1) Si R es un subanillo de S, una norma | - || sobre S es no arquimediana si y solamente si su restriccion a R es
no arquimediana.

2) Si R es un anillo conmutativo de caracteristica positiva, toda norma sobre R es no arquimediana.

Demostracion. 1) sigue de 2.7. En 2), si charR = n, entonces Z/nZ < R. Si n no es primo, R tiene divisores de
cero y por lo tanto no tiene ninguna norma. Si n = p, entonces la Gnica norma sobre Z/pZ =F,, es trivial,
como hemos notado en 2.5. [ |



3 Valuaciones
Las normas no arquimedianas normalmente surgen de valuaciones.
3.1. Definicién. Una valuacion sobre un anillo conmutativo R es una funcién
V:R— ZU{+o0}

que satisface las siguientes propiedades:

V1) v(x) = +oo si y solamente si x = 0.

V2) v(xy) = v(x)+v(y).

V3) La desigualdad ultramétrica v(x + y) = min{v(x), v(y)}.

Note que en V2), si xy = 0, entonces +oo = v(x) + v(y), lo que quiere decir que x =0 o y = 0. Esto signi-
fica que segln nuestra definicién, un anillo conmutativo con valuacién es necesariamente un dominio de
integridad.

Ejercicio 7. Demuestre que la propiedad V2) implica
1) v()=v(-1)=0,
2) v(—x)=v(x) paratodo x€R,
3) v(x™)=nv(x) paratodo xe R, n=1,2,3,...,
4) v(x~') = -v(x) para todo x € R*.

Ejercicio 8. Sea R un dominio de integridad y sea v una valuacién sobre R. Entonces v se extiende de modo
Unico a una valuacién sobre el cuerpo de fracciones Frac(R) mediante la formula

v(f) =v(x)—v(y)
y v

(Esto es similar al ejercicio 6.)
Ya conocemos bien un ejemplo de valuaciones.
3.2. Ejemplo. Sea R un dominio de integridad. Para el producto de dos polinomios f, g € R[X] se cumple
deg(fg) =degf +degg.
Para que esta igualdad se cumpla en el caso cuando f =0 es el polinomio nulo, se pone
deg0:= —c0.
Para la suma de polinomios se tiene
deg(f + g) < max{deg f,degg}.

Entonces,
v(f):=—degf
es una valuacién sobre el anillo de polinomios. A



3.3. Ejemplo. De nuevo, sea R un dominio de integridad. Para un polinomio no nulo f =Y ;¢ a; X’ € R[X]
definamos
vx(f) :=min{i | a; # 0}.

Si f =0, pongamos
vx(0) := +oo0.

Para el producto de dos polinomios f=Y;~0a; X' yg=Y j=obj X/ tenemos

ngZCka, donde Ci = Z dibj.

k=0 i+j=k

Ahorassi vx(f) = my vx(g) = n, se ve que cx = 0 si k < m+n, mientras que ¢+, = am by, # 0, puesto que a,, # 0
y by, # 0. Entonces, podemos concluir que

vx(fg) =vx(f)+vx(g.
Para la suma de dos polinomios, se ve que

vx(f+ g =min{vx(f), vx(g)}.
Entonces, lo que acabamos de definir es también una valuacion sobre el anillo de polinomios. A

Ejercicio 9. Para toda valuaciéon tenemos
v(x+y) =min{v(x), v(y)} sivx)#vy).
(Es similar a 2.6.)

3.4. Observacion. Si R es un anillo conmutativo con valuacion v, fijemos un ntimero real 0 < p < 1. Entonces

v(x)

lxlly:=p
define una norma no arquimediana sobre R.
(Si p =1, se obtiene la norma trivial (2.4).)

Demostracion. Tenemos || x|, = 0 siy solamente si v(x) = +oo, si y solamente si x = 0. Entonces, la propiedad
V1) implica N1). Luego, V2) implica N2):

v(xy) v(x)+v(y) v(x)

Ixyll, = p"“Y =p =" "D = |ixll, - lylly,

y V3) implica N3*): | x+ yl, := p*®*¥, donde v(x + y) = min{v(x), v(y)}, y entonces

X+ ylly = max{llxlly, | yllv}

4 Valuaciones y normas p-adicas sobre Q

Hemos desarrollado un poco de la teoria de normas y valuaciones, pero todavia no hemos visto muchos
ejemplos, excepto 3.2 y 3.3. Ahora vamos a estudiar el ejemplo mds importante para nosotros.

4.1. Definicion. Fijemos un nimero primo p =2,3,5,7,11,13,... Para un nimero entero n € Z su valuacion
p-adica (u orden p-adico) v, (n) es la potencia maxima de p que divide a n:

vp(n) := max{k | pk | n}.

Para n =0 se define
l/p(O) := +00.



En efecto v, () es una valuacion en el sentido de 3.1. Por la definicion, tenemos v, (n) = +oo siy solamente
si n = 0. Luego, sean m, n dos enteros no nulos (si uno de ellos es nulo, las propiedades de valuaciones V2)y
V3) son evidentes). Supongamos que las valuaciones p-adicas correspondientes son v, (m) = k'y v,(n) = ¢;
es decir, m=p*m/, n=p’n’, donde ptm’', ptn'. Luego, mn=¢**m’' n’, donde p{ m'n’, entonces

vp(mn) = vy(m) + vp(n).
Para la suma, sin pérdida de generalidad, supongamos que k < ¢. Entonces m+n = p*(m'+ p‘~*n'),y
C=k gy =k phy > vp(pk) = k = min{v,(m), v,(n)}.

vp(m+n)=v,(p*(m' +p ) = vp(pM) + vp(m' + p

Asi que v, es una valuacién sobre zZ. Como hemos visto en el ejercicio 8, v, se extiende de modo Unico a
una valuacién sobre @ mediante la férmula

Vp (%) =vp(m)—vp(n).

Para todo nimero a € Q* se tiene la factorizacion en primos

a=+ [ p™@.

p primo
4.2. Ejemplo.

12(128) = 1,2 =7, 13(57) =v3(3-19) =1, v;10°°"®) =0, 130N =v3(2"-3*.5-7)=4,
1,(128/7) =7, 1v;(128/7)=—1, 12(—800/23) = v,(—2°-5%/23) = 5.

La siguiente desigualdad es trivial, pero es ttil en algunos casos.

4.3. Observacion. Para n =1 tenemos
vp(n) < Llogp(n)J.

Ejercicio 10.

1) Demuestre que para los coeficientes binomiales se tiene

U’”((Z)) =1 paratodon=1,2,...,p—-1.

2) En general, demuestre que
pF
vp (( ; )) =k-vp(n) paratodon=1,2,...,p~
Sugerencia: calcule las valuaciones p-adicas de ambos lados de la identidad
p¥
n!( ; ) =pfpF-np*-2)--pF-n+1.

Note que v, (p* - a) = v,(a) paratodo a=1,2,..., p* - 1 (véase el ejercicio 9).

He aqui un célculo curioso de las valuaciones p-adicas.



4.4. Observacion (Formula de Legendre). Para un niimero natural n,

n—sp(n)
-1

’

vp(n) =Y n/p'] =

i=1
donde sp(n) :=Y; a; denota la suma de sus digitos en la base p:
n:ao+a1p+a2p2+---+akpk, O0<a;<p.
4.5. Ejemplo. Un par de ejemplos especificos:
5=1+2%

y
15 =5-2=3=1,(2%-3-5).

Otro ejemplo:
2018=2+2°+28427 4284294210,

y entonces
v2(2018!) =2018 -7 =2011.

A

Demostracion de 4.4. Entre los nimeros 1,2,...,n, precisamente |n/p’] son divisibles por p’. Entre estos
numeros, algunos pueden ser divisibles por potencias superiores de p. En total, tenemos

Ln/le _ Ln/leJ
ndimeros de valuacién p-adica igual a i. Entonces,
vp(nl) = (Ln/pl - Ln/ p*)) +2(ln/ p*] - Lnl p*)) +3(Ln/ p*] — Lni p*]) +---

(note que la suma es finita: [n/p’] = 0 para i > 0). Simplificando esta expresion, tenemos

vp(n) =Y |n/p'l.

i=1
Ahora para la expansion de n en la base p
_ 2 k
n=ay+aip+axp°+---+argp

notemos que
j 2 k—j
Ln/pfj—aj+aj+1p+aj+2p +otapp .

Luego,

vp()= Y nipll=) (aj+ajp+ajop’+-+apH= Y Y ap"

1<j<k 1sj<k 1sisklsj<i
pi-1 1 ,
= Z a; Z P[= Z ai——=——( Z aip' - Z a;)
1<isk 0=/¢<i-1 1<i<k p-1 p-1 1<i<k 1<i<k
1 ~ n-Y;ai
=—— (Y ap'- Y ap=—"
P—1 o<izk O<i<k p-1



Ejercicio 11. Demuestre que

p-1
vp(pk!)=ﬁ=l+p+p2+---+pk‘1,
k_
vp((ap®)h = a;’:—la =a(l+p+p°+--+p" Y parad<a<p-1.

Ejercicio 12. Demuestre la cota

Up ((’Z)) < Llogp m] — vy (n).

Sugerencia: la formula de Legendre nos dice que

vy ((’:)) =Y (m/p'] - nipi] - (m=m)/p' ).

i=1
Note que cada término de esta suma es igual a 0 0 1, y es siempre igual a 0 para k < v, (n) y para k > [log,, m|.

Como hemos visto en 3.4, toda valuacién v(-) define una norma no-arquimediana | - |, := p”", donde
0 < p <1 es algun pardmetro fijo. Para la valuacién p-adica v, normalmente se escoge p =1/p.

4.6. Definicion. Sea p un nimero primo. Para a € Q la norma p-adica es dada por

p~r @ sia#0,
lalp = .
0, Ssta=0.

Por supuesto, se puede considerar p~?»% para cualquier 0 < p < 1, y la norma que se obtiene va a ser
equivalente a ||, (en cierto sentido preciso que vamos a investigar mds adelante).

Note que para m,n € Z, la relacién m = n (moéd pk) significa precisamente que |m —n|, < 1/pk: los na-
meros son cercanos en la métrica p-adica d(m, n) := |m - n|, si son congruentes moédulo una potencia alta
de p.

Para un nimero racional a € Q y un primo p, si tenemos |al, < 1, esto quiere decir que v,(a) = 0; en otras
palabras, que p no aparece en el denominador de a. Asi que

{aeQ | lalp<li={min | ptn}=2Zy),
donde Z ;) denota la localizacion de Z afuera del ideal primo (p) c Z. Luego,

ﬂz(p) ={a€Q | |alp <1 paratodo p}=Z.
p

Es un caso particular de la identidad
N Rm =R

. mCR .
ideal maximal

que se cumple para cualquier dominio de integridad R.

La normalizacién p = 1/p en la definicién de la norma p-adica se usa para que se cumpla la siguiente
identidad importante.

Ejercicio 13 (Férmula del producto). Demuestre que para todo a € Q* se cumple
p

donde el producto es sobre todos los ndmeros primos y p = ooV |dls := |al denota el valor absoluto habitual
(arquimediano). El producto tiene sentido, ya que para a fijo |al, # 1 (es decir, v,(a) # 0) para un numero
finito de valores de p.

10



Ejercicio 14. Usando la férmula del producto, demuestre que para todo n=1,2,3,4,... se cumple |n|, = 1/n.

Veremos alguna aplicacién de las normas p-adicas.

4.7. Aplicacion. El n-ésimo niimero armoénico es la suma de los reciprocos de los primeros n enteros

positivos:
Hp:= ) D P SR
" k™ 2 3 n'

He aqui los primeros de estos nimeros:
11 25 137 49 363 761 7129

3
Hi=1, H=—-, Hy=—, Hj=—, Hy=—, Hg= —, H/= —, Hg= —, = —.

! 2T R T e T T2 P T e0 0200 T 140" T8 T 280”70 T 2520
Se ve que H, ¢ Z para n > 1. ;Co6mo podemos demostrarlo? Se ve que en los denominadores aparecen po-

tencias de 2. Podemos separarlas para calcular las normas 2-adicas correspondientes:

Hi=l4i4iy 12
e 22~ 223
oLl 11 1 s
T2 22 5 22.3.5
1 1 1 1 9
4.1 Hi=1l+-—4—-4+—=+—-+—=——,
4.1 6 23 2275 2.3 225
1 1 1 1 363
Hi=l+—4-—+—+-—F+—+_-= ,
232275 2.3 7 22.5.7
1 1 1 1 1 761
Hg=1+-+-+ e — = ———,
23 2275 2.3 7 25 28.5.7
eoq L 1 o111 1 1 1 7129
ST T3 2 523 7 332 8.32.5.7

Si 2/ < n < 2/*! entonces para k = 1,...,n tenemos |1/k|, < 2/. Ademas, el Gnico término en la suma
Y 1<k<n1/k con 2¢ en el denominador es 1/2¢. Entonces, la desigualdad ultramétrica nos da la igualdad

Y 1k

= maéx {|1/klp} =2°.
1<k=n I<ksn

2

Esto demuestra que para n > 1 el nimero H,, tiene 2¢ en el denominador (donde ¢ = [log, n]) y por lo tanto

no es entero.
Note que para los primos diferentes de 2 el mismo argumento no demuestra que |Hy|, e

decir, v, (H,) =%, _): la potencia maxima de p puede aparecer dos veces en los denominadores, como,
por ejemplo, 3 en la suma (4.1).

+o00 (es

n: 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
vw(Hy: -1 -1 -2 -2 -2 -2 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -4 -4 —4
vs(Hy: 1 -1 -1 -1 0 1 0 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -1
vs(Hy): 0 2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
v(H): 0 0 0 0 2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
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4.8. Aplicacion. El siguiente resultado es conocido como el lema de Gauss (Disquisitiones Arithmeticae,
Articulo 42).

Si f € Z[X] es un polinomio monico con coeficientes enteros y f(X) = g(X)-h(X) para algunos polinomios ménicos
g(X), h(X) € Q[X], entonces los coeficientes de g y h son enteros.

He aqui la observacién clave que dejo como un ejercicio.

Ejercicio 15. Sea k un cuerpo con norma no-arquimediana | - ||. Para un polinomio g(X) = Y; a; X' € k[X]
definamos su norma de Gauss correspondiente como el maximo de las normas de sus coeficientes:

lgX)| := miétx{llai 1}

Demuestre que
[F{0: 0¥ /10,01 I F{0:01 I 1/10.9] |

Ahora podemos volver al lema de Gauss. Si f(X) = g(X)- h(X), donde f(X) es ménico y tiene coeficientes
enteros, entonces para todo p

18Xp- 1Ry =1f(X)]p=1

—el coeficiente mayor de f(X) es 1, y los coeficientes enteros tienen normas |a;|, < 1. Luego, si g(X) y h(X)
son monicos, entonces |g(X)|, =1y |h(X)|, =1, y la Gltima identidad nos da

1gX)lp = [h(X)]p = 1.

Esto significa que p no aparece en los denominadores de los coeficientes de g(X) y h(X); es decir, g(X), h(X) €
Z ) [X]. Aplicado para todo p, este argumento demuestra que g(X) y h(X) tienen coeficientes en

NZp =2
P
]

La demostracion usa idea muy comun: para ver que x € Z, se puede demostrar por separado que x € Zy,
para todo primo p.

5 Espacios ultramétricos

5.1. Definicion. Si (X,d) es un espacio métrico donde en lugar de la desigualdad del tridngulo se cumple
la propiedad mads fuerte

M3*) d(x,y) =max{d(x,z2),d(z, )},
se dice que X es un espacio ultramétrico.

5.2. Observacion. Sea R es un anillo conmutativo con alguna norma no-arquimediana | - . La distancia

datx,y):=lx-yl
define una estructura de espacio ultramétrico.
Demostracion. La propiedad N3*) corresponde a M3*). [ |
5.3. Ejemplo. Zy Q son espacios ultramétricos respecto a la distancia p-adica d(a, b) := |a—b|. A

Nuestra intuiciéon para espacios métricos normalmente viene del ejemplo mas comdn y geométrico,
que es R” con la distancia habitual inducida por el valor absoluto arquimediano |-|. Si X es un espacio
ultramétrico (en particular, un cuerpo con una norma no-arquimediana), muchas propiedades topolégicas
de X son bastante contraintuitivas. Dediquemos esta seccion a las propiedades de espacios ultramétricos.
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5.4. Observacion. En un espacio ultramétrico, todo punto de una bola abierta es su centro: si yy € B(xo,€),
entonces B(yo,€) = B(xp,€).

Demostracion. Si x, yo € B(xo,€), entonces
d(x,x0) <€, d(xo,)0) <€,

y luego
d(x,yo) = méx{d(x, xo), d(xo, yo)} <e€.

Asi que B(xp,€) € B(yo,¢€). De la misma manera, B(yy,€) S B(xg,€). [ |
Otro resultado inesperado:
5.5. Observacion. En un espacio ultramétrico, la esfera de radio r > 0
Sr(xg):={xeX|d(x,xg) =1}
es un subconjunto abierto.
Demostracion. Para x € S;(xq) y € < r tenemos B(x,¢€) = S, (xg). En efecto, si y € B(x,¢€), tenemos d(y,x) <e<r,

y luego
a(y, xo) <max{d(y, x),d(x, x0)} =1,

asi que y € S, (xo). [ |

5.6. Observacion. En un espacio ultramétrico,

1) las bolas abiertas B(xy,€) son conjuntos cerrados al mismo tiempo,

2) las bolas cerradas B(xo,€) son conjuntos abiertos al mismo tiempo.

(Note que no estamos diciendo que toda bola abierta B(xo,e) coincide con una bola cerrada B(xy,€’) para
algln ¢’ y viceversa. Esto sucede cuando los valores de d(-,-) son discretos, pero en general es falso.)

Demostracion. En 1) necesitamos ver que

X\ B(xg,6) ={xe X |d(x,xg) =¢€}
es un conjunto abierto. En efecto, es la union de la esfera

Se(xp) ={xe X |d(x,xg) =€},

que es abierta segtin 5.5, y el conjunto

X\ B(xo,€) = {x € X | d(x,xo) > €}
que es abierto segun el ejercicio 1. De la misma manera en 2), tenemos

Bl(xo,€) = {x € X | d(x, xo) < €} = B(xp,€) U S¢(xp),

que es la unién de dos conjuntos abiertos. [ |

En particular, en un espacio ultramétrico, B(x,€) no es la clausura de B(xg,€), ya que B(xo,€) es un con-
junto cerrado.
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Ejercicio 16. Recordemos que la frontera de un subespacio A c X es dada por la interseccién de la clausura
de A con la clausura del complemento de A:

frA:=AnX\A.

Nuestra intuicién para R” diria que fr B(xp,€) = S¢(xp), pero es falso en un espacio ultramétrico. Demuestre
que en este caso fr B(xy,€) = @.

Recordemos la nocién de espacio conexo.

5.7. Definicion. Se dice que un espacio topoldgico X es inconexo si X = Uu V, para algunos subconjuntos
abiertos no vacios U< X y V < X tales que UnV = @. (Note que en este caso U y V son también cerrados.)
Si X no es inconexo, se dice que X es conexo.

Por ejemplo, R es conexo. Todo espacio ultramétrico es inconexo en el peor sentido posible.

5.8. Observacion. Todo espacio ultramétrico es totalmente inconexo: los tinicos subespacios conexos de X
son @ y {x} para x € X.

Demostracion. Esto sigue de la misma propiedad que las bolas abiertas son cerradas. Para x € X, sea Ac X
un subconjunto tal que {x} C A. Tenemos B(x,e) N A # A para algan € > 0. Luego, tenemos la unién disjunta

A= (B(x,e)n AU ((X\B(x,e)) N A),

donde B(x,¢€) y X\ B(x,¢) son abiertos. [ |

6 Limitesy sucesiones de Cauchy

Recordemos algunas nociones de andlisis. Voy a formular todo para un anillo conmutativo R dotado de
una norma | - ||, arquimediana o no arquimediana.

6.1. Definicion. Se dice que una sucesién (a,), de elementos de R tiene limite a € R respecto a |- || y se
escribe
lim a, = a,
n—oo
si para todo ¢ > 0 existe N tal que
la—ayl <e paratodon> N.

6.2. Ejemplo. Sea a,,:=1+p+p?+---+p". La sucesion (a,), tiene limite en Q respecto a la norma p-adica:

1
lim a, = ——.
n—oo 1-

En efecto, esto sigue de

n+l1

1
1-p

AI-p)A+p+p*>+---+phH-1

=‘ P
p 1-p

ap —

p

Ejercicio 17. Demuestre que para la sucesién
an=1-p+p*-p*+--+(=D"p"
se tiene

, 1
lim a, = ——
n—oo 1+

respecto a la norma p-adica.
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Ejercicio 18. Supongamos que |- || es una norma no arquimediana sobre algin cuerpo. Como siempre, en
analisis, la serie ¥ ,,-o @, denota el limite de la sucesién de las sumas parciales Y o<, < @n.

1) Demuestre que la serie geométrica ¥ -, x" converge si y solamente si | x|| <1y en este caso

Zx"zL.

nz=0 1-x
2) Calcule las series
1-p+p*-p’+p*-p°+--

y
1+(p-Dp+p?+(p-Dp3+pt+(p-1p°+---

en Q respecto a la norma p-adica.

6.3. Definicion. Se dice que (a,), es una sucesiéon de Cauchy respecto a || - || si para todo ¢ > 0 existe N tal
que
la, —anl <e paracualesquiera m,n> N.

6.4. Observacion. Siuna sucesion (a,), tiene limite respecto a ||-||, entonces es una sucesion de Cauchy respecto
al-l.

Demostracion. Silim,_.o, a;, = a, entonces para todo ¢ > 0 existe N tal que
la—ayl <e/2 paratodo n> N.
Luego, por la desigualdad del tridngulo, para cualesquiera m, n > N tenemos
lam—anll =l(a-ay) —(a—am)l < lla—anl +lla—aml <e.
]

6.5. Ejemplo. Para todo a € R, tenemos la sucesién constante (a) definida por a, := a para todo n € N.
Obviamente, es una sucesion de Cauchy. A

En nuestra notacién “lim,_.. a,” la norma es implicita. Por supuesto, una sucesién puede tener dife-
rentes limites respecto a diferentes normas, o tener limite respecto a una norma y no tenerlo respecto a
otra.

Ejercicio 19.

1) Demuestre que la sucesioén a,, = p” no tiene limite respecto al valor absoluto habitual |-| sobre Q, pero
ay, tiende a 0 respecto a la norma p-adica |-|,. Demuestre que no es de Cauchy respecto a ||, para

q#p-

2) Demuestre que la sucesion ay, := p’,f—zl tiene limites diferentes respecto a ||, y respecto al valor absoluto
habitual |-|.

3) Construya una sucesién de nimeros enteros que converja a dos nimeros diferentes respectoa ||, y
|14 donde p # g son dos primos fijos diferentes.

Los ejemplos de arriba son bastante tontos, pero algunos principiantes creen que, por ejemplo, si una
sucesion a, € Q tiende a algiin nimero racional respecto a | - |, y respecto a otro nimero racional respecto
a|-|, entonces los dos limites coinciden. Como acabamos de ver, es totalmente falso.

Ejercicio 20. Demuestre que las siguientes sucesiones de nimeros racionales no son de Cauchy respecto
aninguna de las normas p-adicas |-|,:
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1) 1,1/10,1/100, 1/1000, 1/10000, ...;
2) 1,1/2,1/3,1/4,1/5,...;
3) an:=Yo<izni-

Ejercicio 21. Para la sucesion a,, := n'L-l!—l’ encuentre su limite respecto a todas las normas p-adicas |-[, y
respecto al valor absoluto habitual |-|.

6.6. Observacion. Si (a,), es una sucesion de Cauchy, entonces las normas (||a,ll), forman una sucesion de
Cauchy en R; en particular, el limite lim,,_. || a,| existe.

Demostracion. Si (a,), es una sucesion de Cauchy, entonces para todo e > 0 existe N tal que
lam —anll<e paracualesquiera m,n > N.

Luego, por la desigualdad del tridngulo inversa,

lamll = llanll| < llam — anll.

7 Equivalencia de normas

Para simplificar la exposicion, vamos a introducir la siguiente nocién solamente para normas sobre cuer-
pos.

7.1. Definicién. Se dice que dos normas ||-||; V | - [» sobre un cuerpo F son equivalentes si se cumple una
de las siguientes condiciones:

1) una sucesién en F es de Cauchy respecto a | - ||; si y solamente si es de Cauchy respectoa | - |»;

2) para todo x € F tenemos
lxlh <1 < lxl2<1;

2") para todo x € F tenemos

(7.1) lxl <1 = lxlz2 <1,
(7.2) Ixlh >1 < lxll2>1,
(7.3) Ixlh =1 < lxl2=1;

3) existe algiin a >0 tal que || x[|; = [ x[|§ para todo x € F;

4) |I-11 v I-l2 inducen la misma topologia sobre F.

En general, para normas sobre anillos, las condiciones de arriba son diferentes. Por ejemplo, sobre 7,
podemos considerar la norma trivial (definida por ||n|| = 1 para todo n # 0) y el valor absoluto habitual
|-]. Luego, una sucesion (ay), es de Cauchy si y solamente si a, = a,, para m,n > 0, asi que se cumple la
condicién 1). También se cumple 4): ambas normas inducen la topologia discreta: B(n,¢) = {n} parae < 1
respecto a ambas normas. Sin embargo, 2), 2'), 3) no se cumplen.

También notemos que la condicién 3) no significa que si | - | es una norma sobre F, entonces || -[|* es
también una norma para todo « > 0. Por ejemplo, si | -| es el valor absoluto habitual sobre Q, entonces |- |?
no es una norma: tenemos |1+ 1| > |1|? + (1|2, asi que la desigualdad de tridngulo no se cumple.
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Ejercicio 22. Sea || el valor absoluto habitual sobre Q. Encuentre para cudles valores a > 0 la funcién
x+— |x|% es una norma sobre Q.

Ahora demostremos que las condiciones 1), 2), 2/, 3), 4) son equivalentes.

Para la implicacion 1) > 2), supongamos que una sucesion es de Cauchy respecto a || - [|; si y solamente si
lo es respecto a || - ||». Si tenemos || x||; < 1, entonces la sucesiéon (x™),, es de Cauchy respecto a || - ||; : tenemos

n—oo
I = llxllf ——

Ahora si || x||» > 1, entonces
n n n—o0
lx™ll2 = llxll; —— oo,

Y (a;), no es de Cauchy respecto a || - [|». Si || x|l = 1, tenemos

I = x™l2 = llx = Lll2- 12013 = lx = 1]l2.
Aqui |x 1|2 #0, ya que x # 1 por nuestra hipdtesis || x||; < 1. Esto demuestra que (x™), no es una sucesion
de Cauchy respecto a || - ||.. Asi que tenemos la implicacién

lxlh <1=llxl2<1,

y de la misma manera,
lxllz <1=llxl1 <1.

Ahora notemos que 2) < 2'). En efecto, (7.1) aplicado a x~! implica (7.2), y luego (7.1) y (7.2) implican (7.3).

La implicacion mas complicada es 2) = 3). Supongamos que para ||-[|l; ¥ || - |2 se cumple (7.1), (7.2), (7.3).
Tenemos que ver que [|- [, = |- [|§ para algun a > 0. Si | -|l; es una norma trivial, entonces segun (7.2), || - |l» es
también trivial, y funciona cualquier a > 0. Ahora si || - ||; no es trivial, entonces existe algiin x, € F tal que
lxoll1 # 1. Tenemos

log |l xoll1

Ixolh = Ixol§, donde a= o0

logllxoll2
Aqui a > 0 porque por nuestra hipétesis 2), tenemos o bien | xpll; <1, l[xoll2 < 1, 0 bien [ xgll1 > 1, [ xgll2 > 1,V
por lo tanto log|lxoll; ¥ logllxoll» tienen el mismo signo. Necesitamos ver que

lxly=llxI§ paratodoxePF.

Si |lxll = 1, entonces también | x|; = 1, y la relacién se cumple. Va a ser suficiente analizar el caso cuando
lxli <1 (y entonces [ x|, < 1); si | x[l; > 1 se puede considerar x~'. Podemos escribir la relacion de arriba
como

loglixlly _loglixolly

loglixll  logllxolls

para todo x€ F,

0 como loglixoll;  logllxoll
og |l Xoll1 ogll Xoll2
B - 08 para todo x€ F.
logllxlly  loglxl2
: loglixolli _ logllxoll2 : ; : m
Ahora, si 2t < TR, entonces existe un numero racional 4 tal que
loglixolly _ m _loglixoll
loglixlh, n  loglxl2
Luego,
/ /
Ixolly < NxI7™™ y  Ix15"" <lxoll2.
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Podemos escribir estas desigualdades como

Ixolly <lxly® ¥ lxly" < lxoll3-

Esto nos da " i Y Y
Yo | _ ll %o 5 Xo |l _ llxoll5
™yl XMl lxly?
lo que contradice 2). De la misma manera, podemos descartar el caso lﬁjgg”ﬁ)””l‘ lﬁ)gg””’;’””;.
La implicacion 3) = 1) es facil: si || - [, = || - [§ para algin a > 0, entonces esta claro que una sucesion es de

Cauchy respecto a | - |I; si y solamente si es de Cauchy respecto a | - ||,.

Claramente, tenemos 3) = 4): la condicion 3) implica que las bolas abiertas correspondientes son las mis-
mas.

En fin, 4) = 2). En efecto, para x € F tenemos ||x| <1 si y solamente si el limite

lim "(x™ =0
n—oo

respecto a la norma | - ||. Si las topologias inducidas por |- |; ¥ || - Il coinciden, entonces,
Ixli <1 < lim"Mx" =0 = lim"2@x") =0 = |xll, <1.
n—o00 n—oo
Esto termina la demostracién de 1) © 2) © 3) © 4). [ |

7.2. Observacion. Si |- |1 y |-l son dos normas equivalentes sobre un cuerpo F, entonces | - ||; es trivial si y
solamente si || - ||, es trivial.

Demostracion. Evidente de la condicion 2) de 7.1. [ ]

7.3. Observacion. Dos normas equivalentes |- |1 y || - |l. sobre un cuerpo son o bien ambas arquimedianas o
bien ambas no arquimedianas.

Demostracion. Segan 2.7, una norma es no-arquimediana siy solamente si || | < 1 para todo n € Z. Entonces,
la condicién 2) de 7.1 lo demuestra todo. ]

8 Teorema de Ostrowski: normas sobre Q

Sobre Q tenemos la norma arquimediana |-|, el valor absoluto habitual, y normas no arquimedianas |-,
para diferentes primos p. Resulta que, salvo equivalencia, estas son todas las normas no triviales sobre Q.

8.1. Teorema (Ostrowski'). Toda norma sobre Q es equivalente a una de las siguientes:
1) la norma trivial (2.4);
2) el valor absoluto habitual arquimediano, que se denota por |- |eo;
3) las normas no arquimedianas p-ddicas |- |, para diferentes primos p (4.6).

Recordemos que segln el criterio 3) de 7.1, equivalencia de dos normas sobre un cuerpo quiere decir que
I-lly =115 para algin a > 0. Note que |-|, ¥ |-|4 no son equivalentes para p # g. En efecto, en este caso
tenemos |pl, =1/py|ply=1,asique |-, # 115

*Alexander Ostrowski (1893-1986), matematico de origen judio-ucraniano. Naci6 en Kiev, en ese tiempo parte del imperio ru-
so. Estudi6 en Alemania e hizo su tesis en Gotinga bajo direccién de Edmund Landau y Felix Klein. A partir de 1927 trabajo en la
Universidad de Basilea.
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Demostracion. Sea || - | una norma sobre Q. Dado que
m -1
|| = 1mi-inn ™, wmi=n-mi, ==,

la norma esta definida por sus valores | || en los enteros positivos n=1,2,3,...
Caso 1. Si para todo entero positivo n tenemos || n| = 1, la norma es trivial.

Caso 2. Supongamos que existe un entero positivo » tal que | n| > 1. Esto significa que la norma es arqui-
mediana (véase 2.7), y vamos a ver que es equivalente a |-|; es decir, que existe algin nimero a > 0 tal que
Izl = n® paratodo n=1,2,3,...

Sea ng el minimo entero positivo tal que ||ngll > 1. Tenemos | nyll = n§ para algin a > 0. Todo entero
positivo n puede ser escrito en la base ng:

n:ao+a1n0+a2n§+---+asn8. 0<a; <ny, as#0)
La desigualdad del tridngulo nos da
2 2
Inll < llaoll + laynoll + lazngll +- -+ lasngll = laoll + a1l - ng + lazll - ng® +--- + lasl - ng“.

Ya que a; < ny para todo i, tenemos | a;| <1 por nuestra eleccién de ny, asi que

1 1
a 2a sa sa -a —2a —sa sa a
Inl<=l+ny+ny +-+ny =nyg I+ng” +ny"" +---+ny"") < ny E T E =N e
k=0 (no) k=0 (nO)

donde la tltima desigualdad sigue de n = nj. Dado que nf < 1, la serie Y~ ("o+)k converge a alguna constante
C. Entonces, hemos demostrado que para todo entero positivo n se tiene

Izl < Cn?,

donde C no depende de n. En particular, podemos reemplazar n por n", donde N es algiin nimero natural
suficientemente grande. Tenemos la desigualdad

InIN < cn™,

y tomando raices N-ésimas,
Inll < VCn®.

Para N — oo, esto nos da
Inll < n®.

Ahora, para la expansién de n en la base ng, tenemos n3*! > n = nj, y por la desigualdad del triangulo,

+1 +1 +1
Ing™ Il =lIn+ng™ —nl <lnl+Iny"™ - nl,

de donde

s+1

s+1 s+1 _ "no _ I’L” >n

+1
Il = llng™ I = lng™ = nll = lInoll*

s+1 _ n)a‘

(()s+1)a_(n0

(usando la desigualdad [|n)*! - n|| < (n3*' — n)* que acabamos de demostrar). Ya que n = i}, tenemos

1 a
e n((]erl)oc _ (n(s)+1 _ l’lé)a — n(()s+1)a (1 _ (1 _ n_) ) > C/ na,
0
donde C’ es alguna constante que depende de ny y @ y no depende de n. Por el mismo argumento de arriba,
esto nos da la desigualdad
Inll = n®.
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Podemos concluir que existe algiin « > 0 tal que para todo n=1,2,3,...
nl = n®.

Esto significa que la norma es equivalente a | |.
Caso 3. Supongamos que ||| < 1 para todo entero positivo n, y existe algin n tal que ||| < 1. Esto significa
que la norma es no-arquimediana y no es trivial, y nos gustaria ver que es equivalente a |-|, para algun
primo p. Sea ny el minimo entero positivo tal que | ngll < 1. Notemos que ny = p tiene que ser primo: en
efecto, si ng = ny - np para algunos 1< n; <nyl<n, <n,entonces ||ngll = ln1ll-Iln2ll, vy ln1ll <10 |lngll <1, 10
que contradice nuestra eleccién de ng.

Ahora si g es otro primo diferente de p, tenemos ||gl = 1. En efecto, si ||qll < 1, entonces tenemos la

relacion de Bézout
l=ap+bg

para algunos enteros a 'y b, y luego la desigualdad ultramétrica nos da una contradiccién
L=l <max{llal - I pl, 1Dl - Iql} < 1.

Entonces, | gl = 1 para todo primo ¢ # p. Todo entero positivo n puede ser factorizado en niimeros primos:

_ p”m (n) _p”nz(”)___p”ns(”)

n=p, 2 s )

y
7l = | pr 7P D - pa || 220D o pg] Vs P

Si p; # p, el factor correspondiente es igual a 1. Entonces,
Il =1pl ",
donde 0 < ||p|l < 1. Esta norma es equivalente a |- | . [ ]

Ejercicio 23 (Teorema de Ostrowski para k(X)). Ahora para un cuerpo k consideremos el anillo de polino-
mios k[X]. Este es un dominio de factorizacién tinica, y en tal sentido es parecido al anillo Z. Los polinomios
irreducibles son andlogos de los niimeros primos. El cuerpo de fracciones correspondiente

kX)=1flg|f gekiX], g#0}

es el cuerpo de funciones racionales y es un analogo de Q.

Supongamos que | - || es una norma sobre k(X) tal que || - || es trivial sobre k.
1) Note que bajo esta hipétesis, || - || es necesariamente no arquimediana (véase 2.8).
2) Note que | - | esta definida por sus valores sobre k[X] < k(X).

3) Supongamos que || X|| > 1. Demuestre que para todo f € k[X] se cumple | f| = | X||9°8/, asi que la norma
es equivalente a la norma f — p~9°8/ para 0 < p <1 que viene de 3.2.
(Use la desigualdad ultramétrica y la hipétesis que || - || es trivial sobre k.)

4) Supongamos que || X| < 1. Note que | f|l <1 para todo f € k[X] (de nuevo, use la desigualdad ultra-
métrica). Supongamos que la norma no es trivial y sea fy # 0 un polinomio moénico del minimo grado

posible tal que || fyll < 1. Deduzca que fy = p es un polinomio irreducible y |lgll = 1 si g # p es otro
polinomio ménico irreducible. Concluya que la norma es equivalente a f — p?»\), donde

vp(f):=méx{k | p*|f}.

(El argumento seria idéntico a la parte no arquimediana de nuestra demostraciéon del teorema de
Ostrowski.)
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9 Completacion respecto a una norma: definicion

En esta seccién vamos a revisar la construccion de la completacion de un anillo R respecto a una norma
[l - I. El lector debe conocer este material de los cursos de analisis real donde el mismo método se usa para
construir los nimeros reales R. Note que por nuestra definicién, una norma sobre R es una aplicacién R —
Rso, asi que ya se asume que hemos construido R como la completacion de @ respecto al valor absoluto
arquimediano |-]. En particular, vamos a usar que toda sucesion de Cauchy en R converge.

9.1. Definicion. Sea R un anillo conmutativo dotado de una norma | -|. La completacidon de R respecto a
esta norma es un anillo R junto con un homomorfismo de anillos

)

R— R,
a— a:=ia)
que satisface las siguientes propiedades.

1) Lanorma | - | se extiende a una norma sobre R, que vamos a denotar también por | - || por abuso de
notacion. Para cualquier a € R se tiene
lal =lal.

(En particular, =0 < ||@]| =0 < |lal =0 < a =0, asi que i es un homomorfismo inyectivo.
Ademas, se nota que es automaticamente continuo respecto a las topologias inducidas por las normas
sobre Ry R.)

2) R es denso en R; es decir, todo elemento de x € R es el limite de alguna sucesién de elementos de R:

x = lim a,.
n—oo

3) R es completo; es decir, toda sucesién de Cauchy en R converge en R.

La construccién de R requiere un poco de trabajo, pero de la definicién de arriba se puede deducir que
R esta definido de modo dnico.

9.2. Lema. Para x =lim,_« @, € R la norma viene dada por

lim @,| = lim [@,| = lim [ a,l.
n—oo n—oo n—oo
Demostracién. La norma ||-||: R — Rso es continua respecto a la topologia inducida por la misma norma y
por lo tanto conmuta con limites. [ |
9.3. Lema. Sean
R—R, a—a

’

y -
R—R, a—a

dos completaciones del mismo anillo respecto a la misma norma || -||. Entonces el homomorfismo identidad R — R

se extiende de modo tinico a un isomorfismo de anillos R Z. R que preserva la norma (I fx)| = lixll para todo
X€ER):
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Demostracién. Gracias a la densidad, todo elemento x € R puede ser expresado como

9.1) x= lim @,

para algunos a,, € R. En particular, (@), es una sucesién de Cauchy en R, siendo una sucesién convergente.
Luego, tenemos para todo n
lanll = lanll = llanl,

asi que (@), es una sucesion de Cauchy en R. Por nuestra hipdtesis el anillo R es completo, y por lo tanto
(@), converge a algin elemento de R. Ya que f debe preservar la norma, f debe ser una aplicacion continua
y preservar los limites. Para hacer conmutar el diagrama, f debe satisfacer

f@=a

para todo a € R. Entonces, la aplicacion f debe ser dada por

9.2) f@=f(lim @)= lim f@) = lim @,

Veamos que que la férmula (9.2) no depende de una expresion particular (9.1), sino de x. Supongamos
que —
lim @, = lim a),
n—oo n—oo

!
para algunos a), € R. Entonces
— 7 P / — 7 —~ 7, n—oo
lan — apll = lan — a, |l = llan — a,ll = lan — ayll = |@n — a,| —— 0
y la desigualdad del tridngulo inversa
l@nll = llapll| < @y — ap|

demuestra que .
lim a, = lim a),.
n—oo n—oo

Luego, f preserva la norma gracias a 9.2:

maﬂmw%M@
n—oo n—oo n—oo

En particular, f es automaticamente una aplicacién inyectiva.
Veamos que f es un homomorfismo de anillos:

f Vi, @ Jim B = f (Jim (@550 =  (Jim, @ B = im0 2,

= Jim @+ by) = lim @+ fim by = f (fim @) £ {Jim ).

donde hemos usado que las operaciones + y — son continuas y por ende conmutan con limites. De modo

similar, se demuestra que
(i @i Jim Bu) = £ im @) Jim ).

Por fin, si 1 € R es la identidad del anillo, entonces 1 es la identidad en Ry 1 es la identidad en R. Por nuestra
definicién se tiene f(1) =1y en general f(@) = & para todo a€ R.
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Nos queda ver que f es un isomorfismo. Ya sabemos que es una aplicacion inyectiva y falta ver que es
sobreyectiva. Gracias a la densidad de R en R, todo elemento y € R se expresa como

= lim a,
y n—oo n

para algunos a, € R. En particular, aqui (a,), es una sucesion de Cauchy en R, pero esto implica que (@),
es una sucesion de Cauchy en R que converge, puesto que R es completo, y

£ (Yim, @) = Jim, .
]

9.4. Lema. Sila norma | - | sobre R es arquimediana (resp. no arquimediana), entonces su extension a R es
también arquimediana (resp. ho arquimediana).

Demostracién. E1 homomorfismo R — R es una inyeccion, asi que R puede ser identificado con un subanillo
de R con la misma norma. Luego, una norma serd no arquimediana sobre R si y solamente si es no arqui-
mediana sobre R (véase 2.8). u

9.5. Lema. Si R =F es un cuerpo, entonces F es también un cuerpo.
Demostracion. Sea x € R un elemento no nulo. Gracias a la densidad,

x = lim a,,
n—oo

donde @, es alguna sucesién de Cauchy en R, y por lo tanto a,, es una sucesién de Cauchy en R. Ya que x no
es nulo,

el = | lim @ | = lim fla, ) #0.
n—oo n—oo
Entonces, existen Ny C > 0 tales que
la,l>C paratodo n> N.

En particular,
a, #0 paratodo n> N.

1, sin<N,
bn::{

Definamos
a,’ll, sin> N.

Ahora para m, n > N tenemos

1 1
”bm_bn”:’___
a

m Qn

ap,— am 1

1
llan—amll < E'”an_am”-

am an am Qn

Puesto que (ay), es una sucesion de Cauchy en R, de aqui se ve que (b,,)p lo es, y (b)), €S una sucesion de
Cauchy en R. Sea N
y:= lim b, €R.

n—oo

Este limite existe puesto que R es un anillo completo. Luego,

x-y=lim a,- lim b, = lim a, b, = lim a, b,
n—oo n—oo n—oo n—oo

Pero anbnzl(yporlotantomzﬁ\nazT)paran>>()y

x-yzr}ilgoT:/l\.
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10 Completacion respecto a una norma: construccion

Dios hizo los nimeros enteros;
el resto es obra del hombre.

Leopold Kronecker

Ahora procedamos con la construccién de la completacién. Escribi las pruebas de abajo solo para no
dejar la impresion de que todo queda en el aire, pero no nos va a servir ninguna construccioén particular. El
lector puede aceptar la existencia de completacién y pasar a la siguiente seccion.

10.1. Lema. El conjunto
SC(R) := {sucesiones de Cauchy en R}.

es un anillo conmutativo respecto a las operaciones

(@n)n+ bp)y = (an +byp)n,
(an)n - (bp)p = (@nby)n,

yel ceroy la identidad en SC(R) son las series constantes
0:=(0,0,0,...) y T1:=(1,1,1,...).
Asociando a todo a € R la sucesion constante (a) € SC(R), se obtiene un homomorfismo inyectivo R — SC(R).

Demostracion. Se ve facilmente que las sumasy productos de sucesiones de Cauchy son también sucesiones
de Cauchy (jejercicio para el lector!). El resto debe ser claro. [ |

Podemos tratar de extender la norma | - || de R al anillo SC(R) mediante la férmula
I(@n)nll:= lim |la,ll.
n—oo

Este limite existe para toda sucesién de Cauchy (a,), como hemos notado en 6.6. Sin embargo, esta formula
no define una norma sobre SC(R), ya que para una sucesion de Cauchy (a,) # (0,0,0,...) el limite lim,,_ | @,
puede ser nulo, lo que contradice el axioma de normas N1). Pararesolver este problema, podemos considerar
las sucesiones de Cauchy moédulo las sucesiones tales que lim—o |l ayll = 0.

10.2. Definicion. Se dice que una sucesién (a;),, es nula si lim,,_., a, = 0.

Note que esto es equivalente a lim;, ., |a, | = 0. Toda sucesién nula es una sucesion de Cauchy, puesto
que esta tiene limite.

10.3. Ejemplo. La sucesién (p™), en Q es nula respecto a la norma p-adica. A
10.4. Lema. Las sucesiones nulas de elementos de R forman un ideal N(R) en el anillo SC(R).

Demostracién. Esta claro que 0 = (0,0,0,...) € N(R). Luego, si (a,)n, (b)n € N(R) Y (cn)n € SC(R), entonces
(an)n £ (bp)n:=(an +by), € N(R). En efecto, en este caso

lim ||a, + byl < lim (x|l + 1byl) = lim |la,ll + lim ||b,|| = 0.
n—o0 n—o0 n—o0 n—o0
Ahora si (a)n € N(R) Y (cp)n € SC(R), entonces
lim [cpanll = im (lcyll - llapll) = lim |, - im [la,ll =0,
n—oo n—oo n—oo n—oo

asi que (¢y)pn - (an)n = (cpay)n € N(R). [ |
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Ahora podemos pasar al anillo cociente SC(R)/N(R).

10.5. Lema. La férmula
I(an)nll := r}i_{{)lollanll

define una norma sobre SC(R)/ N(R).
Demostracion. Sitenemos (ay), = (a},) (m6d N(R)), esto quiere decir que
(an)n — (@) = (an— a,), es una sucesion nula;

luego, la desigualdad del tridngulo inversa nos da

n—oo

! !
lanll = llayll| < llan — a,| 0,

y podemos concluir que
(@n)pll:= lim lla,|l = lim lla, |l =: [l (a,)nll.
n—oo n—oo

Esto significa que la formula para || - | sobre SC(R)/N(R) no depende de un representante particular de una
clase de equivalencia médulo N(R).

Verifiquemos ahora los axiomas de norma. Los axiomas N2) y N3) se cumplen gracias a los mismos
axiomas para la norma | - || sobre R, mientras que N1) se cumple porque hemos tomado el cociente por las
sucesiones de norma nula:

N1) [[(@n)nll :=1lim,— lla,| = 0 significa precisamente que la sucesioén es nula; es decir, representa el ele-
mento nulo en el anillo cociente SC(R)/N(R);

N2) para los productos tenemos

N3) se cumple la desigualdad del triangulo:

n—oo n—oo n—oo

El siguiente resultado sigue directamente de las definiciones.

10.6. Lema. La inclusion de sucesiones constantes induce un homomorfismo de anillos

R — SC(R)/N(R),
a—a:=(a,a,a,...).
Se cumple || @l = llall para todo a € R.

Ahora R — SC(R)/N(R) es un homomorfismo inyectivo y continuo, asi que R puede ser identificado con
un subanillo topolégico de SC(R)/N(R).

10.7. Lema. EIl subanillo R = SC(R)/N(R) es denso en SC(R)/N(R): todo elemento de SC(R)/N(R) es el limite
de alguna sucesion de elementos de R.
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Demostracion. Por nuestra construccion, un elemento de SC(R) estd representado por una sucesion de
Cauchy (ay),, donde a, € R. Para todo m fijo podemos considerar la sucesion constante correspondiente

am = (A, Gy Ay - . ).
Ahora (@), representa un elemento en SC(R)/N(R) Y (@) m tiene (a,), como su limite:
r}lilnoo@ = (an)n.
En efecto, (an), — @n €s la sucesion representada por (a, — an),, Y luego, puesto que (a,), €s una sucesion

de Cauchy, tenemos
Iim |[(an)n— aml = lim lim ||a,, — ayl =0.
m—oo m—o00 n—00

10.8. Lema. SC(R)/N(R) es un anillo completo respecto a la norma | - ||: toda sucesion de Cauchy (x,;),, en
SC(R)/N(R) converge a algtin elemento de SC(R)/ N(R).

Demostracion (argumento diagonal). Sitenemos una sucesion (x;,) en SC(R)/N(R), esto quiere decir que ca-
da x,, es una clase de equivalencia representada por una sucesion de Cauchy en R. Gracias a la densidad
sabemos que

X = lim Gy
n—oo
para algunos a;,, € R. En particular, para todo m existe k(m) tal que
. 1
| Xm — @mnll < — paratodo n > k(m).
m

Si necesario, podemos reemplazar los k(m) por nimeros mds grandes y suponer que
k) <k <k@)<--

Consideremos
Cp = an,k(n) .

1) Veamos que (c,), es una sucesion de Cauchy en Ry por lo tanto representa un elemento de SC(R)/N(R).
De hecho, por la desigualdad del triangulo,

e = ol = Nany kn) = @ny kin) | = N @ny i) = g (o) |
=| (m - xnl) + (xnl - xn2) + (xnz - m)”

< 1Xn;, = @y ke 1+ 1 X0y = Xy | + 11Xy, — Gy k() -
Ya que (x,), es una sucesién de Cauchy en SC(R)/N(R), en particular, para todo e > 0 existe N tal que
X, —xn,ll <€/3 para cualesquiera ny,n, > N.
Luego, por nuestra eleccion de k(n), tenemos
X0, — @y kipl <€/3 YV 1 Xn, — Gy k(np) | <€/3  para cualesquiera ny, np > 3/e.

Entonces,
licn, —cn,ll <€ para cualesquiera ny, np, > max{N,3/e},

lo que demuestra que (c;),, s una sucesion de Cauchy en R.
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2) Veamos que lim,,—oo X = (¢) . Notemos que

(cn)n = Xmll = 1((cn) n = @, kem)) + @a, k(m) = Xn) 1| < 1(€n) = @ ey | + 1 Xm = G, ke Il

Luego, para el primer término, tenemos

[I(cn)n — Am,k(m) = 1lim llcy—cml,
n—oo

y, como acabamos de ver en la parte 1), existe N tal que

€ .
len —cmll < 3 para cualesquiera m,n > N.

Para el segundo término, se cumple

S €
1 Xm — G, kemy | < > para todo m > 2/e.

Entonces,

l(ch)n—xml <e paratodo m >max{N,2/e},

lo que demuestra que (c;),, es el limite de las sucesiones x;,.

Resumamos todo lo que hemos demostrado.

10.9. Teorema. Sea R un anillo con norma | - ||. Entonces (salvo isomorfismo que preserva Ry la norma) su

completacion viene dada por

R=SCR)/N®R),

junto con el homomorfismo natural R — R (la inclusién de las sucesiones constantes) y la norma definida por

(@n)nll = lim [lanl.
n—oo

11 Los numeros p-adicos Q, y los enteros p-adicos Z,

27

En la larga historia de las matematicas, por
“nimero” se entendia un niimero real, y no fue sino
hasta relativamente hace poco que nos dimos
cuenta de que existe el mundo de los nimeros
p-adicos. Fue como si alguien que haya visto el
cielo solamente de dia se maraville ante el cielo
nocturno. El firmamento matematico es ahora
completamente distinto. En el cielo nocturno, Qp
emite “la luz del nimero primo p” cual una estrella
que no podemos ver debido al sol R, que emite

“la luz de los nimeros reales” durante el dia. Asi
como hay incontables estrellas en el cielo nocturno,
existe un Qp, para cada p; cada estrella es al sol
como cada Qp es a R. De la misma forma en que los
objetos del espacio se aprecian mejor de noche,
hemos comenzado a explorar el profundo universo
matemadtico a través de los nimeros p-adicos.

[KKS2000, §2.4]



11.1. Definiciéon. El cuerpo de los nimeros p-adicos Q, es la completacion del cuerpo de los nimeros
reales Q respecto a la norma p-adica |-|,.

Segln el teorema de Ostrowski, todas las normas sobre @ salvo equivalencia son la norma trivial, la nor-
ma habitual arquimediana |-| y las normas p-adicas |-|, para todo primo p. De la caracterizacion de normas
equivalentes (7.1) se ve que si || - |1 ~ || - l2, entonces SC(R, || - [l1) = SC(R, ||-1l2) Y N(R, |- 1) = N(R, || - II2), asi que
nuestra construccion de R = SC(R)/N(R) nos dice que la completacion respecto a normas equivalentes nos
da el mismo resultado. Entonces, Q tiene las siguientes completaciones no triviales: R es la completacion
respecto a |-| y para cada primo p el cuerpo Q, es la completacion respecto a |- |.

R @ Q3 Qs

11.2. Comentario. Se puede demostrar que Ry los Q, para diferentes primos p nos son isomorfos como
cuerpos abstractos. Normalmente esto se demuestra mediante el lema de Hensel, pero tal resultado haria
parte de otro curso.

Segun la teoria general, la norma p-ddica se extiende a una norma no arquimediana sobre Q,, que tam-
bién vamos a denotar por |-|,. Especificamente, para 0 € Q,, tenemos

ysi
x=1lim a, € Q;
n—oo

para alguna sucesién de Cauchy (a,), en Q, entonces
|xlp = lim |aylp = |aml, para m >0
n—oo
segln el siguiente resultado.

11.3. Lema. Sea R un anillo con una norma no arquimediana | - ||. Sea (a;), una sucesion de Cauchy no nula
en R respecto a || - ||. Entonces existe N tal que

laml = llanll para cualesquiera m,n > N.

Demostracion. Como vimos en 6.6, si (a,), es una sucesion de Cauchy, entonces (]| a,|l), s una sucesién de
Cauchy en R y por lo tanto el limite lim,_ |la, | existe. Es algin nliimero positivo C > 0 (la sucesiéon no es
nula por nuestra hipétesis). Entonces, existe N; tal que

la,ll >C/2 paratodo n> Nj.
Y ya que (a,), es una sucesion de Cauchy, existe N, tal que
lamn —ay,l <C/2 paracualesquiera m,n > Ns.
Luego, para N := max{N;, N»} tenemos
lanll > lam — a,ll  para cualesquiera m,n > N,
y por lo tanto,

lamll = l(am — an) + aull = max{l|a, — aul, la,l} = la,| para cualesquiera m,n> N.
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Podemos concluir que la norma |-|,, sobre @, toma los mismos valores {1/p" | n € Z} que la norma p-adica
sobre Q*.

11.4. Comentario.
1) Ellema de arriba es falso si la norma es arquimediana: por ejemplo, los nimeros
ap=1, a1 =14, ap =141, az=1,414, a4 =1,4142, a5 =1,41421, ag =1,414213, ...

forman una sucesiéon de Cauchy en Q que converge a un nimero no nulo v2 en R, pero sus valores
absolutos no se estabilizan para n > 0.

2) La hipétesis de que la sucesion no sea nula es también importante: la sucesion a, = p” es nula en Q
respecto alanorma p-adica |-|,, y en particular es una sucesion de Cauchy, pero los valores |p"|, = 1/p"
no se estabilizan.

11.5. Teorema.

1) El conjunto
Zy:=1x€Qy | |xlp=1}

es un subanillo de Q. Este es el anillo de los enteros p-ddicos.

2) El grupo de los elementos invertibles en Z, viene dado por
Z; ={xeZ, | |xlp,=1}.
3) Todo elemento x € Q,, puede ser escrito de modo tinico como up” para algunos ue Z, y ne Z.

4) Q) es el cuerpo de fracciones de Z,,.

5) 7, es un anillo local; es decir, tiene un tinico ideal maximal, a saber

m:={xeZ, | |xlp <1} = pZp.

6) Todo ideal no nulo en Z, es de la forma w" = p"Z, para algin n =0,1,2,3,... En particular, Z,, es un
dominio de ideales principales.

Demostracion. Para 1) notamos que [0|, =0< 1Yy [1], =1,y si tenemos |x|, <1V |y|, <1, entonces

[x + ylp <max{|x|p,|ylpt <1

[xylp=I1xlp-lylp = 1.

En 2), si x,x™" € Z,, entonces |x|, <1y |x~'|, < 1. Sin embargo, |x™"|, = |x|,,' asi que |x|, = 1. En la otra
direccién, si |x|, = 1, entonces x # 0 y x es invertible en Q. Luego, |x~'[, = |x[,' =1y x™' € Z,,.

En 3) si x € Qp, entonce‘s, x|, =1/p" para filgl’ll’l n. Luego, |[xp~"|, =1, asi que ui= ij” €Zyyx= up”.
Para ver que la expresion x = up” es Unica, supongamos que up” = vp™. Sin pérdida de generalidad
m=n,ytenemos v lu=pm e z,, asi que m = n, y por lo tanto u = v.

Luego, ya que todo elemento de Z,, puede ser escrito como up” donde ue Z; y neN, y todo elemento de
Qp tiene la misma forma con n € Z, esta claro que Q, es el minimo cuerpo que contiene Z,. Esto establece
4).
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Para 5) primero notamos que m es un ideal. Evidentemente, 0 € m, y si x,y € m, entonces |x+ y[, <
maéx{|x|p,|ylp} <1, asi que x + y e m. Por fin, si ze Z, y x € m, entonces |z + x|, = |zl x|, < 1.

Ahora comparando 1) y 2), notamos que todo elemento no invertible de Z,, pertenece a m, y por esto m
es el tnico ideal maximal. Luego, se ve que todo x € m se expresa como x = up™ para algin u € Zy, asi que
m=pZp.

Finalmente, en 6), si a c Z,, es un ideal no nulo, todo elemento no nulo x € a puede ser escrito como
x=up" paraueZ,yneN.Sea x tal elemento con el valor minimo de n. Tenemos p” = ulxep"z,,asique
p"Z, < a. Luego, para cualquier otro elemento no nulo y € a, tenemos y = vp™, donde m = n por nuestra
eleccion de n, asi que y =vp™ " p" € p"Z,. Esto demuestra la otra inclusion ac p"Z,. ]

Sabiendo que los ideales no nulos de Z,, son de la forma p"Z, paran=0,1,2,..., seria interesante calcular
los anillos cociente correspondientes Z,,/p"Z,,.

11.6. Proposicion. Tenemos Z,/p"Z,=Z/p"Z y en particular Z,/ pZ, =F .

Demostracion. Consideremos primero el subanillo
m
Zp) :={;€@|pfn}={a(—:@ | lalp =1} Zp.

Tenemos
an(p) = p"Z,, ﬂZ(p).
Consideremos el homomorfismo de anillos

f: Z(p) HZP—»Zp/anp,
a — a+p"Z,.

El ntcleo de este homomorfismo es
kerf={a€Zy | p"la}=p"Zy).

Adgmés, f es sobreyectivo. En efecto, supongamos que x € Z,; es decir, |x|, < 1. Ya que Q es denso en Q,
existe algin a € Q tal que
la—xl,<1/p",

y entonces x = a (méd p”Z,). Tenemos
lalp =la—x+x|p <max{la—xlp, x|} =1,

y por lo tanto a € Z;,). Gracias al teorema de isomorfia, podemos concluir que f induce un isomorfismo de
anillos
Z,,/p”Z,, = Z(p)/an(p).

Por ultimo,
Ziplp"Zpy=Z1p"Z.

En efecto, dado que para £ € Z(,) se cumple p1 b, la “reduccién médulo p”

Z(p) i Z/p”Z,
a
——ab™!

b

estd bien definida, es sobreyectiva y su nucleo es igual a p” Zp). [ ]
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12 Las expansiones p-adicas

Como siempre, una serie ¥ - a, denota el limite de las sumas parciales lim,, .o, s,,, donde s,, := ¥ o<; <y, an.
Primero notamos que en cualquier caso, arquimediano o no, una serie convergente debe cumplir | a,| ==,
0. En efecto, la sucesion (s,) debe ser de Cauchy, y en particular

n—oo
lanll=lsn—sp-1ll —— 0.
Resulta que en el caso no arquimediano, esto es suficiente para concluir que la serie es convergente.

12.1. Lema (El criterio de convergencia de series no arquimedianas). En un cuerpo completo no arqui-
mediano una serie ¥ ,,-o a, converge si y solamente si || a, | — 0.

Demostracion. Usando la desigualdad ultramétrica, notamos que para cualesquiera m > n las sumas parcia-
les cumplen

Ism—sall=| Y ai< méax {lal}
n+l<ism n+lsism
asi que si [|a;| —= 0, la sucesién (s,,) es de Cauchy. ]

12.2. Teorema (Expansiones p-adicas).
1) Todo elemento x € Z,, puede ser representado de modo tinico por una serie
Xx=ap+ap+azp*+asp+aspt+---
donde 0 < a; < p— 1. Es decir, tenemos un limite p-ddico

x= lim x,,
n—oo

donde

Xpi=ap+ayp+-+an 1 p" +a,p".

2) En general, todo elemento de Q,, puede ser representado de modo tinico por una serie

1

Xx=a_pmp "ta_map "t ragraipraptrazpP+agpt+ -

para algiin m.

Demostracion. Sabemos que todo elemento de Q, puede ser escrito como x = up” para algunos ue Z, y
neZ,asique 1) implica 2).

Para demostrar 1), notamos primero que el limite lim, ., x, existe en Q,. Esto se sigue del criterio 12.1,
puesto que

1 e
Ianpnlpsﬁn—“’o

(aqui |aj|, =00 1). Ademas,
lxlp = r}i_120|xn|p =1

asi que x € Z,,. Ahora veamos c6mo a partir de x € Z,, se pueden encontrar los coeficientes 0 < a, < p—1.
Puesto que {0,1,2,...,p — 1} son representantes de ZylpZy, = Fp, existe un Unico 0 < ap < p—1 tal que x =
ap + y1 p para algin y; € Z,,. Luego,

lx=aolp =1y1lp-Iplp < 1/p.

Sea 0 < a; < p—1el nico elemento tal que y; = a; + y» p para algun y, € Z,,. Tenemos

2
X=ap+aip+y:p
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y
|x = (ag + a1 p)lp =1y2lp-1pl5 < 1/ p?.

Continuando de este modo, por induccion se encuentran 0 < a; < p — 1 tales que

lx—(ao+arp+-+an1p" " +anpl,<1/p"*.

Entonces,
Xpi=ap+ayp+--+an1p"  +a,p"

es una sucesion que tiene como su limite x. Si tenemos otra expansion diferente
x=ay+ayp+a,p*+ayp+---

con 0 < a;. < p—1, sea n el primer indice donde a), # a,. Tenemos a), # a, (mdd p), asi que |a), — a,l, = 1.
Denotemos
Xpi=ag+ayp+-+a,  p" " +a,p".
Tenemos
!/ ! !
|x3, = Xnlp = (a), — ap) p"1p = a), — anlp - 1p"1, = 1/p".
Sin embargo,

2 1
| = Xnlp = 1(x), = %) + (x = Xp) | p < Max{|2;, = X1 p, | = Xl p} < 1/ p"*,

y hemos obtenido una contradiccién. [ |
12.3. Corolario. El anillo Z,, es la completacién de Z respecto a la norma p-ddica.

Demostracién. Gracias a las expansiones p-adicas, sabemos que todo elemento de Z, es un limite de una
sucesion (a,) donde a, € Z. Ya que Q, es completo, toda sucesion (x,) con x, € Z, converge a algun x € Q,,
pero |x,|, <1 implica que |x[, =1imy o [Xplp < 1. [ ]

Los enteros p-adicos son literalmente series formales en p en el siguiente sentido.

12.4. Corolario. Se tiene un isomorfismo Z, = Z[(X]|/(X - p), donde

21X1={Y. a, X" |anc 7}

n=0
es el anillo de las series formales con coeficientes enteros.

Demostracion. La aplicacion
ZIXN = Zp, Y anX"— ) anp"
n=0 n=0
es un homomorfismo de anillos bien definido (evaluacion de series en p). En efecto, notamos que para
cualquier serie formal
f=) a,X"ezZ[X]

n=0
la serie
f(p)=) ap"

n=0

converge a un entero p-adico. Esto se sigue del criterio 12.1:

1 »n-
lan pnlp =lanlp - |pn|p = |pn|p = ﬁ == 0.
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El homomorfismo de arriba es sobreyectivo porque todo entero p-adico puede ser escrito como una suma
Y n=0an p" con 0 < a, < p. Para calcular el ntcleo, asumamos que f(p) =0 en Z,. En el anillo Q[[X]] se tiene

g=X=-p f=X-p' Y aX"=(- ¥ p X" (X anX")= ¥ bu X",

n=0 n=0 n=0 n=0
donde
bn=— Z (lipl_n_l.
0<i<n
Notamos que
-n-1 i i—n—1 i-n-1
bnzpn Zaipz_z aipln — Z aipl” ,
i=0 O<i<n izn+1

[ —
=0

de donde se ve que b, € Z,nQ = Z. Podemos concluir que existe una serie de potencias g € Z[[X]] tal que

(X - p)g = f. Esto demuestra que f pertenece al ideal generado por X — p. Viceversa, esta claro que X — p
esta en el nicleo de la evaluacién en p. [ ]

El ultimo resultado significa que para obtener los nimeros p-adicos, se puede primero construir Z, y
luego declarar que Q,, es el cuerpo de fracciones de Z,,.

12.5. Ejemplo. Para un nimero natural n, su expansién p-adica es la expresion de n en base p. Por ejemplo,

23=1+2+22+2%

A
12.6. Ejemplo. La expansion p-adica de —1 viene dada por
-1=Y (p-Dp"=p-D+p-Dp+p-Dp*+(p-Dp’+(p-1)p*+--
n=0
Esto se sigue del hecho de que
-l1=p-1 (méd p),
—1=p*-1=p-1+(p-1p (@mébd p?),
—1E;93—1:p—1+(p—1)p+(p—l)]o2 (mod p3),
En efecto, usando la férmula para la serie geométrica se obtiene
pt-1
Y (p-Dp"=p-1) > p" (moéd Y =p-1 =-1 (méd p*).
n=0 Osn=<k-1 p-1
A
12.7. Ejemplo. Sea p un primo impar. Entonces la expansioén p-adica de 1 € 7, viene dada por
I _p+l p-1 p—1 , p-1 5 p-1
27 2 T PrpPrmTTRT
En efecto, la serie geométrica nos da
p+1+p—1 an:p+1+p—1 p :p+1_B:l‘
2 2 = 2 2 1-p 2 2 2
A
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El programa PARI/GP (http://pari.math.u-bordeaux. fr/) puede hacer calculos con los ni-
meros p-adicos. Para especificar un nimero p-adico, se puede escribir una serie en p truncada y luego
poner + 0 (p~k) para especificar que los términos a partir de a; p* estdn omitidos:

1+ 2 + 273 + 2A5 + 277 + 279 + 0(2/710)
Con estas expresiones se pueden hacer las operaciones aritméticas habituales; por ejemplo

2 (1 + 2+ 0(2710)) * (1 + 2 + 273 + 2A5 + 2A7 + 2A9 + 0(2710))
% = 1 + 0(2710)

Para encontrar los primeros términos de la expansion p-adica de un ndmero racional, podemos
escribirlo y poner después “+ 0 (prk)”:

2 1/2 + 0 (7710)

% = 4 + 3¥7 4+ 3XTAD 4+ 3XTAZ 4 IXTA4 + 3IXTAL 4 3IXTAG + 3XTAT 4 3X7A8 + 3%¥7A9 + 0(7A10)
2 1/5 + 0 (3710)

% = 2 + 3A2 + 2%¥3A3 4+ 3A4 4+ 3AG + 2%¥3A7 + 3A8 + 0(3710)

2 1/5 + 0 (5°10)

% = 57-1 + 0(5710)
2 -1/5 + 0 (3710)
% = 1 + 2%3 + 372 + 3A4 + 2¥3A5 4+ 3A6 + 3A8 + 2¥3A9 + 0(3710)

La funcién valuation (x, p) devuelve la valuacién p-adica de x, donde x es un nimero entero,
racional o p-adico:

? valuation (2018,2)

% =1
? valuation (3/32,2)
% = -5

? valuation (3%774 + 3¥7A5 + 3¥7A6 + 3%¥7A7 + 3¥7A8 + 3%¥7A9 + 0(7A10), 7)
% = 4

En términos de las expansiones p-adicas, lanorma de x =Y _,,<, a, p" € Q,, viene dada por

|x|p = p_vp(X))

donde v, (x) = n es el primer indice en la serie con a, # 0. Luego, tenemos
Z; ={x€Zp | Ixlp= L={ag+aip+asp*+asp’+asp*+---|ag #0}.
Todo ideal no nulo en Z,, es de la forma
P Zp={anp" + ane1 P+ Anio P H Apes p™ T o)

paran=1,2,3,...
La biyeccién

0,1,....p- 13 (ag, a1, a,a3,..) — ap+ a1 p+az p* + asp> +---€ 2,

demuestra que la cardinalidad de z,, es p™ = 2™ la cardinalidad del continuo. De la misma manera, @, tiene
cardinalidad 2% (por ejemplo, podemos notar que en general, si R es un dominio de integridad, entonces
hay inyecciones de conjuntos R — Frac(R) — R x R). En particular, Q, y Z, no son numerables.

Note que todo nimero real también puede ser escrito como una fraccién decimal, por ejemplo 7 =
3,1415926... Sin embargo, estas expansiones no son tnicas: tenemos 1,00000... = 0,99999..., etc. Como aca-
bamos de ver, en el caso no arquimediano las expansiones si son tnicas.
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12.8. Advertencia. Aunque las expansiones p-adicas permiten hacer calculos especificos con los nimeros
p-adicos, el lector no tiene por qué pensar en ellos como en sumas de la forma },, a,, p", de la misma manera
que uno raramente piensa en los ndmeros reales como en fracciones decimales infinitas.

Ejercicio 24.

1) Demuestre que si x € Z, tiene expansion p-adica

x=Y app"=aptap+azp’+azp’+---,
n=0

entonces

—x=(p-a)+ ). (p-l-a)p"=(p-a)+(p-l-a)p+(p-1-a)p*+(p-1-a) p*+--

n=1
Note que, segln esta féormula, los nimeros enteros negativos tienen expansiéon p-adica infinita; por
ejemplo, para 23 =1+2 + 22 + 2% tenemos

—23=1+23+2°+2042742842%942104...¢7,

2) Sila expansion p-ddica de x € @, es dada por

1

- —m+ 2
x= Y app"=a_mp "t acmap "+ tagraiprazpt+---,

nz—-m

demuestre que

—x=(p-am+ Y (p-l-a)p"=(p-amp "+ (p-l-ama)p "+

n=-m+l1l
+(p—l-ap)+(p-1-a)p+(p-1-a)p*+--
Ejercicio 25.
1) Demuestre que un nimero p-adico tiene expansion de la forma
X=ag+aip+ayp’+--+a,p"+0-p"t 40 p" 4.
que termina en ceros si y solamente si x es un nimero natural 0,1,2,3,...

2) Demuestre que un nimero p-adico tiene expansion de la forma

1

X=amp " ta_map " 4 ragra prazpP o+ apt+0-p"t 0. pt 24

que termina en ceros si y solamente si x es un nimero racional no negativo con denominador p™ para
algin m=0,1,2,...

Recordemos que en R los niimeros racionales son precisamente los nimeros con expansién decimal
eventualmente periddica; por ejemplo, 5/3 = 1,666666666... El mismo resultado se cumple para Q, y la ex-
pansién p-adica.

Ejercicio 26. Supongamos que en la expansion p-adica x=Y _,,,<,, a, p" € Q,, los digitos a, son periddicos
a partir de algin momento. Deduzca que x € Q.
(Use la serie geométrica.)

También es cierto que para todo nimero racional x € Q los digitos p-adicos son periddicos a partir de
algin momento, pero la prueba es un poco mas técnica y no la doy como un ejercicio.
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13 Topologia sobre Q,y 7,

Consideremos Q, como un espacio métrico respecto a la norma p-adica d(x, y) = |x - y|,. Como todo
espacio métrico, es de Hausdorff. Sin embargo, es un espacio ultramétrico, asi que es totalmente inconexo
y satisface otras propiedades exéticas. Ademas, Q, tiene otras propiedades especiales que vienen del hecho
de que los posibles valores de | x|, para x € @, son discretos: son de la forma 1/p" para ne Z.

Por ejemplo, aparte de las bolas abiertas

B(xp,6):={x€Qp | |x—xolp <€}
que por la definicién forman una base de la topologia sobre Q,, podriamos considerar las bolas cerradas
B(x,6):={x€Qp | |x—xolp <€}.
Sin embargo,
B(xo,1/p™) ={x€Qp | lx—xolp<1/p"}={x€Q, | Ix=Xolp < 1/p"*} =B(x,1/p"* ).
Recordemos brevemente algunas nociones de la topologia general.

13.1. Definicion.

= Un espacio métrico (X, d) es secuencialmente compacto si toda sucesién de puntos x, € X contiene
una subsucesion convergente respecto a la métrica d.

= Un espacio topoldgico X es compacto si todo recubrimiento abierto X = U;c; U; contiene un subrecu-
brimiento finito.

= Un espacio topoldgico X es localmente compacto si para todo punto x € X existe un subespacio
compacto C < X tal que C contiene un entorno abierto de x.

= Un espacio métrico (X, d) es totalmente acotado si para todo ¢ > 0 existe un recubrimiento finito de
X por bolas de radio e.

Mencionemos algunos resultados relevantes (el lector puede consultar [Mun2000]).

= Todo subespacio cerrado Z < X de un espacio métrico completo es también completo.
(En efecto, si (x,) es una sucesion de Cauchy en Z, esta converge a algun punto x € X, entonces x €
Z =Z,yaque Z es cerrado.)

= En un espacio de Hausdorff, todo subespacio compacto es cerrado [Mun2000, Theorem 26.3].

= Un espacio métrico X es secuencialmente compacto si y solamente si es compacto respecto a la topo-
logia inducida por la métrica [Mun2000, Theorem 28.2].

= Un espacio métrico es compacto siy solamente si es completo y totalmente acotado [Mun2000, Theo-
rem 45.1].

En particular, en un espacio métrico completo, un subespacio es compacto si y solamente si es cerrado
y totalmente acotado. Es una generalizacion del teorema de Heine-Borel (que dice que todo subcon-
junto de R" es compacto si y solamente si es cerrado y acotado; en R” “acotado” implica “totalmente
acotado”).

13.2. Teorema. Z, es compactoy Q, es localmente compacto.
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Primera demostracion. Toda bola B(x,e) en Q, es cerrada y por lo tanto completa.

Ademas, toda bola B(x, r) es totalmente acotada. Para simplificar el argumento, podemos suponer que
r = p (después se puede escalar las bolas que aparecen en la prueba) y que x = 0 (después se puede trasladar
las bolas por x). Entonces, sin pérdida de generalidad, B(x,r) = B(0,p) =B(0,1) =Z p- Necesitamos cubrir Z,,
por las bolas de radio 0 < e < 1. Sea n € N un nimero tal que 1/p” <e¢. Luego,

p"Z,=B(0,1/p") S B(0,¢).
El cociente
Z,lp"2,=2Ip"Z

es finito y la expresion
Z,= U (Xo+p" Zp).
x0€{0,1,...,p" -1}

nos da un recubrimiento finito de Z,, por las bolas xo + p" Z,.
Entonces, toda bola es compacta. Esto implica que Z, es compactoy que Q, es localmente compacto. H

Segunda demostracion. Podemos demostrar que Z, es secuencialmente compacto. Sea (x,), una sucesion
en Z,. Escribamos las expansiones p-adicas correspondientes:

2 3
Xp=apotan1pt+an2p +anzp +---

donde ay,; pertenecen al conjunto finito {0, 1,..., p—1}. Entonces existe un nimero infinito de x, con el mismo

primer digito a, o = by ; estos x, forman una subsucesién (x*’). Por la misma razén, (x) contiene una

subsucesién (x{}’) donde todos los elementos tienen el mismo segundo digito a,, = b;, etcétera. De este

modo se obtiene una cadena de subsucesiones

x) 2 x5 )5 (x@) o

donde todos los elementos de xﬁlk) empiezan por

b0+b1p+b2p2+“-+bkpk

Podemos entonces tomar la “sucesion diagonal”

(0) 1 2) (3)
Xo v X1y Xy 'y X5y ee

que es una subsucesién de (x;,) y por la construccién converge a
bo+b p+byp?+b3p®+---
Para ver que Q, es localmente compacto, notamos que para todo xp € Q, y € >0 la bola
B(x,€)={x€Qp | [x—xolp<el={x€Q) | |x—xolp,<1/p™} paraalgin mez

es compacta. De hecho, a toda sucesion (x,), en B(x,e) corresponde una sucesion (p~" x,), en Z,. Esta
sucesion tiene una subsucesion que converge a algin y € Z,, a la cual corresponde una subsucesion de (x,),,
que converge a algin p~™ y € B(x,¢). [ ]

Para ver que Q, no es secuencialmente compacto, podemos considerar, por ejemplo, la sucesion x, =
p~". Para m # n se tiene
Ip~™ - p—nlp — pméx{m,n}_
Los puntos x, cada vez estdn mas lejos en la distancia inducida por |-|,, y entre ellos no se puede encontrar
una subsucesion convergente.

* . P . . . , . . . . /. .
Esto es el principio del palomar infinito: si un nimero infinito de palomas se distribuyen en un ntimero finito de palomares,
entonces al menos habra un palomar con un nimero infinito de palomas :-)
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14 Series formales (ejercicios adicionales)

En esta seccion vamos a revisar brevemente los cuerpos de series formales F,((X)) que son un andlogo
de los cuerpos Q. Una diferencia fundamental es que los Q, son cuerpos de caracteristica 0, mientras que
los F4((X)) son cuerpos de caracteristica positiva. Los resultados de abajo pueden ser deducidos imitando
nuestras pruebas para Q,. De hecho, hay una nocién de cuerpo local no arquimediano que abarca Q,,
F4((X)) y sus extensiones finitas.

Consideremos el cuerpo de funciones racionales con coeficientes en un cuerpo k:
k(X)=1{f/gl|f,g€klXl], g #0}
y la norma no arquimediana sobre k(X) que corresponde a la valuacién definida en 3.3:
Ux (Z a; Xi) :=min{i | a; # 0},
i=0

vx(0):=+4o0, vx(f/g) :=vx(f)-vx(g),

|f/glx :szX(f/g)’
donde 0 < p < 1 es algin parametro fijo.
Sea k(X)) la completacion de k(X) respecto a la norma |-|x.
Ejercicio 27. Demuestre que los posibles valores de |- |x sobre k(X)) son0y p" para ne Z.

Ejercicio 28. Establezca los siguientes anadlogos de las propiedades de 11.5.

1) Demuestre que
kIXT:={pe kX)) | l¢plx =1}

es un subanillo de k((X)).

2) Demuestre que
kX1 ={pe kX | |plx =1}

3) Demuestre que todo elemento ¢ € k(X)) * puede ser escrito como uX", donde u€ k[ X]|* y ne Z.
4) Demuestre que k(X)) es el cuerpo de fracciones de k[[X]].

5) Demuestre que k[[X]] es un anillo local: su inico ideal maximal viene dado por
m={peklX] | llx <1} = XEkIX].

6) Demuestre que todo ideal no nulo en k[[X]] es de la forma m” = X" k[[X]] para n=0,1,2,3,...

7) Demuestre que
KX/ X" EX] = k[ X]/ X" k[X].

Ejercicio 29. Demuestre que los elementos de k[[X]] y k(X)) son series en X.
1) Todo elemento ¢ € k[[X]] puede ser representado de modo Unico por una serie
¢= ao+a1X+a2X2+a3X3+a4X4+-~-

donde q; € k.
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2) En general, todo elemento ¢ € k(X)) puede ser representado de modo Gnico por una serie

d=a_ X " +a_ X " v gt X+ X+ a3 X3+ ag X+
El anillo k[[X]] se denomina el anillo de series formales en la variable X con coeficientes en k, y el
cuerpo k(X)) se denomina el cuerpo de series de Laurent en la variable X con coeficientes en k.

Ejercicio 30. Si k =F, es un cuerpo finito, demuestre que F,[[X]] es compacto y F,((X)) es localmente com-
pacto.

PARI/GP puede hacer calculos con series formales (con coeficientes en Z,Q,Z/nZ,F, etc.):

2 1/(14X) + 0 (XA10)

% =1 - X + XA2 - XA3 + XA4 - XAS + XA6 - XA7 + XA8 - XA9 + 0(XA10)

2 (1 + X + 1/2%XA2 + 1/6%XA3 + 1/24%XA4 + 1/120%XA5 + 1/720%XA6 + 0 (XA7))A3
% = 1 + 3%¥X + 9/2%¥XA2 + 9/2%¥XA3 + 27/8%XA4 + 81/40%XA5 + 81/80%XA6 + 0(XA7)

? valuation ((X + 1/2%XA2 + 1/6%XA3 + 0 (XA4))A5, X)

% =5

? 1/(1-X-XA2) + 0 (X*10)

% = 1 + X + 2%XA2 + 3%¥XA3 + SXXA4 + 8¥XAS + 13¥XA6 + 21¥XA7 + 34%XA8 + 55%¥XAQ
0(X10)

+
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