Introduccidn al algebra conmutativa

Alexey Beshenov (cadadr@gmail.com)

Universidad de El Salvador. 2018

Estos apuntes acompanan un curso de algebra conmutativa en el programa de maestria de la Universi-
dad de El Salvador. Vamos a seguir el libro de David Eisenbud “Commutative Algebra with a View Toward
Algebraic Geometry” (Springer GTM 150) y trataremos de cubrir los capitulos 2, 4-7. Los temas principales
son localizacién, dependencia integral, planitud y completacién.

El texto de abajo esencialmente sigue el libro de Eisenbud. Otras fuentes recomendadas son

= Ellibro de texto “Introduction to Commutative Algebra” de Atiyah y Macdonald.
= A. Altman, S. Kleiman, “A Term of Commutative Algebra”.

= Los apuntes “A Primer of Commutative Algebra” de James S. Milne disponibles en su pagina
http://www.jmilne.org/math/

= Los apuntes de Pete L. Clark http://math.uga.edu/~pete/integral .pdf

Algebra conmutativa tiene el siguiente propdsito. Los objetos que se estudian en geometria algebraica
se conocen como esquemas y pueden ser interpretados como el resultado de pegamento de anillos conmu-
tativos. Esto es similar a la situacion con variedades topoldgicas, diferenciables, complejas, etcétera, donde
una variedad se ve localmente como R” o C". Ya que en geometria algebraica, un objeto geométrico se ve
localmente como un anillo conmutativo, para estudiar los objetos geométricos, primero hay que conocer
bien las propiedades de anillos conmutativos. Los detalles técnicos de esta historia se estudian en el pre-
sente curso y luego en el curso de geometria algebraica. Esta fusiéon de algebra y geometria proporciond
fundamentos rigurosos a la geometria algebraica clasica y ademas ha dado muchos frutos en la teoria de
nimeros moderna.

Los ejercicios que aparecen en el texto son obligatorios. La nota final del curso correspondera al porcen-
taje de los ejercicios entregados.


http://www.jmilne.org/math/
http://math.uga.edu/~pete/integral.pdf
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0 Algunas nociones preliminares

Antes de llegar a los resultados nuevos e interesantes, necesitamos revisar ciertas nociones basicas de
algebra, mas que todo para fijar la terminologia y notacién. Para mas detalles el lector puede consultar
cualquier libro de texto de algebra. También usaré el lenguaje categoérico, para el cual se pueden revisar mis
apuntes http://cadadr.org/san-salvador/2018-06-categorias/categorias.pdf
0.1 Anillos e ideales

En este curso todos los anillos seran conmutativos con identidad. Por la definicién, se supone que un
homomorfismo de anillos f: R — S preserva la identidad: f(1g) = 1s.

0.1. Definicién. Para dos anillos Ry S su producto directo es el producto cartesiano
RxS:={(r,s)|reR,seS}
respecto a las operaciones
(r1,81) + (12, 82) i= (1 + 12,81+ 82), (11, 81) - (12, $2) 1= (1172, $182).

Se ve que R x S junto con las proyecciones a Ry S es efectivamente el producto de Ry S en la categoria de
anillos conmutativos.

0.2. Definicién. Se dice que u € R es una unidad (o un elemento invertible) si existe u~! € R tal que
uu~' =1 (note que en este caso u~! es necesariamente Uinico). Las unidades forman un grupo respecto a la
multiplicacién que se denota por R*.

0.3. Definicion. Un cuerpo es un anillo donde 1 # 0 y todo elemento no nulo es invertible.

0.4. Definicién. Si xy =0 en R para algunos elementos x e y, entonces se dice que x e y son divisores de
cero. En particular, si x” =0 para alglin n=1,2,3,4,..., se dice que x es un nilpotente.

Un anillo no nulo sin divisores de cero no nulos se llama un dominio de integridad, o simplemente un
dominio.

Si 1 =0, entonces los axiomas de anillos implican que R = {0}. Es un anillo legitimo, llamado el anillo
nulo, pero este no se considera como un dominio ni como un cuerpo.

0.5. Definicion. Un ideal a € R es un subgrupo abeliano que ademas est4 cerrado respecto a la multiplica-
cion por los elementos de R: si x€ay r € R, entonces rx € a.
Sia#R, se dice que a es un ideal propio.

Note que si a; € R son ideales, entonces (; a; es también un ideal.
Para un ideal a < R se ve que sobre las clases laterales R/a se puede definir el producto

(x+a)-(y+a):=(xy+a).

De esta manera R/a se vuelve un anillo, llamado el anillo cociente de R por a. La proyecciéon candnica
R — R/a es un homomorfismo de anillos. Para un homomorfismo f: R — S el nticleo

ker f:={reR]| f(r) =0}
es un ideal en R y hay un isomorfismo canénico
Rikerf=Zim f:={f(r)|reR}

que se conoce como el primer teorema de isomorfia.


http://cadadr.org/san-salvador/2018-06-categorias/categorias.pdf

0.6. Definicién. Para un subconjunto S c R el ideal generado por S es el minimo entre los ideales a € R
tales que a2 S. Este ideal se denota por (S).

Se ve que los elementos de (S) son precisamente las combinaciones R-lineales de los elementos de S:
(S) = {Zris,- | ri€R, s;€ S}.
i

0.7. Definicion. Si un ideal a < R puede ser generado por un elemento (se tiene a = (x) para algin x € R),
entonces se dice que a es un ideal principal. Un dominio donde todos los ideales son principales se llama
un dominio de ideales principales.

0.8. Ejemplo. Z y k[X] son dominios de ideales principales. La razén detras de esto es el algoritmo de
Euclides. Para un ideal no nulo a < Z, sea x el minimo entero positivo tal que x € a. Luego, para y € a la
divisiéon con resto nos da y = gx+r, donde g,re Zy 0 <|r| < x. Pero r = y— gx € a, y por lo tanto r = 0 por
nuestra eleccion de x. Esto significa que todo elemento de a es divisible por x, y luego a = (x). En el caso del
anillo de polinomios, la prueba es idéntica: para un ideal a < k[X] hay que considerar un polinomio no nulo
f de minimo grado posible tal que f € k[X]. Luego, a = (f). A

0.9. Definicion. Un ideal p c R es primo si se cumplen las siguientes condiciones:
1) p#R,
2) si xy € p para algunos x, y € R, entonces x€p o y € p.

0.10. Definicion. Para dos ideales a,b < R por ab se denota el ideal generado por los productos ab donde
acaybeb.Paran=1,2,3,4,... el ideal a” se define como el producto a---a; es decir, es el ideal generado por

n
a---a, donde a; € a.

Ejercicio 1. Demuestre que R es un cuerpo si y solamente si el tinico ideal propio de R es (0).
Ejercicio 2. Sea p < R un ideal primo.
1) Demuestre que si ab < p, entonces a<p o b <p.
2) Demuestre que si a” < p, entonces a < p.
0.11. Definicion. Un ideal m < R es maximal si se cumplen las siguientes condiciones:
1) m#R,
2) simca para algun ideal propio a C R, entonces a = m.
Ejercicio 3. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.
1) Demuestre que para todo ideal a < S su preimagen f~!(a) € R es también un ideal.
2) Demuestre que para todo ideal primo p c S su preimagen f~!(p) < R es un ideal primo.

3) Demuestre que para un ideal maximal m c S su preimagen f~!(m) c R no tiene por qué ser es un ideal
maximal (encuentre un contraejemplo).

Ejercicio 4. Deduzca del lema de Zorn que todo ideal propio a C R est4 contenido en algtin ideal maximal.
En particular, todo anillo no nulo posee un ideal maximal.
(No me gustaria revisar la teoria de conjuntos; véase por ejemplo el primer capitulo de Atiyah—Macdonald.)

*Max Zorn (1906-1993), matemético y 16gico alemdn.



0.12. Definicion. Si R es un anillo que posee solo un ideal maximal, se dice que R es un anillo local.

Todo cuerpo es un anillo local: el iinico ideal propio en este caso es (0). Hay muchos ejemplos mas intere-
santes y no tan triviales, pero los veremos mas adelante. Un ejemplo conocido: el anillo de enteros p-adicos
Z, es un anillo local: su tinico ideal maximal es el ideal generado por p.

Ejercicio 5. A partir de nuestras definiciones, deduzca la siguiente caracterizacién de ideales primos y ma-
ximales.

1) Unideal p = R es primo si y solamente si R/p es un dominio.
2) Unideal m < R es maximal si y solamente si R/m es un cuerpo.
En particular, todo ideal maximal es primo.
0.13. Definicion. El conjunto de los ideales primos de R se llama el espectro de Ry se denota por
SpecR :={p c R|p primo}.
El conjunto de los ideales maximales se llama el espectro maximal:
SpecmR := {m < R |m maximal}.
Ejercicio 6. Sea R un anillo y a un ideal.

1) Demuestre que hay una biyeccion natural entre los ideales b c R tales que a < b y los ideales b<SRIa,
dada por b:=b/a.

2) Demuestre que esta biyeccidn preserva inclusiones, intersecciones, sumas de ideales.

(Basta probar la preservacion de inclusiones; luego, note que (; b; es el ideal maximal contenido en
los b; y Y ; b; es el ideal minimo que contiene a todos los b;.)

3) Demuestre que esta biyeccion se restringe a una biyeccion entre los ideales primos
SpecR/a = {p eSpecR|p2a}

y entre los ideales maximales
SpecmR/a = {me SpecmR|m2aj.

Ejercicio 7 (Topologia de Zariski ). Sea R un anillo. Para un subconjunto S c R definamos
V(S):={peSpecR|p2 8.
1) Demuestre que V(S) = V(a) donde a = (S).

2) Demuestre que los conjuntos V(S) satisfacen los axiomas de conjuntos cerrados de una topologia. Es-
pecificamente,
V(0) =SpecR, V(1)=g;

para las uniones finitas se tiene
V(@ uV(b)=V(ab),

mientras que para las intersecciones arbitrarias
V) =VQ_ ap.
i i

*Oscar Zariski (1899-1986), gedmetra algebraico de origen polaco.




La topologia sobre Spec R definida por los conjuntos cerrados V(S) se llama la topologia de Zariski.

3) Demuestre que la topologia de Zariski no suele ser Hausdorff. Considere, por ejemplo, el caso de R =
k[X] donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado.

4) Para f € R definamos
U(f):={peSpecR| f ¢ p}.

Demuestre que estos conjuntos forman una base de la topologia de Zariski.
5) Demuestre que SpecR =J; U(f;) para una familia finita de elementos f; € R si y solamente si (f;) = R.

6) Demuestre que SpecR es casi-compacto (todo recubrimiento abierto posee un subrecubrimiento fi-
nito).

7) Demuestre que todo homomorfismo de anillos ¢: R — S induce una aplicacién continua
SpecS — SpecR,
p—¢ P
8) Describa los puntos del espacio SpecZ. ;Cudles puntos son cerrados (satisfacen {p} = {p})? Calcule la
cerradura de los puntos abiertos.

Para mas resultados sobre el espectro, también se pueden hacer los ejercicios 1.15-1.26 de Atiyah-
Macdonald.

0.14. Definicion. Se dice que un elemento p € R es primo si el ideal generado por p es primo. Esto es
equivalente a pedir que

1) peR™,

2) siplxy,entoncesplxoply.
Se dice que r € R es irreducible si
1) r¢ R%,

2) sir|st,entonces se R* o te R*.

0.15. Definicion. Se dice que un R es anillo factorial (o un dominio de factorizacion tinica) si R es un
dominio y todo elemento no nulo de R se factoriza de modo tinico en un producto de elementos irreducibles,
salvo permutacion de los multiplos y multiplicacién por las unidades.

0.16. Ejemplo. El anillo de los enteros Z es factorial: para todo entero no nulo se tiene
n=+[]p"™.
p

En general, todo dominio de ideales principales es factorial.
Si R es un anillo factorial, entonces el anillo de polinomios R[Xj,..., X;] es también factorial. Este resul-
tado es esencialmente lo que se conoce como el lema de Gauss. A

0.17. Definicion. Para dos ideales a,b < R el ideal cociente correspondiente viene dado por
(a:b):={xeR|xbcal.
Este es un ideal. En particular, para a =0 el ideal
Annb:=(0:b):={xe R|xb=0}

se llama el aniquilador de b.



0.2 Moddulos
0.18. Definicién. Un R-mé6dulo M es un grupo abeliano dotado de una accién de R

RxM— M,
(rm)—r-m
que satisface los siguientes axiomas:
r-(s-m)=(rs)-m,
r-(m+n)=r-m+r-n,
(r+s)m=r-m+s-m,

l-m=m

para cualesquiera r,s€ R, m,n€ M.

Un submédulo N € M es un subgrupo abeliano tal que la accién de R sobre M se restringe a N.

Una aplicacion R-lineal (o un homomorfismo de R-médulos) f: M — N es un homomorfismo de grupos
abelianos que es compatible con las acciones de R; es decir, satisface f(r-m) = r- f(m) para cualesquiera
reR, meM.

Si N € M es un submoédulo, entonces el cociente de grupos abelianos M/N es también un R-mddulo
respecto a la accion
r-(m+N):=(r-m)+N.

La proyeccion canénica M — M/N es evidentemente R-lineal. Para toda aplicaciéon R-lineal f: M — N te-
nemos un isomorfismo candnico
Milker f=im f

(esto es el primer teorema de isomorfia para R-médulos). Aqui ker f es el niicleo de f que es el submédulo
de M dado por
ker f:={me M| f(m)=0}.

El papel dual juega el contcleo que se define por
coker f:= N/im f.

0.19. Ejemplo. Notamos que un R-submoédulo de R es la misma cosa que un ideal a < R. El anillo cociente
R/a es también un R-mdédulo. La proyeccion candnica R — R/a es una aplicacién R-lineal. A

0.20. Definicién. Para un R-moédulo M el aniquilador es el ideal
AnnM:={reR|r-M=0}.
Por ejemplo, Ann(R/a) = a. De la misma manera, para un elemento m € M se define
Annm:={reR|r-m=0}.
0.21. Definicion. Para dos R-mddulos M y N su suma directa es su suma directa como grupos abelianos
Mo N:={(m,n)| me M,n€ N}

con la accién de R definida por
r-(m,n):=(r-m,r-n).



La suma directa M @ N es a la vez el producto y el coproducto de M y N en la categoria de R-mddulos.
Para una familia infinita de R-mddulos la suma directa se define como

@M,- :={(m;) | m; € M;, m; =0, salvo un namero finito de los i}
i

= {sumas formales finitas Z m; | m; € M;},
i

mientras que el producto directo viene dado por
[1M;:={(m) | m; € M;}.
i
El producto directo []; M; es el producto de los M; en la categoria de R-moddulos, y la suma directa @; M;
es el coproducto. Notamos que @; M; es un submoédulo de []; M;.
0.22. Definicion. Se dice que una sucesion de aplicaciones R-lineales

fi fi
oo My 25 M S Mg —

es exacta en M; si im f;; = ker f;. Se dice que es exacta si es exacta en M; para todo i. En particular, una
sucesion exacta de la forma )
o-MIME M —0

se llama una sucesion exacta corta. Su exactitud significa que
1) i es un monomorfismo,
2) p es un epimorfismo,
3) imi =kerp.

0.23. Ejemplo. Para toda aplicaciéon R-lineal f: M — N se tiene una sucesion exacta

0—>kerf—»Mi»N—>cokerf—>0

0.24. Ejemplo. Sea M un R-moédulo y M;, M, sus submddulos. Entonces, la sucesion

m—(m,m) (my,mp)—my—my
RAmUCLEN —_— s

0— M NnM, M, & M M;+ My, —0

es exacta. Aqui M; + M, es el submddulo generado por M; y M, (el minimo submaédulo que contiene a M; y
Ms). A

0.25. Ejemplo. Sea ac R un ideal y sea x € R un elemento. Entonces, la sucesion
0— R/(a:x) == Rla— R/(a+(x)) — 0

es exacta. Aqui
(a:x):={reR|r-(x)ca}2a.
Ejercicio 8. Para una sucesion exacta corta
o—-MLME M 0

las siguientes condiciones son equivalentes.



1) Existe una aplicacion R-lineal r: M — M’ tal que roi =idyp.
2) Existe una aplicacion R-lineal s: M" — M tal que pos=idym.

3) Existe una aplicacién R-lineal f: M’ ® M"” — M que hace parte del diagrama conmutativo

0 s M IO g g T g > 0
lid lf lid
0 N M i s M p N M 5 0

Ademads, todo f que hace parte de un diagrama conmutativo con filas exactas

0 > M > N > M" >0
o I o
0 s M s M s M" 0

es automdaticamente un isomorfismo (véase el ejercicio 10).

Cuando se cumple una de las condiciones equivalentes 1)-3), se dice que la sucesidén exacta corta se
escinde, o que es escindida .

0.26. Definiciéon. Para un conjunto I el R-mddulo libre generado por los elementos de I es un mddulo R’
junto con una inclusién I — R caracterizado por la siguiente propiedad universal: si M es un R-mddulo,
entonces toda aplicacién de conjuntos I — M se extiende de modo Uinico a una aplicacién R-lineal R — M.

I ——> M
Jia!,/\(
RI/

Si M = R! para algtn I, se dice que M es un médulo libre de rango |I].

La construccion de R’ es la siguiente: hay que tomar la suma directa de copias de R indexada por los
elementos de I:
R'=Pr.

iel
En este caso la aplicacion I — R' asocia a i € I el elemento e; := (0,...,1,...,0) donde 1 estd en la i-ésima
posicion.
El rango de un mddulo libre sobre cualquier anillo conmutativo estd bien definido: R = R/ implica |I| =
I7l. Si R = k es un cuerpo, entonces todo R-moédulo V es un espacio vectorial sobre k y en los cursos de
algebra lineal se demuestra que V posee una base  ; es decir, que es siempre libre. El rango en este caso es

la dimensién. Sobre un anillo que no es un cuerpo, hay médulos que no son libres (no poseen una base). Sin
embargo, hay la siguiente nocién de finitud muy util.

0.27. Definicion. Paraun R-moédulo M se dice que algunos elementos m; € M generan a M si todo elemento
de M puede ser expresado como una combinacién R-lineal ¥ ;.; r; m;; en otras palabras, si la aplicaciéon

f:Rl =M,

e;— m;

*split en inglés.
" Por cierto, esto también se demuestra mediante el lema de Zorn, asi que haga el ejercicio 4.



es sobreyectiva. Si M posee un niimero finito de generadores, entonces se dice que M es finitamente gene-
rado. Si ker f es también finitamente generado; es decir, si existe un nimero finito de elementos n; € ker f
y hay un epimorfismo

g: R/ —kerf,
ej— nj,
entonces se dice que M es un mddulo finitamente presentado. Esto significa que existe una sucesion exacta
RER L pm—o
donde I'y J son finitos.

0.3 El lema de la serpiente y sus consecuencias

Vamos a necesitar los siguientes resultados basicos del dlgebra homoldgica. Recomiendo que el lector
haga estos ejercicios porque estos seran utiles en la clase de topologia algebraica.

Ejercicio 9 (El lema de la serpiente). Supongamos que hay un diagrama conmutativo de aplicaciones R-

lineales con filas exactas
p

0 > A > B > C > 0
lf lg h
0 N L N S 0

Demuestre que hay una aplicacién natural R-lineal §: ker i — coker f que hace parte de una sucesion exacta

0—ker f —kerg —kerh LA coker f — coker g — cokerh — 0

Aqui las aplicaciones ker f — ker g — ker h estdn inducidas por las aplicaciones A — B — C y las aplicaciones
coker f — coker g — coker h estan inducidas por A’ — B’ — C'. Lo mas interesante es construir §. Para c € ker h,
ya que p: B — C es una aplicacion sobreyectiva, existe b € B tal que p(b) = c. Luego, tenemos g(b) € kerp’' =
imi’, asi que existe un elemento tnico a’ € A’ tal que i’(a’) = g(b). Sea 6(c) la imagen de a’ en coker f.

1) Demuestre que &(c) € coker f estd definido de modo Unico por la descripcién de arriba.
2) Demuestre que 6 es una aplicacién R-lineal.
3) Demuestre que la sucesion con ker y coker de arriba es exacta.

Este resultado se conoce como el lema de la serpiente porque la aplicacién 6 puede ser dibujada de la
siguiente manera:

0— kerf kerg kerh

0 A B 4 C 0
f 8 h J

0 ( A a p—" o 0

coker f — cokerg — cokerh ——— 0

10



Ejercicio 10 (El lema del tres). Consideremos un diagrama conmutativo de aplicaciones R-lineales con filas
exactas

0—>A——>B—>C—>0
bl b
0— A —3 B —3C —>0

Demuestre que
1) si £y h son mono, entonces g es también mono,
2) si fy hson epi, entonces g es también epi,
3) si fy hsoniso, entonces g es también iso,

(use el lema de la serpiente).

Ejercicio 11 (El lema del cinco). Consideremos un diagrama conmutativo de aplicaciones R-lineales con
filas exactas

Ay > Ay > Az > Ay > As
\Lfl \sz \Lfs \Lf4 \LfB
B > By > Bs > By > Bs

Demuestre que
1) Si f, vy fa sonmonoYy f; es epi, entonces f3 es mono,
2) Si fo, ¥ fy son epiy f5 es mono, entonces f3 es epi,
3) Si f es epi, f5 esmonoy f>, fi son iso, entonces f3 es iso.

Sugerencia: se pueden factorizar las “factorizaciones epi-mono” de las aplicaciones

az: Ay — Az, ag: A3 — A4, B2: B — B3, f3: B3 — By

A — A “ b Ag = b Ay — As
imasy imas
I I
A fa L2 f3 L fa fa fs
v ~
imﬁz 1m,63
B — B & > By & > By — B

Luego, demuestre que
a) si f, es mono, entonces f; es mono,
b) si f es epi, entonces f; es epi,
c) si o esmonoy f; es epi, entonces f> es mono,

d) si f; es epiy f; es mono, entonces f; es epi

11



y usando a)-d) aplique el lema del tres al diagrama

0 > imas > As > imaz —— 0

ool b

0.4 Algebras

0.28. Definicion. Si Ry A son anillos, se dice que A esta dotado de una estructura de R-algebra si esta
especificado un homomorfismo a: R — A.

En este caso normalmente R se identifica con suimagen en Ay en lugar de f(r)-a se escribe r-a. También
para un ideal a € A es comtn escribir Rna en lugar de a~!(a).

Un homomorfismo de R-algebras es un homomorfismo de anillos f: A — B que respecta las estructuras
de R-élgebras: f(r-a)=r- f(a).

0.29. Ejemplo. Todo anillo R tiene una estructura tGinica de Z-4lgebra: existe un homomorfismo tnico”
Z — R. En otras palabras, Z es un objeto inicial en la categoria de anillos. A

0.30. Ejemplo. Elanillo de polinomios R[Xj, ..., X,] es una R-algebra: la inclusién de R como los polinomios
constantes es un homomorfismo R — R[Xj,..., X,]. A

0.31. Definicion. Se dice que una R-algebra A es finitamente generada si existe un nimero finito de
elementos xi,...,x, € A tales que todo elemento de A se obtiene como un polinomio en x; con coeficientes
en R; es decir, si existe un homomorfismo sobreyectivo

R[XI)--'an] - A;
X — Xj.

En este caso también se escribe A= R[x;, ..., X,].

Cuidado con la terminologia: R[X3,..., X,,] es una R-dlgebra finitamente generada, pero no es un R-médulo
finitamente generado.

0.5 Anillos y médulos noetherianos

0.32. Definicién. Un anillo R es noetheriano™ si se cumple una de las siguientes condiciones equivalentes.

1) Todo ideal a = R es finitamente generado.

2) Toda cadena ascendente de ideales en R
WwSa Sap<s---<R

se estabiliza; es decir, a; = a;,1 para i > 0.

*Recuerde que por nuestra convencion un homomorfismo de anillos aplica 1 en 1.
""Emmy Noether (1882-1935), matemadtica alemana.
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En efecto, dado un ideal a que no es finitamente generado, se puede encontrar una cadena creciente de
ideales
(x0) € (x0, x1) € (X0, X1, X2) & -+

que no se estabiliza (sea xp := 0, y luego por induccidén, ya que (xo, x1,...,X,) C a, podemos escoger x1 €
a\ (xi,...,Xn)). En la otra direccién, supongamos que todo ideal en R es finitamente generado. Sea

WwSaSap<s---<R

una cadena ascendente de ideales. Entonces, la unién
a:= U a;
i=0

es también unideal y a = (xo, x1, ..., x;;) para algunos xg, x1,..., x,, € R. Pero cada uno de estos elementos perte-
nece a algin ideal de la cadena, asi que {xq, x1,..., x,} < a; para algin indice i suficientemente grande. Luego,
a; =(xp,X1,---,Xn) Y

i =0j+1 =Qj42 ="

0.33. Ejemplo. Todo cuerpo es un anillo noetheriano: en este caso el iinico ideal propio es (0). Todo dominio
de ideales principales, por ejemplo Z, es noetheriano: en este caso los ideales no son solamente finitamente
generados, sino siempre tienen un generador. A

Muchos ejemplos importantes de anillos noetherianos surgen del siguiente resultado.

0.34. Proposicion (Teorema de la base de Hilbert). Si R es un anillo noetheriano, entonces el anillo de
polinomios R[X] es también noetheriano.

Demostracion. Consideremos una cadena ascendente de ideales
Gp<Sa;Sa<--- < RIX].

Necesitamos ver que esta se estabiliza.
Sea a; 4 el ideal de los elementos de R que aparecen como los coeficientes mayores de los polinomios de
grado d en a;. Tenemos
aigSapg sii<i'ydsd'.

Entre los a; ; hay un namero finito de ideales distintos. Supongamos lo contrario. En este caso una familia
infinita de ideales distintos corresponde a un subconjunto infinito de los indices dobles (i,d) e N x Ny entre
ellos se puede escoger una cadena infinita (i, d;) con

iy<ih1<ip<---, do<di<dr<---
De aqui se obtiene una cadena ascendente

Qio,dy S iydy S 0ipd, &SR

= =

pero esto contradice nuestra hipétesis que R es noetheriano.
Entonces, existe un indice i tal que

Aid =0Qiv1,d = Qj42,d ="

para todo d.

Supongamos que f € a; para i’ = i. Veamos por induccién sobre d = deg f que f € a;. Como la base de
induccién se puede considerar el caso de d = —oo; es decir, f = 0. Para el paso inductivo, por lo que hemos
demostrado, existe un polinomio g € a; que tiene el mismo coeficiente mayor que f y el mismo grado d.
Luego, deg(f — g) < d y por la hip6tesis de induccién f - g € a;, asi que f € a;. [ ]
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0.35. Corolario. Si R es un anillo noetheriano, entonces para todo n el anillo de polinomios R[Xy,...,X,] es
también noetheriano.

Demostracion. Induccién sobre n: el caso base es n =0y el paso inductivo es 0.34 junto con el isomorfismo
R[Xy,..., Xul 2 R[X,,..., Xp11[ X5l u

0.36. Proposicion. Supongamos que R es un anillo noetheriano.
1) Para todo ideal a < R el anillo cociente R/a es también noetheriano.
2) Para todo homomorfismo f: R — S el anillo im f es noetheriano .

Demostracion. Las propiedades 1) y 2) son equivalentes: para un homomorfismo f: R — S se tiene el teorema
de isomorfia im f = R/ker f.

Consideremos la proyeccién candnica al anillo cociente f: R — R/a. Si b es un ideal en R/a, entonces el
ideal f~!(b) < R es finitamente generado, ya que R es noetheriano. Tenemos f~!(b) = (x,..., x,,) para algunos
X1,...,%n € R. Luego, b = (f(x1),..., f(xn)). [ ]

0.37. Corolario. Si R es un anillo noetherianoy A es una R-dlgebra finitamente generada, entonces A es también
un anillo noetheriano.

Demostracion. Por la definicién, A es una R-algebra finitamente generada si hay un homomorfismo sobre-
yectivo R[Xj,..., X,] — A. Podemos aplicar 0.35 y 0.36 [ |

Ejercicio 12. Un subanillo de un anillo noetheriano no tiene por qué ser noetheriano. Encuentre algiin
contraejemplo.

También tenemos una nocién mas general de mddulo noetheriano.

0.38. Definicion. Un R-mdédulo M es noetheriano si se cumple una de las siguientes condiciones equiva-
lentes.

1) Todo submddulo N c M es finitamente generado.
2) Toda cadena ascendente de submédulos de M
NoSNiSN,c<--SM
se estabiliza; es decir, N; = N;,; para i > 0.

Notamos que esto generaliza la nocion del anillo noetheriano: R es noetheriano si es noetheriano como
R-moédulo.

0.39. Proposicion. Si R es un anillo noetheriano y M es un R-mddulo finitamente generado, entonces M es
noetheriano.

Demostracion. Sean m...., m, generadores de My sea N un submoédulo de M. Necesitamos probar que N es
finitamente generado. Procedamos por induccién sobre r. Si r = 1, tenemos una aplicacion R-lineal sobre-
yectiva
p:R— M,
1— mj.

Luego, p~1 (V) < R es un ideal finitamente generado, ya que R es noetheriano. Tenemos p~!(N) = (x1,...,X5)
para algunos x;,...,x, € Ry luego p(x),..., p(x,) son generadores de N.

“En palabras: toda imagen homomorfa de un anillo noetheriano es también noetheriana.
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Supongamos ahora que r > 1. Pasemos al cociente de M por el submédulo generado por m; :
p: M —» M/le.

El médulo Rm, es noetheriano por el argumento de arriba. Luego, N n Rm;, siendo un submddulo de Rm;,
es finitamente generado. Sean ny, ..., n; € NN Rm; sus generadores.

Elmoédulo M/Rm; tiene p(my),..., p(m,) como sus generadores, y entonces es también noetheriano por la
hipétesis de induccién. Se sigue que N := p(N) € M/Rm; es finitamente generado. Sean n},..., n} elementos
de N cuyas imagenes generan a N. Esto significa que para todo elemento n € N se tiene

I !
n- Y rin;e NnRm

1<ist
para algunos r; € R. Luego,

n— ) ring= ), rjn

1<i<t 1<j<s

para algunos r; € R. Se sigue que todo elemento de N es una combinacion R-lineal de n,,...,ns,n},...,n;. A

0.6 ElHom

0.40. Definicion. Si M y N son dos R-mddulos, entonces las aplicaciones R-lineales M — N forman un
R-moédulo Hompg (M, N), donde la suma y la accién de R estan definidas por

(f+8m):=f(m)+g(m), (r-fm):=r-fm)=f(r-m).
Ejercicio 13. Calcule los siguientes grupos abelianos Homgz (-, -).
1) Homz(Z/nZ,ZImZ7) = Z/(m,n)Z, donde (m, n) denota el maximo comun divisor de my n.
2) Homz(Z/nZ,Q1Z) = ZInZ.
3) Homz(Q,Q) = Q.
4) Homz(Q,Z) =0.
5) Homz(Q/Z,2) = 0.

Hompg(—,-) es un funtor R-Méd — R-Méd en ambos argumentos. A saber, para M fijo, Homg(M, -) es un
funtor covariante, y para N fijo Homg(—, N) es un funtor contravariante.

0.41. Observacion. Hay un isomorfismo natural de R-modulos

Homg(R, N) = N,
f—ra.

0.42. Observacion. Hay isomorfismos naturales de R-modulos

Hompg (M, [ [ N;) = [ [Homg(M, Ny),
i i

Homg (@ M;, N) = [ [Homg(M;, N).
i i

Demostracion. Esencialmente, esto es la propiedad universal del producto y coproducto. [ ]
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Ejercicio 14. Sea
0—-A-BLc-o

una sucesion exacta corta de R-modulos.

1) Demuestre que para un R-mddulo fijo M la sucesion correspondiente

0 — Hompg(M, A) L, Hompg (M, B) LN Hompg (M, C)
es exacta (sin “— 0” a la derecha: la aplicacién p. no es necesariamente sobreyectiva).

2) Demuestre que para un R-mddulo fijo N la sucesién correspondiente

0 — Hompg(C,N) p—*> Hompg (B, N) = Hompg (A, N)
es exacta (sin “— 0” a la derecha).
Se dice que los funtores Homg (M, —) y Hompg(—, N) son exactos por la izquierda.
Ejercicio 15. Consideremos la sucesion exacta corta de Z-modulos (grupos abelianos)
0-2-%272—-27ZInZ—0
1) Demuestre que al aplicar el funtor covariante Homz(Z/nZ,-) se obtiene una sucesion
0— Homyz(Z/nZ,7) - Homz(Z/nZ,7) — Homz(Z/nZ,7nZ7Z)

donde
Homz(Z/nZ,7)=0 y Homgz(Z/nZ,ZInZ)=7ZI/nZ

y entonces la aplicacién Homz(Z/nZ,Z) — Homz(Z/nZ,Z/nZ) no es sobreyectiva.
2) Demuestre que al aplicar el funtor contravariante Homz (-, Z) se obtiene
0—Homz(Z/nz,2) -7 -%2Z
—— ——
=0

donde la Gltima aplicacién no es sobreyectiva.

0.7 El producto tensorial

0.43. Definicion. Sean M y N dos R-mddulos. Entonces, el producto tensorial M®g N es el R-mobdulo
generado por los elementos m® n con me My n€ N respecto a las relaciones

(rm)en=r(meo®n)=me (rn),
(m+mp)@n=mOn+mye®n,

me(n+ny)=men;+me ny.

El significado de esta construccién es la siguiente propiedad universal.

“Es decir, se considera el R-médulo libre enorme generado por m  n y luego se toma su cociente por el submédulo generado por
las relaciones.
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0.44. Proposicion. Sean M, N, L tres R-mddulos. Toda aplicacién R-bilineal f: M x N — L corresponde a una
aplicacién R-lineal tinica M ®gr N — L que hace conmutar el diagrama

(m,n)—men

MxN ——— Me®gN

Ejercicio 16. Calcule los siguientes productos tensoriales de grupos abelianos.
1) ZInZ®7Z/mZ=7Z/(m,n)Z, donde (m, n) denota el maximo comun divisor de my n.
2) ZInZezQ=0.
3) Z/nZ®zQ/Z=0.
4) QezQ=Q.
5) QezQ/Z=0.
6) Q/Z®7Q/Z=0.

El producto tensorial es funtorial en ambos argumentos. Para un R-médulo fijo N una aplicacién R-lineal
f: M — M induce una aplicacién R-lineal

f®id: M®g N— M’ ®g N,

men— f(m)e®n.
De la misma manera, para M fijo, una aplicacion g: N — N’ induce

ideg: M®&x N— M®p N,

men— megn).

Entonces, M ®p — y —®p N son funtores covariantes R-Méd — R-Mad.

0.45. Comentario. Si M es un R-médulo y S es una R-algebra, entonces S®z M es un S-moddulo: la accion

de S se define por
s-(sem):=ssem.

En este caso el producto tensorial S®g — es un funtor R-Maéd — S-Mad.
0.46. Observacion. Hay isomorfismos naturales de R-modulos
M@rN=EN®rM, (L&gM)QrNZ=L®r(M®gN).
Demostracion. Use la propiedad universal del producto tensorial. [ |

0.47. Observacion. Hay un isomorfismo natural

RerM = M,

rem—r-m.
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Ejercicio 17. Sea
o—MLMZ M 0

una sucesion exacta corta de R-moédulos. Demuestre que para un R-moédulo fijo N la sucesion correspon-
diente

o ”
NegM 9%, Nep M2 Ny M —0

es exacta (sin “0 —” a la izquierda: la aplicacién i ® id no es necesariamente inyectiva).
Se dice que el funtor N ® — es exacto por la derecha.

Ejercicio 18. Consideremos la sucesién exacta corta de Z-mddulos (grupos abelianos)
0-2-%7—-27InZ—0
Demuestre que al aplicar — ®7 Z/nZ se obtiene una sucesion
zinz*%z/nz = 2/nz -0
donde el primer homomorfismo claramente no es inyectivo.

El producto tensorial y el Hom son funtores adjuntos.

0.48. Proposicion. Hay un isomorfismo natural de R-mddulos
Homg(M ®g N, L) = Hompg(M,Hompg(N, L)).

Dejo los detalles al lector. La idea detras de este isomorfismo es muy sencilla: dada una aplicacién lineal
f: men— f(men), se puede considerar la aplicacion m — (n— f(men)). Viceversa, a partir de una aplicacién
m— (fm: N— L) se define m® n— f,(n).

0.49. Corolario. El producto tensorial preserva sumas directas:
(@Ml) ®rN= @(M, ®Rr N)
i i

Demostracion. Todo adjunto por la izquierda preserva coproductos. [ ]

0.50. Comentario. De hecho, la exactitud de Hom por la izquierda (ejercicio 14) y la exactitud de ® por la
derecha (ejercicio 17) son también consecuencias de la adjuncién: todo funtor adjunto por la izquierda es
exacto por la derecha y todo funtor adjunto por la derecha es exacto por la izquierda.

0.51. Proposicion. Si Ay B son R-dlgebras, entonces el producto tensorial A®g B es una R-dlgebra con la
multiplicacion definida por
(a®b)-(a'®b'):=(ad) ® (bD").

Junto con los homomorfismos canonicos

A — A®rB <—— B
at—— ao®l
leb <—— b

esto es el coproducto de Ay B en la categoria de R-dlgebras.
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Demostracion. Los axiomas de dlgebras conmutativas para A®p B se verifican directamente. La propiedad
universal del coproducto nos dice que para toda R-4lgebra C y dos homomorfismos de R-4lgebras f: A— C
y g: B — C existe un homomorfismo tUnico i: A®g B— C que hace conmutar el diagrama

En efecto, para que los dos tridngulos conmuten, hay que poner
h(a®1)=f(a), h(leb)=gbh).
Luego, necesariamente
h(a®b)=h((a®1l)-(1®b))=h(a®1)h(leb)= f(a) g(b).

No olvidemos que todo anillo conmutativo es una Z-algebra. Entonces, R®z S es el coproductode Ry S
en la categoria de anillos conmutativos.
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1 Localizacion

La idea de la localizacién es bastante sencilla y natural: dado un anillo R y algunos elementos u € R, que-
remos “anadir” los inversos u~! de manera formal. Esto generaliza la construccion de los nimeros racionales
Q a partir de los niimeros enteros Z. La idea es la misma: hay que considerar las “fracciones” + donde en el
denominador estan los elementos que queremos invertir. El lector probablemente conoce la construcciéon
del cuerpo cociente de un dominio. Nuestro caso serd mds general: R es cualquier anillo (conmutativo) y se
invierten solo ciertos elementos.

1.1 Construcciones y propiedades basicas

1.1. Construccion. Para un anillo R se dice que U < R es un subconjunto multiplicativo si
1) 1eU,
2) uv e U para cualesquiera u,v e U.
Para un R-médulo M consideremos la relacién de equivalencia sobre el conjunto M x U dada por
(m,u) ~(m',u) < v-(u'-m-u-m')=0paraalgin ve U.

Denotemos por 2 la clase de equivalencia de (m, u) respecto a esta relacion. La localizacion en U de M es
el R-médulo
MU N:=MxU/~

donde la adicién y accién de R estan definidos por

m m u-m+u-m m r-m
—-|-—/::—y re— =
u

u u uu' u

Tenemos una aplicacién candnica R-lineal

¢: M— MUY,

m
m— —.
1

Ademas, si M = R, entonces R[U~'] es un anillo respecto a la multiplicacién

!

r’ rr

uu'

En este caso la aplicacién ¢: r — % es un homomorfismo de anillos. La localizacion M[U~'] tiene una estruc-
tura de R[U~']-mddulo dada por

Ejercicio 19. Verifique que
(m,u) ~(m',u) < v- W -m-u-m)=0paraalgin ve U
es una relacién de equivalencia.

La localizacién R[U~'] se caracteriza por la siguiente propiedad universal.
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1.2. Proposicion. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos que envia todo elemento de U en un elemento
invertible en S (es decir, f(U) < S*). Entonces, f se factoriza de modo tinico por ¢: R — R[U']:

R

Idea de la demostracién. Si para todo u e U se tiene f(u) € S*, entonces los elementos f(r) f(u)~! en S satis-
facen las mismas relaciones que las fracciones L en R[U™']. [ ]

1.3. Comentario. Para construir la localizacién, necesitamos suponer que U < R es un subconjunto multi-
plicativo; en el caso contrario ~ no es una relacién de equivalencia. La propiedad universal de arriba puede
ser formulada para cualquier subconjunto U < R, pero se ve que esta propiedad sera satisfecha precisamen-
te por la localizacién R[ﬁ_ll, donde U es la “cerradura multiplicativa” de U. En efecto, si u, v se vuelven

invertibles, entonces su producto es también invertible: (uv)~' = u~ v~

1.4. Observacién. Cada aplicacion R-lineal f: M — N induce una aplicacién R{U']-lineal

flu™: MU — NUT,

me(m)

u u
La localizacién es un funtor R-Méd — R[U~']-Méd.
Demostracién. No olvidemos que antes de todo, hay que verificar que la aplicacién f[U™!] estd bien definida:

. !
si ot = %, entonces
v-(u'-m-u-m')=0paraalgin ve U.

Luego, usando que f es R-lineal,

O=fw- -m-u-m)=v-f((W -m-u-m)=v-(f -m)-flu-mN=v-@-fm)—u-f(m)),

f(m)

lo que significa que —— = f(T"?’) El resto esta claro. [ |

1.5. Observacion. Para m € M se tiene ¢p(m) = 2 =0 en M[U™'] si y solamente si m se aniquila por algtin
elemento de U.

Demostracion. Por la definicién de la relacién de equivalencia ~, se tiene 2t = 9 si y solamente si v-m =0
para alglin ve U. [ ]

1.6. Observaciéon. Si M es un R-mddulo finitamente generado, entonces M[U~'] = 0 si y solamente si M se
aniquila por algtin elemento de U.

Demostracion. Si hay un elemento v € U tal que v- M = 0, entonces de la observacion precedente tenemos
MU 11 =0.

Viceversa, si M[U~'] = 0, entonces para cada elemento m € M existe v e U tal que v-m = 0. Sean my, ..., m;
generadores de M y sean vy,..., Vs € U elementos tales que

vi-myp=---=v5-msg=0.
Luego, todo elemento de M es una combinacién R-lineal de los m; y se tiene

(vr--vg)- ) ri-m;=0.

1<is<s
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1.7. Ejemplo. Sea R un dominio y sea U := R\ {0}. En este caso la localizaciéon R[U~!] se denota por K(R) y es
un cuerpo que se conoce como el cuerpo cociente o cuerpo de fracciones asociado a R. El homomorfismo
canonico ¢: R — K(R) es inyectivo.

En general, si R es cualquier anillo y U es el subconjunto de los elementos que no son divisores de cero,
entonces ¢: R — K(R) := R[U™!] es un homomorfismo inyectivo. A

1.8. Ejemplo. Para un ideal p = R el subconjunto U := R\p es multiplicativo si y solamente si p es primo. En
este caso se usa la notacion
Ry:=RU", My:=M[U]

En particular, si R es un dominio, podemos tomar p = (0), y luego R = K(R). A

1.9. Ejemplo. Para un elemento fijo x € R consideremos el subconjunto multiplicativo U := {1, x, x%, x°,.. }.
La localizacion de R en x se denota por Ry, o también por R[x"!] o R [%] A

Ejercicio 20. Sea R un anillo y x, y € R algunos elementos. Demuestre que R[x~ ][y~ '] = R[(xy)~!].
Sugerencia: demuestre que la composicion de los homomorfismos canénicos de localizacion

R—RIx7'1— RIx "y
satisface la propiedad universal del homomorfismo candnico R — R[(xy)'].

1.10. Ejemplo. Para R=Z y un ideal primo (p) = Z tenemos
a
Zp) :{E | a,bEZ,pJ(b}c@.

Esto es un caso particular de 1.8. Para n=1,2,3,4,... tenemos

1

n

z

={ﬁ an,eieN}c@

N

donde py,..., ps son los primos que aparecen en la factorizacion de n. Esto es un caso particular de 1.9. a

1.2 Ideales en la localizacion

Una pregunta muy natural es qué sucede con los ideales de un anillo R después de pasar a una localizacion
R[U']. Resulta que todos los ideales de R[U~'] vienen de los ideales de R. Para aclarar qué estd pasando,
empecemos por la siguiente situacién mas general.

1.11. Definicién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Para un ideal b < S el ideal
6°:=f 1) SR
se llama la contraccion de b respecto a f. Para un ideal a < R el ideal
a:=f(@)ScS
(es decir, el ideal en S generado  por el subconjunto f(a) < S) se llama la extensién de a respecto a f.
1.12. Proposicién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.
1) Siay €ay, entonces a§ < a.

2) Si by < by, entonces b{ < bs.

“En general, f(a) no tiene por qué ser un ideal en S. Considere por ejemplo la inclusién f: Z — Q y cualquier ideal no nulo (n) € Z.
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3) aca’, bobee.
4) (blﬂbg)CZB‘fﬂbg.
5) bL’ — bL'eC ae — aece.

6) Sea
C:={acR|a=0b° para algiin b < S}

el conjunto de las contracciones de los ideales en Sy sea
E:={bc S|b=apara algtin a < R}
el conjunto de las extensiones de los ideales en R. Luego,
C={acR|a®“=a} y E={bSR|b=0b}
La aplicacion a— a® es una biyeccion entre C y E, su inversa siendo b — b°.
7) Sipc Sesunideal primo, entonces p¢ < R es también primo.

Demostracion. 1) es evidente.

2) y 4) vienen del hecho de que para cualquier aplicacién entre conjuntos f: X — Y se tiene f~1(A) <
flUB)siAcBc Yy f Y (AnB)=f'(A)n f1(B) para cualesquiera A,BC Y.

La parte 3) estd clara y 5) es una consecuencia de 1), 2) y 3): tenemos b 2 b°? y luego b¢ 2 b¢“. Por otro
lado, b€ c (b¢)¢“. De la misma manera, a < a®® implica que a® € a®®¢, pero también a® 2 (a®)°.

En la parte 6), si a € C, entonces a = b = b = a®‘. Viceversa, si a = a®’, entonces a es la contraccién de
a®. De la misma manera se verifica la descripcion para E.

En fin, 7) hace parte del ejercicio 3 (jhagalo!). [ |

1.13. Proposicion. Consideremos el homomorfismo canonico de localizacion

¢: R—RIUT,
r

T —.

1) Todo ideal b < RIU™!] es una extension de algtin ideal en R respecto a ¢; especificamente,
b=b=¢"L(L)RIU].
En particular, b — ¢~ (b) es una aplicacién inyectiva.

2) Unideal a <R es de la forma b¢ = ¢~ (b) para algiin b < R[U~'] si y solamente si los elementos de U no son
divisores de cero en R/a.

3) Hay una biyeccion
{peSpecR|pnU =@} =SpecR[U™'],
p—p°
q°—q,

que es la restriccion de la biyeccion entre C y E en la proposicion anterior.
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Demostracion. Paraunideal bc RIU™']y £ ebtenemos £ =%-Leb,asique reb®y L eb®. Esto demuestra
que b < b, yla otra inclusion b 2 b¢¢ se cumple en cualquier caso (véase la proposicion anterior). Entonces,
b = b°. Esto establece la parte 1).

En la parte 2), primero notemos que los elementos de a® = aR[U '] son de la forma ¥ ; z% L=y, r’u—‘l" para
aieay :l_l, € R[U']. Al pasar al comin denominador, se ve que son nada més las fracciones tdondeacay
ue U. Luego,

ec _ a_r
a®“={reR —lparaalgunosaea,ueU.
u

Tenemos

a r P
=7 = v-(a—ur)=0paraalgn ve U.
u
Ahora si va = vur, entonces vur € a. Viceversa, si para r € R existe u € U tal que ur € a, entonces %~ = 1.
Podemos concluir que
a®“={reR|ure€aparaalgin ue U}.

Luego,

aeC < a’“ca < |urcaparaalgin ueU=>real

y la tiltima condicién quiere decir precisamente que los elementos de U no son divisores de cero en R/a.
En la parte 3), si q € Spec R[U™!], entonces p = q¢ € Spec R, donde los elementos de U no son divisores de

cero en R/p segun 2). El cociente R/p es un dominio, asi que la Gltima condicién significa que pn U = @.
Para p € SpecR y su extension p® € R[U™!] tenemos

RIU™Y/p = RIp)T 1,

donde U denota la imagen de U en el cociente R/p. Luego, R/p es un dominio y para (R/p) 0 hay dos
posibilidades:

a) 0¢ U, y entonces (R/p) (U '] esun dominio, y por ende p¢ es un ideal primo en R[U™'];
b) 0€ T,y entonces (R/p)[U '1=0,y por ende p¢ = R[U~].
La condicién 0 ¢ U es equivalente apn U = @. [ ]

1.14. Corolario. Si R es un anillo noetheriano, entonces toda localizacién R{U'] es un anillo noetheriano.

Demostracion. Para un ideal b <€ R[U™!] tenemos b = ¢~ (b) RIU~'] donde ¢~!(b) es un ideal en R. Si R es
noetheriano, tenemos ¢! (b) = (x1,...,x,) para algunos x,,..., x, € R. Luego, b = (¢(x1),...,P(xp)). [ |

1.15. Corolario. Hay una biyeccion natural
SpecRy ={q € SpecR|q<p}.
En particular, R, es un anillo local: su tinico ideal maximal es pRy.

Demostracion. Por la definicion, R, = R[U~'] donde U := R\p. Entonces, la condiciéon qnU = @ es equivalente
aqep. ]
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1.3 Localizaciéon y el producto tensorial

Hemos construido de modo explicito la localizacién M[U™!] para un R-mddulo M, pero resulta que esta
construccién corresponde al producto tensorial con R[U].

1.16. Proposicion.

1) Hay un isomorfismo natural de R{U~']-mddulos

a: RIU Y erMZ MUY,

r r-m
—®m— —.
u u

2) La naturalidad significa que la funtorialidad de la localizacién corresponde a la funtorialidad de RIU '] @

Demostracién. La aplicacién (£, m) — 2 es visiblemente R-bilineal y por esto induce la apliacion R-lineal
L ®m— =2 De hecho, es R[U']-lineal:

ror r'r

L (Lom)="om

u \u u'u

Bastaria encontrar la aplicacion inversa a « (que serd automdaticamente R[U~']-lineal). Definamos
B:MxU-—RU 'erM,

1
(m,u) — —@m.
u

. ! . ,
Si tenemos 7 = -, entonces existe algiin v € U tal que

v -m=vu-m'.

Luego,
-@vu' -m= -®vu-nm,
vuu u
M@ o
m= m',
puu’ v
1 !
—®m=—/®m,
u

asi que g'(m,u) = g/ (m’, u'). Podemos concluir que ' induce una aplicacién

B: MU Y= RIU erM,
m 1

———em,
u u

y se ve que § y a son mutuamente inversas.
En la parte 2), notamos que para toda aplicacién R-lineal f: M — N el diagrama

1 ide f 1
RIU ' 1®egM —— RIU']1®g N

aMl; ;laN

MUY ——— N[U™Y
flu™

25



conmuta:
I
u

— 3 ®f(m

®m
rm y foerm) e fim
u 4 -

u u

1.17. Corolario. Localizacion preserva sumas directas: se tiene

(@Mi) =@ m;ul.
i i

Demostracion. Se sigue del resultado anterior y el hecho de que todos productos tensoriales conmuten con
sumas directas (véase 0.49). [ |

1.4 Planitud de la localizacion

Recordemos el ejercicio 17 donde hemos notado que para toda sucesién exacta corta
o—-MLME M —0
la sucesion correspondiente
NopM 9% Nep M 2 NoyM" — 0
es exacta. En general, la aplicacion id ® i no es necesariamente inyectiva.

1.18. Definicion. Si N es un R-mddulo tal que toda sucesion exacta corta de R-mddulos
0—-MEMZ M —0

induce una sucesion exacta corta

y id®i

id
0—NegM L. Nep ML NexM" —0

entonces se dice que N es plano.

Ejercicio 21. Demuestre que todo R-mddulo libre es plano.

1.19. Proposicién. Toda localizacién R{U~'] es un R-mdédulo plano. En otras palabras, usando la identificacién
de 1.16, una sucesion exacta de R-moddulos

o—-MLME M 0
induce una sucesioén exacta de R{U11-mddulos

U-1
u M”[U_l] -0

frrr—1
0— ML mu
Demostracion. La exactitud en M[U™'] y M"[U~!] se cumple para cualquier producto tensorial (jhaga el
ejercicio 17!), hay que comprobar la exactitud en M'[U~']; es decir, que toda aplicacién R-lineal inyecti-
va i: M’ — M induce una aplicacién inyectiva i[U~']: M'[U"'] — M[U'].

Para ’”7' e M'[U~!] tenemos ”—’;” =0 en M[U™!] siy solamente si existe v € U tal que v-i(m’) = 0. Luego,

v-i(m') =i(v-m') =0, y puesto que i es inyectiva, podemos concluir que v-m = 0. Esto implica que ’%’ =0en
M'[U1. ]
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1.20. Corolario. La localizacion preserva intersecciones finitas: para submodulos M;, ..., Ms < M se tiene
(ﬂMi) wh=NMuU!
i i
Demostracion. Tenemos una sucesion exacta corta
0—\M; > M2 PMiM; -0
i i

donde la aplicacién p esta inducida por las proyecciones candénicas M — M/M;. Al tomar la localizacion, se
obtiene una sucesion exacta corta

0~(ﬂML-)[U‘1] M,y 2L (@M/M,)[U ]—0
i
Luego,
(EBM/M,-) wh=@Mmmu1=@MU MUY
i i i

(usando que la localizacién, como todo producto tensorial, conmuta con sumas directas y cocientes). En-
tonces,

(ﬂM,) =kerplU~ ]Eker(M[U —»@M U /MU ) (ﬂMl )

He aqui otra consecuencia importante de 1.19.
1.21. Corolario. Sea M un R-mddulo.
1) Para m e M tenemos m =0 si y solamente si m se anula en la localizacién My, para todo m € Specm R.

2) Tenemos M =0 si y solamente si My, =0 para todo m € SpecmR.

Aqui M, denota la localizacién de M en U := R\ m (véase 1.8). Notamos que m se anula en M, siy
solamente si existe un elemento v € R\m tal que v-m = 0. En términos del aniquilador de m

Annm:={reR|r-m=0},

tenemos
mseanulaen My, < (R\m)NAnnm # @ < Annm Zm.

Demostracion. La parte 2) es una consecuencia inmediata de 1). Para probar 1), notamos que si m se anula
en toda localizacion M, entonces Annm £ m para todo m. Pero todo ideal propio esta contenido en algiin
ideal maximal (j;haga el ejercicio 4!), asi que esto significa que Annm = R. En particular, m=1-m =0. [ |

1.22. Corolario. Una aplicacién R-lineal f: M — N es mono (resp. epi, iso) si y solamente si la aplicacion
fm: My — N es mono (resp. epi, iso) para todo m € Specm R.

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta

0—>kerf—>MLN—>cokerf—>0
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La localizacién preserva sucesiones exactas cortas, y por ende todas las sucesiones exactas , asi que para
todo m se tiene una sucesion exacta

0— (ker f)m — Mn f—m> Ny — (coker )y — 0
Luego,
(ker f)m =ker frn, (coker f)m = coker fiy.
Tenemos

f esmono < kerf =0 < (ker f), =0 para todo m < ker f,, =0 para todo m
< fn €s mono para todo m.

De la misma manera,

fesepi < coker f =0 < (coker f)y, =0 para todo m < coker f;;, =0 para todo m
< fm esepi para todo m.

En fin,

fesiso < fesmonoyepi < f, es mono y epi para todo m < f, es iso para todo m.

1.5 Localizacion e ideales primos

1.23. Proposicion. Sea U < R un subconjunto multiplicativo y sea a < R un ideal que es maximal entre los
ideales tales que an U = @. Entonces, a es un ideal primo.

En otras palabras, a es un ideal tal que an U = @. Ademds, si a’ c Res otroideal talque d' nU=¢ yacd/,
entonces a’ = a. La existencia de a con esta propiedad se deduce del lema de Zorn (jejercicio para el lector!).

Demostracién. Primero, notamos que aR[U '] es un ideal maximal en R[U™']. Consideremos el homomor-
fismo candnico de la localizacién ¢: R — R[U™!]. Para un ideal b < R[U '] la preimagen ¢! (b) es un ideal en
R,y ademads b— ¢~!(b) es una aplicacién inyectiva entre los ideales en R[U~!] y los ideales en R (véase 1.13).
Ahora si

aR[U™ Y cbCRIU™,

entonces
ac¢ HaRU) s b),

donde ¢~1(b) " U = @, puesto que b # R[U~']. Pero por la eleccién de a, esto implica que
a=¢ ' @RIU N =¢"" ),

y por la inyectividad de ¢!, tenemos aR[U~'] = b. Esto demuestra que aR[U~'] es un ideal maximal en
R[U™!]. En particular, su preimagen p:= ¢~ (aR[U™']) es un ideal primo en R. Peroacpy pnU = @, asi que
de nuevo, por la eleccién de a, tenemos a = p. [ |

Recordemos la siguiente definicion.

"Ejercicio para el lector: “descomponer” una sucesion exacta en sucesiones exactas cortas.
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1.24. Definicién. Para un ideal a ¢ R su radical es el ideal definido por
va:={xeR|x"eaparaalgin n=1,2,3,4,...}.

En particular, el radical del ideal nulo a = (0) se llama el nilradical y es el ideal compuesto por los nilpotentes
de R:
N(R):=+/(0):={xe R|x" =0 para algin n=1,2,3,4,...}.

Como una apliacién de 1.23, vamos a probar la siguiente caracterizacién del radical.

1.25. Corolario. Para todo ideal a < R se tiene

Va= () p yenparticular NR)= (] p.
peSpecR peSpecR
p2a

Demostracién. La inclusion del radical v/a en la interseccion de los p es facil. Si tenemos x € v/a, entonces
x™ € a para algtn n. Luego, para todo ideal primo p tal que p 2 a, esto implica que xep .

La otra inclusidn es mas interesante. Supongamos que x ¢ /a. Consideremos el conjunto multiplicativo
U:=11,x,x%x°..}. Tenemos an U = . Sea p un ideal maximal respecto a la propiedad que pnU=g yp2a.
Este ideal p existe gracias al lema de Zorn y es primo segtin 1.23. Entonces, podemos concluir que x ¢ p para
algan ideal primo p tal que p 2 a. Entonces,

x¢ (] p.

peSpecR
p2a

1.6 Localizaciony el Hom

Una pregunta natural es cudl es la relacién entre las aplicaciones R-lineales M — N y las aplicaciones
R[U!]-lineales M[U~'] — N[U™!']. Cuando M es un mddulo finitamente presentado, el siguiente resultado
nos da la respuesta.

1.26. Teorema. Sean R un anillo, S una R-dlgebray M y N dos R-mddulos. Supongamos M es finitamente
presentado y S es plano sobre R. Entonces, la aplicacion S-lineal natural

ap S®RHOH1R(M,]\D—>H0ms(S®RM,S®RM,
18 f—ids® f
es un isomorfismo.

Como vimos en 1.19, la localizaciéon R[U™!] es plana sobre R. Entonces, como un caso particular del
teorema se obtiene el siguiente resultado.

1.27. Corolario. Sea R un anillo y sean M y N dos R-mddulos donde M es finitamente presentado. Entonces,
hay un isomorfismo natural

Hompg(M, N)[U '] = Hompy-1, (MU '], N[U™)).
Demostracion de 1.26. Primero, notamos que la aplicacién

Hompg (M, N) — Homg(S®r M,S®p N),
f—ids® f

*Por la definicion del ideal primo, si Xy € p, entonces x € p 0 y € p. De aqui por induccion se sigue que x" € p implica x e p
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es R-lineal, con valores en un S-médulo y se extiende de modo tnico a la aplicacion S-lineal aj;. Queremos
probar que a ) es un isomorfismo si M es finitamente presentado.

Primero, analicemos el caso cuando M = R. Hay un isomorfismo natural de R-médulos

B: Hompg(R,N) = N,
f—f;
y por otro lado,
y: Homg(S®g R,S®x N) = S@g N,
f—fdel

(este viene del isomorfismo canénico S®z R = S dado por s® r — s-r, su aplicacién inversa siendo s — s®1).
Gracias a los isomorfismos vy y, la aplicaciéon ay se identifica con la aplicacién identidad sobre Seg N:

SerHompg(R,N) —~% Homg(S®g R,S®x N) 18 f — ids® f
idmﬁls sly I I
S®sN - > SQr N 19 f(1) == 1o f(1)

Entonces, ar es un isomorfismo.
Ahora supongamos que M = R®" es una suma directa de un namero finito de copias de R. Tenemos
S®prHompg(R®",N) = S®p Hompg (R, N)®" = (S®gr Hompg(R, N))®"

—aqui hemos usado el hecho de que Hompg(—, N) preserve sumas directas finitas y S® — conmute con sumas
directas. De la misma manera,

Homg(S®r R®", N) = Homg((S®f R)®", N) = Homg(S®g R, N)®".
El lector puede comprobar que bajo estos isomorfismos, se puede identificar la aplicacién age» con la apli-
cacion
(ar)®": (S®grHomg(R, N))®*" — Homg(S®g R, N)®".

Acabamos de ver que ay es un isomorfismo, y por lo tanto la aplicacién de arriba es un isomorfismo.

Estamos listos para considerar el caso general cuando M es finitamente presentado. Recordemos que
esto quiere decir que hay una sucesién exacta

(1.1) R®" - R®"™ . M —0

El funtor contravariante Hompg(—, N) es exacto por la izquierda, asi que al aplicarlo a (1.1) se obtiene una
sucesién exacta
0 — Homg(M, N) — Homg(R®*™, N) — Homg(R®", N)

Luego, tomando el producto tensorial con S se obtiene una sucesién exacta
(1.2) 0 — S®rHompg (M, N) — S®zr Homg(R®*™, N) — S®r Homg(R®", N)

—aqui la exactitud por la izquierda viene de la hipdtesis de que S sea plano sobre R. También podriamos
primero tensorizar (1.1) con S;
S®rR®" - S®RR®*™ — S®r M — 0
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y luego aplicar Homg(—,S®g N):
(1.3) 0 — Homg(S®gr M,S®g N) — Homg(S®r R®™,S®r N) — Homg(S®r R®",S®p N)

Ahora las sucesiones exactas (1.2) y (1.3) forman parte del diagrama conmutativo

0 —— S®pHomp(M,N) ———— S®pHomp(R®",N) ——— S®pHomp(R®",N)

laM \L(XREBm \LOCRGM

0 —— Homg(S®r M,S®pr N) ——> Homs(S®RR@m,S®RN) e HomS(S®RR@”,S®RN)

Aqui las ultimas dos flechas verticales son isomorfismos, y entonces por el lema del cinco (ejercicio 11)
podemos concluir que aj; es también un isomorfismo. [ |

1.28. Comentario. La prueba que acabamos de ver usa ideas rudimentarias de dlgebra homoldgica.
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2 Longitud

2.1. Definicién. Se dice que un R-médulo es artiniano si toda cadena decreciente de submédulos
M2My2Mi2M;2---

se estabiliza: M; = M;,, para todo i suficientemente grande. Se dice que un anillo R es artiniano si es
artiniano como un R-moédulo (toda cadena decreciente de ideales se estabiliza).

2.2. Ejemplo. Elanillo Z es noetheriano pero no es artiniano: tenemos por ejemplo una cadena decreciente
infinita de subgrupos
Z2(p)2(p*)2(p*) 2

A

Ejercicio 22. El grupo abeliano Z[1/p]/Z es isomorfo al grupo multiplicativo de las raices de la unidad de
orden p": i
pp=(C):={zeC|z’ =1paraalgin n=0,1,2,3,...} = | pp»(C).
n=0
1) Encuentre una cadena creciente infinita de subgrupos de p~(C).
2) Demuestre que todo subgrupo propio G C pp~(C) es finito.

3) Concluya que Z[1/p]/Z es un Z-mdbdulo artiniano que no es noetheriano.

Un ejemplo obvio de médulos artinianos nos dan mddulos finitos. Uno de los objetivos de esta seccion
es entender la estructura de médulos y anillos artinianos.

2.1 Series de composicion

2.3. Definicion. Para un R-mddulo M Una cadena de sumbmaédulos propios
M=My2M 2M; 22 My =0

es una serie de composicion si todo cociente M;/M;.; parai=0,1,...,n es un R-mdédulo no nulo simple (es
decir, no tiene submddulos propios no nulos). El nimero » se llama la longitud de la serie de composicion.

2.4. Observacion. En una serie de composicion se tiene M;/M;,; = R/m donde m = Ann(M;/M; 1) es un ideal
maximal.

Demostracion. Si M;/M;,, es simple, entonces todo elemento no nulo de M;/M;,; genera a todo M;/M;,,.
Esto significa que hay un epimorfismo R-lineal R — M;/M;.,. Luego, M;/M;.; = R/m donde m es el ntcleo.
El cociente R/m tiene que ser un R-mddulo simple, asi que es un cuerpo y m es un ideal maximal. Este es el
aniquilador del cociente R/m. [ ]

2.5. Lema. Supongamos que M es un R-mddulo noetheriano y artiniano. Entonces, M admite una serie de
composicion de longitud finita.

Demostracion. Gracias a la condicién noetheriana, podemos tomar en M un submoédulo propio maximal M.
Luego, tomar en M; un submodulo propio maximal M,, etcétera. Gracias a la condicion artiniana, en algin
momento este proceso termina por M,, =0. [ ]

“Emil Artin (1898-1962), matematico austriaco.
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2.6. Definicion. Para un R-moédulo M la longitud es la minima longitud de las series de composicion:
(M) := {n | existe una serie de composicion M = My 2> M; 2 M D --- 2O M, = 0}.
Si M no admite una serie de composicion de longitud finita, entonces se pone ¢(M) = co.

Notamos que ¢(M) = 0 significa que M = 0, mientras que ¢(M) = 1 significa que M es un mddulo simple.
En realidad, si M admite series de composicion finitas, todas tienen la misma longitud, pero necesitamos
trabajar un poco para probarlo.

2.7. Lema. Si M' C M es un submodulo propio y ¢(M) < oo, entonces ¢(M') < £(M).
Demostracion. Sea
M=Mo2 M 2 M2 -2 My=0

una serie de composicién para M. Consideremos los submodulos M} := M; n M'. Tenemos una cadena
* ’ _ / / / ’
™ M =My2M2M,2---2M,=0

donde )
M:+ M
MM, = T MM
i+1

Ya que M;/M;,, son modulos simples, para M}/ M;_,

hay dos posibilidades:

1) M =M,;

i+1?

2) M}/M; = M;/Mi.1,y en este caso M, + M1 = M;.

Esto significa que a partir de (*) se obtiene una serie de composiciéon para M’, hay que solo quitar las
repeticiones M; = M _,. Si logramos probar que estas repeticiones existen; es decir, que por lo menos una
vez se cumple 1), entonces la serie de composicion serd mas corta que (¥).

Supongamos que para todo i se cumple 2). En este caso por induccidon descendiente sobre i se puede
probar que M; € M'. Es cierto para i = n, dado que M, = 0. Luego, si M;;; < M, entonces M; = M+ M1, Y
2) nos da M; = M; € M.

Sin embargo, para i = 0 se obtiene M = My € M’, lo que contradice nuestra hipétesis sobre M’. Podemos
concluir que 2) no siempre se cumple. [ ]

2.8. Proposicion. Si M es un R-médulo de longitud finita y
M=No2Ni 2Nz 2--- 2 Ny
es cualquier cadena de submdodulos propios, entonces k < £(M).

Demostracion. Induccién sobre ¢(M). Si ¢(M) = 0, entonces M = 0 y no hay que probar nada. Para el paso
inductivo, notamos que ¢(N;) < ¢(M) por el lema anterior, y luego k-1 < ¢(N;) por la hipétesis de induccion.
|

2.9. Corolario. Si ¢(M) < oo, entonces toda serie de composicion para M tiene longitud ¢(M).
2.10. Corolario. Si /(M) < oo, entonces M es noetheriano y artiniano.

Demostracion. La longitud ¢(M) es una cota superior sobre la longitud de cualquier cadena de submédulos,
creciente o decreciente. ]

Junto con 2.5 el dltimo resultado nos dice que los mddulos de longitud finita son precisamente los mé-
dulos noetherianos y artinianos al mismo tiempo.
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Ejercicio 23. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) dimy V < oo,
2) 0(V) < oo,
3) V es noetheriano,

4) V es artiniano.

En este caso ¢(V) =dim; V.

Ejercicio 24. Demuestre que la longitud es aditiva en el siguiente sentido.

1) Sea
0O-M-M-M"-0

una sucesion exacta corta de R-moddulos. Demuestre que se tiene ¢(M) < co siy solamente si (M), ¢ (M") <
0o, Y que en este caso
(M) =M+ e(M™).

2) En particular, si N < M es un submoddulo, entonces ¢(M) < co si y solamente si £(N),¢(M/N) < oo,y en
este caso
(M) =¢(N)+¢(MIN).

3) Si ¢(M),¢(N) < oo, entonces
¢(Me& N)=¢(M)+£¢(N)

yparan=1,2,3,...
O(M®™ =n-0(M).

2.2 Mddulos de longitud finita

2.11. Teorema. Sea M un R-mddulo de longitud finita. Entonces, hay un isomorfismo candnico
¢: M= P My,
m

inducido por las aplicaciones canédnicas de localizacion M — My, y la suma es sobre los ideales maximales m tales
que en una serie de descomposicion

M=My2 M 2M; 2 2M,=0

se tiene M;/M;.1 = R/m para algtin i.
El numero de los cocientes M;/ M; 1 isomorfos a R/m es igual a la longitud ¢(M,,) y por lo tanto no depende
de una serie de composicion particular.

En particular, el teorema quiere decir que para un R-moédulo fijo M de longitud finita todas las series de
composicién coinciden en el sentido de que la longitud es siempre la misma (como ya probamos arriba) y
ademas los cocientes asociados M;/M;,1 son los mismos salvo isomorfismo y permutacion. Este resultado
se conoce como el teorema de Jordan-Holder” y es valido para las series de composicién de grupos y series
de composiciéon de médulos sobre anillos no conmutativos.

*Camille Jordan (1838-1922), matematico francés; Otto Holder (1859-1937), matematico aleman.
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Demostracion. Gracias a 1.22, sera suficiente probar que

P s Mgy — (@Mm) = ea(Mm)m’
m m

ml

es un isomorfismo para todo m’ € Specm R.
Supongamos primero que ¢(M) = 1. Esto quiere decir que M es un R-mddulo simple y M = R/m donde
m =Ann M. La serie de composicion es
M=MyC M =0

Los elementos de U = R\m ya son invertibles en R/my la aplicacién candnica de localizaciéon ¢: M — My, es
un isomorfismo. Notamos que cuando m’ # m, se tiene m € m’, asi que m contiene un elemento de U’ = R\m’

y
My = (R/m)gy = Ry /MRy = 0.

Ahora en el caso general, podemos escoger una serie de composicién
M=MyDM DMy D--2M,=0
Localizandola en m, se obtiene una cadena de submaddulos
*) My = (Mo)m 2 (M1)m 2 (M2)m 2+ 2 (Mp)m =0
Puesto que ¢(M;/M;,,) = 1, la discusién anterior demuestra que

M;I/M;y1, SiM;/Mji1=R/m,

Mj)m/!/(Mis1)m = (Mi/ Mis1)m = .
0, en el caso contrario.

Quitando de (*) los submédulos iguales, se obtiene una serie de descomposicién para M,. En particular,
si M;/M;,1 no es isomorfo a R/m para ningun i, entonces M,, = 0. De nuevo, por la discusién anterior, la
aplicacién candnica M, — (My)y €s un isomorfismo si m’ = m y es la aplicacién nula 0 — 0 en el caso
contrario. [ ]

2.12. Ejemplo. Consideremos el Z-médulo Z/12Z (los restos médulo n). Es finito, asi que es obviamente
noetheriano y artiniano. Podemos tomar una serie de composicién

Z/12Z 2 (3) 2 (6) 2 (0)
Los cocientes correspondientes son
(z1122)/3)= 2713z, (3)I6)=Z/2Z, (6)=7Z/2Z.

Ahora
(Z1122) ) = (Z(2)/4Z2)) 2 Z14Z, (Z1122)3) = (Z(3)/3Z3)) = Z/3Z.

El resultado que acabamos de probar nos dice que
721122=714Z & 7/37.

Esto es nada mas el teorema chino del resto. A

2.13. Proposicion. Sea M un R-mddulo de longitud finitay sea m un ideal maximal en R. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) MEM\TI:
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2) m"-M =0 para algtin n=0,1,2,3,...
Recordemos que m” denota el ideal generado por los productos x; --- x,, donde x; € m (véase 0.10).

Demostracion. Supongamos que M = M,,. En este caso las series de composicion para M son de la forma
M=My2 M 2M; 2 2My=0

donde M;/M;,; = R/mym=Ann(M;/M;,,); es decir, m- M; € M; ;. Demostremos por induccién que m’- M <
M; para todo i. La base es el caso de i =0 cuando M, = M. Supongamos que m’- M < M;. Luego,

m”l-M:m-(mi-l\@Em'Mi‘;Mi+1-

En particular, para i = n se tiene m” - M < M, = 0.

Viceversa, supongamos que m” - M = 0. En este caso para otro ideal maximal m’ se tiene m ¢ m’, asi que m
contiene un elemento v € R\m'. Luego, v"-M =0, asi que M., = 0. Gracias al teorema 2.11 podemos concluir
que M = My,. ]

2.3 Anillos artinianos

Resulta que para los anillos la condicién artiniana automaticamente implica la condicién noetheriana.
Especificamente, tenemos la siguiente caracterizacion de anillos artinianos.

2.14. Teorema. Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) R es noetheriano y todos los ideales primos en R son maximales.
2) R tiene longitud finita como un R-mddulo.

3) R es artiniano.

En este caso R tiene un niimero finito de ideales maximales.

Demostracion. 1) = 2). Supongamos que R es noetheriano y todos los ideales primos en R son maximales.
Vamos a ver que R necesariamente tiene longitud finita. En efecto, si R no es de longitud finita, sea a un
ideal que es maximal respecto a la propiedad que R/a tiene longitud infinita (tal ideal a existe gracias a la
condicién noetheriana).
En este caso a es un ideal primo. En efecto, supongamos que xy € a para algunos x, y € Ry x ¢ a. Tenemos
una sucesion exacta corta
0— R/(a:x) =% R/a— R/(a+(x)) =0

donde

(a:x):={reR|r-(x)<a}2a.

Notamos que y € (a: x). Por nuestra hipotesis que x ¢ a, tenemos a C a+ (x). Si ademas y ¢ a, entonces por la
eleccién de a se tiene ¢(R/(a: x)) <ocoy £(R/(a+ (x))) < co. Por el ejercicio 24, esto implicaria que ¢(R/a), pero
no es el caso. Entonces, y € a.

Ahora si todos los ideales primos son maximales, entonces R/a es un cuerpo y tiene longitud 1. Contra-
diccion.

2) = 3). Ya probamos en 2.10 que todo médulo de longitud finita es necesariamente noetheriano y artiniano.
3) = 1). Supongamos que R es artiniano. Primero, vamos a ver que

Ozml...ms
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para algunos ideales maximales m;,...,m; < R. En efecto, ya que R es artiniano, entre todos los ideales que
son productos de ideales maximales existe un ideal minimo a =m; ---m;.

Vamos a ver que en efecto a = 0. Por la minimalidad de a, para cualquier ideal maximal m c R se tiene
a=m-acm. Elideal a® € a es también un producto de ideales maximales, y por lo tanto a® = a. Ahora si a # 0,
sea b un ideal minimo entre los ideales tales que ba # 0 (de nuevo, su existencia se sigue de la condicion
artiniana). Tenemos

(ba)-a=b-a’=ba#0

Por otro lado, ba c b, asi que por la minimalidad de b se tiene ba = b. Ya que ba # 0, existe x € b tal que x-a #0.
Por la minimalidad de b, se tiene b = (x). Ahora la ecuacién

ba=b <= (x)-a=(x)

significa que existe y € a tal que xy = x; es decir, (1 - y) x = 0. Pero y, siendo un elemento de a, pertenece a
todos los ideales maximales, asi que” 1—y € R*. Podemos deducir que x = 0, pero en este caso ba =b = (x) = 0.
Contradiccion. Entonces, a = 0.

Esto demuestra que se cumple 0 = m; ---m; para algunos ideales maximales my,...,m; = R. Ahora para
cualquier ideal primo p = R se tiene m; ---m; = (0) S p, y por lo tanto m; < p (véase el ejercicio 2) y luego p = m;
por la maximalidad de m;. Esto demuestra que todo ideal primo es maximal y que hay un niimero finito de
ellos.

Nos falta ver que R es un anillo noetheriano. Vamos a probar que es de longitud finita. Para i =1,2,...,s
denotemos

a;:=myp---m;

y consideremos la cadena decreciente

Para todo i el cociente
Vii=ai1/a;

es un espacio vectorial sobre el cuerpo R/m;. Para una coleccion de elementos linealmente independientes
V1, V2, U3, Uy, ... € V; consideremos la cadena decreciente

‘/l'2(1}1,1/2,1/3,U4,...>2(1/2,1/3,1/4,...)2(1/3,U4,...>2<U4,...>2"'

Esta cadena siempre se estabiliza puesto que R es artiniano (la cadena de arriba corresponde a una cadena
de ideales en R que contienen a m;). Entonces, dimy, V; < oo para todo i; es decir, ¢(V;) < co. Luego, tenemos

((R)=Vl(a;)+¢(R/ay),
——
=1
l(ay) =l(az) +€(Va),
l(az) = C(az) +£(V3),

f(ag) =0.

Empezando por la Gltima relacién, por induccién decreciente sobre i se deduce que ¢(a;) < oo para todo
i=1,...,s Y 4(R) <oo. [ ]

2.15. Corolario. Todo anillo artiniano es un producto directo finito de anillos locales artinianos.

*Si 1 -y no es invertible, entonces este elemento pertenece a algtin ideal maximal m. Pero yem, asi que 1 € m. Contradiccion.
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Demostracion. Si R es artiniano, entonces es de longitud finita por el teorema anterior. Luego, 2.11 nos dice
que hay un isomorfismo de R-médulos

R= @ Rn
m

inducido por las aplicaciones canénicas de localizacion. La suma es finita (como se sigue de 2.11, y ademas
en el teorema anterior notamos que en general en R hay un nimero finito de ideales maximales). Como R-
modulo, el producto de R-algebras [],, Ry coincide con @, Rn. Las aplicaciones candnicas de localizacion
son homomorfismos de R-algebras, asi que en realidad se tiene un isomorfismo de R-algebras

R=[]Ru.
m

2.16. Corolario. Sea a un ideal en un anillo noetheriano R. Sea p < R un ideal primo tal que a < p. Las siguientes
condiciones son equivalentes.

1) p es minimo entre los ideales primos que contienen a.
2) RplaRy es un anillo artiniano.

3) Setiene (pRy)" < aR, para n suficientemente grande.

Demostracion. 1) = 2). Los ideales primos en el cociente R,/aR;, corresponden a los ideales primos q c R,
tales que
aRp SqSPpRy.

Luego, tenemos
aco @Ry S @ cp

donde ¢: R — R, es la aplicacion candnica de localizacién. Por la minimalidad de p, tenemos ¢~ (q) = p; es
decir, q = pRy. En particular, todos los ideales primos en Ry/aR, son maximales y por lo tanto Ry/aR, es
artiniano por 2.14.

2) = 3). Si Ry/aR,, es artiniano, entonces es de longitud finita como un médulo sobre si mismo segun 2.14.
Gracias a 2.13 podemos concluir que (pRp)"” € aR,, para algun n.

3) = 1). Supongamos que (pRp)" < aRy. Sea q un ideal primo en R tal que a < q < p. Luego, en R, hay una
cadena de ideales
(pRp)" SaRp SqRy SPRy.

La primalidad de qR;, implica que pR, < qRq, luego qR, = pRy, y por esto q = p. [ ]

2.17. Corolario. Sea R un anillo noetheriano y sea M un R-mddulo finitamente generado. Las siguientes con-
diciones son equivalentes.

1) M es de longitud finita.
2) Para un producto finito de ideales maximales m; ---m,, se tiene (my ---m,) - M.
3) Todos los ideales primos que contienen a Ann M son maximales.

4) El anillo R/ Ann M es artiniano.
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Demostracion. 1) = 2). Si M es de longitud finita, entonces
M= My, @& Mp,
segn 2.11. Luego, seguin 2.13, para cada My, se tiene m}" - My,, = 0 para algin n;. Podemos concluir que
m'-emgt - M =0.
2) = 3). Si tenemos m;---m,-M =0y p 2 Ann M, entonces p 2 m;---m, y luego p 2 m; para algin i por la
primalidad de p y luego p = m; por la maximalidad de i.

3) = 4). Seglin 2.14, un anillo es artiniano si y solamente si es noetheriano y todo ideal primo es maximal.
Los ideales primos en el cociente R/ Ann M corresponden a los ideales primos en R que contienen a Ann M.

4) = 1). Supongamos que el anillo cociente R/Ann M es artiniano. Entonces, es de longitud finita como un
R/Ann M-mddulo o como un R-mddulo. Si M es finitamente generado como un R-médulo, entonces es fi-
nitamente generado como un R/Ann M-modulo. Tenemos una sobreyeccién (R/ Ann M)®" — M. La longitud
de (R/Ann M)®" es finita, asi que la longitud de M es finita (véase el ejercicio 24). [ ]

2.18. Corolario. Sea R un anillo noetheriano y sea M # 0 un R-maédulo finitamente generado. Sea p < R un ideal
primo tal que p 2 Ann M. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) p es minimo entre los ideales primos tales que p 2 Ann M.

2) My es un Ry-moédulo no nulo de longitud finita.
Demostracion. Hagamos primero un par de observaciones.

= Se tiene M, = 0 si y solamente si v-M = 0 para algin v € R\p (véase 1.6). Esto no sucede cuando
AnnM cp.

= Para el aniquilador de M, se cumple

r r
Ann(Mp):z{;ERp | M, =0} ={reR|r-M=0}Ry=Ann(M)R,.

Para probar 1) = 2), notamos que si hay un ideal primo q c R, tal que Ann(M;) < q, entonces
Ann(M) € ¢~ L (Ann(M)Ry) = ¢~ (M) € p~ () <.

Luego, por la minimalidad de p, se tiene p = ¢~ (q) y por lo tanto q = pR,, que es el Ginico ideal maximal en R,,.
Entonces, se cumple la condicion 3) de 2.17 que implica que M, es de longitud finita como un R,-mdédulo.

En la direccién 2) = 1), si M}, es de longitud finita sobre Ry, entonces por 2.17 todo ideal primo en Ry, que
contiene a Ann(Mp) es maximal; es decir, coincide con pRy,. Ahora si

Ann(M)<cq<SpcR,

entonces tenemos
Ann(Mp) =Ann(M)Ry, S qRp SpRy Ry,

asi que qR, =pRy y por lo tanto q = p. Esto demuestra la minimalidad de p. [ ]
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3 El teorema de Cayley-Hamilton y el lema de Nakayama

El teorema de Cayley—Hamilton" clasico dice que si ¢: V — V es un endomorfismo de un espacio vectorial
de dimension finita y
p=X"+a, 1 X" 1+ +ay X +ag e k(X]

es su polinomio caracteristico, entonces
pP) =" +an_1p" L+ +arp+agid=0.

En esta seccion vamos a ver una generalizacion de este resultado y sus aplicaciones.

3.1 Elteorema de Cayley-Hamilton

3.1. Proposicion (El teorema de Cayley-Hamilton). Sea R un anillo, a < R un ideal y M un R-médulo
finitamente generado. Sea ¢p: M — M un endomorfismo R-lineal que satisface ¢(M) < a- M. Entonces, ¢ satisface
una relacion

G+ an 1" M+t a P+ aygid=0

en el anillo Endg (M) donde a; € a.

Demostracion. Sean my,..., m, generadores de M como un R-mddulo. Puesto que ¢(m;) € a- M, tenemos
ecuaciones

$pmp)= ) ajjm;

l<jsn

para algunos a;; € a. Consideremos M como un R[X]-mddulo donde X acttia sobre M como ¢ (es decir,
X-m:=¢(m)). Las ecuaciones de arriba corresponden a la identidad en el anillo de matrices M, (R[X])

Xm=Am < (XI-A)m=0,

donde I es la matriz identidad de n x n, la matriz A tiene a;; como sus coeficientes y m := (my,...,my)".
Multiplicando esta ecuacion por la matriz de cofactores de X1 - A, se obtiene

det(XI-A)-m=0.
Es decir, det(XI— A) € R[X] aniquila a todo generador de M, y por lo tanto
det(XI—A)-M=0.

Es facil ver que

X—an -—ap - —dip
—ap X—ap -  —ap
det(XI— A) =det
—anl —an2 o X—app
es un polinomio ménico de grado rn y sus coeficientes ag, a1, ..., a,-1 pertenecen al ideal a. [ |

* Arthur Cayley (1821-1895), matematico britdnico; William Rowan Hamilton (1805-1865), matematico irlandés.
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3.2 El lema de Nakayama

Ahora vamos a deducir del teorema de Cayley—Hamilton un resultado muy importante, conocido como
el lema de Nakayama. Primero, necesitamos un pequeno lema.

3.2. Lema. Sea M un R-mdédulo finitamente generado. Sea a < R un ideal tal que a- M = M. Entonces, existe x € a
tal que x acttia sobre M como la identidad; es decir, (1-—x)- M = 0.

Demostracion. Aplicando el teorema de Cayley—Hamilton al endomorfismo identidad id: M — M, se deduce
que existen ag, ay,...,a,-1 € a tales que para todo m € M se tiene

m+ap1m+---+am+aom=>_0+ay_1+---+a;+ay) m=0.
Entonces, podemos tomar x = —(a,_1 + - + a; + agp). ]

3.3. Teorema (El lema de Nakayama'). Sea R un anillo y sea a un ideal que estd contenido en todos los ideales
maximales de R. Sea M un R-mdédulo finitamente generado.

1) Sia-M= M, entonces M =0.

2) Si las imdgenes de algunos elementos my,...,m, € M en M/aM generan a M/aM como un R-mddulo,
entonces my, ..., my generan a M como un R-maodulo.

Este resultado normalmente se aplica cuando R es un anillo local y a =m es su Unico ideal maximal.

Demostracion. En 1), por el lema anterior existe x € a tal que (1-x)-M = 0. Dado que x pertenece a todos los
ideales maximales, 1 — x es invertible y luego M =0.
En 2), consideremos el médulo N := M/{mj,..., m,). Tenemos

N/aN=M/(a+{my,...,my)) =M/M=0.
Entonces, a- N = N y la parte 1) implica que N =0. [ ]

3.4. Comentario. Note que la prueba usa la hip6tesis que M es finitamente generado. La parte 2) no significa
que si M/aM es finitamente generado, entonces M es finitamente generado.

3.5. Corolario. Sea R un anillo local y sean M y N dos R-mddulos finitamente generados tales que M &g N = 0.
Entonces, M=00 N =0.

Demostracion. Sea m el ideal maximal de R. Si M # 0, entonces m- M # M por el lema de Nakayama, asi que
M/mM es un espacio vectorial no nulo de dimensién finita sobre R/m. Tenemos entonces una sobreyeccién

M — M/mM — R/m.

La exactitud de — ®g N por la derecha implica que hay una sobreyeccién de M®r N a R/m®g N = N/mN. Si
M®g N =0, esto significa que N/mN = 0. El lema de Nakayama implica que N =0. [ ]

3.6. Corolario. Sea R cualquier anilloy sean My N dos R-mddulos finitamente generados tales que M®g N = 0.
Entonces, AnnM +Ann N = R.

Demostracion. Si AnnM +AnnN # R, entonces existe un ideal maximal m tal que Ann M,Ann N € m. En este
caso My, #0y Npy #0 (véase 1.6). Sin embargo,

M ®Rmn Ny =M &g N)m =0,

lo que contradice el resultado anterior. [ ]

*Tadashi Nakayama (1912-1964), matematico japonés.
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3.7. Ejemplo. Tenemos Z/mZ ®z Z/nZ = 7/(m,n)Z. Luego, AnnZ/mZ = (m) y AnnZ/nZ = (n). El producto
tensorial es nulo cuando m y n son coprimos; es decir, cuando (m) + (n) = (m, n) = (1). A

Ejercicio 25. Sea P un R-moédulo proyectivo finitamente generado. Esto es equivalente a decir que existe
otro R-médulo Q tal que P& Q = R" es un R-mddulo libre. En este ejercicio vamos a probar que si R es un
anillo local, entonces P es libre. Sea m el ideal maximal de Ry sea k:= R/m.

Identifiquemos Py Q con submodulos de R”.

1) Seanp,...,p, Y qy,-..,4q, algunas bases de los subespacios vectoriales P/mP c k" y Q/mQ c k" respec-
tivamente (aqui s + ¢ = n).

2) Deduzca del lema de Nakayama que {p;} y {g;} se levantan a generadores {p;} y {q;} de Py Q respecti-
vamente.

3) Demuestre que si {p;}u {ﬁj} son linealmente independientes sobre k, entonces {p;} U {g;} son lineal-
mente independientes sobre Ry por ende forman bases libres.

Sugerencia: considere la matriz en My, (k) formada por los vectores p; y ;. Demuestre que si su deter-
minante no es nulo, entonces el determinante de la matriz correspondiente en M, (R) formada por p;
y g; es invertible en R.

(En general, un famoso teorema de Kaplansky nos dice que sobre un anillo local, todos los médulos proyec-
tivos son libres, sin asumir que son finitamente generados.)

3.3 Modulos libres y finitamente generados

He aqui otra aplicacién del teorema de Cayley—Hamilton.

3.8. Lema. Sea M un R-mddulo finitamente generado y sea a: M — M un epimorfismo. Entonces, a es un
isomorfismo.

(Note que si R es un cuerpo, esto es un resultado bien conocido de algebra lineal.)

Demostracion. Podemos considerar M como un R[T]-mddulo donde T actiia como a y el ideal (T) en R[T].
Tenemos (T)-M = M, puesto que « es un epimorfismo. El teorema de Cayley—Hamilton aplicado al endo-
morfismo id: M — M nos dice que existen ay, a1,...,a,—1 € (T) tales que

id+a,_1id+---+ a1id + apid = 0.

Puesto que todos los a; son divisibles por T, esto significa que existe un polinomio p € R[T] tal que para todo
m € M se cumple
m=p(T)T-m;

en otras palabras,
idy=pl@)oa=acp(a).

Entonces, p(a) =a~'. [ |
3.9. Proposicion. Sea M = R®" es un R-mddulo libre.
1) Toda coleccion de n elementos que genera a M forma una base libre de M.

2) El ntimero n estd bien definido y se llama el rango de M.
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Demostracion. Una eleccion de n generadores de M corresponde a un epimorfismo g: R®" —» M. Para probar
que los generadores forman una base libre, necesitamos ver que § es un isomorfismo. La composicion de un
isomorfismoy: M = R®" con B nos da un epimorfismo foy: M — M. Por el resultado anterior, es un isomor-
fismo. Se sigue que = (Boy)oy ! es también un isomorfismo, siendo la composicion de dos isomorfismos.
Esto demuestra 1).

Para la parte 2), supongamos que R®" = R®" donde m < n. La base candnica de R®™ puede ser extendida
a una coleccion de n elementos que generan a R®™, por ejemplo, anadiendo elementos nulos. Pero estos
generadores no son linealmente independientes, lo que contradice a 1). [ ]

3.10. Comentario. Para anillos no conmutativos el rango de un moédulo libre en general no esta bien defi-
nido. Sea M un R-modulo no nulo tal que M & M = M (se puede tomar R = k un cuerpo y M = V un espacio
vectorial de dimensién infinita). Entonces, para el anillo no conmutativo A:=Endg (M) se tiene

A® A=Hompg(M,M)®Homg(M, M) =Hompg(M,M® M) =Hompgr(M, M) = A.
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4 Dependencia integral y normalizacion

Un elemento de una R-algebra es integral sobre R si este satisface algiin polinomio mdnico con coefi-
cientes en R. Es algo mas restrictivo que dependencia integral (en la teoria de las extensiones algebraicas de
cuerpos), cuando no se pide que el polinomio sea ménico. En esta seccién vamos a investigar este concepto.

4.1. Proposicion. Sea R un anillo y sea a un ideal en el anillo de polinomios R[X]. Denotemos por S la R-dlgebra
R[X]/ay por s la imagen de X en el cociente.

1) Sestd generado por < n elementos como un R-modulo si y solamente si a contiene un polinomio ménico de
grado < n. En este caso 1,s,...,s"~! son generadores de S.

En particular, S es un R-mddulo finitamente generado si 'y solamente si a contiene un polinomio monico.

2) Sesun R-mddulo libre de rango n si 'y solamente si a puede ser generado por un polinomio ménico de grado
n. En este caso 1,s,...,s"~! forman una base libre de S sobre R.

Demostracién. El R-mddulo R[X] estd generado por 1, X, X2, X3,..., asi que S estd generado por 1,s,s2,s%,...
Ahora si a contiene un polinomio ménico

p=X"+a, 1 X" 1+ +a X+ ay,

entonces

n 1

st=—(ap-18" + -+ a1 s+ ag),

asi que las potencias superiores de s se expresan en términos de combinaciones R-lineales de 1,s,...,s" L.

Viceversa, supongamos que S estd generado por n elementos. Consideremos la multiplicacién por s como
un endomorfismo R-lineal ¢p: S — S. Tenemos ¢(S) € R- S, asi que el teorema de Cayley—Hamilton aplicado
a ¢ nos dice que para algunos ayg, ay, ..., dy-1 € R se cumple

1

"+ ap-18"""+-+ar1s+ay)-S=0.

En particular, s + a,_ s" ' +---+ a; s+ ag aniquila a 1 € Sy por lo tanto
"t an_1 ST 4+ ay s+ ag = 0;
es decir, el polinomio moénico
p=X"+ap 1 X" 1+ +a X+ag

pertenece a a. Esto demuestra la parte 1).

En la parte 2), si a = (p) donde p es ménico de grado n, entonces, como acabamos de ver en 1), los
elementos 1,s,...,s""! generan a S como un R-mddulo. Para ver que entre 1,s,...,s"! no puede haber una
relacién R-lineal no trivial, notamos que si

1

Cno1S" 41 S+cg=0,

entonces
i X" v X+cp€e(p),

pero dado que p es moénico, los multiplos no nulos de p son de grado = n: tenemos
X"+ )b X"+ ) =bypy X

Esto significa que co =¢; =+-- = ¢;-1 =0.



Viceversa, supongamos que S es un R-moédulo libre de rango n. En particular, S tiene n generadores
y por la parte 1) existe un polinomio ménico p € R[X] de grado n tal que p € a. También por la parte 1),
los elementos 1,s,...,s""! generan a S como un R-mddulo. Luego, como probamos en 3.9, estos elementos
forman una base libre de S.

Vamos a probar que p genera al ideal a. Si f € a es otro polinomio, podemos escribir f = gp + ¢, donde
deg g < degp = n. En particular, g € a. Como arriba, g puede ser interpretado como una relacién lineal entre
L,s,...,s"1. Pero estos elementos forman una base libre de S, y por ende g = 0. [ ]

4.2. Definicién. Sea S una R-algebra.

1) Si para s € S se tiene p(s) = 0 para algin polinomio ménico p € R[X], entonces se dice que s es un
elemento integral sobre R. Si todos los elementos de S son integrales sobre R, se dice que S es un
anillo integral sobre R.

2) El conjunto de los elementos de S que son integrales sobre R se llama la cerradura integral o la
normalizacion de R en S.

3) En el caso particular cuando R es un dominio y S = K(R) es su cuerpo cociente, la normalizacién de R
en S se llama simplemente la normalizacidén de R. Si R coincide con su normalizacién, se dice que R
es un dominio normal.

El objetivo de esta seccion es el siguiente resultado.

4.3. Teorema. Sea S una R-dlgebra. Entonces, la cerradura integral de R en S es una subdlgebra de S. En
particular, si S estd generada como una R-dlgebra por elementos integrales sobre R, entonces S es integral sobre
R.

Antes de probar el teorema, vamos a establecer un par de resultados auxiliares y ver un par de ejemplos.
4.4. Observacion. Todo anillo factorial es un dominio normal.

Demostracion. Sea R un anillo factorial. Hay que probar que todos los elementos del cuerpo de fracciones
K(R) que son integrales sobre R de hecho pertenecen a R. Para una fraccién £ podemos suponer que ry s
son coprimos. Si £ es integral sobre R, entonces hay una relacion

r\n ryn-1 r
(—) +an,1(—) +--4+ay—+ag=0.
N N S

Multiplicando esta ecuacion por s”, se obtiene

rPysap ™ e+ 5" Tayr+ 5" ap=0.
Pero esto implica que s | r. Dado que r y s son coprimos, esto significa que necesariamente se R*y~eR. ®

4.5. Ejemplo. Z es un dominio normal. Los anillos de polinomios k[X,..., X,] Y Z[Xj,..., X,] son dominios
normales. A

Como muchos otros conceptos en algebra conmutativa, la nocidon de elementos integrales y normaliza-
cién esta motivada por la teoria de niimeros algebraica.

*iEsto es posible puesto que p es monico! Procedamos por induccidn sobre d := degf. Si d < n, podemos tomar g=0y g = f. Para
el paso inductivo, si f = ay X% +ay_; X4~ +..., entonces deg(f — az X?~" p) < d y por la hipétesis de induccién,
f-agx""p=gp+q,
donde degq < n. Podemos escribir
f= (g+adXd_")p+q.
Esta es la division larga habitual.
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4.6. Definicion. Si K/Q es una extension finita, se dice que K es un cuerpo de ntimeros. La cerradura
integral de Z en K se llama el anillo de los enteros de K y se denota por Ok.

K
/
Ok

e
z
En general, los elementos de la cerradura integral de Z en @ se llaman los enteros algebraicos.

Ejercicio 26. Sea d un entero libre de cuadrados (positivo o negativo). Demuestre que

o ZIVd), sid=2,3 mod4,
O™\ z|14), sid=1 moda.

4.7. Definicion. Si S es una R-dlgebra que es finitamente generada como un R-modulo, entonces se dice
que S es finita sobre S.

Ejercicio 27. Si S es una R-algebra finita y M un S-mddulo finitamente generado. Demuestre que M es
finitamente generado como R-mddulo.

4.8. Lema. Una R-dlgebra es finita sobre R si y solamente si S es generada como una R-dlgebra por un niimero
finito de elementos integrales sobre R.

Demostracion. Si S es finita sobre R, entonces para todo s € S la multiplicacion por s es un endomorfismo R-
lineal ¢: S — Sy el teorema de Cayley—Hamilton aplicado a ¢ nos dice que s satisface un polinomio ménico
en R[X]. (Ya vimos este argumento en 4.1.)

Viceversa, supongamos que S estd generada como R-4lgebra por elementos xi,...,x, € S que son inte-
grales sobre R. Procedamos por induccién sobre n. El caso de n =1 ya lo analizamos en 4.1: si tenemos
S = R[x;] donde x; es integral sobre R, entonces S es finitamente generado como un R-mdédulo. Para el paso
inductivo, sea S’ := R[x,...,x,_1] la subalgebra de S generada por x,...,x,_;. Por la hip6tesis de induccion,
S’ es un R-moédulo finitamente generado. Luego, S = S'[x,], donde x,, es integral sobre R y por lo tanto es
integral sobre §'. Esto significa que S es finitamente generado como un §'-moédulo. Podemos deducir que S
es finitamente generado como un R-médulo . [ ]

El tltimo resultado es suficiente para probar el teorema 4.3 cuando el anillo R es noetheriano.

Demostracion de 4.5 bajo la hipétesis que R es noetheriano. Sea S una R-algebray sean s,s’ € S dos elementos
integrales sobre R. Esta claro que r-s es también integral para cualesquiera r € R: dada una relacién ménica

s"tap 18" N+ tays+ag=0

con ag, ay,...,a,-1 € R, tenemos

1 n-1

PP+ ap ST et ag s+ ag) = () +ran_1 (rs) 4+ tay (rs) + 1 ag = 0.

Lo que no esta evidente es cdmo a partir de relaciones ménicas para s y s’ encontrar tales relaciones para
s+s'y ss’. Sin embargo, podemos usar el siguiente argumento implicito.

La subalgebra R[s, s'] < S es finita segtin 4.8. Si R es noetheriano, entonces R[s, s'] es un R-mddulo noet-
heriano (véase 0.39) y las subélgebras R[s+ s'], R[ss'] € R[s, s'] son también finitas sobre Ry por lo tanto s+ s’
y ss' son integrales sobre R (usando 4.8 en la otra direccion). [ |

*Si {s:.} son los generadores de S’ como un R-médulo y {sj} son los generadores de S como un S’-mdédulo, entonces se ve que los
productos {s;. sj} generan a S como un R-mobdulo.
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4.9. Ejemplo. Esto es el argumento que se usa normalmente para probar que los enteros algebraicos forman
un anillo. Primero se demuestra que a € Q es un entero algebraico si y solamente si Z[a] es un grupo abeliano
finitamente generado. Luego, para dos enteros algebraicos a y § el grupo Z|[a, ] es finitamente generado, y
luego Zla + B] y Z[aB] son finitamente generados, siendo sus subgrupos. A

Como suele pasar, aunque la hipétesis noetheriana simplifica las cosas, no es necesaria. Pero primero,
necesitamos otro lema.

4.10. Lema. Sea S una R-dlgebray s € S. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) sesintegral sobre R;

2) existe un S-médulo N y un R-submddulo finitamente generado M < N que no se aniquila por ningtin ele-
mento no nulo de S tal que sM < M.

Demostracion. Si s es integral sobre R, entonces podemos tomar N = Sy M = R[s] < S. El dltimo es un R-
moédulo finitamente generado segin 4.1. Notamos que 1 € R[s] no se aniquila por ninglin elemento de S.
Esto establece la implicacion 1) = 2).

Para probar que 2) = 1), notamos que gracias a la hipétesis que sM < M, la multiplicacién por s es un
endomorfismo R-lineal ¢: M — M. Podemos aplicar el teorema de Cayley—Hamilton para deducir que existe
un polinomio ménico p € R[X] tal que p(s)- M = 0. La hipdtesis sobre M implica que p(s) =0, asi que s es
integral sobre R. [ |

Demostracion de 4.3. Sea S una R-algebray sean s, s’ € S dos elementos integrales sobre R. Queremos probar
que s+ s’ y ss’ son también integrales sobre R. Consideremos los R-mdédulos M := R[s] y M’ := R[s']. Son
finitamente generados por 4.1. Sea MM’ el médulo generado por los productos mm’ donde me My m' e M'.
Es también finitamente generado: basta tomar los productos de los generadores de M 'y M’. Luego,

(sxshMM' c sMM' + MsM' < MM' + MM' = MM’

Yy
ssMM' =sMs'M' < MM'.

De 4.10 podemos concluir que s+ s’ y ss’ son integrales sobre R. [ ]

4.11. Proposicion (Cerradura integral conmuta con la localizaciéon). Sean R < S anillos y sea U < R un
subconjunto multiplicativo. Si S' es la cerradura integral de R en S, entonces S'[U~"] es la cerradura integral de
RIU Yen SIUY.
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Demostracion. Los elementos de S'[U'] son de la forma £ donde s € S es integral sobre Ry u € U. Una
relacion

sS"tap 18" N+ +ays+ag=0
con a; € R nos da una relacién
S\ dp-1 (Ss\r-1 a, S a
RS Crr - R)
u u ‘u u"tu u"
donde -2 ¢ R[U'], asi que todos los elementos de S'[U~!] son integrales sobre R[U~!]. Viceversa, si un

u
elemento £ € S[U™] es integral sobre R[U'], esto significa que hay una relacién

S\ an-1 (s\*+1 a s a
(—) + = (—) todk— —+—=0,
u Up-1 \U uy u Uo

donde a; € R, u; € U. Multiplicando la ecuacién de arriba por (u ug u; --- u,_1)", se obtiene
n n-1
(our---uUp-18)" +ap-1utlpuy---Up—2 (U Uy -+~ Up-18)" ~+---
1. n-1_n-2, n, n-1_n

+a u" u) T uy '-uZ:%(ugul-'-un_ls)+aou uy " uy-u,_ =0,

lo que nos dice que ug u; --- u,—1 s es integral sobre R. Luego,

N UogUy* " Up-1S _
- T edwl
u UUgUy - Up-1

Ejercicio 28. Sea R un dominio. Demuestre que R es normal si y solamente si R, es normal para todo
m e Specm R. (Indicacion: use 1.22.)

4.1 Factorizacion de polinomios

El siguiente resultado fue conocido a Gauss: si un polinomio ménico f € Z[X] es irreducible en Z[X], enton-
ces es irreducible en Q[X]. Ahora vamos a ver una generalizacion.

4.12. Proposicion. Sean R c S anillos y sea f € R[X] un polinomio monico. Si f se factoriza en S[X] como g-h
donde g y h son polinomios maénicos, entonces los coeficientes de g y h son integrales sobre R.

Demostracion. Los polinomios g y & se factorizan en productos de polinomios lineales X — a en alguna ex-
tension de anillos T 2 S. A saber, consideremos el anillo cociente S[a;] := S[X]/(g). Denotemos por a; la
imagen de X en el cociente. Luego, se tiene

g=X-aDg
donde g; € S[a1]1[X]y degg: < degg. En efecto, puesto que g es ménico, podemos dividirlo con resto por X-a:
§=X-a)g+q,

donde g € S[a;] es una constante. Pero g = X —a = 0 en S[a;][X], asi que g = 0. Repitiendo este proceso,
podemos concluir que
g§=X-a1) - X—-am)

y de la misma manera
h=(X-p1)(X-Pn)

en T[X] para alguna extension apropiada T 2 S.
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Puesto que
=8 h=X-a) (X—ap) (X-PF1) - (X-LBn).

es un polinomio monico con coeficientes en Ry a;, B; son sus raices, los elementos a;,8; son integrales
sobre R. Los coeficientes de g y h se expresan como polinomios simétricos elementales en «; y §;, asi que
son también integrales sobre R. Por ejemplo, si

g=X"+ap 1 X"+t X+ap=(X-ay) - (X—ap),
entonces las formulas de Vieta nos dan

_ k
-k = (=1) Z iy Ay -
1<ij<-<ipsm

4.13. Corolario. Sea R un dominio normaly sea Q el cuerpo de fracciones de R. Entonces, todo polinomio ménico
f € RIX] irreducible en R[X] es también irreducible en Q[X].

Demostracion. Supongamos que en Q[X] se cumple f=g-h. Si
g=am X"+ am X" V4o, h=by X"+b, X" 4o
entonces el grado de f es m+ n y su coeficiente mayor es a,, b, = 1. Luego,
f=bng)-(amh),

donde b, g y a;; h son polinomios ménicos en Q[X]. Por el resultado anterior, sus coeficientes son integra-
les sobre R, y por la hipdtesis que R es un dominio normal, esto significa que b, g, a,, h € R[X]. Pero f es
irreducible en R[X], asi que b, g 0 a;, h es un polinomio constante en R[X], y luego g o h es un polinomio
constante en Q[X]. [ ]

4.14. Corolario. Sea R un dominio normal. Entonces, todo polinomio ménico irreducible f € R[X] es primo.

Demostracién. Denotemos por Q el cuerpo de fracciones de R. Por el corolario de arriba, f es irreducible en
QIX]. Puesto que Q[X] es un anillo factorial, esto implica que el ideal fQ[X] es primo. El cociente R[X]/(f)
es un R-modulo libre (véase 4.1), asi que la aplicacion

RIX]/(f) — Q&g (RIX]/(f) = QIX]/ fQIX]
es inyectiva. Ahora Q[X]/fQ[X] es un dominio de integridad, puesto que fQ[X] es un ideal primo, asi que

R[X]/(f) es también un dominio de integridad y (f) es un ideal primo en R[X]. [ ]

4.2 Ideales primos en extensiones integrales

4.15. Lema. Sea R < S es una extension integral de anillos (es decir, todo elemento de S es integral sobre R).
1) Para todo ideal a c S el anillo cociente S/a es integral sobre R/(RNa).
2) Para todo conjunto multiplicativo U c R la localizacién S{U™'] es integral sobre R{U™!].

3) SiRySsondominios, entonces el cuerpo de fracciones K (S) es integral sobre K(R), y en particular K(S)/K(R)
es una extension algebraica.
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Demostracion. Enla parte 1), el anillo cociente R/(Rna) se identifica con un subanillo de S/a de la siguiente
manera. La proyeccién canénica S — S/a restringida a R nos da un homomorfismo p: R — S/a. Luego, p(R) =
R/kerp=R/(Rna).

Para probar que S/a es integral sobre R/(Rna), basta notar que todo elemento s € S/a esta representado
por un elemento s € S tal que

1

sS"tau 18"+ +ars+ag=0

para algunos ag, a1, ..., a,-1 € R. Al reducir la relaciéon de arriba médulo a se obtiene
S 4@t 4@ s+ a =0
donde ay, aq,...,a,_1 € R/(RNa).
La parte 2) es un caso particular de 4.11 (se tiene S’ = S).

En la parte 3), consideremos una fraccion ; € K(S). Por la hipétesis, s y ¢ son integrales sobre R; en
particular, se tiene
M4a, 1 t" '+ tat+ag=0

para algunos ag, a1, ..., a,-1 € R. Dividiendo esta ecuacion por una potencia de t, se puede asumir que ag # 0.
Luego, multiplicdndola por -, se obtiene

agt"?

1 a1 a (1)"1 (1)"

—+ —tt— | = +[{=] =0
ap ap t apg \t t

donde los coeficientes de (%)’ estdn en K(R). Entonces, 1 es integral sobre K(R), y £ = -1 también lo es,

siendo el producto de dos elementos integrales. [ |

4.16. Comentario. Hay un momento sutil en la parte 1): una relacién polinomial cualquiera
An s+ an1s" Ve +ars+ag=0

puede volverse trivial al reducirla médulo a si ag, a1, ..., a, € a. Es importante que las relaciones sean mdnicas
con a, = 1. Estas no se trivializan al pasar al cociente, salvo cuando 1 € a, pero en este caso S/a=R/(Rna) =0
y todo se vuelve trivial.

4.17. Proposiciéon (“Going up”, Cohen-Seidenberg). Sea R < S una extension integral de anillos.

1) Para un ideal primo p < R existe un ideal primo q < S tal que Rnq=p.

2) Tal ideal q puede ser escogido tal que q = a para cualquier ideal fijo a = S que satisface Rnac p.
En este caso se dice que el ideal q esta arriba de p.

a C

q
|
p

c S
|
R

4.18. Ejemplo. En la teoria de niimeros algebraica se estudian las extensiones integrales Z < Ok (véase 4.6)
y los ideales primos p = Ox que estan arriba de los primos (p) < Z.

Por ejemplo, para K = Q(v/—1) tenemos Og = Z[v/—1]. Elideal p := (1++v/~1) c Z[v/—1] es primo y estd arriba
de (2) c Z (note que (1 +v-1)?> =2v/—1 donde v—1 € Z[v—-11%, asi que p? =2Z[v—1)). A

Rna ¢ c
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Demostracion de 4.17. En la parte 2), si a < S, entonces tenemos
SpecS/a={qeSpecS|acq}, SpecR/(Rna)={peSpecR|Rnacyp},

asi que pasando a los cocientes S/ay R/(Rna) (donde S/a es integral sobre R/(Rna), como notamos en 4.17),
se puede asumir que a =0y la parte 2) se seguiria de la parte 1).

Para probar 1) podemos primero localizar R en p. A saber, consideremos el conjunto multiplicativo U :=
R\py pasemos a las localizaciones Ry, := R[U~!]y S[U']. Segtin 4.17, la localizacion S[U™'] es integral sobre
Ry,. Recordemos que

SpecS[U_ll ={qgeSpecS|qnU =@} ={qeSpecS|Rnqgcp}

y
SpecRy, = {p' € SpecR | p' = p}.

De esta manera el resultado se reduce al caso cuando R es un anillo local y p es su tinico ideal maximal. En
este caso pS # S. En efecto, si pS = S, entonces

l=s1x1+ -+ sxp

para algunos si,...,s, €SV x1,..., X,. Los elementos si,..., s, son integrales sobre R por la hipdtesis, asi que
el dlgebra S':= R[sy,..., sy] es un R-mébdulo finitamente generado seglin 4.8. Ahora pS’ = ', puestoque 1€ S'.
Pero el lema de Nakayama (véase 3.3) implica que S’ = 0. Contradiccion.

Entonces, pS # S. Sea q un ideal maximal en S que contiene a pS. En este caso Rnq2p, y por la maxima-
lidad Rng=p. [ |

Si R c S es una extensién integral, entonces, como notamos en 4.15, la extensién K(S)/K(R) es algebraica.
La dltima condicién es menos restrictiva que pedir que S sea integral sobre R. En esta situacién tenemos el
siguiente resultado sobre los ideales en Sy R.

4.19. Lema. Sean R c S dominios. Si el cuerpo de fracciones K(S) es una extension algebraica de K(R), entonces
todo ideal no nulo en S tiene interseccion no nula con R.

K(S)

e

a c S alg.

K(R)

e

Rna < R
Demostracion. Sea x € a un elemento no nulo. Por la hipdtesis, se tiene
An X"+ ap 1 X"+ varx+ay=0

para algunos ag, a1, ..., a;, € K(R). Multiplicando esta ecuacién por el comin denominador de los coeficientes
y dividiéndola por una potencia de x, se puede asumir que ag, ay,...,a, € RY ag # 0. Luego, ag € a. [ |

Usando este resultado, podemos probar que para una extensién integral R < Sy un ideal primo p c R dos
ideales primos en S que estan arriba de p son incomparables.

4.20. Corolario. Sea R c S una extension integral de anillos. Sean q,q' < S dos ideales primos diferentes tales
que Rnq=Rnyq'. Entonces, qy q' son incomparables (es decir, se tiene qZq’' yq' ).
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Demostracion. Vamos a probar que si q € q' < S son ideales primos tales que Rnq = Rnq’, entonces q =¢'.
Pasando a los cocientes R/(Rnq) y S/q, la situacién se reduce al caso cuando S es un dominio, =0y g'nR=0.
Aqui para justificar la reduccion a los cocientes, otra vez usamos la parte 1) del lema 4.15. Por la parte 3) del
mismo lema, el cuerpo de fracciones K(S) es una extension algebraica de K(R). Por el lema 4.19, tenemos
q=0=q. [ ]

4.21. Corolario. Si R c S es una extension integral de dominios, entonces S es un cuerpo si y solamente si R lo
es.

Demostracion. Si R es un cuerpo y S es integral sobre S, entonces K(S)/R es una extension algebraica. Por
el lema 4.19, todo ideal no nulo de S contiene un elemento no nulo de R. Pero los elementos no nulos de R
son unidades.

Viceversa, supongamos que S es un cuerpo. Sea m un ideal maximal de R. Segin 4.17, existe un ideal
primo g < S tal que Rnq=m. Pero siendo un cuerpo, S no tiene ideales propios no nulos, asi que m=(0) B

Ejercicio 29. Sea S un anillo. Supongamos que un elemento s € S satisface una ecuacién

ans"+ an_q1 8"

+--+a;s+ap=0.
Demuestre que si g € S*, entonces s € S*. Use esta observacion para obtener una prueba directa de 4.21.

4.22. Corolario. Sea S una R-dlgebra integral y sea p = S un ideal primo. Entonces, p es maximal si y solamente
si el ideal Rnp es maximal en R.

Demostracion. Se sigue del resultado anterior al pasar a los cocientes S/py R/(RNp). [ ]
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5 Anillos de Jacobson y el teorema de los ceros

En esta seccién vamos a establecer una generalizacion del teorema de los ceros de Hilbert. Todo se basa
en la siguiente nocion.

5.1. Definicién. Se dice que R es un anillo de Jacobson si todo ideal primo de R es una interseccién de
ideales maximales. En otras palabras, se pide que para todo ideal primo p R se cumpla

(5.1) p= (] m
meSpecm R
m2p

5.2. Ejemplo. Todo cuerpo es un anillo de Jacobson: en este caso el tinico ideal primo es (0). Un anillo local
es de Jacobson si su ideal maximal es el Gnico ideal primo. A

5.3. Ejemplo. El anillo de los enteros Z es de Jacobson: sus ideales primos no nulos (p) son maximales y el
ideal nulo (0) es la interseccién de todos los ideales maximales: 0 es el inico nimero que es divisible por un
numero infinito de primos.

El anillo de polinomios en una variable k[T] es de Jacobson por las mismas razones. Es un dominio de
ideales principales y los ideales primos no nulos de k[T] son de la forma (p) donde p € k[T] es un polinomio
monico irreducible. Puesto que (p) < (¢) equivale a g | p, todos estos ideales son maximales. El ideal primo
(0) es la interseccién de los ideales (p)" . A

5.4. Observacion. Si R es de Jacobson, entonces todo cociente R/a es también de Jacobson.

Demostracién. Recordemos del ejercicio 6 que hay una biyeccion entre los ideales b< R/aylosideales b< R
tales que b 2 a, dada por b := b/a. Esta biyeccion preserva ideales primos, ideales maximales e intersecciones.
Luego, si para todo ideal primo en R se cumple (5.1), entonces para todo ideal primo en R/a se cumple
(5.1). m

Nos va a servir la siguiente caracterizacion.

5.5. Lema. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) Resde Jacobson;

2) Sipc R esun ideal primo y el dominio R/y contiene un elemento x # 0 tal que (R/p)[x~'] es un cuerpo,
entonces R/p es un cuerpo.

Demostracion. 1) = 2). Supongamos que R es de Jacobson. Sea p c R un ideal primo. Entonces, el dominio
R/p es también de Jacobson. En particular, el ideal primo (0) « R/p es una interseccién de ideales maximales
en R/p, y luego

(5.2) N m=0.

meSpecmR/p
Sea x € R/p un elemento tal que (R/p)[x~'] es un cuerpo. Tenemos entonces
{(0)} = Spec(R/p)[x~ '] = {qe SpecR/p| x ¢ q}.

Esto significa que si q = R/p es un ideal primo no nulo, entonces x € q. Pero (5.2) implica que (0) es un ideal
maximal en R/p y es un cuerpo.

*Nathan Jacobson (1910-1999), algebrista estadounidense.

ek , . . . . so. . . . 3 , . .
En k[T] hay un nimero infinito de polinomios moénicos irreducibles por la misma razén que en Z hay un nimero infinito de
primos: si py,..., py son polinomios ménicos irreducibles, entonces p; --- p,+1 es ménico y no es divisible por py,..., p,. Este argumento
pertenece a Euclides.
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2) = 1). Sea R un anillo que satisface la propiedad 2). Para un ideal primo q < R consideremos

a:= [ m
meSpecm R
m2q

Vamos a probar que a = q. Supongamos que q C a. Sea x € a\ q. Por el lema de Zorn, existe un ideal primo
p < R que es maximal entre los ideales primos tales que p 2 q y x ¢ p. Notamos que puesto que x € a, para
todo ideal maximal m tal que m 2 p 2 q se tiene x € m, asi que p no es un ideal maximal en Ry el cociente R/p
no es un cuerpo. Sin embargo, el ideal pR[x~'] es maximal en la localizacién R[x~'] por la eleccién de p:

SpecR[x~!1={p' € SpecR|x ¢ p'}.

Luego,
Rlx Y/pRIx7 = RIp)[x71]

es un cuerpo. Pero la propiedad 2) implica que R/p es un cuerpo. Contradiccion. [ |
En particular, si en el lema de arriba R es un dominio y p = (0), se obtiene lo siguiente.

5.6. Corolario. Sea R un dominio de Jacobson. Si R[x] es un cuerpo para algiin x € R, entonces R es un cuerpo.

Ejercicio 30. Hemos visto en 1.25 que

NB®= [] p

peSpecR

es el nilradical de R. De modo similar, definamos el radical de Jacobson por

JR:= (] m

meSpecm R
Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes.

1) R esun anillo de Jacobson.

2) Para todo ideal a € R se cumple N(R/a) = J(R/a).

3) Para todo ideal primo p < R se cumple N(R/p) = J(R/p).
Estamos listos para probar el resultado principal de esta seccién.

5.7. Teorema (Teorema de los ceros, version general). Sea R un anillo de Jacobson y sea S una R-dlgebra
finitamente generada. Entonces,

1) Sestambién un anillo de Jacobson;

2) simc S es un ideal maximal, entonces Rnm’ es un ideal maximal en R y el cuerpo S/m es una extension
finita de R/ (RN m).

Demostracion. Empecemos por el caso muy particular cuando R = k es un cuerpo y S = k[T] es el anillo de
polinomios en una variable. Ya notamos en 5.3 que k[T] es de Jacobson. Para la segunda parte, basta notar
que si m = (f) c k[T] es un ideal maximal, entonces kn (f) = (0) y k[T1/(f) es una extension finita de k.

Ahora supongamos que S esta generada como una R-algebra por un elemento s € S. Segtin el lema 5.5,
para probar que S es de Jacobson, basta probar que si p ¢ S es primo y (S/p)[x~'] es un cuerpo para algiin
x € §/p, entonces S/p es un cuerpo.

“Recordemos que una R-algebra S es un homomorfismo de anillos a: R — Sy “Rnm” denota el ideal a lm)cR.
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Pasemos de Sy R a los cocientes S/p 'y R/(Rnp). Notamos que Rnyp:=a ' (p) es un ideal primo, siendo la
preimagen de un ideal primo . De esta manera el problema se reduce al caso cuando R < S son dominios y
hay que probar que si S[x~!] es un cuerpo, entonces S es un cuerpo. De hecho, vamos a probar que en este
caso R es también un cuerpo y S es una extension finita de R, lo que establece la parte 2) a la vez.

Tenemos S = R[T]/q donde q < R[T] es algun ideal primo; el generador s € S es la imagen de T en el
cociente. Denotemos por k el cuerpo de fracciones de R. Si S[x~'] es un cuerpo, entonces

Six~' = (RIT)/ q)(x '] = (k[T)/qk[T])[x ] = k[T)/qk[T].

Notamos que necesariamente q # 0, puesto que k[T] no es un cuerpo. En este caso k[T]/qk[T] es una exten-
sion finita de k.
Para un polinomio no nulo

f=ap X" +ap 1 X" 1+ va X+apeq

donde a,, #0 se tiene
ans"+an1s" " +--+ays+ag=0.

Podemos dividir esta ecuacién por a, y concluir que S[a;'] es integral sobre R[a,']. En particular, x € S
satisface alguna relacién

1

X"+ bpy 1 X+ b x+by=0

donde by, by, ..., bym-1 € Rla,']. Podemos asumir que by # 0 (en el caso contrario basta dividir la ecuacién por
una potencia de x: esto tiene sentido, puesto que x # 0y S[a;'] es un dominio de integridad). Dividiendo
esta ecuacion por ﬁ’ podemos concluir que el cuerpo S[x~!] es una extension integral de R[(a, by)~'] =

Rla;'1by":

1 bpl by (1\™! (1 " %

bo+ bo x+m+bo (x) +(x) o
Pero 4.21 implica que R[(a, by) '] es también un cuerpo. Puesto que R es de Jacobson, podemos concluir que
R es un cuerpo. De nuevo, gracias a 4.21, el hecho de que S[a;'] = S sea integral sobre el cuerpo Rla,!] = R
implica que S es un cuerpo.

Acabamos de probar el teorema bajo la hipdtesis que S esta generada por un elemento como R-algebra.
Para el caso general, se puede proceder por induccién. Supongamos que S = R[sy, ..., s,]. Labase de induccion
es n=1. Supongamos que el teorema se cumple para n -1 generadores. Entonces,

R[s1,...,$u]l = R[s1,..., Sn-1][sn]

es una algebra generada por un elemento s, sobre el anillo de Jacobson R[si,..., s,-1], Y por ende es de Ja-
cobson.
La parte 2) se demuestra de la misma manera. Si m c R[s1,..., s,] = RI[s1,...,Sy_1][s,] s un ideal maximal,
entonces podemos escribir
Rnm=RnN(R[s1,...,Sp—1] Nm).

Aqui el ideal R[sy,...,s,-1] nm es maximal en R[s;,...,s,—1] por el caso de n = 1. Luego, por la hipétesis de
induccién, Rnm es maximal en R. [ ]

Ahora vamos a explicar la relacion del tGltimo teorema con el teorema de los ceros clasico. Nos bastara
el siguiente caso particular.

5.8. Corolario. Sea k un cuerpo. Si m es un ideal maximal en k[X,,..., X,], entonces k[X,..., X,]/m es una
extension finita de k. En particular, si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces k[ X, ..., X,]/m = k.

*Esto siempre se cumple para cualquier homomorfismo de anillos. Estamos tratando de probar que bajo las hipétesis del teorema,
el ideal @1 (m) c R es maximal para todo ideal maximal m  S.
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Demostracion. k es un anillo de Jacobson y k[Xj,..., X,] es una k-algebra finitamente generada. Tenemos
knm=(0), y podemos aplicar la parte 2) de 5.7. [ |

Recordemos alguna notacién de geometria algebraica elemental. Sea k un cuerpo. Por A" (k) := k" se
denota el espacio afin de dimensién n sobre k. Para un ideal a € k[Xj, ..., X;] el conjunto algebraico corres-
pondiente es el conjunto de los ceros comunes de los polinomios de a:

V(a):={xe A" (k)| f(x) =0 para todo f € a} cA"(k).
Para un subconjunto X < A" (k) se puede considerar el ideal formado por los polinomios que se anulan en X:
I(X):={f € klXy,..., Xn] | f(x) =0 para todo x € X}.
5.9. Observacion. Para todo punto x = (xi,...,x,) € A" (k) el ideal
my =Xy —x1,...,Xn— Xn)
es maximal en k[X,..., X,
Demostracion. Consideremos el homomorfismo de evaluacion en x

evy: k[Xq,..., Xl > k,
f—=f.

El nticleo de este homomorfismo es my, y luego
kiXy,...,Xpl/my Z k.
|

En general, no todos los ideales maximales de k[Xj, ..., X,,] son de la forma m,. Por ejemplo, el ideal (X?+1)
es maximal en R[X], dado que R[X]/(X?+1) = C. Sin embargo, si trabajamos sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado, esto es cierto.

5.10. Proposicion. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, hay una biyeccion natural
A" (k) = Specm k[X3,..., Xx]
dada por x — my.
Demostracion. Sea mc k[Xj, ..., X,] un ideal maximal. Luego, seglin 5.8 hay un isomorfismo
kiX1,...,Xpl/m= k.

Consideremos la composicién
¢: k[X1,..., Xnl = k[Xq,..., Xpl/m = k.

Para x:= (¢p(X1),...,¢(X}y)) se tiene
my Sker¢p =m,

y luego m, = m por la maximalidad de m,. [ |

5.11. Corolario. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea X < A" (k) un conjunto algebraico. Entonces,
hay una biyeccién natural
X = Specm k[ Xy, ..., X,/ I1(X)

dada por x — m,.
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Demostracion. Para x € A"(k) consideremos el homomorfismo de evaluacién
& kX1, ..., Xn] = K[X1,..., Xnl /g — k.

Notamos que x € X si y solamente si ¢(f) = 0 para todo f € I(X); es decir, si y solamente si m, 2 I(X). Co-
mo acabamos de ver, todos los ideales maximales de k[Xj,..., X;] son de la forma m, para algiin x € A" (k).
Entonces,

X = {meSpecmk([Xj,..., Xp] I m2I(X)} = Specm k[X;, ..., X,/ 1(X).

5.12. Corolario. Sea k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, para todo ideal a < k[X,..., X,] se
tiene
I(V(a) = Va,

donde v/a es el radical de a (véase 1.24).

Demostracion. Tenemos
V(a) = {meSpecmk[X3,..., Xl Im2a},
y luego
I(V(a) = N m.

meSpecm k[ X7,...,Xp]
m2a

Pero k[Xi,..., X,] es un anillo de Jacobson, entonces todo ideal primo p c k[Xj,..., X,;] es una interseccion de
ideales maximales, y por ende

m= N p=+va

meSpecm k([ X7,...,Xp] peSpeck[Xy,...,.Xn]
m2a p2a
El Gltimo paso usa la caracterizacién del radical que establecimos 1.25. [ |

Los resultados 5.10, 5.11, 5.12 son diverentes versiones del teorema de los ceros de Hilbert. El punto
clave de las pruebas es el corolario 5.8 de 5.7. En este sentido 5.7 es una version generalizada del teorema
de los ceros.
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6 Lema de Artin—-Rees

6.1. Definicién. Sean R un anillo, a € R un ideal y M un R-mddulo. Una a-filtracion de M es una cadena
de submoédulos
M=My2My2M,2---

donde aM,, € M, para todo n =0.
Para un submédulo M’ c M la a-filtracién inducida sobre M’ viene dada por

M'=My2M2M,2--
donde Mj, := M'n M,,. Notamos que
aM,, =a(M'NnM,) s M'naM, < M' 0N Mp1 =M,
asi que esto es también una a-filtracion.

Un caso particular de interés es la filtracion a-adica donde M,, := a” M y se cumple aM,, = M,,,,. Para
un submédulo M’ € M la filtracién inducida sobre M’ no tiene por qué ser la filtraciéon a-adica: es posible

que aM, C M, _,. Sin embargo, bajo ciertas condiciones de finitud, esto no esta lejos de realidad: lo que se

preserva es la estabilidad: las igualdades aM;, = M, _, se van a cumplir para n suficientemente grande.

6.2. Definicion. Se dice que una a-filtracién
M=My2Mi2M,2---
es estable si aM,, = M,,,; para todo n suficientemente grande.

6.3. Teorema (El lema de Artin-Rees). Sean R un anillo noetheriano, a < R un ideal, M un R-médulo finita-
mente generado y
M=My2Mi2M;2---

una a-filtracion estable. Luego, para todo submddulo M' < M la filtracion inducida
M =M,2M 2My2---, M,:=M nM,
es también estable.

Para probarlo, vamos a usar una construccién auxiliar. Recordemos que R es un anillo graduado si se
tiene una descomposiciéon en una suma directa de grupos abelianos

R=Ry®R®R,®---

que satisface R,,R,, < R, para todo m,n = 0. Un ejemplo tipico es el anillo de polinomios R[] donde la
graduacion viene dada por
RI[t], := R(E™).

Un R-médulo graduado es un R-mddulo M junto con una descomposicién en una suma directa de gru-
pos abelianos
M=MyeM &My ®---

tal que R,,M,, € M,,,+,, para todo m, n = 0.
En particular, todo elemento x € M puede ser expresado de modo Uinico como una suma finita de ele-
mentos x, € M, llamados las componentes homogéneas de x.
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6.4. Definicion. Sean R un anillo, a € R un ideal, M un R-médulo y
J:M=My2M2M;2--
una a-filtracién. Consideremos el anillo graduado
BaR:=Roaed’e--

Y pongamaos
B]M:ZMGBMIGBMZGB"'

Este es un B, R-mddulo graduado: dado que 7 es una a-filtracién, se cumple a™M,, € M1 5.
El médulo graduado By M detecta estabilidad de la filtracion en el siguiente sentido.

6.5. Lema. Sean R un anillo, a € R un ideal, M un R-mddulo finitamente generado y
J:M=My2M2M2---

una a-filtracion donde M,, son submddulos finitamente generados. Luego, la filtracion es estable si 'y solo si By M
es un B, R-médulo finitamente generado.

Demostracion. Supongamos que By M es finitamente generado. Entonces, los generadores pertenecen a los
7
primeros n términos de la suma directa para n suficientemente grande:

MoeM eMy®--- & M,.

Tomando las componentes homogéneas de los generadores, podemos concluir que By M estd generado por
un numero finito de los elementos de M; para i < n. Luego, por la hipdtesis, el resto de la suma directa

My & Mp+10 My12® Mp+3®---
esta generado como B, R-mddulo por los elementos de M,,, lo que significa que
(6.1) M,.;=a'M, paratodoiz=0.

Esto precisamente quiere decir que la filtracion es estable.
Viceversa, si la filtracion es estable, entonces existe n tal que se cumple (6.1). Luego, la unién de los
generadores de My, M, ..., M, genera a By M como un R,-mddulo. [ |

Demostracion del lema de Artin-Rees 6.3. Denotemos por 7 la filtraciéon sobre M y por 4’ la filtracién indu-
cida sobre M’. Notamos que B, R es una R-algebra finitamente generada, y puesto que R es un anillo noet-
heriano por nuestra hipétesis, B4R es también un anillo noetheriano.

Ahora, si 7 es una filtracién estable, entonces BsM es un B,R-mdédulo finitamente generado, y luego
By M’ es también un B, R-mddulo finitamente generado, siendo un submédulo de B;M. Lo tltimo significa
que la filtracién 7' es estable. [ |

Mas adelante nos va a servir el siguiente caso particular.

6.6. Corolario. Sean R un anillo noetheriano, a < R un ideal, M un R-médulo finitamente generadoy M' ¢ M
un submédulo. Entonces, para todo n = 0 existe t = 0 tal que

MnaMca" M.
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Demostracion. Consideremos la filtracion a-adica sobre M:
M2aM2a*M2a*M2---

El lema de Artin—Rees nos dice que la filtracién inducida sobre M’ es estable; es decir,
aM' na™M) =M na™'M

para m suficientemente grande. Luego, para todo n =0

Mnd™"M=a" (M na™M)ca"M'.

6.1 El teorema de interseccion de Krull
He aqui un corolario importante del lema de Artin—Rees.
6.7. Teorema (El teorema de interseccion de Krull). Sean R un anillo noetheriano y a < R un ideal.
1) Si M es un R-médulo finitamente generado, entonces existe x € a tal que
(l—x)-(ﬂ ajM) =0.
j=1
2) Si R es un dominio o un anillo local y a # R es un ideal propio, entonces

MNa=o0.

jz1
Demostracion. Consideremos la filtracién a-adica sobre M:
M2aM2a*M2a®M>2---.
La filtracién inducida sobre el submédulo M :=;>, a/ M viene dada por
M), = (ﬂ an) na"M =M para todo n=0.
j=1

El lema de Artin-Rees nos dice que esta filtracién es estable, lo que significa simplemente que aM’ = M.
Dado que M’ es un R-mddulo finitamente generado (usando la hipétesis que R es noetheriano y M es finita-
mente generado), esto nos permite concluir que existe x € a tal que (1-x)- M’ =0 (lo probamos en 3.2 usando
el teorema de Cayley—Hamilton). Esto establece la parte 1).

Ahora en la parte 2), basta tomar M = R. Sabemos que existe x € a tal que

(1—x).(ﬂ af)zo.
j=1

Dado que a es un ideal propio, x # 1. Si R es un dominio, esto es suficiente para concluir que j>1a/ = 0.
Si R es un anillo local, entonces x € a C R debe pertenecer al ideal maximal m y luego 1 - x € R* y también
podemos concluir que N a/ = 0. [ |

Ejercicio 31. Sea R el anillo de los gérmenes en 0 de las C*°-funciones f: R — R. Especificamente, R es el
cociente del anillo C*°(R) por la relacién de equivalencia

f~g < fl|y= 8|, para algiin entorno abierto U3 0.
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1) Demuestre que R es un anillo local y su ideal maximal m estd generado por la funcién x.
2) Demuestre que para la funcién f(x) := e~ V¥ se tiene feN;j=o mJ, aunque f #0 en R.

Este es un contraejemplo para el teorema de interseccion de Krull en el caso de anillos que no son noet-
herianos.
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7 Criterios de planitud

En esta seccién vamos a ver algunos criterios de planitud de médulos. Recordemos que se dice que un
R-mddulo N es plano si para toda sucesion exacta corta de R-mdédulos

o—MIMmMEM —0
el producto tensorial con N induce una sucesién exacta corta
i®id ®id
0—Mep N2 Mer NS M @g N—0

En general, si N no es plano, i ®id no siempre serd una aplicacién inyectiva; lo que se tiene es una sucesion
exacta larga

s —— TorB(M',N) ——— TorB(M,N) ——— Torf(M", N) j

£—> Torf_, (M',N) —— Tork_;(M,N) —— Tork_;(M",N) —— ---

coo — Torf(M',N) ——— Torf(M,N) ——— Torf(M",N) j

(—> M &@grN —— M@ N —— 3 M"®y N ——— 0

Para la construccién de Torf (-, -) y sus propiedades, véanse por ejemplo mis apuntes

cadadr.org/san-salvador/2018-08-algebra-conmutativa/resoluciones-y-tor.pdf

7.1 Planitud y Torf(R/a, M)

7.1. Teorema. Sea R un anillo y M un R-mddulo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) M es plano.

2) Para todo ideal a < R la aplicacién
a®RM—>R®RMi>M, rem—rm

inducida por la inclusion a € R es inyectiva.

2°) Para todo ideal finitamente generado a < R la aplicacion a®g M — M es inyectiva.

3) Torf(R/a,M) =0 para todo ideal a < R.

3’) TorR(R/a, M) = 0 para todo ideal finitamente generado a < R.

Demostracion. Si M es plano, entonces la sucesién exacta corta
0—a—R—R/a—0

induce una sucesion exacta corta
0—a®rM—-M—R/la®r M —0
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asi que 1) = 2). Ademas, 2) < 3), puesto que en general lo que se obtiene es una sucesion

-+ — Torf (R, M) — Torf (R/a, M) - a®g M — M — R/a®g M — 0
=0

cuya exactitud nos dice que la aplicaciéon a®r M — M es inyectiva si y solamente si TorllEE (R/a,M) =0. De la
misma manera, tenemos equivalencia 2’) < 3'), y por supuesto, 2) => 2') y 3) => 3/).

Notamos que 2') = 2). En efecto, asumamos que se cumple 2). Para probar que la aplicacién a®zy M — M es
inyectiva, hay que ver que todo elementono nulo x =Y ; r; ® m; € a® M va a un elemento no nulo en M. Sea
a’ < a el ideal generado por los r;. Ahora x esta en laimagen de o’ ®x M — a®r M y la aplicacion o’ ® g M — M
es inyectiva, puesto que el ideal o’ es finitamente generado. Entonces, x va a un elemento no nulo en M.

W — 3 a o’ ®pM ———————— a®gr M
R M

Ahora probemos la implicacién 3) = 1). Para deducir de 3) que M es plano, hay que ver que toda inclusiéon
N’ c N induce una aplicacién intectiva N9y M — Nor M. Elmodulo N® M esta generado por los elementos
ne m donde n e Ny me M, respecto a las relaciones de bilinelidad. Para un elemento x € N'®zr M en la
condicién que x va a cero en N®z M aparece solo un niumero finito de elementos de N, asi que seria suficiente
probar que la propiedad deseada se cumple para N finitamente generado. En este caso podemos escoger una
cadena de submédulos
N'=NycN;c--cN,=N

donde cada uno de los cocientes N;,/N; esta generado por un elemento; es decir, N;;1/N; = R/a; para algiin
ideal a; = R. El producto tensorial con M nos da una cadena de aplicaciones

N'@rM=Ny®g M — N ®g M —---— N,®g M=N&r M
y bastaria comprobar que N; ® g M — N;,1 ®g M es inyectiva para todo i. En efecto, la sucesién exacta corta
0— N;— N;j;1—R/a; —0

nos da
-« —Torf(R/a;, M) - N;®g M — N;j;; ®g M — Rla; ®g M — 0

donde Tor?(R/a;, M) = 0 por la hipétesis de 3). ]

7.2. Corolario. Sea R un dominio de ideales principales y M un R-médulo. Entonces, M es plano si y solamente
si M es libre de torsion:
Mzors :={me€ M| x-m =0 para algtin x # 0} = 0.

Demostracion. Por el resultado anterior, M es plano si y solamente si para todo ideal (x) ¢ R se cumple
Torf (R/(x), M) = 0. Esto es cierto para x = 0 (se tiene Torf (R,-) = 0), asi que podemos asumir que x # 0. En
este caso hay una sucesion exacta corta

0—-RZER—R/(x)—0
que induce una sucesion exacta

0 — Torf (R/(x), M) = M X5 M — M/xM — 0

Entonces,
TorR(R/(x), M) = ker(M == M) = {me M| x-m = 0}.
Asi que tenemos Torf(R/ (x), M) = 0 para todo x # 0 si y solamente si Miqrs = 0. [ |
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7.3.Ejemplo. Elgrupo abeliano Q es un Z-mddulo plano, siendo una localizaciéon de Z. Es un Z-mddulo libre
de torsion, pero no es libre. En efecto, para dos subgrupos no triviales A, B < Q, para cualesquiera £ € A, 5 € B
se tiene bc- § = ad- 5 = ac € An B. Esto demuestra que A, B # 0 implica An B # 0. En particular, si Q = Ae B,
entonces necesariamente A=00 B=0. A

7.2 El criterio local de planitud

Cuando R es un anillo local, el criterio de planitud 7.4 puede ser simplificado, bajo ciertas hipétesis
adicionales.

7.4. Teorema. Sean (R,m) un anillo local noetheriano, (S,n) una R-dlgebra local noetheriana tal que mS<uny
M un S-mddulo finitamente generado. Luego, M es plano sobre R si y solamente si Tor? (R/m, M) = 0.

(Muy a menudo este resultado se usa cuando S=Ro M =8.)

Demostracién. Si M es plano sobre R, entonces TorX (—, M) = 0. Viceversa, supongamos que Tor! (R/m, M) = 0.
Tenemos que deducir que M es plano.

Primero notamos que si Torf (R/m, M) = 0, entonces Tor (N, M) = 0 para todo R-mddulo de longitud finita
N. En efecto, si (N) = 1, entonces N = R/m y el resultado se cumple por la hipétesis. Si ¢(N) > 1, podemos
tomar un submaédulo propio no nulo N’ ¢ Ny considerar la sucesion exacta corta

0—-N —->N—->N/N—-0
Esta induce una sucesién exacta
-« — Torf (N, M) — Torf (N, M) — Torf (N/N', M) — ---
Tenemos ¢(N) = £(N') + £(N/N') y en particular ¢(N),/(N/N’) < ¢(N), asi que por la hipétesis de induccién
TorR(N', M) = TorR(N/N', M) = 0.
La exactitud de la sucesién de arriba implica entonces que Torf(N, M)=0.

Para probar que M es plano, seglin 7.4 seria suficiente probar que para todo ideal a < R la aplicacién
a®r M — M es inyectiva. Supongamos que x € a®g M es un elemento que va a cero. Hay que probar que x = 0.
Notamos que a®r M es un S-mddulo finitamente generado. Ademas, por la hipétesis mS < m se cumple

m"(a®r M) cn" (a®r M).
El teorema de interseccién de Krull (véase 6.7) nos dice que

(A m"(@erM)<c [ n" (a®g M) =0,

n=0 n=0
asi que para concluir que x = 0 bastaria probar que x estd en m” (a ® g M) para todo n = 0; es decir, que x esta
en la imagen de (m"a) ®g M — a®g M para todo n = 0.

Ellema de Artin-Rees implica que para todo n = 0 existe ¢ = 0 tal que m’ na < m”a (véase 6.6), y por ende
seria suficiente probar que x esta en la imagen de (m’na)®z M — a®z M para todo ¢ = 0. Gracias a la sucesion
exacta _

mineer M2 aor M2 a/m! na)or M —0

esto es equivalente a probar que x € ker(p ®id).
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Consideremos el diagrama conmutativo

o —2% a/mna)

I

R — R/m!
donde la aplicacién ¢ viene dada por
a/(m’na) = (a+m’)/m’— R/m’.

Al tensorizar el diagrama de arriba con M, se obtiene el diagrama conmutativo

peid ¢
a®rM —» a/m'na)®g M

l [#eia

M —— Rim'@r M

Por la hipétesis, x e a®g M va a cero en M, entonces para concluir que (p ® id) (x) = 0 seria suficiente probar
que la aplicacién ¢ ® id es inyectiva; es decir, que (a+m’)/m! — R/m’ induce una aplicacién intectiva (a +
mY)/m’®r M — R/m’ ®r M. Consideremos la sucesion exacta

- —Torf(R/(a+m"), M) — (a+m")/m’®xg M — R/m’ ®g M — R/(a+m’) @z M — 0

Tenemos m! - (R/(a+m’)) = 0, lo que implica que ¢(R/(a +m’)) = 0 (véase 2.17) y por la primera parte de la
prueba podemos concluir que TorR(R/(a+m?), M) =0. [ ]

7.5. Lema. Sean R un anillo, M un R-médulo y x € R un elemento que no es un divisor de cero en R, ni sobre M.
Luego, para todo R/(x)-mddulo N se tiene

Tor®' ™ (N, M/ xM) = Tor® (N, M).
Demostraciéon. Tenemos una sucesion exacta corta
0-RZR—R/I(x)—0

que induce una sucesién exacta larga

.- — Tor® (R, M) — Tor® (R/(x), M) — Tor®_ (R, M) — ---

=0 =0
— Tor®(R, M) — Torf (R/(x), M) = M Z5 M — R/(x) g M — 0
————
=0
Se sigue que
M— R/(x) g M= M/xM, n=0,
Tor®(R/(x), M)={ {meM|x-m=0}, n=1,

0, n>1.

Bajo la hip6tesis que x no es un divisor de cero sobre M, tenemos Tor, (R/(x), M) = 0 para todo n # 0.
Para calcular Tor® (N, M), escojamos una resolucién libre de M

s Fy—F —Fy—M—0
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Luego,
Tor® (N, M) = H,,(F. ®R N).

Tenemos
H,(R/(x)®gF.) =Tor,(R/(x), M) =0 para n #0,

lo que significa que al tensorizarlo con R/(x), el complejo F. no pierde la exactituden n>0y
= RI(x)®rF, = R/(x)®r F1 = R/ (x)®gp Fy — M/xM — 0
es una resolucién de M/xM por R/(x)-mébdulos libres R/(x) ®r F,,. Tenemos
Tor®/™ (N, M/ xM) = H, (N ®g,(x) (R/(x) ®g F.)) = H,(N ®g F.) = Tork (N, M).
]

7.6. Proposicion. Sean (R, m) un anillo local noetheriano, (S,n) una R-dlgebra local noetheriana tal que mS <n
y M un S-médulo finitamente generado. Sea x € R un elemento que no es un divisor de cero en R, hi sobre M.
Entonces, M es plano sobre R siy solamente si M/xM es plano sobre R/ (x).

Notamos que en general, si R’ es una R-algebra y M es un R-mddulo plano, entonces R’ ® M es un
R’-mdédulo plano, puesto que para cualquier R’-médulo N se tiene

(RRerM)®p N=M®g N.

Entonces, si M es plano sobre R, el médulo R/(x) ® gz M = M/xM es plano sobre R/(x). Lo que nos interesa es
la otra implicacion.

Demostracion. Bajo las hip6tesis de la proposicién, el criterio local de planitud 7.4 nos dice que M/xM es
plano sobre R/(x) si y solamente si Torf/ @(R/m,M/xM) = 0. Seglin el lema de arriba, esto es equivalente a
Torf(R/m,M) =0; es decir, a la planitud de M sobre R. [ |
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7.3 Ejercicios sobre planitud y Tor

Ejercicio 32. Consideremos el anillo R = k[X, Y] y el ideal a:= (X, Y) c R. Demuestre que la inclusién a»— R
induce una aplicacién a®r a — a que ya no es inyectiva. Este es un ejemplo de un R-mddulo libre de torsién
que no es plano.

Ejercicio 33. Supongamos que R es un anillo noetheriano y M, N son R-mddulos finitamente generados.
Demuestre que los médulos Tor® (M, N) son también finitamente generados.

Ejercicio 34. Sean a,b ideales en un anillo conmutativo R. Demuestre que
R - anb R -
Tory (R/a,R/b) = b Tor, (R/a,R/b) =ker(a®p b — ab).

Ejercicio 35. Sean R un anillo y M un R-médulo finitamente presentado.

1) Supongamos que (R,m) es un anillo local. Usando el lema de Nakayama, demuestre que M es plano si
y solo si Torf (M, R/m) =0.

2) Demuestre que en general, M es plano sobre R siy solo si M, es plano sobre R, para todos los ideales
maximales mc R.

(Si N es un Ry, -moédulo, note que Meg N=M®g N yuse 1.22.)

Ejercicio 36. Demuestre que Tor? (M, N) puede ser calculado usando resoluciones planas. Es decir, se pue-
de tomar una sucesion exacta
em Py — P —Py—M—0

donde P, son R-mddulos planos, y luego
H,(P.®g N) = Tork (M, N).
Ejercicio 37. Deduzca del ejercicio anterior que Tor conmuta con la localizacion:
Tor® (M, N)[U™Y) = TorRU ™ (U=, NIU™Y)).
Ejercicio 38. Sea R un dominio de integridad y sea K(R) su cuerpo de fracciones. Demuestre que
Tor®(K(R)/R, M) = Myors := {m€ M | x-m = 0 para algin x # 0}.

Ejercicio 39. Sea

dn+1 dn
oo My 2L M, My —

un complejo de R-mddulos y sea P un R-méddulo plano. Demuestre que
H,(M.®rP)= H,(M.)®rP.
Ejercicio 40 (Férmula de Kiinneth). Sea

dpi d
e Py L P, L P, e

un complejo de R-moédulos planos. Supongamos que para todo n el submédulo imd,  P,,—; es también
plano.
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1) Deduzca que para todo n la sucesiéon exacta corta
dn .
0 —kerd,, — P, — imd,, — 0
induce una sucesion exacta corta
dn .
0—kerd,®p M — P, ®p M —imd, ®x M — 0

y estas sucesiones forman una sucesién exacta corta de complejos

0—kerd.®r M — P, ®p M d.eid

imd, g M — 0
donde los complejos kerd. e imd. tienen diferenciales nulos.

2) Analice la sucesidn exacta larga correspondiente

. — Hy(kerd. ® M) — Hy(P. ® M) — Hy(imd. ®g M) 22 H,_y(kerd. ® M) — ---
identifiquela con la sucesién exacta
--—kerd, ® g M — H, (P, ® g M) — imd,, ®g M — kerd,—1 R M — ---
donde la dltima aplicacién estd inducida por la inclusion imd,, — kerd,_1.

3) De la sucesién exacta corta
0—imd, — kerd,,-1 — H,_1(P.) — 0

deduzca que
Torf (Hy-1(P.), M) = im(Hy (P. @ M) — imd,, ® g M)

y también note que
ker(Hy,(P. ®g M) — imd, ®p M) = H,(P.) ®g M.

4) Concluya que para todo r se tiene una sucesion exacta corta

0 — Hy(P.)®g M — Hy(P. ®g M) — Tory (Hy-1(P.), M) — 0

Estas sucesiones exactas cortas explica qué sucede con la homologia de un complejo al tensorizarlo con
M.

7.4 Ejercicios sobre los funtores Ext

En clase hemos visto solamente los funtores Tor, pero la construccion general de funtores derivados
puede ser usada para definir los funtores Ext.

Ejercicio 41. Sean My N dos R-moédulos.

1) Escojamos una resolucién proyectiva
d d
PP Py S M0

demuestre que al aplicar el funtor contravariante Hompg(—, M), se obtiene un complejo

dQZ:dl* dfllzd;
Hompg(P.,N): 0— Hompg(Pgy, N) Homp(P;, N) Hompg(Py,N) — -
——— ——— ———

deg0 deg—-1 deg—-2

donde
d_pn:= d;:Jrl: }'IomR(Pn;Nv)J_' }'IomR(PnJrl;]V)

deg—n deg—n-1
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2) Pongamos
kerd_,

Ext;l?(M,N):z H_,,(Homg(P.,N)) := - .
imd-_j1

Demuestre que el resultado no depende de la eleccion de resolucién proyectiva y esto define un funtor

contravariante Extg (=, N).
Ejercicio 42.
1) Demuestre que Ext’(—, N) = Homg(—, N).
2) Demuestre que una sucesién exacta corta
0-M-M-M'—0

induce una sucesién exacta larga

0 — Homp(M", N) — Homg(M, N) — Homg(M', N) —

Ext(M", N) — Exth(M, N) — Exty(M',N) — ---

3) Demuestre que Ext}(P,N) =0 para n =1 si P es un R-mddulo proyectivo.

4) Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

a) el funtor Homg(—, N) es exacto;
b) Ext}(-,N)=0;
¢) Ext}(-,N) =0 paratodon=1.

Ejercicio 43. Calcule los grupos Ext}(Z/nZ,Z/mZ).

Ejercicio 44. Sea R un anillo y sea x € R un elemento que no es un divisor de cero. Para un R-médulo M

calcule Ext}(R/(x), M).
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8 Completacion

Revisemos el siguiente concepto categdrico.

8.1. Definicién. En una categoria, sea X;, una familia de objetos indexada por n = 1,2,3,... Supongamos que
para cualesquiera m < n estd especificado un morfismo f,,: X, — X, de tal manera que

1) fun =idx, paratodo n,

2) fen = femo fmn para cualesquiera £ < m < n:

X, 2 x,, L x,

\_/r

fen

Se dice que X; con los morfismos f,,,: X,, — X,, forman un sistema inverso. El limite inverso correspon-
diente es un objeto @n X,, junto con morfismos p,,: @n X, — X, tales que p;, = fin o pn para cualesquiera
m<n:

X, fmn . X,
fim,, X

Ademas, se pide la siguiente propiedad universal: si X es otro objeto con morfismos ¢,: X — X,, tales
que ¢y, = fmno¢n para cualesquiera m < n, entonces existe un tinico morfismo X — lim X, que conmuta con
los morfismos p,, y ¢y,:

Xn fﬂ”’l ) Xm
Vw V
lim X
(pﬂ —n " (b”l

A
ay
|

X

Los limites inversos son casos particulares de limites. Como siempre, la propiedad universal implica que
si el limite inverso @n X, existe, este es Uinico salvo isomorfismo tnico.

8.2. Observacion. El limite inverso de anillos siempre existe. Este viene dado por

lim Ry, = {x = (x1, %2, %3,...) € [ [ Rn | fun(Xn) = X para cualesquiera m < n}
n n

respecto a las operaciones naturales término por término y los homomorfismos py: lim R, — Ry inducidos por
los homomorfismos de proyeccion [1,, R, — Rj.

Demostracion. Por la definicion de lann R, se tienen diagramas conmutativos

fmn

Ry > R Xp f > fn(Xn) = Xm
l(iﬂln R, (Xm)
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Ahora para otro anillo R y una familia de homomorfismos ¢,: R — R, que satisfacen ¢, = fiun o ¢, para
cualesquiera m < n, existe un homomorfismo tnico ¢: R — lim Ry tal que p,o¢ = ¢, para todo n. En efecto,
se ve que la tnica posible opcién es de poner

¢(x) = (Ppn(x)).
Este elemento pertenece a l(igln Ry si m < n, entonces fi,, 0P, (x) = P (x).

Jmn

Nos va a interesar el siguiente caso muy particular de limites inversos de anillos.

8.3. Definicién. Sea R un anillo conmutativo y a € R un ideal. Consideremos los homomorfismos canéni-
cos de proyeccion sobre el anillo cociente R — R/a". Si m < n, entonces a” < a™, asi que por la propiedad
universal del ntdcleo existe un homomorfismo tnico f;,,: R/a” — R/a™ que hace conmutar el diagrama

g

3! finn
Rla* ———-- ]:————» R/a™

R

Estos homomorfismos forman un sistema inverso de anillos:

R

Ria® 1™ Rrgm Ly Rygt

~_

f!n

El limite inverso correspondiente se llama la completacion de R respecto al ideal a (o la completacion
a-adica) y se denota por
R,:= limR/a",
n
o simplemente por R cuando se conoce el ideal en cuestién.
Se dice que un anillo R es completo respecto a unideal a < R si R junto con los homomorfismos candnicos
R — R/a" satisface la propiedad universal de lim R/a".

Nuestra construccion de 8.2 da

R={x=(x1,x,x3,...) € H R/a" | x, =x, (mod a™) para cualesquiera m < n}.
n=1

8.4. Ejemplo. Consideremos el anillo de polinomios en n variables S := R[Xj,..., X,] V el ideal maximal
m=(Xy,...,X,). La completacién de S respecto a m es isomorfa al anillo de las series formales R[[X,..., X,]I.
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En efecto, tenemos

S={f=, Lo fs--) €[] RIXi,....Xpl/m' | fj= fi (méd a') para cualesquiera i < j}.

i=1
Las aplicaciones candnicas
RIX1,..., Xull = RIX1, ..., Xpll/m! = RIXy, ..., Xy /m
inducen un homomorfismo
RIX,..., Xpll = §,
f(f+m, f+m? f+m..).
Este homomorfismo tiene inverso dado por
S—RIXi,..., Xpll,
(A+m fo+m? fs4md. )= A+ (- fO+(B—H)+-.

La suma f; + (f2 — fi) + (fs — f2) +--- es una serie formal bien definida, dado que deg(fi+1 — f;) =i+1,y se ve
que el resultado no depende de la eleccién de f; de las clases f; +m'. A

8.5. Observacion. Si R es un anillo completo respecto a un ideal a c R, entonces es completo respecto a cualquier
potencia a” < R.

Demostracion. Ejercicio para el lector. [ |
Ademas, nos va a interesar la completacién de R-mdédulos.

8.6. Definicion. Sea R un anillo conmutativo y a € R un ideal. Para un R-mddulo M su completacion
respecto al ideal a es el limite inverso de R-mddulos

M\u::@M/a”M,

n

Como en el caso de anillos, el Gltimo limite inverso siempre existe y viene dado por

My = {x=(x1,X2,%3,...) € [[M/a"M|x,=x, (méd a™) para cualesquiera m < n}.
n=1

Notamos que M, tiene estructura natural de R,-médulo.
Dejo al lector comprobar la funtorialidad: toda aplicacion R-lineal f: M — N induce de modo funtorial
una aplicacién R,-lineal f: M, — N, (esto se sigue de la funtorialidad de limites inversos).

8.1 Propiedades claves de la completacion

La completacién de R-mddulos se comporta bien bajo ciertas hipdtesis de finitud: hay que asumir que R
es un anillo noetheriano y M es un mddilo finitamente generado.

8.7. Teorema. Sean R un anillo noetheriano y a R un ideal.

1) Lacompletacion es exacta para R-modulos finitamente generados: toda sucesion exacta corta de R-modulos
finitamente generados
0-M-M-M'—-0

induce una sucesion exacta corta
0—>Myg—Myg—My—0
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2) Si M es un R-médulo finitamente generado, entonces la aplicacion natural R,-lineal
Ry®r M — M,
(inducida por la propiedad universal del producto tensorial) es un isomorfismo.

3) La completacién R, es una R-dlgebra plana.

Bosquejo de la demostracién. En 1), a partir de la sucesion exacta corta
0-M—-M-M'—-0
tomando el producto tensorial — ®; R/a”" se obtiene una sucesioén exacta
M'/a"M' = Mla"M — M"/a"M" — 0
y luego una sucesion exacta corta
0—M/@MnM)—M/a"M—M"/a"M" -0
Pasando a los limites inversos, se obtiene
0—limM'/(@"MnM') — Mg — M"q — 0

— en efecto, la aplicacion de lim es siempre exacta por la derecha, y en nuestro caso es también exacta por
la izquierda, dado que las aplicaciénes

M@ 'MAM)— M I@*"Mn M)

del primer sistema inverso son sobreyectivas (véase Atiyah—Macdonald, Proposition 10.2). Ahora el punto
clave es notar usando el lema de Artin—Rees (véase §6) que

imM'/(@"MnM)= M.

En 2), primero notamos que si M es un R-mddulo libre de rango finito, entonces se tiene un isomorfismo
R.®r M = M,.

Dado que R es un anillo noetheriano, la hip6tesis que M es finitamente generado implica que es finitamente
presentado; es decir, existe una sucesion exacta

FF-F—-M-0

donde F'y F son R-mddulos libres de rango finito. A partir de esta sucesién exacta, podemos considerar el
diagrama con filas exactas

Ry®rF — Ry®rF —> Ry®rM — 0

Pl

0 s Fly s Fy s M, 50

Aqui la primera fila se obtiene aplicando R, ® — y la segunda fila se obtiene pasando a la completacién.
Las primeras dos flechas verticales son isomorfismos, puesto que F' y F son libres de rango finito. Entonces,
el lema de la serpiente (o el lema del cinco) implica que la tercera flecha es también un isomorfismo.

En la parte 3), es suficiente probar que para toda aplicacién inyectiva de modulos finitamente genera-

dos M' — M el producto tensorial da una aplicacién inyectiva R,®z — R, ®r M (véase 7.1), y esto se sigue
directamente de 2). [ ]
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8.2 Ejemplo aritmético: el anillo de enteros de un cuerpo local no arquimediano

En esta seccién voy a revisar brevemente las propiedades de cuerpos completos respecto a una norma no
arquimediana discreta | - |.. El lector también puede consultar mis apuntes sobre los nimeros p-adicos

san-salvador/2018-04-topologia-p-adica/topologia-p-adica.pdf
Lo que sigue es una pequena generalizacion.

Sea K un cuerpo dotado de una norma no arquimediana; es decir, una aplicacion |- |: K — Rsy que
satisface las siguientes propiedades:

1) |lx| =0 siy solamente si x =0;
2) llxyll = lxll-llyl para cualesquiera x, y € K;
3) la desigualdad ultramétrica | x + y| < max{|| x|, | ylI}.
8.8. Observacion. Sea K un cuerpo con una norma no-arquimediana || - ||. Entonces

1) El conjunto
Ok :={xeK|lxll =1}

es un subanillo de K, llamado el anillo de enteros de K.

2) Los elementos invertibles de Ok son
Og = {x€ Ok | llxll = 1.

3) Ok es un anillo local y su tinico ideal maximal es
mg ={x€ O |l xll <1}
El cuerpo correspondiente x := Og/mg se llama el cuerpo residual de K.
Demostracion. Para 1) basta notar que |0|=0<1y ||1]| =1,y sitenemos |x| <1y |yl <1, entonces
lx+yl<=max{lxl,lyl}<1 vy llxyl=Ilxl-lyl<1.

Para 2), si x € Ok es invertible en Ok, entonces x~! € Og. Luego, |x~!| = [|x|~' < 1. Entonces |x]| <1y
| x|l = 1. En otra direccion, si || x| = 1, entonces x # 0y x es invertible en K. Pero [|x~'| = x| =1y x~' € O.
Para 3), esta claro que mg es un ideal. Como acabamos de ver en 2), todo elemento no invertible de O
pertenece a mg. Esto implica que mg es el inico ideal maximal. [ ]

8.9. Definicidon. Sea K un cuerpo con una norma no-arquimediana | -||. E]l grupo de valores de | - || es dado
por
Tg:={lxllxeK"}.

Se dice que | - || es una norma discreta si
1) |I- Il no es trivial,

2) I'k es un subgrupo discreto del grupo R.o = R* respecto a la topologia habitual; es decir, para todo
v € Tk existe un conjunto abierto U < Rs( tal que U nTg = {v}.

8.10. Observacion. Si | -|| es una norma no-arquimediana discreta sobre un cuerpo F, la extension de | - || a la
complecion F es también discreta.
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Demostracién. Usando la desigualdad ultramétrica, se puede notar que si x = lim,_.o, a, € F para alguna
sucesion de Cauchy (a,) ey €n F, entonces | x|| :=lim,,— lla, || coincide con | a,| para todo n > 0. [ ]

8.11. Proposiciéon. Sea K un cuerpo con una norma no arquimediana discreta || - ||.
1) Elgrupo Ty cR* es ciclico. Especificamente, existe algtin n € my, llamado un uniformizador, tal que

T ={lnl"nez}=Z.

2) Todo elemento x € K* puede ser escrito como un" para algunos ue Og y neZ.
3) Elideal maximal my es principal, generado por .

4) Todo ideal no nulo en O es de la formam}. = (n") para algiin n = 0,1,2,3,... En particular, Ok es un dominio
de ideales principales, y por lo tanto un dominio de factorizacion tinica .

5) K es el cuerpo de fracciones de Ok.
Demostracion. Para ver 1), notamos que dado que I'x es un grupo discreto, existe 7 € mg tale
7l = max{[lx| | x€ K, x|l <1},

Luego, para todo x € K tenemos | x|| = ||z]|" para algin n € Z. De hecho, si esto no se cumple, para algin
Ixll<1yn=1,23,... se tiene

|n+1

Il ™" < lixl < lmll®,

y entonces
Izl <liz™" xll <1,

lo que contradice nuestra eleccién de 7.

2) Si x € K*, entonces | x|| = x| para algin n. Luego, [x7~"|| =1, asique u:=xn""€ Og y x=un".

3) Ya que 7 € mg, tenemos la inclusion trivial (7) € mg. Luego, si x € mg, podemos escribir x = uzn" para
ue OgyneZz Yaque |x| <1y |lull =1, tenemos necesariamente n = 1,2,3,... Esto demuestra la inclusién
mg < ().

4) Para un ideal no nulo a c Ok, todo elemento no nulo puede ser escrito como x = un" para u€ Og y
n € N. Sea x tal elemento con n minimo posible. Tenemos n”* = u~! x € (7", asi que (z") < a. Luego, para
cualquier otro y € a, tenemos y = va™, donde m=n,y y = va™ " zn" € (n"). Esto demuestra la otra inclusién
ac (™).

5) Todo elemento de Ox puede ser escrito como un" para u€ Og y n€ N,y todo elemento de K tiene la
misma forma con n € Z. Entonces, esté claro que K es el cuerpo minimo que contiene a Ok. [ ]

8.12. Proposicién. Sea F un cuerpo con una norma no-arquimediana discreta || - || y sea F la complecién co-
rrespondiente. La inclusion Or — Oy induce isomorfismos

Op/my = Op/my paratodo n=1,2,3,...
Demostracion. Consideremos el homomorfismo candnico
f:0p— Op— Oﬁ/m;.

Tenemos
my=(mznOp)" = mg N Of,

“Recuerde que la definicién de dominios de factorizacién tinica exige factorizaciones tnicas, salvo unidades. En este caso, segin
la parte 2) tenemos muchas unidades, y el resto son potencias de n. Entonces, Ok es un dominio de factorizacion tinica por razones
bastante banales.
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asi que estd claro que ker f = m}. El punto clave es probar que f es sobreyectivo.

Por nuestra hipoétesis, la norma es discreta, asi que my = () para un uniformizador 7, y luego x € m%. si
y solamente si ||x|| < ||7]|". Sea x € Oz. Ya que F es denso en F, existe algiin a € F tal que [la— x|l < |Iz|" y
entonces x = a (méd mg). Ademas,

lal=lla-x+ x| <max{la- x|, |lx|l} <1,
y por lo tanto a € Fn Oz = Og. Tenemos f(a) = x. [ ]
8.13. Definicion. Un cuerpo completo respecto a una norma no-arquimediana discreta | - || se llama un

cuerpo local no arquimediano .

8.14. Teorema (Expansiones en un uniformizador). Sea K un cuerpo local no arquimediano. Sea n un
uniformizador. Denotamos por A c Ok un conjunto de representantes del cuerpo residual x := Og/mg. Entonces

1) Todo elemento x € Ok puede ser escrito de modo tinico como una serie
_ 2 3
X=aqpta\mn+an-+asn +---
donde a; € 4. Es decir,

x= lim x,,
n—oo

donde

Xpi=ap+amw+ -+ an 17" +a, 7"
2) En general, todo elemento de K puede ser escrito de modo tinico como una serie

My yag e m+ a a3+ agmt + -

X=a_pn "+a_pan
para algiin m.
Demostracion. Segun 8.11, todo x € K* puede ser escrito como x = un” para algunos u€ Og y n€ Z, asi que
1) implica 2).
Para demostrar 1), notamos primero que el limite lim,_., x, existe. En efecto, (x,) es una sucesion de
Cauchy, ya que para todo m=n

bt amo n" T+ a ™) < )"

1%m = Xnll = laps1 7™ + apo "
puesto que |la;| <1 |n]l < 1. Para el valor absoluto tenemos

lxll = lim [lx,| <1,
n—oo

asi que x € Og. Ahora veamos como a partir de x se pueden encontrar los coeficientes a; € 4. Sea x € Ok.
Existe nico ag € 4 tal que x = ag + y; 7 para algin y; € Ok. Luego,

lx—aoll = llyoll -zl < ll7ll.
Sea a; € 4 el inico elemento tal que y; = a; + y» 7 para algun y, € Og. Tenemos

x:ao+a1n+y2n2

2 2
llx = (a0 + a1 )l = lly2l - Izl < | 7]”.

*Algunos autores incluyen la condicién que el cuerpo residual Og /mg es finito. Esto es importante para probar que O es complacto.
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Continuando de esta manera, por induccién se encuentran a; € 4 tales que
lx—(ag+aw+-+an 7" +a, 7| < 7).

Entonces,
Xpi=ag+ayw+-+an 17" +a, 7"

es una sucesion que tiene como su limite x. Si tenemos otra expansion diferente
x=ay+aym+a,mt +aym+ -

con a; € 4, sea n el primer indice donde a;, # a,. Ya que son diferentes representantes de Ox/mg, tenemos
a, # a, (méd m), asi que |la), — a,ll = 1. Denotemos

roa_ ! ! n—1 ! _n
Xyi=aytayn+-+a, 7 +a,n".
Tenemos
! ! !
Xy, — xnll = (@, — an) 7"l = llay, — anll - 17" = 7).
Sin embargo,
/ / 2 ! +1
), = Xl = 1l (2}, — X) + (x — x,) || < max{|| x), — x|, [ x — xp, I} < 7],
y hemos obtenido una contradiccion. [ |

8.15. Ejemplo. Consideremos la norma p-adica |- |, sobre Q. Esta norma es discreta: sus posibles valores
son 1/p" para n € Z. La completacion correspondiente es el cuerpo de los nimeros p-adicos Q. El anillo de
enteros correspondiente es Z,. Como un uniformizador normalmente se toma p. A

8.16. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Consideremos el cuerpo de funciones racionales
k(X) = {f | fgeklX], g # 0}.
g

Para un polinomio f =Y ;.9 a; X' € k[X] definamos la valuacién X-adica mediante
vx(f) =min{i | a; #0}, vx(0):=o0.
Luego, para un nimero fijo0<p <1
|fIglx = p"x 7@

define una norma no arquimediana discreta sobre k(X). La completacién respecto a esta norma es el cuerpo
de las series de Laurent k(X)) y el anillo de enteros es el anillo de las series formales k[ X]]. Las expansiones
X-adicas nos dan

K ={ ¥ aix'|n=0123,.},

i=z—n

KXy ={Y @i x'}.

i=0
A

8.17. Proposicion. Sea K un cuerpo local no arquimediano. Entonces, su anillo de enteros Ox es completo
respecto al ideal maximal mg en el sentido de 8.3.
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Demostracién. Sea R un anillo junto con homomorfismos ¢,,: R — Ox/m} que satisfacen
Gm(x) =pp(x) (moéd m?) para cualesquiera m < n.

Hay que ver que hay un homomorfismo tnico ¢: R — Ok que satisface ¢, (x) = ¢(x) (méd m%) para todo n.
En términos de expansiones n-adicas, esto significa que hay una eleccién inica de coeficientes ay, a1, az, ...

tales que

GnX)=ap+am+a >+ +a, 1"t

y luego necesariamente ¢(x) =Y 50 an " [ |

Los elementos (x,) € []; R/a” de la construccién de 8.2 corresponden precisamente a las sumas parciales
Xn=Yo<i<n @i T

8.18. Ejemplo. Para construir los nimeros p-adicos, se puede primero tomar la completacién de Z respecto
al ideal (p):
limz/p"2=127)y,

n

y luego definir @, como el cuerpo de fracciones de este anillo. A

8.3 Series de potencias y R-algebras completas

La propiedad universal de R-algebra de polinomios R[Xj,...,X,,] nos dice que todo homomorfismo de
R-algebras f: R[Xj,..., X,] — S se define de modo Unico por las imdgenes f(X;). El anillo de series formales
RI[X1,..., X,] tiene una propiedad parecida, pero respecto a las R-algebras completas.

8.19. Proposicion. Sea R un anillo y S una R-dlgebra completa respecto a un ideal a < S. Dados fi,..., f, € q,
existe un homomorfismo tinico de R-dlgebras

¢: Rl[Xy,..., Xpll = S
tal que ¢(X;) = f;. Este homomorfismo envia una serie de potencias g(Xu,...,Xn) a g(f1,..., fn) €S.
Demostracion. Para todo ¢ existe un homomorfismo Ginico de R-algebras

R[Xi,..., X, — S/ad’,
X;— f; (méd ah).

Puesto que f; € a, el ideal (X, ..., X;)! estd en el ndcleo y este homomorfismo se factoriza de modo tnico por
RIX1,..., Xull/(X1,..., X)) 2 RIXY, .., Xp) [ (X1, Xp)E — S/al.
Esto nos da homomorfismos

v RIX3,..., X)) — S/af,
X;— fi (méd a’).
Luego, la propiedad universal de limites inversos nos produce de estos homomorfismos
v: RIXy,..., Xull = lim S/a’ =,
t
Xi— fi.
Laimagende g+ (Xy,...,X,)  en S/a’ es g(f1,..., fn) +a’ para todo t, asi que la imagen de gen Ses g(f1,..., fn)

que converge puesto que S es completo respecto a a. [ |
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En particular, el dltimo resultado significa que si

f=Y a; X" e XR[X]

i=1
es una serie de potencias con coeficiente constante nulo, entonces X — f define de modo Unico un endo-
morfismo de la R-4lgebra R[[X]] que a una serie g =Y ,-¢ b, X" € R[[X]] asocia la serie
gof:=) byf(XO".
n=0
Ya que ay =0, toda potencia
n
O Y I A
i=1 m=0\iy+-+i,=m
no tiene términos de grado m < n:
fX) = X+a X2 +azs X3 +as X +---,
fXP=aX*+2aa X*+Q2ajas+a3) X*+---,
fXP=ax*+3aap X*+---,
fXOr=ai x*+--
asi que la suma infinita ¢ b, f(X)" tiene sentido. Tenemos
gof=> cmX™,
m=0

donde ¢y = by, y para m >0

8.1) cm:an( Z dil'"llin)-

n=1 i1+ +ip=m
8.20. Lema (Teorema de la funcién inversa para series formales). Para una serie de potencias g =
Y =0 bn X™ € RIX] existe otra serie f € R[[X]] tal que f(0)=0y gof = X si y solamente si g(0) = by =0y
g'(0) = by € R*. En este caso la serie f es tinica, y ademds se tiene fog = X. Es decir, g y f son mutuamente
inversas respecto a la composicion.

Demostracion. La condicidn sobre by y by es necesaria: si existe f =Y -0 a, X" con ag = 0 tal que
gof=Y bafX)"=by+bhar X+by(az+a) X*+-- =X,
n=0
entonces by =0y by a; = 1.
Ahora sea g una serie con by =0y b; # 0. Tenemos que encontrar una serie f =Y -0 a, X" con ap =0 tal

que go f = X. La tltima identidad implica que necesitamos poner a; := b;'. Luego, para n = 2, el coeficiente
de X" en go f esigual al coeficiente de X" en la suma

by f(X)+ by f(X)? +--+ by f(X)"

(ya que f(0) =0, en las potencias f(X)"!, f(X)"*2,... ya no hay términos de grado n). Pero este coeficiente
tiene que ser nulo, lo que nos da las ecuaciones

by a,, + (algin polinomio en by, bs,..., by, a1, az, ..., ay,—1) = 0.

Puesto que b; # 0, estas ecuaciones por induccién definen de modo tinico todos los coeficientes a, as, as,...
Esto demuestra que f existe y es Unica.

Para ver que se tiene fog = X, notamos que en f también ay =0y a; es invertible, entonces existe una
serie Ginica h tal que foh = X. Luego, en la identidad X = go f podemos sustituir /# en lugar de X para obtener
h=go(foh).Pero foh=X,asique h=g. [ ]
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8.21. Corolario. Sea f = a; X+a, X*+az X3+--- € XR[[X]] una serie de potencias. Consideremos el endomorfismo
¢: RIX] — RIXT,
X f
que es constante sobre Ry envia X a f. Entonces, ¢ es un isomorfismo siy solo si f'(0) = a; € R*.

Demostracion. Esto es esencialmente el lema anterior formulado de otra manera. Si f cumple la condiciéon
£'(0) € R*, entonces existe una serie g tal que fog = go f = X, y basta definir ¢! por X — g.

Viceversa, notamos que ¢ preserva el subconjunto de las series con coeficiente constante no nulo. Si ¢
es un isomorfismo, entonces ¢ preserva el complemento de este conjunto que es el ideal X R[[X]]. Luego, X
es un generador de XR[[X]], asi que f(X) tiene que ser un generador de XR[[X]]:

FRIXN = XR[[X].
En particular, debe existir & = by + by X + by X?> +--- € R[[X]] tal que fh = X:
(@ X+a X2+ )(bg+ 1 X+ by X?+-)=a1bg X + (azbo+ ay b)) X*> +---= X

lo que implica que by = a;!. [ |

8.4 Lema de Hensel

Recordemos que el lema de Hensel para un cuerpo completo no arquimediano K afirma lo siguiente.
Si f(X) € Og[X] un polinomio con coeficientes en Ok y xq € Ok satisface | f(xo)|l < Il f'(xo)[I?, entonces existe
tinico x € Ok tal que f(x) =0y |x—xoll < | f'(x0)].
En particular, si K es un cuerpo local no arquimediano, el anillo Og es completo respecto al ideal maximal
mg. Si tenemos
fxp)=0 (méd f'(x0)*mg),

esto implica que [ f(xo)ll < | f'(x0)?l, y si
x=x9 (mod f’(xo) mg),

entonces
!
lx—=xoll <l f (x0).

Esto motiva el siguiente resultado general para anillos completos.

8.22. Teorema (Lema de Hensel para anillos completos). Sea R un anillo completo respecto al ideal a y
sea f(X) € R[X] un polinomio. Para todo xo € R tal que

fxo)=0 (méd f'(x0)*a)

existe x € R que cumple
fx)=0, x=x (méd f'(xo)a).

Ademds, si f'(xy) no es un divisor de cero en R, entonces este x es tinico.

(Notamos que gracias a 8.5, el ideal a en el enunciado puede ser reemplazado por a” para cualquier n =
1,2,3,...)
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Demostracion. Para simplificar la notacién, denotemos z:= f’(xg). Si
fX)=ap+ay X+as X*>+-+aqg X%,
entonces por la férmula del binomio
fxo+2zX) = Z a; (xo +zX)i = Z a; xé +( Z a; ixé_l) zX+ Z a; gi(xo,zX) (zX)z,
O<i<d O<i<d 1<i<d 1<i<d

—_—
f'(x0)

donde g;(xg, zX) es algin polinomio en x; y zX con coeficientes enteros (son ciertos coeficientes binomiales,
pero no nos sirven las formulas explicitas). Esto significa que existe alglin polinomio 4 € R[X] tal que

flxo+2X) = fxo) + f(x0) 2X + h(X) (2X)*
= f(xo) + 2% (X + X2 h(X)).
Podemos considerar el homomorfismo de R-algebras definido por
¢: RIXN — RIXT,
X — X+ X? h(X).

Es un isomorfismo segtin 8.21, asi que existe un homomorfismo inverso ¢~': R[[X]] — R[[X]]. Al aplicarlo a
la ecuacion de arriba nos queda

Flxo+2¢ (X)) = flxg) + 22 ¢~ HX + X2 h(x)) = f(xo) + 22 X.

Segun nuestra hip6tesis, f(xo) =0 (méd z2 a); es decir, f(xy) = z% ¢ para algin c € a. Ahora segun 8.19 existe
un homomorfismo de R-algebras definido por

X~ —c
Al aplicarlo tenemos
fxo+z-pod™ (X)) = flxo) + 22w (X) = f(x0) — 2° ¢ =0,

asi que
Xx=Xo+z-wodp L(X)eR

es el elemento que estamos buscando. Notamos que o ¢~ (X) € a. De hecho, siendo un isomorfismo, ¢!
debe enviar X a una serie en XR[[X]l, y luego v (X) € a. Esto significa que

X=x9 (mdd za).
Supongamos ahora que z no es un divisor de cero en R. Sea x’' € R otro elemento que satisface
fX=f(x)=0, x'=x=xy (mobd za).

Tenemos
x=xo+za, X =xo+zd
para algunos a, a’ € a. Consideremos los homomorfismos de R-algebras 8, ': R[[X]] — R (??? check the errata
for p. 201) definidos por
B: X—a,
B:X—ad.
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Al aplicar gy g’ ala identidad
flxo+2X) = f(x0) + 22 (X + X2 h(X))

nos queda
0= f(xo+za) = f(x0) + 2° (a+ a® h(a))

y
0= f(xo+za) = f(xo) + 2° (a + a” h(a)).

En particular,
z? (a+a® h(a)) = 2° (d' + a* h(d)).

Usando que z no es un divisor de cero, tenemos
a+a’h(a)=d +d?*hd);

es decir,
Bod(X) =B op(X).

Pero la imagen de X define a un homomorfismo de R-algebras R[[X]] — R de modo Unico, asi que So¢p = § o¢p.
Puesto que ¢: R[[X]] — R[[X]] es un isomorfismo, se puede concluir que g = §'. [ |

El lector puede consultar mis apuntes
cadadr.org/san-salvador/2018-04-topologia-p-adica/hensel.pdf

para ver algunas aplicaciones tipicas del lema de Hensel.
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