Algebra 1. Hoja de ejercicios 10: Productos de grupos
Universidad de El Salvador, ciclo impar 2018

Por cualquier pregunta, no duden en contactarme por correo electrénico cadadr@gmail.com.
Ejercicio 10.1. Demuestre que la sucesion

X)X+
(xy) Y

02z " 70p) x 2, Q-0

es exacta. Aqui Z[1/ p| es el subgrupo de Q formado por las fracciones con potencias de p en el denominador y Z )
es el subgrupo de fracciones con el denominador no divisible por p.

Ejercicio 10.2. Demuestre que si Q = A X B para algunos grupos abelianos A y B, entonces A =00 B = 0.
Sugerencia: supongamos que A y B son subgrupos no triviales de Q. Demuestre que AN B % {0}.

Ejercicio 10.3. Demuestre que Q/Z = Z[1/p|/Z X Z )/ Z.
Ejercicio 10.4. Sea Isom(IR?) el grupo de isometrias del plano euclidiano. Demuestre que
Isom(IR?) 2 R? x4 O2(R),
donde R? es el grupo aditivo R x R y el homomorfismo
¢: 0r(R) — Aut(RR?)

viene dado por la multiplicacion de vectores (;) € R? por matrices A € Oy(R):

o))

Ejercicio 10.5. Demuestre que O, (R) =2 SO, (R) x4 {£1} para algiin homomorfismo ¢: {£1} — Aut(SO,(R)).
Indicacion: demuestre que la sucesién exacta corta

1 SOn(R) 5 Ox(R) & {£1} — 1

(donde i es la inclusién de subgrupo y p es la proyeccién sobre el grupo cociente) admite un homomotrfismo
s: {£1} = Ox(R) tal que ios = id.

Ejercicio 10.6. Encuentre todas las posibles extensiones de Z./2Z por Z./27Z
0—=+2/22 - A—2Z/2Z — 0

salvo isomorfismo.

Ejercicio 10.7. Demuestre que toda sucesion exacta corta de grupos abelianos
0—+A—=B—-2Z—-0

es equivalente a la extension

(an)—n
—_

05420 4z Z 0

Indicacion: demuestre que todo epimorsifmo p: B — Z admite un homomorfismo s: Z — B tal que p os = idz.



Ejercicio 10.8. Sea A un grupo abeliano que satisface la siquiente propiedad: todo monomorfismo de grupos abelianos
i: A »— B admite un homomorfismo r: B — A tal que r oi = id 4. En este ejercicio vamos a demostrar que A es
divisible.

Sean=1,23,...ya € A

1) Consideremos el homomorfismo f: Z — A definido por f(1) = a.
2) Demuestre que C := {(f(x), —nx) | x € Z} es un subgrupo de A x Z.

3) Consideremos el cuadrado de homomorfismos de grupos abelianos

72— 7
7| 7
A—s (AxZ)/C
donde la primera flecha horizontal es la multiplicacién por n, la flecha i viene dada por a — (a,0) + C

y la flecha f viene dada por x +— (0,x) + C. Demuestre que el cuadrado es conmutativo y que i es un
monomorfismo.

4) Por la hipdtesis sobre A, existe un homomorfismor: (A X Z)/C — A tal queroi = id 4.

Z—" .7
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Usando esto, encuentre un elemento b € A tal que b = n - a. Concluya que A es divisible.

Ejercicio 10.9. Sea
1-H—-G—=-K—=1

una sucesién exacta corta de grupos finitos. Demuestre que |G| = |H| - |K|.
Ejercicio 10.10. Se dice que una sucesién de homomorfisios

105G, e, G, s G D Gy P51

es exacta siim f; = ker f;_q para todoi =1,...,n. Es una generalizacion de la nocion de sucesion exacta corta

f3 f

1—>G2—>G1f—1>G0 fo
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Demuestre que para una sucesion exacta de grupos finitos se cumple

[T G| =1

0<i<n—1

Esto generaliza la férmula del ejercicio precedente.



