Algebra I. Tarea 7: Clases laterales
Universidad de El Salvador. Fecha limite: 31.05.2018

Por cualquier pregunta, no duden en contactarme por correo electrénico cadadr@gmail.com.
Ejercicio 7.1. Demuestre que si H C G es un subgrupo de indice |G : H| = 2, entonces H es normal.
Ejercicio 7.2. Demuestre que todo cociente de un grupo ciclico es ciclico.

Ejercicio 7.3 (Segundo teorema de isomorfia). Sea G un grupo, sea H C G un subgrupo y K C G un subgrupo
normal.

1) Demuestre que HK := {hk | h € H, k € K} es un subgrupo de G.
2) Demuestre que K es un subgrupo normal de HK.

3) Demuestre que la aplicacion
H — HK/K, h— hK

es un homomorfismo sobreyectivo de grupos y su niicleo es H N K.
4) Deduzca que H/(H NK) = HK/K.
Ejercicio 7.4. Para un cuerpo k sea G = GLy(k), H = SLy(k), K = k* - I C GLy(k). Deduzca que
SLy(k)/{+I} = GLy(k)/k*.

Ejercicio 7.5 (Tercer teorema de isomorfia). Sea G un grupo. Sea K un subgrupo normal de G y sea N un
subgrupo de K tal que N es normal en G.

1) Demuestre que la aplicacion
G/N = G/K, gNw—gK
estd bien definida y es un homomorfismo sobreyectivo y su niicleo es K/N C G/N.

Indicacion: se puede usar la propiedad universal de G/ N:

2) Deduzca que (G/N)/(K/N) = G/K.
Ejercicio 7.6. Sean m y n dos enteros positivos tales que n | m, asi que mZ. C nZ. Demuestre que
(Z/mZ)/(nZ/mZ) =2 Z/nZ.

Se dice que un grupo abeliano A un elemento x € A es divisible si para todo 2 € A y todo entero
positivo n =1,2,3,... existe b € A (no necesariamente tinico) tal que nb = a. Si todos los elementos de A
son divisibles, se dice que A es un grupo divisible.



Ejercicio 7.7.
1) Demuestre que los grupos aditivos Q y R son divisibles.
2) Demuestre que un grupo abeliano finito no nulo nunca es divisible.

Ejercicio 7.8. Sea p un niimero primo. El p-grupo de Priifer es el grupo de las raices de la unidad de orden p"
paran € IN:
pp(C) := |J ppr (C) ={z € C* | 2" =1 para algiin n = 0,1,2,...}
n>0
1) Demuestre que pp(C) es divisible.
2) Demuestre que existe un isomorfismo pp(C) = Z[1/p]/Z donde

Z1/pl:={a/p" |a€Z, n=0,12,...}.

Ejercicio 7.9.
1) Demuestre que todos los elementos divisibles forman un subgrupo
Agiv :={a € A | a es divisible }.
Este se llama el subgrupo mdximo divisible de A.

2) Sea f: A — B un homomorfismo de grupos. Demuestre que si a € A es divisible, entonces f(a) € B es
también divisible. En particular, f se restringe a un homomorfismo Agi, — Baip-

3) Demuestre que todo grupo cociente de un grupo divisible es también divisible. En particular, Q/Z y R/ Z son
divisibles.

Ejercicio 7.10. Demuestre que no hay homomotfismos no triviales Q — Z y Q/Z — Z.



