Universidad de El Salvador. 6.12.2018
Algebra ll. Examen parcial 2

Problema 1 (2 puntos). Para el polinomio f := X® +3X + 2 € Q[X], sean K el anillo cociente Q[X]/(f) y
« € K la imagen de X en el cociente.

a) Demuestre que K es un cuerpo. [% punto]
b) Exprese a~!enlabase1,a,a?. [% punto]
c) ¢Es cierto o falso que existe 8 € K tal que % = a? [1 punto]

Problema 2 (2 puntos). Sean p un nimero primoy n =1,2,3,... Para el cuerpo finito IF,» y un elemento
« € Fpn definamos t(a) := a +af +--- + af"

a) Demuestre que t(a) € IFp. [1 punto]
b) Demuestre que ¢: Fyn — [F), es una aplicacién F-lineal. [% punto]
c) Demuestre que la aplicacion t: Fyn — TF es sobreyectiva. [% punto]
Problema 3 (2 puntos). Sea p un ntimero primo. Consideremos el polinomio f := X>+ X +1 € F p[X].
a) Demuestre que f es irreducible si y solo si p =2 (mdd 3). [1 punto]
b) ;Para cudles p el polinomio f es separable? [1 punto]

Problema 4 (2 puntos). Sean p un primo impar y # un ntimero natural tal que p { n. Denotemos por
P, € Z[X] el n-ésimo polinomio ciclotémico.

a) Demuestre que el polinomio X" — 1 € [Fj[X] es separable. [1 punto]

b) Demuestre que sia € Z satisface ®,(a) =0 (méd p), entonces ptay el orden de aen (Z/pZ)* es
igual a n. [1 punto]

Indicacion: factorice X" — 1 € Z[X] en polinomios ciclotémicos.

Problema 5 (2 puntos). Sean p un niimero primo y a € IF, un elemento no nulo. Consideremos el polino-
mio f := XP — X +a € Fp[X]. En este problema vamos a probar que f es irreducible.

a) Demuestre que f es separable. [% punto]

b) Sea L un cuerpo de descomposicién de f y sea « € L un elemento tal que f(«) = 0. Demuestre que
las raices de f en Lsona,a +1,..., 0 +p—1. [% punto]

¢) Asumamos que f = gh donde g,/ € F,[X] son polinomios ménicos y degg,degh < deg f. Anali-
zando la suma de las raices de g o &, concluya que « € IF). [% punto]

d) Demuestre que en este caso f se descompone en factores lineales en IF,[X] y deduzca una contradic-
cion. [% punto]



