Algebra Il. Hoja de ejercicios 4: Ideales primos y maximales. Localizacion
Universidad de El Salvador, ciclo par 2018

Por cualquier pregunta, no duden en escribir al grupo ues-algebra-2@googlegroups.com.

Ideales primos y maximales

Ejercicio 1. Sea R un anillo conmutativo y sea p C R un ideal primo. Demuestre que si x" € p para algiin x € R
yn=123,... entonces x € p.

Ejercicio 2. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos conmutativos. Para un ideal primo p C S verifique
directamente que f~1(p) es un ideal primo en R.

Ejercicio 3. Sea R un anillo conmutativo y sea p C R un ideal primo.
1) Demuestre que para dos ideales I,] C R, si I] C p, entonces I Cpo ] C p.
2) Demuestre que si para un ideal I C R se tiene I" C p para algiinn =1,2,3, ..., entonces I C p.

Ejercicio 4. Sea R un anillo conmutativo. Para un subconjunto S C R sea V(S) el conjunto de los ideales primos

que contienen a S:
V(S):={p € SpecR | p D S}.

1) Demuestre que para S C Sy C R se tiene V(S;) C V(S7).

2) Demuestre que V(S) = V(I) donde I = (S) es el ideal generado por S.

3) Demuestre que V(0) = SpecRy V(1) = Q.

4) Demuestre que V(I) UV (]) = V(I]) para ideales I,] C R.

5) Demuestre que (. V(I.) = V(X4 Ix) para ideales I, C R.

Ejercicio 5. Sean R y S anillos conmutativos. Consideremos el producto R x S con las proyecciones candnicas

R+™2 RxS 255
r«— (r,s) —— s

1) Sip C Ry q C S son ideales primos, demuestre que

pxSi=m'(p) ={(xs)[xep seS}), Rxq=m'(a):={(ny)[reR yeaq}
son ideales primos en el producto R x S.

2) Demuestre que si 3 C R x S es un ideal primo, entonces *R es de la forma p x S 0 R X q como en 1).
Indicacion: para e1 := (1r,05) y ex := (O, 1s) note que ey ey € B, asi que e; € P o ey € P.
Ensto nos da una biyeccion natural Spec(R x S) = Spec R LI Spec S.

Ejercicio 6. Sea R un anillo conmutativo. Sea U C R un subconjunto no vacio tal que 0 ¢ U y si x,y € U,
entonces xy € L.

1) Deduzca del lema de Zorn que existe un ideal p C R que satisface las siguientes propiedades:
s UNp=0Q,
» Sip C [ para otro ideal I que satisface U N1 = @, entonces I = p.

2) Demuestre que p es un ideal primo.

Indicacién: basta revisar y entender nuestra prueba de que N(R) = NpcR primo b-



Localizacion

Ejercicio 7. En el cuerpo de las series de Laurent Q((X)), encuentre el elemento inverso de X — X2.
Ejercicio 8. Describa los cuerpos de fracciones K(R) para los anillos R = Z[\/—1],Z[\/5],Z {%}

Ejercicio 9. Sea R x S un producto de anillos conmutativos no nulos. Consideremos e := (1,0). Demuestre que
(Rx S)[e7l] =R

Ejercicio 10. Consideremos el anillo finito R = Z/nZ donde n = ]0]{1 e p]gfs.
1) Demuestre que los ideales maximales en R son m; = p; Z/nZ parai=1,...,s.
2) Demuestre que R = Ry, X - -+ X R,

Ejercicio 11 (*). Supongamos que : R — S es un homomorfismo de anillos que satisface la misma propiedad
universal que el homomorfismo de localizacién ¢: R — R[U™1]:

1) para todo u € U el elemento (u) es invertible en S;

2) si S’ es otro anillo junto con un homomorfismo f: R — S’ tal que f(u) es invertible en S’ para todo u € U,
entonces f se factoriza de modo tinico por :
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Demuestre que existe un isomorfismo tinico RlU™| — S que hace conmutar el diagrama
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(Aplique la propiedad universal de ¢ a ¢ y luego la propiedad universal de  a ¢.)



