La ley de reciprocidad cuadratica

Alexey Beshenov (cadadr@gmail.com)

Universidad de EL Salvador. Noviembre de 2018

Estos apuntes acompanan una pequena parte del curso de la teoria de nimeros elemental. El objetivo
es dar una prueba de la ley de reciprocidad cuadratica, revisando todo el material necesario. De manera
implicita seran presentados algunos conceptos importantes de algebra, pero voy a evitar las definiciones
generales.
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0 Restos modulo n

Recordemos (fijemos) la notacién y las definiciones basicas. Si para dos nliimeros enteros m,n € Z se
tiene m = nc para algin c € Z, entonces se dice que n divide a m y se escribe n | m. Se dice que a,b € Z
son congruentes moédulo n si n | (a— b). En este caso se escribe a = b (mdd n). Esto define una relacion
de equivalencia sobre los nimeros enteros, y las clases de equivalencia se llaman los restos médulo . Su
conjunto se denota por

Z/nZ:={0,1,...,n—1}.

Las operaciones

E+E::a+b, a-b:=ab

estan bien definidas y dan estructura de anillo sobre Z/nZ. Normalmente voy a denotar los elementos de
Z/nZ por las letras x,y,z,y en lugar de 0y 1 escribiré 0y 1.

1 Elementos invertibles modulo n

1.1. Definicién. Se dice que unresto mddulo n dado por x = a € Z/nZ es invertible (0 que a € Z es invertible
modulo n) si existe otro resto y = be Z/nZ tal que xy =1 (es decir, ab=1 (m6d n)). En este caso también
se dice que y es inverso a x (0 que b € Z es inverso a a médulo »n).

Notamos que si tal y existe, este esta definido de modo tinico como un elemento de Z/nZ. En efecto,
asumamos que existen yi, y» € Z/nZ tales que

xy1=xy2=1.

Luego,
n=y-l=yxy=1-y2=y.
Por esto, si x € Z/nZ es invertible vamos a denotar su inverso por x~!. Notamos que la relacién “ser inverso”
es simétrica: x™! = y < y~! = x; en otras palabras, si x € Z/nZ es invertible, entonces x~! es también
invertible y
xHl=x.

1.2. Ejemplo. Trivialmente, 1 es invertible médulo n para cualquier n y es inverso a si mismo. Notamos
que si n | a, entonces a no es invertible médulo n: todos los mdltiplos de a son congruentes a 0 médulo
n. A

1.3. Ejemplo. Tenemos 5% =25=1 (méd 6), asi que 5 es inverso a si mismo mddulo 6. Al revisar la tabla de
multiplicacién médulo 6, se ve que 0,2,3,4 no son invertibles:

x| 0 1 2 3 4 5

0o/0 O O O O O

1 0O 1 2 3 4 5

210 2 4 0 2 4

31]0 3 0 3 0 3

410 4 2 0 4 2

510 5 4 3 2 1
A

1.4. Ejemplo. Todo nimero a tal que 71 a es invertible médulo 7:

2:4=1 (mMo6d7), 3-5=1 (moéd7), 6-6=1 (mod7),
asi que

27'=7, 3'=5 6 '=6 A



El conjunto de los restos mddulo » invertibles se denotara por
(ZInZ)*:={acZinZ|existe b=a '€ Z/nZtal que a-b=1}.
1.5. Observacion. El producto de dos restos modulo n invertibles es también invertible.

Demostracién. Supongamos que para x, y € Z/nZ existen x~!, y~! € Z/nZ tales que

Luego,
G =xpy Ha =xx =1,

asi que y~1x7! es el resto inverso a xy. [ |

1.6. Digresion. Entonces, los restos invertibles (Z/nz)* estan cerrados respecto a la multiplicacion. El con-
junto (Z/nz)* respecto a la multiplicaciéon forma una estructura algebraica conocida como grupo. Nuestros
resultados sobre (Z/nz)* provienen de la teoria de grupos basica.

1.7. Observacién (Cancelacion). Para cualesquiera x,y,z € Z/nZ, si x es invertible, entonces
Xy=xz=y=2z.

Demostracién. Al multiplicar la identidad xy = xz por x~!, nos queda

lyz=1-z=z. |

y= l-y:x_lxy:x_
1.8. Proposicion. Un niimero a € Z es invertible modulo n si 'y solo si es coprimo con n; es decir, mcd(a, n) = 1.

Demostracion. Asumamos que mcd(a, n) = 1. Luego, la identidad de Bézout nos dice que existen enteros
b,ce Z tales que ab+nc = 1. Reduciendo médulo n, se obtiene ab=1 (méd n), asi que a es invertible médulo
n.

Viceversa, asumamos que existe b € Z tal que ab =1 (mdd n). Esto significa que ab— 1 = nc para algin
c€ Z; es decir, que se tiene la identidad ab + nc =1, lo que implica que mcd(a, n) = 1. [ ]

1.9. Corolario. El ntimero de los restos médulo n invertibles es la funcion de Euler de n:
¢(n) =1(ZIn2)|.
Demostracion. Por lo que hemos visto,
(ZIn2)*={al0<a<n-1, mcd(a,n) =1}. [ |

1.10. Corolario. Si p es primo, entonces a € Z es invertible médulo p siy solo si pta. En otras palabras, todo
resto modulo p no nulo es invertible: o
Z/p2)* ={1,2,...,p—1}.

Demostracién. Se tiene med(a, p) =1 siy solo si p1a. [ ]
1.11. Definicién. Un anillo donde todo elemento no nulo es invertible, se llama un cuerpo .
Para subrayar que Z/pZ es un cuerpo, se usa la notaciéon
Fp:=Z/pZ.

Otro ejemplo de cuerpos bien conocido son los ndmeros racionales Q.

"0 también campo. Son sinénimos.



1.12. Observacion. En todo cuerpo, si xy =0, entonces x =00 y = 0. De modo equivalente, si x, y # 0, entonces
xy #0.

Demostracion. Si xy =0y x # 0, entonces x es invertible y luego xy = 0 = x0, y podemos cancelar x para
obtener y =0. [ |

1.13. Corolario. Los restos modulo n forman un cuerpo si y solo si n= p es un ntimero primo.

Demostracion. Ya hemos notado que si p es primo, entonces F, := Z/pZ es un cuerpo. Ahora si n es un

numero compuesto, entonces n = ab para algunos 1 < a, b < n. Luego, los restos a, b no son nulos, pero su
producto a- b = ab si es nulo. Si Z/nZ fuera un cuerpo, esto contradiria la observacion anterior. [ |

Podemos usar los restos invertibles (Z/nz)* para dar una prueba directa del teorema de Euler.
1.14. Teorema (Euler). Si mcd(a,n) =1, entonces
a?™ =1 (méd n).

Demostracion. Tenemos
(Z/nZ)X = {xl, X2y... .x(/,(n)}.
Escribamos y:=4a. Dado que mcd(a, n) = 1, tenemos y € (Z/nZ)*. Consideremos la aplicacién

(ZInzZ)" — (ZInZ)*,
X— XY.
Esta aplicacion esta bien definida: si x,y € (Z/nz)*, entonces xy € (Z/nz)*. Es inyectiva: si x; y = xp y, en-

tonces podemos cancelar el elemento invertible y y concluir que x; = x,. Siendo una aplicacién inyectiva
entre un conjunto finito y si mismo, es también sobreyectiva Esto nos permite concluir que

{x1, X2, Xpm)} = (X1Y, %21, .. Xp(m) V3

Luego,
X = ]_[ Xiy= J"Mn) l_[ Xi.
1=i<¢(n) 1=i<¢(n) 1=i<p(n)
Cancelando el término  []  x;, podemos concluir que y#" =1. [}

1<i=¢p(n)

1.15. Corolario (El pequeno teorema de Fermat). Para un niimero primo p, si pt a, entonces

aPl=1 (méd p).

2 Digresion: polinomios

Denotemos por K cualquier cuerpo; es decir, un anillo donde todo elemento no nulo es invertible. Se
puede pensar que K =F,, porque es el caso que nos va a interesar eventualmente, pero esto no sera relevante
para la teoria de esta seccion.

2.1. Definiciéon. Un polinomio en la variable X con coeficientes en K es una expresion formal
f=apX"+ap, 1 X" '+ +a; X +ap,

donde ayg, ay,...,a,_1, a, € K. El conjunto de estos polinomios se denota por K[X].

% . . —
De hecho, se ve que su inversa viene dada por x — xy~ 1.



Es comodo escribir en lugar de la expresion de arriba simplemente

f=Y aix’

i=0

donde q; € K para todo i =0y a; =0 para i suficientemente grande (para i > n en el caso de arriba).
Las palabras “expresion formal” significan que dos polinomios ¥ ;- a; X' y Y ;=0 b; X' son iguales siy solo
si a; = b; para todo i.

2.2. Definicién. El grado de f =Y ;. a; X' se define mediante
deg f :=max{i | a; #0}.
Si a; =0 para todo i =0, se dice que f =0 es el polinomio nulo y se pone
deg f := —oo.
2.3. Definicion. Para dos polinomios

f=Y aix', g=Y b X' eK[X]

i=0 i=0

su suma se define término por término:

f+g:=Y (ai+b) X',

=0

mientras que el producto se define mediante la distributividad y las identidades a; X' - b; X/ = a;b; X'*/:

fg::ZCka, donde C = Z ﬂibj.
k=0 i+j=k

Ejercicio 1. Comprueba que K|[X] es un anillo respecto a las operaciones de arriba. En particular, demuestre la
asociatividad de la multiplicacion y su distributividad respecto a la suma:

(feYh=f(gh), (f+gh=fh+gh.
2.4. Proposicion. Para cualesquiera f, g € K[X] se cumple
deg(fg) =degf +degg.

Demostracion. Si f =00 g=0, entonces fg =0y laidentidad en cuestion se cumple por nuestra definicién
deg0 := —oco. Podemos asumir entonces que f #0y g # 0. Escribamos

f=amX™++a1 X+1, g=by,X"+---+b1 X+by,

donde ay,, b, # 0. Luego,
fg: am anm+n+_“+ (aob1 + dlbo)X+d0b0,

donde a,, b, #0. [ |
2.5. Definicion. Para un polinomio
f=a, X"+ap, 1 X" '+ +a; X +ape K[X]
y un elemento c € K, el resultado de evaluacion de f en c es
flO=apnc"+an 1" '+ +ac+apeK.

Si f(c) =0, se dice que ¢ es una raiz de f.



Notamos que la evaluacién esta compatible con las sumas y productos de polinomios:

(f+8))=flco)+gle), ((fgo)=f(c)-glo).

2.6. Comentario. No hay que confundir los polinomios con funciones polinomiales K — K. Por ejemplo, si
K =F, es un cuerpo finito (y esto es el caso que nos va a interesar mas adelante), entonces hay p” diferentes
aplicaciones F, — F,, mientras que el conjunto F,[X] es infinito: sus elementos son sumas formales de grado
arbitrario. Por esto diferentes polinomios f, g € F,[X] pueden dan lugar a la misma aplicacion F, — F,. Por
ejemplo, segun el pequeno teorema de Fermat, el polinomio X” — X evaluado en cualquier c € F, nos da 0,
aunque este polinomio no es nulo.

2.7. Lema (Division con resto por un polinomio lineal). Sean f € K[X] un polinomio de grado n >0y
c € K. Entonces, existe un polinomio g € K[X] de grado n—1 tal que

f=X-0g+r
para algin r € K.

Demostracion. Escribamos
f=apX"+ap 1 X" '+ +a; X +ag.

El polinomio g que estamos buscando tiene que ser de la forma
g=bu 1 X" V4 by o X" 24+ by X+ by.
Tenemos
X—0)g+r=X-0)(bp 1 X" V4 by o X" 24ty X+bg)+7 =
bp1 X"+ (bp—2— cby_1) X" 14+ (by — cbp) X* + (bg — b)) X + 1 — cby.
Para que este polinomio sea igual a f, deben cumplirse las identidades

ap=by_1,
apn-1=bp_2—cby_1,

Ap-2 = bp-3 — Cby-2,
ay = b() - Cbl,
ag=r—chy

que nos llevan a las recurrencias

bp-1=ap,
bpo=an_1+cby_,

bp-3=an—2+cbp-2,
bi=a;.1+chiy,

b() = +Cb1,

r=agy+chy

que definen de modo Unico los coeficientes del polinomio g y la constante r. [ ]



2.8. Proposicion. Para un polinomio f € K[X], un elemento c € K es una raiz de f si y solamente si
f=X-0)-g

para algtin polinomio g € K[X].

Demostracion. En una direccion, esto es obvio: si podemos escribir
f=X-0-g

entonces la evaluacion en c nos da
flo=(c-c)-glc)=0.

En la otra direccién, el lema anterior nos dice que un polinomio no constante f siempre puede ser escrito
como
f=X-c)g+r

para algunos g € K[X] y r € K. Ahora si ¢ es una raiz de f, entonces

0=f(c)= (C__OC) glo+r,

de donde podemos concluir que r = 0. [ ]

2.9. Corolario (Lagrange, 1768). Si f € K[X] es un polinomio no nulo, entonces f tiene < deg f raices distintas
en K.

Demostracion. Induccion sobre n = deg f. Si n =0, entonces f, siendo un polinomio constante no nulo, no
tiene raices. Para el paso inductivo, notamos que si ¢ € K es una raiz de f, entonces

f=X-0g
para algun polinomio g € K[X]. Luego,
deg f =deg(X —c)-degg,

asi que degg = n—1y por la hipétesis de induccion sabemos que g tiene < n—1 raices. Toda raiz de g es una
raiz de f, y si ¢’ # c es una raiz de f, entonces la identidad en K

0=f()=(c-c)-gh
implica que g(c') =0y ¢’ es una raiz de g. Podemos concluir que f tiene < n diferentes raices. [ ]
2.10. Ejemplo. Consideremos el polinomio f:= X3 -1 € K[X].
1) Si K =Fs, entonces f tiene solo una raiz X = 1. Luego,
X-DX?+X+1)=X3-1 enFs[X],
donde el polinomio X? + X +1 no tiene ninguna raiz en Fs.
2) Si K =F,, entonces f tiene tres raices X =1,2,4y

X-1D(X-2)(X-49=X>-7X>+14X-8=X>-1 en[F;[X].

3) Si K =3, entonces f tiene solo una raiz X = 1, pero es una “raiz de multiplicidad 3” porque

xX-1%=x3-3X?+3x-1=X3-1 enF3[X]. A



Ejercicio 2. Encuentre las raices de polinomios
f=x*+1, X3+1, X*+1

en K =F,,Fs,Fs,F;. Cuando hay una raiz, escriba f como f = (X —c) g para g € K[X]. Si g también tiene raices,
repita este proceso para g.

Ejercicio 3. Demuestre que para todo polinomio f =Y ;-oa; X' € F,[X] se cumple

p
fXP):=Y a; XV = (Z a,-Xi) =: fP.

i=0 i=0

Ejercicio 4. Consideremos un polinomio cuadrdtico f = aX*+bX + ¢ € F,[X] donde p es un primo impar’ y
a #0 enF,. Consideremos el elemento
D:=b*—4acef,.

Demuestre que

1) sienF, no existe un elemento v/D tal que VD’ = D, entonces f no tiene raices;
2) sital v'D existe, entonces f tiene raices dadas por

-b+vVD
xX=—

= (-b+VD)-Ca)"\.
2a

2.11. Digresion. El lector puede notar que en ninguna parte de esta seccién hemos tomado los elementos
inversos a; ! para a; € K. De hecho, lo tiinico que hemos usado es la propiedad 1.12.

Aunque se pueden considerar los polinomios con coeficientes en Z/nzZ donde n, en este caso 1.12 no se
cumple y puede pasar que deg(fg) < deg f +degg. Por ejemplo, en Z/8Z[X] tenemos trivialmente 2X-4X = 0.
Por esto la prueba de 2.9 no funciona y un polinomio f € Z/nZ[X] con n compuesto puede tener mas de deg f
raices. Por ejemplo, el polinomio cuadratico f = X? -1 tiene cuatro raices en Z/nZ: son 1,3,5,7. Tenemos

(X-DX+DX-3)(X+3)=(X*-1)(X?*-3)=(X*-1% enz/87[X].

3 Orden multiplicativo médulo n

Sea x € (Z/nZ)* un resto mddulo n invertible. Consideremos sus potencias:

1,x,x%,x3,...€ (ZInz)~.

El conjunto (Z/nZ)* es finito, y por ende en esta lista hay repeticiones: existen 1 < k < ¢ tales que x* = x’.

Luego, al multiplicar esta identidad por (x¥)~!, nos queda x‘~* = 1. Entonces, para todo x € (Z/nZ)* existe
k=1,2,3,...tal que x*=1.

3.1. Definicién. Para x € (Z/nZ)* el minimo niimero positivo k tal que x* = 1 se llama el orden de x. En
este caso se escribe
ordx = k.

Notamos que la discusién de arriba demuestra que los elementos
1,x,x2,x%,... xordx-1

deben ser distintos.

* “_ . . » e . 7 .z , ,
Por supuesto, “primo impar” significa nada mas que p # 2. Esta expresién es muy comuin y aparecerd muy a menudo en estos
apuntes porque el primo 2 es muy especial en varios aspectos.



3.2. Ejemplo. EnF} = (Z/7Z)* tenemos

1=1
2=3, (22=4,2%=1)
3=6, (3°=2,3"=6,3"=4,3"=53%=1)
ordda=3, @4*=24"=1)
5=6, (5°=4,5°=6,5"=2,5=1)
6=2. (6°=1) A
Ejercicio 5. Encuentre los érdenes de los elementos de (Z/82)* y (Z/102)*.
3.3. Observacién. Para x € (Z/nZ)* se tiene x* =1 si y solo si ord x | k.
Demostracion. Si k= m-ordx, entonces
xF = ordnm = m =,

Viceversa, supongamos que x* = 1. La divisién con resto nos da k = g-ord x+ r, donde 0 < r < ord x. Tenemos

k _ xq-ordx+r — yxordx r _

1=x X x"=x".

Pero ord x es el minimo ndmero positivo tal que x°™* = 1. Entonces, necesariamente r = 0, y por ende ord x |
k. |

3.4. Corolario. Paratodo x € (Z/nZ)* se tiene ord x | p(n).

Demostracion. Se sigue del teorema de Euler 1.14. [ |

k

3.5. Corolario. Para x € (Z/nz)* se tiene x* = x’ siy solo si k= ¢ (méd ord x).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, k < ¢. Luego, x* = x’ si y solo si x’~%¥ =1, lo que sucede si y solo

siordx| (¢ —k). [ |
3.6. Ejemplo. Tenemos 22 =2°=4 (méd 7), dado que 2=5 (méd 3), donde 3 es el orden de 2 mddulo 7. A
3.7. Proposicion. Para x € (Z/nz)* se tiene

ord x

dxf= ——
orax mcd(ord x, k)

Demostracion. Denotemos m := ord x. Si med(m, k) = d, entonces podemos escribir
m=dm', k=dk', donde mcd(m' k')=1.

Luego,
mlklé = dm'|dk't = m' | k't = m'|¢.

Tenemos entonces
ordx¥ =min{¢ | (x*)! =1} =min{¢ | m| k¢}=min{¢ | m' | ¢} =m' = mid. [ ]
3.8. Ejemplo. Mddulo 7, se tiene

ord2 3

d2% = = =3.
or med(ord2,2)  med(3,2)

3.9. Proposicion. Para x,y € (Z/nz)*, si mcd(ord x,ord y) = 1, entonces ord(xy) = ord x - ord y.



Demostracion. Primero,
(xy)ordx-ordy — (xordx)ordy (yordy)ordx =1,

lo que implica
ord(xy) | ordx-ord y.

Ademas,

xordy-ord(xy) — ordy)ord[xy) xordy-ord(xy) ord(xy) ) ordy

(¥ =((xy)

de donde
ordx | ord y-ord(xy).

De modo similar, intercambiando x e y, se obtiene
ordy | ord x - ord(xy).
Pero mcd(ord x, ord y) = 1 por nuestra hipdtesis, asi que
ordx-ord y | ord(xy). [ ]
3.10. Ejemplo. Los nimeros 7 y 8 son invertibles médulo 9. Tenemos
72=4,7°=1, 8°=1 (méd9),

asi que 7 y 8 tienen orden 3 y 2 médulo 9. Los nimeros 2 y 3 son coprimos, asi que, 7-8 =2 (mdd 9) debe
tener orden 6. En efecto,
22=4,28=8,2Y=7,2°=5,2=1 (méd 9). A

Ejercicio 6. Demuestre que para todo x € (Z/nZ)* se tiene ord x = ord(x~1).

4 Raices primitivas médulo p

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente resultado.
4.1. Teorema. Si p es un niimero primo, entonces para todo d | (p—1) en [F; hay ¢(d) elementos de orden d.
En particular, nos va a interesar el siguiente caso particular.

4.2. Corolario. Para un primo p, en F, existe un elemento de orden p —1; en otras palabras, existe x € Fy tal
que sus potencias nos dan todos los restos invertibles médulo p:

2 .3 -2
[F;,:{l,x,x X7, xPe

Demostracion. Basta tomar d = p—1 en el teorema y notar que ¢(p—1) = 1. [ ]
4.3. Definicion. Un elemento x del corolario se llama una raiz primitiva médulo p, o un generador de
F.

p

Las raices primitivas simplifican mucho la vida: escribiendo todos los elementos de F,, como las poten-

cias x* de alguin x fijo, es facil entender las propiedades multiplicativas, ya que x* - x/ = x**¢. La existencia
de raices primitivas se usa de modo implicito en los trabajos de Euler, pero fue probada por primera vez por
Gauss en su tratado “Disquisitiones arithmeticae” (“Investigaciones aritméticas”) publicado en 1801.

4.4. Ejemplo. Médulo p =5, las potencias de 2 nos dan

2, 22=4, 2°=3, 2'=1.
De modo similar, calculando las potencias de 3, se obtiene

3, 3%=4, 3=2, 3'=1

Esto significa que 2 y 3 son raices primitivas médulo 5. A

10



4.5. Ejemplo. He aqui una pequena tabla de las raices primitivas médulo p para diferentes p.

p=2: T;

p=3: 2 (Pp@2)=1)

p=5: 2,3 (p@4) =2)

p=7. 35 (p(6) =2)

p=11: 2,6,7,8 (p(10) = 4)

p=13: 2,6,7,11; (p(12) = 4)

p=17: 3,56,7,10,11,12,14; (¢(16)=¢p(2H=(2-1)-23=8)
p=19: 2,3,10,13,14,15; (p(18) =p(2)p(9) = (3-1)-3=6)

Ejercicio 7. Compruebe que 3 y 5 son raices primitivas médulo 7.

4.6. Ejemplo. Sinno es primo, entonces (Z/nZ)* no necesariamente tiene una raiz primitiva (que seria un
elemento de orden ¢(n)). Por ejemplo, si n = 8, los restos invertibles médulo 8 son 1,3,5,7. Luego, tenemos
32=52=72=1 (méd 8), asi que

ordl=1, ord3=ord5=o0rd7 =2.

Engeneral, (Z/nZ)* tiene una raiz primitiva (un resto médulo n cuyas potencias nos dan todos los elementos
de (Z/nz)*) solo si n es de la forma 2,4, p*, 0 2p* donde p es un primo impary k = 1,2,3,... No es muy dificil
probarlo, pero no vamos a necesitar este resultado.

Por ejemplo, (Z/102)* = {1,3,7,9} y 3y 7 son raices primitivas médulo 10, ya que

32=9,33=7 (méd 10), 7°=9,7°=3 (méd 10). A
4.7. Lema. La funcion de Euler satisface
Y ¢(d) =n.
dln
Demostracion. Consideremos las fracciones
1 2 3 n—1
nnn’ n’

Podemos reducirlas a la forma ¢, donde a < by med(a, b) = 1. Al hacerlo, en los denominadores estaran los
divisores d | n. El namero de tales fracciones con d en el denominador es precisamente ¢(d). ]

4.8. Ejemplo. Para n =10 tenemos
G1)+P2) +PB) +P(10) =1+1+4+4=10. A
Demostracion del teorema. Para x €[, se tiene ord x | ¢(p) = p— 1. Para todo d | (p - 1), definamos
w(d):=#xe [F’X7 | ord x = d}.
Tenemos entonces

Y wd=p-1.
d|(p-1)

Sea d un divisor de p -1 tal que y(d) >0y sea x € [, un residuo de orden d. En este caso

l,x,)cz,...,x"l_1
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son elementos distintos de F), que cumplen (x¥)¢ = (x)* = 1; es decir, son d raices del polinomio X4 -1¢
F,[X]. Pero segun 2.9, este polinomio tiene a lo sumo d raices, asi que z = 1,x, x2,...,x%1 son todos los

elementos en F; que cumplen z% = 1. En particular, todos los elementos de orden d estan en esta lista.
Luego, la formula
ord x d

d(x*) = =
ord(x") mcd(ordx, k) mcd(d, k)

nos dice que
ord(xk) =d < mcd(d, k) =1,

y por lo tanto,
w(d) =#HxF10<k<d-1, mcd(d, k) =1} = p(d).

Hemos probado entonces que para todo d | (p - 1), si w(d) > 0, entonces y(d) = ¢(d). Pero seglin el lema
anterior,

Y wd= ) ¢d=p-1,

dl(p-1) dl(p-1)

y por ende para todo d | (p—1) se cumple y(d) = $(d). [ ]

4.9. Comentario. Note que aunque hemos establecido la existencia de una raiz primitiva médulo p y sabe-
mos que hay ¢(p —1) de ellas, nuestra prueba no produce una raiz primitiva de manera explicita. En efecto,
no existe una formula general para una raiz primitiva médulo p.

5 Simbolo de Legendre y los cuadrados médulo p

5.1. Definicion. Sea p un nimero primo. Se dice que un entero a € Z es un cuadrado (o residuo cuadra-
tico) médulo p si existe b e Z tal que b* = a (mdd p). De modo equivalente, x € F,, es un cuadrado si existe
y€F, tal que x = y2.

5.2. Ejemplo. Los cuadrados en Z/7Z son 0,1,2,4:
0°=0, 12=6?=1, 3?=4°=2, 2°=5°=4 (méd 7).

He aqui una lista de cuadrados en Z/pZ para diferentes p:

p=2:01;

p=3:0,1;

p=>5: 0,1,4;

p="7: 5,T,§,Z;
p=11: 0,1,3,4,5,9;
p=13:0,1,3,4,9,10,12;
p=17:0,1,2,4,8,9,13,15,16;
p=19:0,1,4,56,7,9,11,16,17;

p=23:0,1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18;

p=29:0,1,4,5,6,7,9,13,16,20,22,23, 24,25, 28. A
Notamos que para x fijo la ecuacion y* — x = 0 siempre tiene < 2 soluciones y € F,. Si p es un primo

impar, entonces esta ecuacion o no tiene soluciones, o tiene dos diferentes soluciones +y e —y. Por ejemplo,
5=42=7% (méd 11).
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5.3. Comentario. Mddulo 2, cualquier nimero es un cuadrado. Para excluir este caso trivial, en varios
resultados vamos a asumir que p es un primo impar.

Nuestro objetivo es desarrollar un método eficaz de ver si un nimero es un cuadrado médulo p, sin
calcular explicitamente su “raiz cuadrada” mddulo p. Para esto sirve el simbolo de Legendre.

5.4. Definicién. Para un niimero entero a y un primo p el simbolo de Legendre se define mediante

+1, siptay aesuncuadrado médulo p,
a . .
(—) :=4-1, siptayano esun cuadrado modulo p,
0, sipla.

5.5. Observacion. El simbolo de Legendre (%) depende solamente del resto de a modulo p: si a’' = a (méd p),

.

Demostracion. La propiedad de ser un cuadrado médulo p depende solo del resto de a mddulo p. [ |

5.6. Proposicion. El simbolo de Legendre es multiplicativo: para cualesquiera a,b € Z se cumple

[5)-G)6)
p) \p)\p)

Notamos que si a 'y b son cuadrados, por ejemplo a = ¢®> y b = d*> (méd p), entonces ab = (cd)? es un
cuadrado. Lo que no esta claro es por qué el producto de dos no-cuadrados debe ser un cuadrado.

Demostracion. Sip|ao p|b,entonces p|ab,ylaidentidad se cumple. dado que (“Tf”) = (’—‘j) (%) =0. Podemos
b

asumir entonces que p{ay ptb, asi que ambos simbolos (%) y (5) son iguales a +1.

En este caso los nimeros a y b corresponden a elementos no nulos de F,. Hemos probado que existe un
elemento (raiz primitiva) x € F), tal que

Fp= {0,1,x,x%,...,xP 2}

k

Entonces, @ = x* y b = x! para algunos k, ¢. Notamos que x¥ es un cuadrado si y solo si k es un ntimero par.

ytenemOS
(f) = (-1, (9) = (-1, (“—b) = (~1)F+. m
p p p

5.7. Ejemplo. Los nimeros 3 y 5 no son cuadrados mddulo 7, pero 15 =1 es claramente un cuadrado. A

5.8. Comentario. Para nuestras pruebas es importante que p sea primo. Los cuadrados médulo un namero
compuesto n no se comportan bien. Por ejemplo, mddulo 8 los cuadrados son

0=0°=4?, 1=1?=32=5%=7?, 4=2°=6°

y los nimeros 2,3,5,6,7 no son cuadrados. Note que 1 tiene cuatro “raices cuadradas” médulo 8: son +1'y
+3.

5.9. Proposicion. Sea p un primo impar. Entonces, entre los niimeros 1,2,3,..., p—1 precisamente la mitad son
cuadrados médulo p y la mitad no son cuadrados.

Demostracion. Tenemos
Fp={12,...p—1}={1,x,x*...,x"7%,

donde x es una raiz primitiva y x¥ es un cuadrado si y solo si k es par. [ ]
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5.10. Ejemplo. Consideremos los restos médulo 7. Podemos escoger una raiz primitiva x = 3. Tenemos
Fy={1=352=323,4=3% 5=35 6=3°%.
Luego, los cuadrados no nulos mddulo 7 son 1,2,4. A

Ejercicio 8. Demuestre que el producto de todos los cuadrados no nulos médulo p es congruente a +1 si
p=3 (méd p)y —-1si p=1 (mdd p).
Sugerencia: use una raiz primitiva médulo p para escribir todos los cuadrados.

Ejercicio 9. Demuestre que si p es un primo impar, entonces

i
—|=0.
Ogiszpl(p)

Ejercicio 10. Demuestre que si p es un primo impar, entonces

ax+b)
=0,

O=<x=p-1 ( p
cuando p1ta.
Ejercicio 11. Sea p un primo impar. Demuestre que el niimero de soluciones de la congruencia x*> = a (méd p)
esigualal+ (%)

Ejercicio 12. Sea p un primo impar. Asumamos que p t a. Demuestre que el nimero de soluciones de la con-
gruencia ax?+bx+c=0 (méd p) es igual a 1+ (%).
Sugerencia: 4 (ax® + bx + c¢) = 2ax + b)> — (b — 4ac).

Ejercicio 13. Sea p un primo impar.
1) Demuestre que el niimero de soluciones de la congruencia x*> — y*> = a (méd p) es igual a

ANC

O<y=p-1 p

2) Calcule directamente que este ntimero es iguala p—1si ptay2p-1sip|a.

Sugerencia: factorice x> — y* = (x +y) (x - y).

3) Deduzca que

(y2+a)_ -1, sipta,
0<y<p-1 p p-1, sipla.
Ejercicio 14. Para n=2,3,4,... sea p un primo tal que p =1 (méd n).
1) Demuestre que para todo x € F;, 0 x # y" para ningun n, o x = y" para n diferentes y € F,.

2) Demuestre que el conjunto
{xeFy,|x=y" para algin y € F}

. -1
tiene £~ elementos.

3) En particular, encuentre todos los cubos en Fy,.
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6 Criterio de Euler

Nos va a servir la siguiente interpretacion del simbolo de Legendre.
6.1. Proposicion (El criterio de Euler). Si p es un primo impar, entonces
a p-1

(—) =a 2z (mébd p).
p

Demostracion. Si p | a, entonces (’—‘j) =0ya z =0 (mdd p), asi que el resultado es obvio. Asumamos enton-
ces que p{a. En este caso de nuevo, podemos escoger una raiz primitiva x € F) tal que

2 -2
[F; ={1,x,x°,...,xP7°}.

Luego, @, = x* para algin ky (%) = (-D*. Si k es un niimero par, entonces ordx = (p—1) | k2", y luego

p-1 r-1
S o ykm o

a =X

Si k es un nimero impar, entonces

Sin embargo,

lo que nos permite concluir que

—en efecto, el polinomio X?-1¢€F,[X] tiene dos raices y son +1y —1. [ ]

6.2. Ejemplo. El criterio de Euler es de interés tedrico y no ayuda mucho con los célculos del simbolo de
Legendre. Podemos revisar un ejemplo sencillo: para p = 7 tenemos ”T_l =3. Luego, 22 =1 (méd 7) y en
efecto, 2 = 3% es un cuadrado mddulo 7. Por otro lado, 3% = 6 = —1 (méd 7), asi que 3 no es un cuadrado
modulo 7. A

Ejercicio 15. Digamos que a es un residuo bicuadrdtico mddulo p si existe b tal que b* = a (méd p). Demuestre
-1
sip=1 (mdbd 4) y p1a, entonces a es un residuo bicuadrdtico si y solo si a'T =1 (méd 2R

7 Primera ley suplementaria

Sustituyendo a = —1 en el criterio de Euler, se obtiene que para p impar

-1 p-1
—|=-DT  méd p);
) P

(—1) 1
—|=¢-D7.
p

7.1. Observacion. Sea p un numero impar. Entonces, ”T_l esparsip=1 (mdd 4) y es impar si p=3 (m6d 4).

es decir,

Demostracidn. Si p =4k +1, entonces 2 = 2k. Si p = 4k +3, entonces 2% = 2k +1. [

Entonces, como una consecuencia del criterio de Euler, hemos obtenido el siguiente resultado.
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7.2. Proposicion (La primera ley suplementaria de reciprocidad). Si p es un primo impar, entonces

(—_1)_(_1);77—1_ +1, p=1 (modd4),
pl " 1-1, p=3 (méd4).

7.3. Ejemplo. Consideremos los restos médulo 4 de los primeros primos impares:

p: 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
p mod4: 3 1 3 3 1 1 3 3 1 3 1

Entonces, —1 es un cuadrado médulo p =5,13,17,29,37,...

-1=2%> (méd5), -1=5° (méd13), -1=4> (méd 17),
-1=12> (m6d29), -1=6° (méd 37). A
7.4. Comentario. De hecho, el criterio de Euler sera util mas adelante, pero no es necesario para probar la
primera ley suplementaria 7.2.

Notamos que si i* = —1 para algiin i € F,,, entonces i # 1, i* = —i # 1, i* = 1, y por lo tanto ordi = 4. Esto
implica que 4| (p-1).
, e ees -1\4 , -1)2
Viceversa, si4 | (p—1)y x€ [F; es una raiz primitiva, entonces (xpT) =1, asi que (xpT) = +1. El caso

p-1\2  p-l p-1 ;
(x T ) =xz =+1 se descarta, ya que ordx = p—1. Luego, x 7 es una raiz cuadrada de —1.

Ejercicio 16. Sea p un primo impar. Demuestre que existe a € F, tal que a* = —1 siy solamente si p=1 (méd 8).
¢Cudles son los primeros primos que cumplen esta condicion?

8 Un lema de Gauss

El siguiente lema pertenece a Gauss y da otra interpretacion util del simbolo de Legendre.

. . ._ p-1
8.1. Lema. Sea p un primo impary a € Z un entero tal que p{ a. Pongamos n:= =-.

1) Consideremos los niimeros
a,2a,3a,..., na.

Sea s el niimero de elementos de arriba cuyo resto de division por p es mayor que £. Entonces,

a
2]
p

2) Si a=3 es un ntimero impar, entonces

(%)ﬂ—l)t, donde t:= ) {ﬂJ

1<isn L P
Demostracion. Puesto que ptay p{i para ningdn 1 <i < n, ningdin nimero entre
a,2a,3a,..., na.

es divisible por p. Ademas, estos nimeros no son congruentes entre si: en efecto, si ia = ja (méd p), en-
tonces i = j (méd p), lo que sucede siy solosii=j,dadoquel=<i,j<n.
Reemplazando los nimeros de arriba por sus restos de divisién por p y poniéndolos en el orden creciente,
se obtiene
bl,bg,...,br,61,02,...,63,
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donde r+s=ny
lsb1<b2<---<br<§<cl<02<-~-<cssp—l.

Pasemos ahora a los niumeros

) by,by,...,br,p—c1,p—Co,...,p—Cs.

Notamos que todos los elementos de esta lista estdn entre 1y n:= pT_l. De nuevo, estos niimeros no son
congruentes entre si. Estd claro que b; Zb; y p—c¢; # p—cj para i # j. Para ver que b; Z p - ¢j, notamos que
en este caso tendriamos b; +c; = 0. Sin embargo, b; = kay c¢; = £ a para algunos 1 < k,¢ < n. Puesto que pta,
esto implicaria k+ ¢ =0 (mdd p), lo que no es posible dado que k+¢<2n=p-1.

Entonces, en la lista (1) estan n nameros distintos entre 1y n, asi que son precisamente 1,2,...,n en

algtn orden. Luego,
nl=by--b(p—c1)---(p—cs) =(=1°by---byc1---¢,  (mdd p)
Para la parte derecha, tenemos
by---brcy---cr=a-2a---na=n'a® (méd p).
Entonces,
n'=(-1)%nla” (mdd p).
Dado que p1 n!, esto implica
a'T =a"=(-1)° (méd p).
Por el criterio de Euler, la parte izquierda es congruente a (z%) Esto demuestra la parte 1) del lema.

Para probar la parte 2), hay que ver que los nimeros sy ¢ tienen la misma paridad. Dividiendo ai con

resto por p, se obtiene
. ai
ai=p {;J +r, dondeO<r<p.

Entonces,
. ai
) Y ai= ), p{—J+b1+---+br+c1+---+cs.
l<i<n l<isn p

Recordamos que en la lista
bl)bZV---)bl’)p_clrp_CZ)---)p_CS

estan nada mas los nameros 1,..., n, asi que

3 2 i=bitetbr+(p-c)+e+(p-co).

l<i<n
Ahora restando (3) de (2), se obtiene
. ai
(a-1) Z i= Z p {—J —ps+2(cy+---+cq).
1<i<n 1<i<n p
Puesto que p y a son impares por nuestra hipétesis, rediciendo la dltima ecuacién moédulo 2, se obtiene

Y {%J (mod 2). ]

l<isn

N
8.2. Ejemplo. Para p =11, tenemos n=>5.
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1) Para a =3, consideremos los nimeros
3,6,9,12,15.

Los correspondientes restos de divisién por 11 son
3,6,9,1,4.

Entre estos 6 y 9 son mayores que 11/2 y por ende s = 2. También usando la segunda parte del lema,

podemos calcular
)L+ L5+ [+ 38
t=|—|+|—=|+|—=|+|—|+|—=|=0+0+0+1+1=2.
11 11 11 11 11

Ambos cdlculos nos dan 3
(ﬁ) =(-1)?=+1.
(De hecho, 3=5? (méd 11).)
2) Para a =7 hay que considerar los nimeros
7,14,21,28,35.
Los restos de division por 11 correspondientes son

7,3,10,6,2.

Entre estos 7,6,10 son mayores que 11/2, asi que s = 3. Por otro lado,

7 14 21 28 35
t=|—|+|=|+|=|+|=|+|=|=0+1+1+2+3=7.
w5+ (5 7]

Estos calculos nos dan

1 (13— 1\ — _
(11)_( *=(-1"=-1

En efecto, 7 no es un cuadrado médulo 11; los cuadrados médulo 11 son 1,3,4,5,9. A

8.3. Ejemplo. Notamos que la prueba de la segunda parte del lema usa el hecho de que a sea impar. Por
ejemplo, para p =11y a =6 podriamos calcular

L)L+ [+
t=|—=|+|—=|+|—=|+|=|+|=|=0+1+1+2+2=6.
11 11 11 11 11

Esto es un nimero par, pero 6 no es un cuadrado modulo 11. A
Ejercicio 17. Calcule (*7}) usando el lema de Gauss.

Ejercicio 18 (Eisenstein). Deduzca del lema de Gauss que

2n-aj

(a) I sin(#5)

p

._p-1 sin Zﬂ '
Isjs55- p
En particular, demuestre las siguientes identidades:

0 (3)- 1 2es()
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9 Segunda ley suplementaria

2_ . . . . .
9.1. Observacion. Sea p un ntimero impar. Entonces, ’”Tl es par si y solo si p=+1 (mdéd 8) y es impar si y

solo si p = £3 (méd 8).
Demostracion. Los posibles restos de p mddulo 8 son 1,3,5,7. Notamos que 5= -3y 7=-1 (méd 8). Si p=
8k + 1, entonces

p*-1 (Bk+1)*-1 64k*+16k

=8k*+2k espar.
8 8 8

Si p =8k +3, entonces

p*—1 (8k+3)>-1 64k*+48k+8
8 8 B 8
9.2. Proposicion (La segunda ley suplementaria de reciprocidad). Si p es un primo impar, entonces

(2)2(_1)@ {+1, sip=+1 (méd 8),

=8k*+6k+1 esimpar. |

8 =
-1, sip=+3 (mdd 8).
Demostracion. Segan el lema de Gauss, hay que considerar los nimeros
2,4,6,...p—1

y contar cuantos de estos son mayores que p/2. Notamos que 2k > £ siy solo si k > 4. Entonces, los primeros
| 4] nimeros de la lista son menores o iguales que %, y el resto son mayores que 5. Tenemos entonces

22

Nos interesa la paridad de s. Consideremos todos los casos posibles.

= Si p=8k+1, entonces

8k \‘8k+1
§=—-

5 J:4k—2k:2k es par.

= Si p =8k +3, entonces

S=

8k+2 {8k+3
2

J =4k+1-2k=2k+1 esimpar.

= Si p=8k+5, entonces

J =4k+2-(2k+1)=2k+1 esimpar.

s— 8k+4_ {8k+5
T2

= Si p=8k+7, entonces

8k+6 {8k+7
s= -

> J=4k+3—(2k+1)=2k+2 es par. |

9.3. Ejemplo. Revisemos los restos modulo 8 de los primeros niimeros primos:

p: 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
p mod 8: +3 -3 -1 +3 -3 +1 +3 -1 -3 -1 -3 +1

Entonces, los primeros primos mddulo cuales 2 es un cuadrado son 7,17,23,31,41,...
2=3> (m6d7), 2=6° (méd17), 2=5° (méd 23),
2=8 (m6d31), 2=17> (méd 41). A

Ejercicio 19. Sea p un primo impar. Demuestre que —2 es un cuadrado médulo p si y solamente si p=103
(méd 8).
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10 Ley de reciprocidad cuadratica

La segunda parte del lema de Gauss nos permite deducir el siguiente resultado, que es uno de los mas
importantes en la teoria de nimeros.

10.1. Teorema (La ley de reciprocidad cuadratica). Si p y g son diferentes primos impares, entonces

= 2

Demostracion. Del lema de Gauss se sigue que

, Sip=log=1 (mbd 4),

r
q
% , Sip=3yqg=3 (mébd 4).

donde

y sus subconjuntos

S1:=1{G,))eSlqi>pj},
So:={(i,j) eS| qi<pj}.

Notamos que gi # pj, dado que p y g son primos distintos. Entonces, S es la union disjunta de S; y Sy:
§=51U8, S1nS=9, [SI=1811+]S2l.

Tenemos claramente

si=P-1a-1
2 27
Por otra parte,
.. . p-1 qi qi
[Sil=#(,j)eES|1sis——, 1=sj<—!= {—J,
{ ‘ 2 P} 151’5’%1 p
-1
ISZI:#{(i,j)ES‘lsjsq—,1sz<ﬂ}= {QJ,
2 q lsjqu_1 q
de donde podemos concluir que
{ﬂ% {EJ_P_‘IQ
1515’”7_1 p 1515%1 q 2 2
y entonces,
(ﬁ)(ﬁ)z(_l)’%l%l, |
p/\q

En “Disquisitiones Arithmeticae” de Gauss se encuentran ocho diferentes pruebas de reciprocidad cua-
dratica y hoy en dia se conocen alrededor de 250 (por supuesto, algunas de estas pruebas usan ideas pare-
cidas).
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10.2. Ejemplo. Visualicemos el argumento combinatorio de la dltima prueba. Por ejemplo, sip=11y g =7,

los conjuntos S; y S, son los siguientes:

J j=i
Sy
3 ° ° o ° °
2 . ° ° ° S
1 ° ° ° ° °
i
0 1 2 3 4 5

7 14 21 28 35
[Sil=|—=|+|—=|+|=|+|=|+|—=|=0+1+1+2+3=7,
11 11 1 11 11

:
2] 2] 2] reneae

A

10.3. Ejemplo. Los cuadrados médulo 7 son 1,2,4 y los cuadrados médulo 11 son 1,3,4,5,9. Tenemos en-

tonces
7))
—|=+1, |—=|=-1
7 11
Tenemos 7=11=3 (mdd 4), lo cual concuerda con la ley de reciprocidad cuadratica.

He aqui una pequena tabla de los valores de (%).

p q 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31
3 0 - - + + - - + - -
5 - 0 - + - - + - + +
7 + - 0 - - - + - + +
11 - + + 0 - - + - - -
13 + - - - 0 + - + + -
17 - - - - + 0 + - - -
19 + + - - - + 0 - - +
23 - - + + + - + 0 + -
29 - + + - + - - + 0 -
31 + + - + - - - + - 0
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10.4. Ejemplo. Encontremos todos los primos p tales que 3 es un cuadrado médulo p. Excluyendo los casos
triviales p = 2,3, tenemos gracias a la ley de reciprocidad cuadratica

B 2)

(_1)'97_1— +1, sip=1 (mdd4), (p)_ +1, sip=1 (mad 3),
" |-1, sip=3 (mod 4); " |-1, sip=2 (moéd 3).

donde

3

Entonces, el resultado depende del resto de p mddulo 12. Si p # 2,3, tenemos los siguientes casos:

p méd12: 1 5 7 11
p mod4: 1 1 3 3
p mod3: 1 2 1 2

Luego,
(3)_ +1, p=#+1 (mdd 12),
p) -1, p=+5 (méd 12).
p: 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71

p méd12: 5 7 11 1 5 7 11 5 7 1 5 7 11 5 11 1 7 11

Los restos médulo 12 de los primeros niimeros primos

Entonces, los primeros primos p > 3 tales que 3 es un cuadrado médulo p son 11,13,23,37,47,59,61,71,...
Por ejemplo,
3=5% (m6d 11), 3=4> (méd13), 3=7> (méd 23). A

10.5. Ejemplo. Usando la ley de reciprocidad cuadratica, calculamos que para p # 2,3 se tiene

(ﬁ):(__l) (i):(—l)pT_l(—DpT_l (E)z(g): +1, S%pEl (m(,)dg)' )
p pJ\p 3 3 -1, sip=2 (mdd 3).

Como una aplicacién mas sofisticada de la reciprocidad cuadratica, vamos a probar un resultado sobre
los cubos médulo p.

10.6. Proposicién. Si p=2 (mdéd 3), entonces para todo elemento a € F, existe tinico b € F, tal que a = b°.

Demostracion. Primero notamos que para p = 2 esta propiedad es obvia, asi que podemos asumir que p es
un primo impar. Consideremos la aplicacion

Fp—Fp, x~— 3.
Nos gustaria ver esta es una biyeccién. Dado que [, es un conjunto finito, seria suficiente probar la inyec-
tividad. Si x® = 3, entonces
x3—y3 =(x-y) (x2+xy+y2) =0.
Notamos que si y = 0, entonces x = 0. Asumamos que y # 0. La ecuacién de arriba implica que x = y o
x?+xy+y?=0. En el segundo caso, tenemos

2x 2 x2+xy
—+1| =4 +1=-4+1=-3,

y2

asi que -3 es un cuadrado en F,. Pero esto contradice nuestra hipotesis de que p =2 (méd 3) (véase 10.5).
Podemos concluir que x = y. ]
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10.7. Ejemplo. Si p =5, entonces
0=0%1=1%2=3%3=2% 4=4%
De la misma manera, si p = 11, entonces
0=0%1=1%2=733=9%4=5%5=3%6=8% 7=6% 8=2% 9=43 10=10°. A

Ejercicio 20. Demuestre que el polinomio X? + X + 1 tiene una raiz médulo p siy solo sip=3 0 p=1 (méd 3).
(Indicacion: use el ejercicio 4.)

Ejercicio 21. Sea p un primo impar diferente de 5. Demuestre que 5 es un cuadrado modulo p si y solo si
p =+1,+9 (mdd 20). Compruebe este resultado para p =11,19,29.

11 Calculo del simbolo de Legendre

Resumamos las propiedades del simbolo de Legendre que hemos probado.

[5)-6)

1) Elsimbolo es multiplicativo: para cualesquiera a, b y todo primo p se cumple
-GG
rl \p)\p)

2) La ley de reciprocidad cuadratica: si p y g son diferentes primos impares, entonces

0) Sia' =a (mdéd p), entonces

, sip=log=1 (mdd 4),

, Sip=3yqg=3 (méd4).'

3) La primera ley suplementaria: si p es un primo impar, entonces

(—1)_( 1)::7—1_ +1, sip=1 (mdbd4),
B " 1-1, sip=3 (mod 4).

4) La segunda ley suplementaria: si p es un primo impar, entonces

(2)_( 1)@_ +1, sip=+1 (mdd 8),
pl “1-1, sip=+3 (moéd 8).

Estas propiedades nos siguieren que para calcular el simbolo de Legendre (’%), se puede factorizar a en
ndmeros primos:
kl ks
1 “ee qs ,

B2 (2

donde (%) se calcula mediante la primera ley suplementaria, (%) se calcula mediante la segunda ley suple-

a=+2* q
y luego por la multiplicatividad

mentaria, y el resto de los simbolos (%) pueden ser calculados aplicando la ley de reciprocidad y repitiendo

el mismo proceso. Sin embargo, este método no es muy eficaz porque requiere factorizaciéon en primos. En
la siguiente seccion veremos que hay mejor algoritmo.
Veamos algin ejemplo de célculos del simbolo de Legendre a partir de las propiedades de arriba.
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11.1. Ejemplo. El nimero 2017 es primo. Usando las congruencias
2017=1 (méd4), 2017=1 (mdd 3), 2017=2 (mobd 5),

calculamos a partir de la ley de reciprocidad que

(2(1;137) - (2517) (20517) - (%) (g) =D =-1.

Luego 15 no es un cuadrado médulo 2017. De la misma manera podemos calcular

(237) ) (20317) (20717) B (%) (%

y por lo tanto 21 es un cuadrado médulo 2017. Podemos ver con ayuda de una computadora que

=+1,

174>=21 (mod 2017). A

Ejercicio 22. Demuestre que 2,3,4,5 y 64 son todos cuadrados modulo 241.

Luego, 57 =1 (mdéd 8), asi que (%) = +1. Dado que 57 = 1 (mdd 4), la reciprocidad cuadratica nos da (%) =

(%) = (3) = +1. Entonces, (11) = +1...

11.2. Ejemplo. Tenemos

Hay solo un pequeno problema: 57 = 3-19 es un nimero compuesto, asi que el simbolo de Legendre (%)

no esta definido. En realidad, si 14 fuera un cuadrado maédulo 57, este también seria un cuadrado médulo 3,
pero 14=2 (mdd 3) no lo es. A

12 Simbolo de Jacobi

El simbolo de Legendre (%) estd definido solamente para p primo. Si en lugar de p tenemos un nimero

compuesto, podemos tratar de aplicar las mismas reglas, pero como vimos en 11.2, esto nos puede llevar a
conclusiones equivocadas. Para entender qué esta pasando, se introduce la siguiente generalizacion.

12.1. Definicion. Sea n =3 un entero impary a cualquier entero. Sea n = p; p,--- ps la factorizacién de n en
ntmeros primos. Entonces, el simbolo de Jacobi (£) esta definido como el siguiente producto de simbolos

| =G )

12.2. Observacion. Se tiene (%) = +1 siy solamente si mcd(a, n) = 1. En caso contrario, (%) =0.
Demostracién. Tenemos (£) = +1 siy solo si (%) =+1 para todo i, siy solo si p; { a para todo i. [ |

Entonces, () = 0 significa nada mas que mcd(a, n) # 1. En este caso a puede o no puede ser un cuadrado
modulo n. Por ejemplo, los cuadrados médulo 9 son 0,1,4,7. Los nimeros 3 y 6 no son cuadrados médulo 9,
aun cuando (3)=(§)=o.

12.3. Observacién. Si(£)= -1, entonces a no es un cuadrado médulo n.
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Demostracién. Si (%)= -1, entonces entre los simbolos de Legendre correspondientes (%) hay por lo menos
uno que es igual a —1, asi que a no es un cuadrado médulo p; y en particular a no puede ser un cuadrado
modulo n. ]

Por otro lado, si (£) = +1, la definicién implica que (%) = —1 para un ndmero par de indices i (posible-
mente distinto de cero). Se sigue que (%) = +1 no implica que a sea un cuadrado médulo 7.

12.4. Ejemplo. Volvamos a 11.2y calculemos correctamente el simbolo de Jacobi (11). Por la definicién,
==
57)7 {3 )\19)°
[3)-6)- (6)- (5]l
3) \3) 7 \19) \19)\19)

Aqui (%) = -1, dado que 19=3 (mdd 8), y por la reciprocidad cuadratica

3)--(2)--()-o

()-[))-cooneo
57)7 \3)\19) o

Aunque este simbolo es igual a +1, esto no significa que 14 sea un cuadrado médulo 57: de hecho no es
cuadrado ni médulo 3, ni médulo 19. A

Luego

En consecuencia

12.5. Ejemplo. He aqui algunos simbolos de Jacobi (£) para n =9,15,21. Los valores subrayados correspon-
den a los casos cuando (%) = +1, pero a no es un cuadrado médulo 7.

n “ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
9 + 0 + + 0 + +

15 + o | +|ofo|-|+|O0]O0O]|~-|O0]|~-1]-=-

21 -lo |+ |+ |ojo| o || -0 ~-=]O0]O0 |+ |+]0]-/|+

n=9:0,1,4,7,
n=15:0,1,4,6,9,10,

n=21:0,1,4,7,9,15,16,18.

)< - -cnen-

aun cuando 8 no es un cuadrado médulo 15. A

Por ejemplo,

Ejercicio 23. Sea n =3 un entero impar que no es un cuadrado. Demuestre que existe a tal que () = -1.
Sugerencia: use el teorema chino del resto.
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Ejercicio 24. Sea n =3 un entero impar que no es un cuadrado. Demuestre que

a

Y (5)=0
O<a<n n

mcd(a,n)=1

Concluya que precisamente la mitad de los elementos a € (Z/nZ)* cumplen (£) = +1.
El simbolo de Jacobi tiene las siguientes propiedades.

12.6. Proposicion. Sean m,n =3 enteros impares.
0) Sid =a (méd n), entonces (%) =(4).
1) El simbolo es multiplicativo en a y n: para cualesquiera a, b, m, n se cumple
ab a\(b a a\(a
GG Gl =Ga)
2) Si m+# n, entonces

(E)=(—1)%‘1”T‘1 (2)_{4?’ sin=lom=1 (méd 4),
m

n m —(Z), sin=3ym=3 (méd4).
3)
(—1) n-1 +1, sin=1 (modd 4),
_ :(—1)2 = . B .
n -1, sin=3 (mod 4).
4)

(2)_(_1)n28—l_ +1, sin=+1 (mdd 8),
n) " ]-1, sin=+3 (méd 8).

Demostracion. Todo esto se sigue de la definicién del simbolo de Jacobi y las propiedades correspondientes

del simbolo de Legendre. Sea n = p; --- ps la factorizacién de n en primos. Si a’ = a (méd n), entonces a’ = a
(méd p;) para todo i, y entonces

(i’) . (i)(i) - (1)(&) ~(%)
n b1 Ps p1 Ps n
Esto establece la parte 0). Para la parte 1), notamos que
(“_b) - (“_b)(“_b) - (i)(i) (ﬁ)...(ﬁ) _ (E)(é)
n p1 Ps 21 pbs)\p1 bs n’\n
y de la misma manera, si m=q; --- q;, entonces mn=qy - q; p1-+- Ps
a a a a a a a
() = () GG = G )
Las partes 2), 3), 4) se demuestran por induccién sobre el niimero de los primos en las factorizaciones

m:ql...qt y n:pl...ps'

Podemos asumir que mcd(m, n) # 1 porque en caso contrario
m n
(=)=()=o0.
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La base de induccién es el caso cuando s = ¢ = 1. Esto corresponde a la ley de reciprocidad cuadratica

( ) - )mlml(ﬂ)'
P1 0

Para el paso inductivo, si ¢ > 1, escribamos
! !
m=dqi--q-1, mMm=mdy.

Luego, por la multiplicatividad y la hipétesis de inducciéon

()6)= (mT) () (5) (qﬁ) R et

Tenemos que probar que

Por ejemplo, se pueden considerar todos los casos posibles m/’, n,
De la misma manera, si s > 1, podemos escribir

1 (méd 4); dejo los detalles al lector.

Q
Il
I+

’ ’
n=pi-ps-1, N=Np;s

y luego

(%) (%) ) (%) (%’) (%) (%) = T

y se comprueba que este niimero es igual a (-1)"z" 7.

La parte 3) se demuestra de la misma manera. Escribamos n = p;--- ps. Si s = 1, ya sabemos que (;—11) =

D" 7 Esto seria la base de induccién. Si s > 1, pongamos n’ := p; --- ps—1. Luego, por la hipétesis de in-
duccién

-1 -1 1 n'-1

n Ps

D' =

—dado que n = n' ps, en particular nméd4 = (n’ méd4) - (psmdd4).
La parte 4) es similar y la dejo como un ejercicio para el lector. [ |

y se ve que

Ejercicio 25. Complete los detalles de la demostracion anterior.

12.7. Ejemplo. Ya que 21 =1 (méd 4), tenemos (551) = (217). Luego, 2017 = 1 (méd 21), y por lo tanto
(81) = (57) = +1. Aunque hemos usado las propiedades del simbolo de Jacobi, (5515 es un simbolo de Le-
gendre legltlmo y el resultado de este calculo nos permite concluir que 21 es un cuadrado médulo 2017. A

12.8. Ejemplo. Calculemos ( 27

bargo, podemos escribir

No podemos relacionar este simbolo con (%

()= a7

+1. También 127 =3 (mé6d 4) y 15=3 (mdéd 4), y la ley de reciprocidad

127) porque 30 es par. Sin em-

Luego, 127 =7 (méd 8), asi que (13-) =
para el simbolo de Jacobi nos dice que

(i) =55 )= ~ls)=+(5) =)=
Entonces, (3%) = +1. A
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El dltimo ejemplo explica la utilidad del simbolo de Jacobi: para calcular el simbolo de Legendre (%)

no hace falta factorizar a en nimeros primos; se puede aplicar la reciprocidad para los simbolos de Jacobi.
La Unica parte problemadtica es que tenemos que sacar un posible factor 2¥ cuando a es par. Se supone que
no existe ningdn algoritmo eficaz de factorizaciéon de un nimero en primos (en esta conjetura se basa una
gran parte de la criptografia aplicada en la vida cotidiana), pero el factor 2 se encuentra ficilmente. Médulo
este pequeno detalle, el calculo del simbolo de Jacobi consiste en reducciones consecutivas de un niimero
modulo otro. Esto es algo similar al algoritmo de Euclides.

Ejercicio 26. Calcule el simbolo de Legendre (%) usando las propiedades del simbolo de Jacobi (sin factorizar

598). Se puede usar el hecho de que el niimero 977 es primo y 977 =1 (méd 8).

Ejercicio 27. Sean py q dos primos impares. Demuestre que
1) si p=gq (mdbd 4a), entonces (%) = (g);

2) si p=-q (méd 4a), entonces (%) =sgna- (g), donde sgna = +1 es el signo de a.

El resultado del altimo ejercicio es equivalente a la ley de reciprocidad cuadratica y fue descubierto por
Euler en 1744, pero sin prueba.

28



	Restos módulo n
	Elementos invertibles módulo n
	Digresión: polinomios
	Orden multiplicativo módulo n
	Raíces primitivas módulo p
	Símbolo de Legendre y los cuadrados módulo p
	Criterio de Euler
	Primera ley suplementaria
	Un lema de Gauss
	Segunda ley suplementaria
	Ley de reciprocidad cuadrática
	Cálculo del símbolo de Legendre
	Símbolo de Jacobi

