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Resumen

En este minicurso hablaré de las leyes de reciprocidad en la teoria de nimeros. El primer resultado de
este tipo fue la ley de reciprocidad cuadrética descubierta por Gauss y publicada en su tratado “Disquisitio-
nes Arithmeticae” en 1801. Luego hubo varias generalizaciones que culminaron en la ley de reciprocidad
establecida por Emil Artin en 1930. Aqui trataré de explicar los enunciados y la relacion entre estos teore-
mas.

Para preparar estas charlas he usado entre otras cosas mis apuntes de un curso impartido por Keith
Conrad en Yaroslavl, Rusia, en 2011.

1 Elsimbolo de Legendre y la ley de reciprocidad cuadratica

La primera leccion serd elemental: voy a asumir solamente que el lector conozca qué es un nimero primo
y una congruencia médulo n.

Para un nimero fijo n =2,3,4,5,... se dice que un entero a € Z es un cuadrado médulo n si a = x> (méd n)
para algin x € Z. Empecemos por la definicion del simbolo de Legendre.

1.1. Definicién. Para un niimero primo impar p y un niimero entero a tal que p{ a, pongamos

(a) __J+1, siaesun cuadrado modulo p,
p)  |-1, sianoesun cuadrado médulo p,

y si p| a, definamos
(ﬁ) =0.
p
1.2. Ejemplo. Los cuadrados médulo 7 son 0,1,2,4, asi que () = -1. A

He aqui algunas propiedades del simbolo de Legendre.

1.3. Proposicion.

1) Sia=b (mbd p), entonces (%] = (%).

2) Se cumple la congruencia de Euler:
a

az =|—| (mbd p).
[5) mear

3) El simbolo de Legendre es multiplicativo: para cualesquiera a,b € Z se tiene

-6

“El nimero 2 es un primo muy especial en varios aspectos y por el momento lo vamos a descartar. Como dice una broma intradu-
cible, all primes are odd and 2 is the oddest.
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La propiedad 1) es evidente: la definiciéon del simbolo de Legendre depende solamente del resto de a
modulo p. Las propiedades 2) y 3) ya no son tan inmediatas: por ejemplo, 3) quiere decir que el producto
de dos cuadrados es un cuadrado (esto es obvio) y el producto de dos no-cuadrados es un cuadrado (ya no
es tan obvio). Para deducir 2) y 3), se puede usar el hecho de que los restos médulo p invertibles (en este
caso no nulos) respecto a la multiplicaciéon formen un grupo ciclico (Z/pz)*. En otras palabras, existe un
resto [x], tal que sus potencias nos dan todos los restos no nulos. Luego, las potencias pares de [x], son
cuadrados y las potencias impares no son cuadrados.

El simbolo de Legendre puede ser calculado mediante el siguiente famoso resultado que sera el punto
de partida para nuestro minicurso.

1.4. Teorema (La ley de reciprocidad cuadratica).

1) Para diferentes primos impares p y q se tiene

(ﬂ)z(_l)%‘%‘l(z)z L), sipog=1 (méda),
P q -ﬁ) sipyq=3 (méd 4).

2)
(—1) pt )+1, p=1 (mod4),
" 1-1, p=3 (mod 4.

3)
(3):(_1)$: +1, p=1,7 (mbd 8),
-1, p=3,5 (mdbd 8).

La primera parte es la ley de reciprocidad principal, mientras que las partes 2) y 3) se conocen como
las leyes de reciprocidad suplementarias.

Evidentemente, el simbolo (%) es una funcién periédica en a, de periodo p. Resulta que es también
periddica en p en el siguiente sentido.

1.5. Proposiciéon. Sean p y q dos primos impares.

» Si p=gq (méd 4a), entonces (%) = (g)

» Sip=-q (mdd 4a), entonces (%) =sgna- (g), donde sgna = +1 es el signo de a.

La propiedad de arriba es equivalente a la ley de reciprocidad cuadratica y de hecho fue descubierta por
Euler en 1744, pero sin prueba. El problema fue resuelto por Gauss: en su tratado “Disquisitiones Arithme-
ticae” (“Investigaciones aritméticas”) aparecen ocho pruebas diferentes, y hoy en dia se conocen alrededor
de 250". Creo que esto es un buen motivo para no dar ninguna prueba de la reciprocidad cuadrética aqui:
el lector encontrara alguna en cualquier curso o libro de texto de la teoria de nimeros elemental. Nuestro
objetivo no es probar el teorema, sino entenderlo.

*Véase http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/fchrono.html
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1.6. Ejemplo. Tenemos
(&)= (&) (&)= e-(3)
—|=[=|[=|==D-|=|=+1
57 57)\57 7

Aqui hemos usado que 57=1 (mdd 8) y57=1 (mdd 7)...

Hay solo un pequeno problema: 57 = 3-19 es un nimero compuesto, asi que el simbolo de Legendre (%)

no esta definido. En realidad, si 14 fuera un cuadrado médulo 57, esta también seria un cuadrado médulo 3,
pero 14 =2 (mdd 3) no lo es. A

Esto significa que las propiedades del simbolo de Legendre no se pueden aplicar de modo puramente
formal cuando el mismo simbolo no tiene sentido. Sin embargo, el error tonto que acabamos de cometer
nos llevard a algunos resultados importantes en la siguiente seccién.

1.7. Ejemplo. El namero 2017 si que es primo. Usando las congruencias
2017=1 (moéd 4), 2017=1 (modd 3), 2017=2 (mobd 5),

calculamos a partir de la ley de reciprocidad que

(5o~ (o7) (zo7) = (5) 5 - o =

Entonces, 15 no es un cuadrado médulo 2017. De la misma manera, podemos calcular

(2517) ) (20317) (20717) B (%) (;

y por lo tanto 21 es un cuadrado médulo 2017. A

= +1,

Note que aunque el tltimo calculo nos dice que la congruencia x> =21 (méd 2017) tiene una solucidn, el
simbolo de Legendre no ayuda a encontrarla. El algoritmo de Cipolla” es un método eficaz probabilistico”
de encontrar a este x. El lector puede buscar mas informacién en internet.

En nuestro caso, podemos ver con ayuda de computadora que

1843°=21 (méd 2017).

El nimero 2017 es el Giltimo ano primo, mientras que 1843 es el ano cuando Hamilton descubri6 los cuater-
niones.

2 El simbolo de Jacobi

El simbolo de Legendre (%) estd definido solamente para p primo impar. Si en lugar de p tenemos un

nimero compuesto, podemos tratar de aplicar las mismas reglas, pero como vimos en 1.6, esto nos puede
llevar a conclusiones equivocadas. Para entender qué esta pasando, se introduce la siguiente generalizacion.

2.1. Definicion. Sea n un entero positivo impar y a cualquier entero. Sea n = p, p»--- py la factorizacién de
n en nimeros primos. Entonces, el simbolo de Jacobi (£) estd definido como el siguiente producto de los

1 2 k

*Véase http://people.math.gatech.edu/~mbaker/pdf/cipolla201l.pdf
“*Para un ejemplo de algoritmos probabilisticos, véase la siguiente seccién.
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Notamos que cuando mcd(a, n) = 1, tenemos (%) = +1 para todo i, asi que (£) = +1. En el caso contrario,
si mcd(a, n) # 1, algin primo p; divide a a, y luego (%) =0y (%)=

Cuando (4) = -1, entre los simbolos de Legendre (%) hay por lo menos uno que es igual a —1, asi que a
no es un cuadrado médulo . Sin embargo, cuando (%) = +1, esto no significa que a sea un cuadrado médulo
n: podemos tener (%) = —1 para algunos i, solo sabemos que esto ocurre para un nimero par de los p;.

2)-(2) B2 B 28

Aqui hemos usado que (%) = —1 (obvio), (%) = —1 (por la ley de reciprocidad suplementaria correspondiente)
y (35) = - (&) (por la ley de reciprocidad principal, dado que 7 =19 =3 (méd 4)). Sin embargo, ya notamos
que 14 no es un cuadrado mdédulo 57. A

2.2. Ejemplo. Tenemos

El simbolo de Jacobi tiene las siguientes propiedades.
2.3. Proposicion.
1) Sia=b (méd n), entonces (%) = (%)
2) Se cumple (%b) =(9) (%)
3) También (537) = (53) (3)-

4) Si m y n son diferentes enteros positivos impares, entonces

(Z)=cn= 7 (2.

5)

6)

[7)=c

Las partes 1)-3) se deducen de la definicién del simbolo de Jacobi y las propiedades similares para el
simbolo de Legendre (use la induccién sobre el namero de los factores primos en n). Las partes 4)—6) son
analogas a la ley de reciprocidad.

2.4.Ejemplo. Yaque2l=1 (méd 4), tenemos (551-) = (217). Luego, 2017 =1 (méd 21),y por lo tanto (23) =

(%) = +1. Aunque hemos usado las propiedades del simbolo de Jacobi, (31-) es un simbolo de Legendre
legitimo, y el resultado de este calculo nos permite concluir que 21 es un cuadrado médulo 2017. A

2.5. Ejemplo. Calculemos (%
bargo, podemos escribir

). No podemos relacionar este simbolo con (27) porque 30 es par. Sin em-

(ﬂ) _ (i) (E)

127) \127)\127)°

Luego, 127 =7 (mdd 8), asi que (127) +1. También 127 =3 (mé6d 4) y 15=3 (mdéd 4), y la ley de reciprocidad
para el simbolo de Jacobi nos dice que

()=~ ) (&) -+ (5)-(5)-

Entonces, (3%) = +1. A

127



El tltimo ejemplo explica la utilidad del simbolo de Jacobi: para calcular (£) (y en particular (%) donde

p es un primo impar) mediante la ley de reciprocidad, no hace falta factorizar a en niimeros primos como
lo hariamos en el caso del simbolo de Legendre. La Ginica parte problematica es que tenemos que sacar un
posible factor 2* cuando a es par. Y de hecho, se supone que no existe ningun algoritmo eficaz (polinomial)
de factorizacion de un nimero en primos (en esta conjetura se basa una gran parte de la criptografia), pero
el factor 2 se encuentra facilmente. Médulo este pequenio detalle, el calculo del simbolo de Jacobi consiste
en reducciones consecutivas de un nimero mddulo otro. Esto es algo similar al algoritmo de Euclides.

Seria interesante interpretar de alguna manera el simbolo (%) para n compuesto. Este no necesariamente
detecta si a es un cuadrado médulo n, pero refleja lo siguiente. Cuando mcd(a, n) = 1, tenemos (£) = +1. En
este caso a es un nimero invertible médulo »n y la aplicacién

Mmg:2ZInZ — 7In”z,

[xX]p — [ax]y

es biyectiva; es decir, una permutacién del conjunto {[0],, [1],...,[rn — 1],}. Notamos que al multiplicar un
elemento invertible por a se obtiene también un elemento invertible, asi que m,, se restringe a una biyeccién

my: (ZIn2)* — (ZIn2)*,

[xX]p — lax]y

(permutacién de (Z/nz)* = {[x], | med(x, n) = 1}). Zolotariov  descubri6 que el simbolo de Jacobi es precisa-
mente el signo de esta permutacion:

a
(E) =Ssgnmg.
2.6. Ejemplo. Tenemos (3;) = (%) = (%) = 1. Los restos médulo 21 invertibles son
1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19, 20.
Se puede calcular que la multiplicacion de estos nimeros por 5 nos da la permutacién
ms=(154201617)(2108 1911 13);
es decir, la composicién de dos permutaciones ciclicas disjuntas

1-5—-4—20—16—17—1 y 2—10—~8—19— 11— 13— 2.

Cada uno de estos ciclos tiene orden 6, y entonces el signo negativo. Luego,

5
sgnms = (—1)+ (~1) = +1 = (ﬁ)

A

Al comparar nuestras listas de propiedades del simbolo de Jacobi y el simbolo de Legendre, se nota que
el altimo cumple una propiedad especial: la congruencia de Euler. Tenemos

n-1 a ,
az = (—) mod n,
n

si n es un primo impar. Si n no es primo, para esta congruencia hay contraejemplos, y de hecho muchos:

{lalp|a"T # (f) méd n} = n/2.
n

“Yegor Ivanovich Zolotariov (1847-1878), matematico ruso, de San Petersburgo. Obtuvo varios resultados importantes, pero murié
joven atropellado por un tren.



2.7. Ejemplo. Tenemos () = 1, mientras que
510=25%°=4%=1024=16 (méd 21).
A

Esta falla de la congruencia de Euler para n compuesto se usa en el test de primalidad de Solovey-
Strassen. Es un algoritmo probabilistico que comprueba si n es un nimero primo. Se escoge un nimero a de
manera aleatoria y se calculan por separado a'T y (£). Si la congruencia de Euler no se cumple, entonces
n no es primo. Si la congruencia se cumple, el proceso se repite hasta que estemos convencidos de que n
sea primo con una probabilidad suficientemente alta. Esto es posible, puesto que para n compuesto hay
muchos a que dan un contraejemplo. En realidad, bajo la hipdtesis de Riemann generalizada (!) hay un
contraejemplo bastante pequeno

a<2(logn)?.

El test de Solovay-Strassen es uno de los primeros algoritmos probabilisticos y fue descubierto en los
anos 70 del siglo pasado. Sin embargo, en la misma época aparecio el test de Rabin-Miller que es mas
rapido, y por esto el test de Solovay-Strassen tiene mds interés historico.

También hay que mencionar que en 2002 Agrawal, Kayal y Saxena encontraron un algoritmo determi-
nista (no probabilistico), eficaz (polinomial) e independiente de cualquier hipétesis (a diferencia de los
algoritmos de Solovay, Strassen, Rabin y Miller) que verifica la primalidad. Esto es uno de los resultados
mas importantes en la teoria de computacion: ya que conjeturalmente no existen algoritmos eficaces de fac-
torizacion, fue bastante sorprendente por fin encontrar un test de primalidad eficaz. A pesar de esto, el
resultado de Agrawal, Kayal y Saxena tiene mds importancia tedrica: en préctica (por ejemplo, en las apli-
caciones criptograficas), es suficiente tener nimeros que son primos con una probabilidad muy alta y bajo
la hipétesis de Riemann (que por supuesto es cierta, solo que no ha sido demostrada :-)

3 Los numeros p-adicos

Para ver otra faceta de la ley de reciprocidad, necesitaremos los niimeros p-adicos. Esta seccién contiene
un resumen muy breve y pragmatico; para mas detalles, el lector puede consultar, por ejemplo, mis apuntes

cadadr.org/san-salvador/2018-04-numeros-p-adicos/numeros-p-adicos.pdf

3.1. Definicién. Sea n un nimero entero no nulo. Para todo primo p el nimero v,(n) se define como la
potencia de p que aparece en la factorizacién de n:

n=+ [] p™™.

p primo
Ademas, si n =0, pongamos
vp(0) 1= 0.
El nimero v, (n) se llama la valuacién p-adica de n. La horma p-adica se define mediante la férmula

Inlp:= p—v,,(n)'
Notamos que |m — nl, < p~* significa que m=n (méd p*).
3.2. Proposicion. La norma p-ddica se extiende a los niimeros racionales mediante la formula
) -
nlp |nlp

Se cumplen las siguientes propiedades.

*Otro test de primalidad probabilistico, menos eficaz, es el test de Fermat que busca contraejemplos para el pequefio teorema de
Fermat "1 =1 (méd n). La tGltima congruencia funciona solo para n primo.

martes,
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1) |x|p =0siysolosix=0.
2) 1xylp=Ixlp-1ylp.
3) |x+ylp <méxi|xlp,|ylp} y ademds, cuando |x|, #|ylp, se cumple la igualdad |x + y|, = max{|x|,, |yl }.

Esto podria ser un buen ejercicio para el lector. La propiedad 3) es mas fuerte que la desigualdad trian-

gular
lx+yl<I|x|+]yl.

Por esto se dice que el valor absoluto habitual |- | es una norma arquimediana, mientras que las normas
p-adicas son no arquimedianas.

Recordemos del curso de andlisis que los nimeros reales surgen de la siguiente manera. No toda sucesion
de Cauchy de niimeros racionales converge a un nimero racional. Entonces, se puede considerar de manera
formal el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en @ respecto a las operaciones

XdnxWdn=CnxYdn  Endn-Ydn = Xn-Yadn.

Se obtiene un anillo (muy grande). Las sucesiones que convergen a 0 forman un ideal maximal, y el cociente
por este ideal es el cuerpo R. Este proceso se llama la completacion.

El mismo proceso de completacion puede ser aplicado a las normas p-adicas, solo que las sucesiones de
Cauchy y los limites se toman respecto a |- [.

3.3. Definicion. El cuerpo de los nimeros p-adicos Q, es la completacion de Q respecto a la norma
p-adica.

Entonces, Q, es una extension del cuerpo Q (de hecho, no numerable). La norma |- |, se extiende a Q,
mediante la formula

[(Xn)nlp = ngc}olxnlp;

y toda sucesion de Cauchy en @, converge respecto a este valor absoluto. La extension de la norma satisface
las mismas propiedades de 3.2. Para tratar de la misma manera a Ry a los cuerpos p-adicos Q,, vamos a
denotar R por Q. se puede imaginar que el valor absoluto habitual surge de cierto “primo infinito co”.

3.4. Definicién. El anillo de los enteros p-adicos viene dado por
Z,:={xeQ,llxl, <1}
(Es facil comprobar que esto es un anillo: hay que ocupar las propiedades de la norma p-adica.)

Notamos que
QNZp=2Zy) := {% ‘ pfn}

3.5. Proposicion. El anillo de los enteros p-ddicos tiene las siguientes propiedades.

1) Los elementos invertibles vienen dados por Z; = {x€ Z | |x|, = 1}.

2) Todo elemento de Q puede ser escrito de modo unico como p"u donde n€ Z 'y u € Z,. Esto nos da un
producto directo de grupos multiplicativos

@; = pfx Z;.
3) Elunico ideal maximal de Z,, es pZ .

4) Tenemos Z,,/p"Z, =Z/p"Z para todo n =1, y en particular Z,,/ pZ,, = F .



Las propiedades 1)-3) son faciles: de nuevo, se trata de las propiedades de las normas p-adicas y un
poco del dlgebra conmutativa elemental. La propiedad 4) es mucho mas profunda y usa el hecho de que @,
sea la completacién de Q respecto a || ,.

Terminemos nuestro repaso de los nimeros p-adicos por el siguiente resultado importante.

3.6. Teorema (Lema de Hensel). Sea f(X) € Z,[X] un polinomio con coeficientes en Z,. Supongamos que
existe xo € Z,, tal que

|f o)l p < 1 Gxo)l-
Luego, existe un tinico x € Z, tal que f(X) =0y |x— xolp <|f'(x0)p-

Intuitivamente, x, es una aproximacion inicial a una raiz de f, y el nimero x es una raiz de f que estd en
un entorno de x,. La prueba es constructiva y se basa en el método de Newton: a partir de x; se considera
la sucesion

f(xn)

- )

Xn+1 1= Xp

y se toma su limite p-adico

x:= lim x,.
n—oo

El método de Newton no necesariamente converge cuando las aproximaciones se consideran respecto
al valor absoluto habitual, pero nunca falla en el mundo p-adico. Para entender como funciona el lema de
Hensel, consideremos su aplicacién tipica.

3.7. Proposicion.

1) Si p es un primo impar, entonces un numero u € Z, es un cuadrado en Q,, (es decir, existe x € Q, tal que
u = x°) si y solamente si u es un cuadrado en ZylpZy =Fp.

2) ueZ; esun cuadrado en Q, siy solamente si u=1 (méd 8).

Demostracién. Veamos la parte 1). En una direccion, si tenemos u = x? en Qp, entonces |x|,2g = |x2|p =lulp=1,
lo que significa que también x € Z;;. Reduciendo la identidad u = x> médulo p, se obtiene una identidad
u=% enF,.

En la otra direccién, supongamos que u es un cuadrado médulo p. Esto significa que el polinomio f(X) :=
X? - ue Z,[X] tiene una raiz médulo p: existe xq € Z, tal que

|f Gy = 122 = ul, < 1/p.

Notamos que
|x0l% = 1x51p = |5 — u+ ulp = max{lxg — ulp, lulp} =1,
—_—
<1 =1
asi que |xl, =1, y luego
|f' (x0)lp = 12x01p = 121 - [ x0]p = 1.
Se cumple la desigualdad
If (o)l < If (x5, =1,
y podemos aplicar el lema de Hensel para encontrar una raiz de f(X) en Z,. Note que hemos usado que
12|, = 1. Para p = 2 este argumento falla, y de hecho el criterio para los cuadrados en Z; es diferente.

En la parte 2), primero notamos que si u = x* para u € Z;, entonces la reduccion médulo 8 = 2° nos da
% =X° para algunos %, X € (Z/82)*. Los residuos médulo 8 invertibles son 1,3,5,7. Luego,

12=3%2=5=72=1 (mdd 8).



Podemos concluir que todos los cuadrados en Z; se reducen a 1 moédulo 8. Para ver que esto es una condicion
suficiente, notamos que si u =1 (méd 8), entonces para el polinomio f(X) = X? - ue Z,[X]y xo = 1 se tiene

If)=11—ul,<1/8, |f'(xo)l2=122=1/2, |f(x0)l2>|f"(x0)I5,
y de nuevo se puede aplicar el lema de Hensel. [ |

Hemos caracterizado los cuadrados en 7. Para describir los cuadrados en Q;,, se puede usar la descom-
posicion Q, = pZ x Z,,. Dejo los detalles al lector.

4 El simbolo de Hilbert

4.1. Definicién. Sea v un primo, posiblemente infinito. Para a, b € Q} el simbolo de Hilbert est4 definido
por
+1, siax?+by? =1 tiene una solucién en Q,,

(ay b)l} = .
-1, en el caso contrario.

El caso de v = oo es facil: ya sabemos resolver las ecuaciones reales ax? + by? = 1.

4.2. Ejemplo. Tenemos
+1, sia>00b>0,

(a, b)oo = ..
-1, enel caso contrario.
Lo que no esta claro es como calcular (a, b), cuando p < co.

4.3. Ejemplo. Probemos que (2,5); = 1. Tenemos que encontrar una solucién de 2x> + 5y = 1 en Q3. Sea
x = 1. Entonces, la ecuacién nos dice que y? = -1 € Z;. Notamos que —% =1 (mdd 3), puesto que

(5,53
5)|3 |5l3 3°
Pero 1 es un cuadrado en F3, asi que y? = —1/5 tiene una solucién en Qs segtin 3.7. A

Las siguientes propiedades siguen de la definicién del simbolo de Hilbert.
4.4. Proposicion.
1) (a,b), = (b,a), para cualesquiera a,b € Q};.
2) (a,1), =1 para todo a€ Q}.
3) (a,c?b), = (a,b), para cualesquiera a,b,c € Q.
4) (a,b?), =1 para cualesquiera a,be Q.

Demostracién. 1) es evidente. En 2), la ecuacion es ax? + y? = 1, y podemos tomar x =0, y = 1. En 3), basta
hacer un cambio de variables y':= cy, y luego

ax’*+c?by*=1 <= ax’*+by?=1.
La propiedad 4) sigue de 2) y 3). [ ]

Para probar la propiedad mas importante del simbolo de Hilbert, necesitamos otra caracterizacion.



4.5. Lema. Supongamos que b no es un cuadrado en Q,. Consideremos la extension cuadrdtica de cuerpos
Q.,(Vb)/Q,. Sunorma viene dada por

2 2
N@v(ﬁ)/@v(x+y\/5):x -by”.

Se tiene (a,b), = 1 si y solamente si a es la norma de algiin x+ yvVbe Q,(Vb).
(Omiti la prueba por falta de tiempo.)

4.6. Proposicion. El simbolo de Hilbert es multiplicativo: se tiene
(ad',b), = (a,b),- (@', b),
(y lo mismo para el segundo argumento, puesto que el simbolo es simétrico).

Bosquejo de la demostracién. Si b esun cuadrado, entonces la propiedad se cumple, dado que (a, b), = 1 para
cualesquiera x segtn la propiedad 4) de 4.4. Podemos entonces asumir que b no es un cuadrado. En este
caso (a, b), =1 siy solamente si a pertenece a la imagen del homomorfismo

N@y(ﬁ)/@y : @v(\/l_?)x - @:

(la norma es siempre multiplicativa). Esto demuestra la identidad en los casos cuando (a,b), = (a’,b), =1
y c1.1ando (a,b), = ,J_rl, (a@,b), = F1. Efectivanller.lte, siaa e im Ny, /50, €NtoNces aa' € im Ny, /50, Si
ae lmNQ,,(\/E),/QU_’ a ¢ NQU(\/E)/QU’ entonces aa’ ¢ lmNQU(\/E)/Q,,_' . .

El caso mas interesante es cuando (a,b), = (a’,b),=-1.Sia¢ imNg /50, Y a¢ imNg /50, se“ puede

deducir que aa’ € im Ny, /h)g, 8racias al hecho de que la imagen de Ny, /50, tenga indice2en@Qx’. m

4.7. Corolario. Se tiene (a1,b), =(a,b),.

Demostracion. Tenemos
(a',b)y(a,b)y=(a'ab),=(1,b),=1.

Entonces, (a~!,b), = (a,b),}, pero el Gltimo simbolo es igual a +1 y por ende coincide con (a, b),. [ |

Nuestro objetivo es probar e interpretar el siguiente resultado curioso.

4.8. Teorema (La ley de reciprocidad de Hilbert). Para dos niimeros racionales no nulos fijos a, b € Q*
1) (a,b), = -1 solo para un niimero finito de primos v;

2) se cumple
[T@b), =1,
14

donde el producto es sobre todos los primos, incluso oo, y este tiene sentido gracias a 1).

Podemos pensar en la férmula [T, (a, b), = 1 como en un andlogo multiplicativo de la férmula }", Res,(f) =
0 de analisis complejo.
miércoles,
Para calcular los simbolos de Hilbert se puede usar el lema de Hensel. Sin entrar en detalles, voy a 11 de julio

formular la respuesta.

“No lo vamos a probar, pero es algo evidente y conocido en el caso de v = oo: tenemos R = Q, con la tnica extensioén C = R(v-1).
La norma viene dada por
Ng/r: x+yv—1-x2+y2.

Las normas de los nimeros complejos no nulos forman el grupo Rs¢ que tiene indice 2 en R*.
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4.9. Lema. Si p es un primo impar, entonces

-1
wu)y=1, (wp),= (%) (pp)p=(-1"T,

para cualesquiera u,u' € Z,.

Si p =2, entonces
, +1, siuou'=1 (méd4),
(u,u)2 = : ,
-1, siuyu' =3 (méd 4);
+1, siu=1,7 (mod 8),
(u)2)2 = . ,
-1, siu=3,5 (mobd 8);

para cualesquiera u,u' € 73, y ademds

(2,2)p =1.
(La Gltima férmula es obvia: la ecuacién 2x® + 2y* = 1 tiene una solucién x =y = 3.)

Bosquejo de la demostracion de la ley de reciprocidad de Hilbert. Puesto que a,b e Z,, para todo p, excepto un
namero finito, tenemos (a, b),, = 1 casi para todo p, y el producto [],(a, b), es finito. Para comprobar que es
igual a 1, notamos que gracias a la multiplicatividad y la simetria del simbolo de Hilbert, seria suficiente
analizar los siguientes casos.

1) a=-1, b=-1. En este caso

(-1, -Doo=-1,
(-1,-1)2=-1,yaque —1=3 (mdd 4),
(-1,-1)p=+lpara2<p<oo, yaque —1€Z,.

2) a=-1,b=2.
(_1)2)c>o:+1)
(-1,2)2=+1,yaque —1€Z;y —1=3 (mébd 4),
(-1,2)p, =+1para2< p<oo, yaque —l,ZEZ;.
3) a=2,b=2.
(2,2)00 = +1,
(2,2) = +1,

(2,2)p=+lpara2<p<oo, yaque2€eZ.
4) a=b=p impar.

(p;p)oo:+l;
+1, sip=1 (méd4),

(Pyp)zz(P»p)p:{_l, sip=3 (méd 4),

(p,p)g=+lpara2<q<oo,q+#p,yaque peZg.

11



5) a=-1, b= p impar.

(_lyp)oo = +l)
+1, sip=1 (méd4),

p-1
-1, =(-1) 2z = .
( ]9)2 ( ) 2 {_1’ si pEB (méd 4)r

(_]-) ) :(__),
Plp P
(-1, p)g = +1.
6) a=2, b=p impar.
2, Ploo = +1,

+1, sip=1,7 (méd 8),

p’-1
2' =(-1) 8 = .
( P)Z (-1 {_1' sip=s 3,5 (méd 8);

v
) p p ’
2,p)q = +1.

7) a=pYy b= q son primos impares diferentes.

P, Poo = +1,
B
(P @)p= (%)’

o)

En todos los casos la formula del producto se cumple. En el caso 5) esto sigue de la ley de reciprocidad
suplementaria
-1 p-1
-
p

2 p-1
(_) =(=1)® .
p

Finalmente, el dltimo caso corresponde a la ley principal

En el caso 6) esto sigue de

5 Generalizacion a los cuerpos de numeros

Notamos que los casos no triviales en la tltima prueba corresponden a la reciprocidad cuadratica. ;A qué
sirve entonces la reciprocidad de Hilbert, si es equivalente a la reciprocidad cuadratica de Gauss? Bueno,
primero, es una férmula muy bonita, donde todos los primos, incluso 2 y el primo infinito, juegan el mismo
papel. Pero no es simplemente una cuestion de estética: gracias a esto, a diferencia de la ley de reciprocidad
en la forma clasica, la férmula [, (a, b), = 1 admite generalizaciones directas.

12



5.1. Definiciéon. Sea K una extension finita de Q. En este caso se dice que K es un cuerpo de niimeros.

Definamos Ox como el conjunto de los elementos de K que satisfacen una ecuacién polinomial ménica

1

a’+cp a4+t cpat+ =0,

donde ¢y, c1,...,cn-1 € Z. Resulta que Ok es un anillo” y este recibe el nombre del anillo de los enteros en

K.

Si [K: Q] = d, entonces Ok es un Z-modulo libre de rango d.

K

/

Ok d

d Q
/
z

5.2. Ejemplo. Tenemos

1+v-3
O =2IV-1 Ogymg =2 | = — | Qg5 = ZIV-SL-
En general, para un entero libre de cuadrados d se tiene
zZIVd), sid=2,3 méd4,

Oowva = {Z

Lyd], sid=1 moéd4,

A

El cuerpo de fracciones de Ok coincide con K. Para todo ideal primo p < Ox y @ € Ok la valuacién p-adica

de a se define mediante
aOg = H p vp (@)
p

—el anillo O no necesariamente admite descomposicidn tinica: por ejemplo, en Z[v/~5] se tiene 6 =2-3 =
(1+v/=5) (1-v/-5). Sin embargo, lo que se puede hacer es factorizar el ideal generado por « en ideales primos.

A partir de vy (a) se define una norma |-|,. Ademas, K admite un niimero finito de normas arquimedia-
nas que vienen de encajamientos K — Ry K — C. Sea entonces v = p, o uno de los “primos infinitos” que

corresponden a las normas arquimedianas. Denotemos por K, la completacion correspondiente.

El simbolo de Hilbert para a, b € K se define de la misma manera:

@h +1, ax?+by? =1 tiene una solucién en K,
ar v = .
-1, en el caso contrario.

Tenemos la misma reciprocidad.

5.3. Teorema. Para cualesquiera a,be K* se cumple

[@b),=1.
v

“No es tan inmediato.
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6 Algebras centrales con division

Para ver otra encarnacién de la reciprocidad, necesitamos revisar la teoria de algebras con divisién. En
este contexto una F-algebra es un espacio vectorial A sobre cudl también esta definida una multiplicacién
bilineal

T AxA— A

Vamos a asumir que existe la identidad 1 € A y que la multiplicacién es asociativa. Sin embargo, para noso-
tros sera importante considerar algebras con multiplicacién no conmutativa. Si los tinicos elementos que
conmutan con todos los elementos de A son los escalares:

Z(A):={a€ A|lab=ba paratodo be A} =F,

entonces se dice que A es central. Cuando todos los elementos no nulos de A son invertibles, se dice que A
es un algebra con division. Nos van a interesar algebras centrales con division.

6.1. Ejemplo. Un ejemplo de R-algebras conocido a todo el mundo son los nimeros complejos. Es un es-
pacio vectorial
C=Rl1eRi

con la multiplicacién definida por la relacién i? = —1. Todo elemento no nulo de C es invertible: para z = x+yi
se define
Z:i=x-yi, N(2) :=zzZ=x>+)?

y luego
IR
z = z.
N(z2)
Entonces, C es una R-algebra con division. Sin embargo, no es un dlgebra central: la multiplicacion compleja
es conmutativa. A

6.2. Ejemplo. Otro ejemplo clasico son los cuaterniones de Hamilton que se definen como el espacio
vectorial de dimensién 4
H=RleRieoRjeRk

con la multiplicacion definida por las relaciones

iP=j?=k?*=-1, ij=k jk=i, ki=j.

De aqui se deduce que
ji=—k kj=-i, ik=-].
Entonces, los cuaterniones no son conmutativos: se ve que el centro consiste solamente en los escalares:
Z(H) =R.
Para ver que todo cuaternién no nulo
g=x+yi+zj+wk

es invertible, se introduce la norma
G=x-yi-zj-wk, N(@) :=qq=qq=x>+y*+2z*+uw?.

Luego, si g #0, se tiene
1
_1 _ —_
T " Ng 1

Entonces, H es una R-algebra central con division. A



La construccién de los cuaterniones puede ser generalizada: se puede reemplazar R por otro cuerpo y
también se puede ajustar las relaciones sobre i, j, k.

6.3. Definicion. Sea F un cuerpo de caracteristica diferente de 2. Para a,b € F* pongamos
a,b R
- :=FleFieoFje&Fk

con la multiplicacién definida por las relaciones

i’=a, j*=b ij=k=-ji.

6.4. Ejemplo. La construcciéon de Hamilton corresponde a (%) A

De nuevo, (“Tb) es un dlgebra central de dimensién 4. Sin embargo, los elementos no nulos no son ne-

cesariamente invertibles. Si definamos la norma de la misma manera, llegamos a la férmula
Gi=x-yi—-zj-wk, N@=qq=qq=x>-ay*-bz*+abw?cF
Si N(g) # 0, entonces g es invertible. Sin embargo, puede pasar que para ¢ # 0 se tiene N(qg) = 0.

6.5. Proposicion. Para a,b e F* supongamos que a no es un cuadrado en Fy b ¢ Ng, /z),7(F(va)*). Entonces,
(“Tb) es un dlgebra central con division.

Demostracion. Supongamos que para g € (”‘Tb) se cumple N(g) = 0. Bastaria probar que g = 0. Tenemos
N(g) =0 = x*-ay*=b(z* - aw?).

Supongamos que las partes de esta ecuacién no son nulas. Entonces, son normas de algunos elementos de

F(y/a)*. Las normas forman un grupo, y por lo tanto
x> - ay?

b=———
z2 —aw?

€ NF(\/E)/F(F(\/E)X),

pero esto no se cumple por la hipétesis. Entonces, tenemos un sistema de ecuaciones
x> —ay*=b(Z*-aw?) =0.
Ya que b # 0y ano es un cuadrado, se sigue que x=y=z=w=0. [ |

De hecho, cuando la divisién en [%2] no es posible, es necesariamente el dlgebra de matrices.
F

6.6. Teorema. Si (“Tb) no es un dlgebra con division, entonces (“Th) = M, (F).

6.7. Ejemplo. Sea p un primo impar y sea a un nimero que no es un cuadrado moédulo p. Entonces, p #

r? — as? para ningun r, s € Q. Se sigue que (%) es una F-éalgebra central con division. A priori, algunas de

estas algebras pueden ser isomorfas. En efecto, cuando a no es un cuadrado, tenemos

Vb ) b X
[52)2(3) = e

Ahora si tomamos dos primos diferentes p, g =3 (mdéd 4) (hay un namero infinito de ellos), entonces p/q #
x% + y? para ningun x, y € Q. Se sigue que
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El ejemplo de arriba nos da una familia infinita de dlgebras centrales con division sobre Q. Esto no sucede
sobre R.

6.8. Teorema (Frobenius, 1898). Salvo isomorfismo, las tinicas digebras centrales con division sobre R son
los mismos niimeros reales R y los cuaterniones H.

Para construir algebras centrales con division en dimensiones mayores que 4, se puede generalizar la
construccién de los cuaterniones de Hamilton, pero de diferente manera. Notamos que H puede ser visto
como un espacio vectorial sobre C:

RloeRieoRjeoRk=(R1eRi) e Rl1eRi)j=CeaCj,

donde j? = -1, y la multiplicacién de un nimero complejo por j satisface

jz=127]j.
Esta reinterpretacion de los cuaterniones motiva la siguiente construccion.

6.9. Definicion (Dickson, 1905). Sea E/F una extension de Galois ciclica de grado n; es decir, una exten-
sién de cuerpos con el grupo Gal(E/F) ciclico. Sea o un generador de Gal(E/F) y c € F*. Definamos

(E/Eo,c):=El®eEueEu*® o Eu""

con la multiplicacién definida por

u":=c¢, ua:=oc(a)uparatodo acE.

6.10. Proposicion.

1) Tenemos
dimg(E/F,0,c) = n?,

donde n = [E: F] es el grado de la extension.
2) Las dlgebras (E/F,o,c) son centrales; es decir, Z(E/F,o,c)) = F.
3) Las dlgebras (E/F,o,c) son simples; es decir, no tienen ideales bilaterales no triviales.

4) Sielgrado [E:F)] es primoy c ¢ Ng,r(E*), entonces (E/F,a,c) es un dlgebra con division.

6.11. Ejemplo. Tenemos H = (C/R,c,-1), donde ¢: z+— z es la multiplicacién compleja, y en general

(“Tb) = (F(/a@)E0,b),

donde o: va— —v/a. A

6.12. Teorema (Artin—-Wedderburn). Si A es una F-dlgebra central simple de dimension finita, entonces
A= M, (D) donde r =1y D es una dlgebra con division con Z(D) = F. Ademds, r y D estdn definidos de modo
tinico (salvo isomorfismo).

6.13. Proposicion. Las F-dlgebras centrales simples tienen las siguientes propiedades.

1) Si Ay y A, son F-dlgebras centrales simples, entonces A ®g A, es una F-dlgebra central simple.

2) M;(D)®F Ms(F) = M;5(D).
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3) A®p A°P = My (F), donde A°P es el dlgebra opuesta con la multiplicacion definida por a-b:=bay d :=
dimp A.

Las propiedades de arriba nos llevan a la siguiente construccion.

6.14. Definicion (Brauer, 1929). Para dos F-algebras centrales simples de dimension finita A; = M, (D))
y Az = M,,(D,) definamos la relacion de equivalencia

A1 ~ Az — Dl = D2
y la multiplicacién sobre las clases de equivalencia
[A1]-[Az] :=[A; ®F Az].

Respecto esta operacion, las clases de equivalencia de F-dlgebras centrales simples de dimension finita
forman un grupo abeliano Br(F), llamado el grupo de Brauer de F.

El elemento neutro en Br(F) es la clase de equivalencia [F]. Los inversos vienen dados por [A]~! = [A°P].
Notamos que toda clase de equivalencia es de la forma [D], donde D es un algebra central con division. Sin
embargo, los productos tensoriales D; ® r D; no suelen tener divisién y es necesario trabajar con las dlgebras
centrales simples.

6.15. Ejemplo. Segln el teorema de Frobenius (6.8), tenemos
Br(R) = {[R], [H]} = Z/2Z.
El producto tensorial nos da HegH = My (R). A

6.16. Ejemplo. Para todo primo finito p tenemos
Br(Q,) = Q/Z.

A saber, resulta que todo elemento [A] € Br(Q,) estd representado por un algebra (F/Q,,Frob, pk), donde
F/Qp es la extension no ramificada de grado n (es Unica para cada n) y Frob € Gal(F/Q),) es el automorfismo
de Frobenius. El nimero

inv[A]l:=[k/nleQ/Z

se llama el invariante de Hasse de Ay nos da un isomorfismo entre Br(Q,) y Q/Z. A

Sea v un primo finito o co. A partir de una Q-algebra central simple A, se puede obtener una Q,-algebra
central simple, tomando el producto tensorial con @,. Esto nos da un homomorfismo de grupos

Br(Q) — Br(Q.),
[A] — [A®g Qul.

Podemos hacerlo para todo v, y de esta manera se obtiene un homomorfismo
Br(Q) — EDBr(@,),
v
[Al = ([A®g QuDy.

La clase de equivalencia [A®qg Q,] es trivial en Br(Q,) casi para todo v, y por esto la imagen esta en la suma
directa. Este homomorfismo es inyectivo. Su imagen puede ser descrita mediante el siguiente resultado
importante.

“No confundir el algebrista y teérico de niimeros alemén Richard Brauer (1901-1977) con el matemético holandés L.E.]. Brouwer
(1881-1966), conocido por su teorema del punto fijo.
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6.17. Teorema. Hay una sucesion exacta corta de grupos
(1) 0~ Br(@) — PBr@,) = Q/Z —0

Aqui el homomorfismo @,Br(Q,) — Q/Z viene dado por la suma: tenemos Br(Q,) = Q/Z mediante el
invariante de Hasse y Br(Q,) = %Z/ 7,y dada una sucesion ([A,]),, se puede tomar Y, inv[A,]. Las palabras
sucesion exacta corta significan que

= el homomorfismo Br(Q) — @, Br(Q,) es inyectivo,
= el homomorfismo @, Br(Q,) — Q/Z es sobreyectivo,
= im(Br(Q) — @, Br(Q,)) = ker(Br(Q,) — Q/2).

La sucesion exacta corta (1) nos da una descripcion del grupo Br(Q) en términos de grupos Br(Q,), cuya
estructura es mas facil.

Ahora si consideramos la 2-torsién, tenemos una sucesion exacta corta

1
(2) 0— Br(Q)[2] — P Br(@Q,)[2] — 5/2—0

En general, para las 4lgebras de cuaterniones A = (“Tb) hay un isomorfismo A = A°P dado por la con-

jugacion g — q. Esto significa que las dlgebras de cuaterniones son elementos de 2-torsién en el grupo de
Brauer:

b
(%) € Br(F)[2] :={[A] € Br(F) | [A] - [A] = [F]}.
Ademads, para F =R 0 Q,, todos los elementos de Br(F)[2] estdn representados por las dlgebras de cuaternio-

nes. Tenemos
)05
Q) " o)
y luego,

= si(a,b), = +1, entonces (%f) = M, (Q,) es trivial en Br(Q,);

= si(a,b), = -1, entonces (%”) es un algebra con divisiéon que no es trivial en Br(Q,).

La exactitud de la sucesiéon (2) en el medio nos da

. a, b)]
inv||— || =0,
zim|(5:
y esto es equivalente a la reciprocidad de Hilbert
[ta,b), =1.

v

Todo esto se generaliza a los cuerpos de nimeros: para toda extension finita K/Q hay una sucesion
exacta corta
0 — Br(K) — @Br(K,) -~ Q/Z—0
v
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7 Laley de reciprocidad de Artin

Vamos a terminar nuestra historia por un caso especial de la ley de reciprocidad de Artin. Primero ne-
cesitamos revisar algunas nociones de la teoria de nimeros algebraica. Sea K/Q un cuerpo de nimeros y
Ok su anillo de enteros. Todo ideal primo no nulo p c Ok es automdaticamente maximal y el cuerpo Ok/p es
finito y tiene caracteristica p; es decir, es isomorfo a F ,« para algun k.

Para un nimero primo p € Z, el ideal generado por p en Ok se factoriza en ideales primos:

e e,
pOszll cepy
En este caso escribimos p | p. Si en la factorizacién se tiene e; > 1 para algtn i, entonces se dice que p se

ramifica en Og. Para un cuerpo de nimeros K fijo, hay un nimero finito de primos que se ramifican.

K

e

Oglp = ﬂ:pk «— Ok

Q

e

Fp «—— Z
7.1. Ejemplo. Para ejemplos especificos de cuerpos de niameros el lector puede consultar la base de da-
tos http://www.lmfdb.org/NumberField/. También muchos calculos explicitos se pueden hacer en
el programa PARI/GP (http://pari.math.u-bordeaux.fr/). Aqui vamos a revisar un ejemplo bien
conocido a todo el mundo: K = Q(v~1) y Ok = Z[v/-1], los enteros de Gauss.
Para p =2 setiene 2 = —v/—1(1+v-1)?, donde —v/—1 es invertible y 1++/—1 es primo en Z[v/—1]. Entonces,
en Z[v/~1] hay una factorizacion en ideales primos

@) =0+V-1)>2
Esto significa que 2 se ramifica en Z[v/~1]. Tenemos
ZIV=11/(+V=1) =F..
Otros primos no se ramifican en Z[v/-1]. Por ejemplo,

3)=0),
G)=2+V-1)1+2V-1),
0=,

(11) = (1),

(13)=(2+3V-1)3+2V-1),

Luego,

ZIV-11/3) =Fy, ZIV-11/2+V-1)ZZ[V-11/1+2V-1) =F3,
ZIV-111(7) 2Fy, ZIV-11/A1)ZFy, Z[V-11/2+3V-1)=Z[V-1]/(3+2V-1) =Fs.

7.2. Ejemplo. En general, si d es un entero libre de cuadrados, para K = Q(v/d), hay dos posibilidades:
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m sid=1 (mdd 4), entonces en Ok se ramifican precisamente los factores de d;

» sid=2,3 (mdd 4), entonces en Ok se ramifican los factores de d y ademas el primo 2.

A

7.3. Teorema. Sea K/Q un cuerpo de niimeros tal que el grupo Gal(K/Q) es abeliano. Luego, para todo primo
p € Z que no se ramifica en Ok existe un elemento tinico Frob, € Gal(K/Q), llamado el elemento de Frobenius,
que satisface

Froby(a) = a” (méd p)

para cualesquiera a € Ox y p | p.

En la teoria de cuerpos finitos, el automorfismo de Frobenius de F viene dado por x — xP. Aqui se trata
de un automorfismo de K que actdia como x — x? sobre Ok/p.

7.4. Ejemplo. Para K = Q(v/-1) y p = 3 tenemos
x+yV-1D3=x*+y (V=1 =x-yvV-1 (méd 3).
Entonces, Frobs es la conjugacion v/~1— —+/—1. Notamos que para p =27y (1++v/—1)| 2 se tiene
(x+y\/—_1)2 Exiy\/—_l (méd 1+ vV=1).

Esto significa que ambos elementos o € Gal(Q(v/—1)/Q) satisfacen la condicién o () = a?. Pero 2 se ramifica,
y por esto el elemento de Frobenius no esta definido. A

Estamos listos para formular un caso particular de la ley de reciprocidad de Artin. La verdadera ley de
Artin se formula para extensiones de cuerpos de nimeros L/K, pero nos contentaremos con K/Q.

7.5. Teorema (Emil Artin, 1927). Sea K/Q un cuerpo de niimeros tal que el grupo Gal(K/Q) es abeliano. Sea
n = pi---ps € Z un entero positivo cuyos factores primos p; no se ramifican en Ok. Definamos el simbolo de
Artin mediante

K/
(T@) :=Froby, o---oFrob,, € Gal(K/Q).

Luego, existe un entero positivo myg tal que para todo

KIQ

n=1 (méd mg) = (T) =1.

Los factores primos de my son precisamente los primos que no se ramifican en Og.

7.6. Ejemplo. Sea d un entero libre de cuadrados. Consideremos el cuerpo de niimeros K = Q(v/d). Tenemos
Gal(K/Q) = {id, 0}, donde o es la conjugacién vd — —Vd.

Sea p un namero primo que no se ramifica en Ok. Esto significa que p t d, y ademads, 2 también se ramifica
cuando d =2,3 (maéd 4). Por esto vamos a asumir que p es impar.

1) Si Frob, =id, entonces
va’=vd (médp),

lo que nos da

(recuerde la congruencia de Euler).
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2) De la misma manera, si Frob,, = o, entonces

Gracias a esto, podemos identificar el elemento de Frobenius con el simbolo de Legendre:
Gal(Q(Vd)/Q) = {+1}, Frob, = (%).

Ahorasin = p; --- ps; esun entero tal que mcd(n,2d) = 1, el simbolo de Artin correspondiente es el simbolo
de Jacobi
d)l d d d
(m) :=Froby, ---Frob, = (—)(—) =: (—)
n pP1 Ps n
Sea p un primo impar. Consideremos
p-1
pi=C=D7p
y K =Q(/p*). Tenemos p* =1 (mdd 4),y el inico primo que se ramifica en Ok es p. Gracias a esto, el nimero
myg en la Ley de Artin 7.5 es igual a p” para algun r (si 2 se ramificara, mg tendria también una potencia 2,

lo que no es deseable).
Entonces, la reciprocidad de Artin nos dice que

p*
n=1 (moéd pr)=>(—)=1.
n
De aqui se sigue que si ny, n, son invertibles en Z/p”Z, entonces n; = np (méd p") implica*
p* p*
%))
Podemos concluir que existe un homomorfismo no trivial

ZIp"D)* — (=1},

0 (%),
n

Ademas, conocemos otro homomorfismo no trivial dado por el simbolo de Legendre

n
[n] — (—)
p

“En efecto, si nm’1 =1 (mdd p"), entonces

asique
p* p*
[ )=()

Ahora si ny =ny (méd p")y ny n’2 =1 (méd p"), entonces np ni =1 (moédr)y
(L*) _(P) - ('L*)
ny n'l n ’
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El grupo (Z/p"2)* es ciclico para p impar, y por ende dos homomorfismos no triviales (Z/p"2)* — {+1}
necesariamente coinciden. Podemos concluir que

[3)=(%)

para pt n. En particular, si n = g es otro primo impar diferente de p,

(9)-(2)=[272)<[2)7 (2) -0 )

Aqui la Gltima igualdad es una de las leyes suplementarias de reciprocidad cuadrdtica (que es un céalculo
facil), y la férmula que hemos deducido es precisamente la ley principal de reciprocidad cuadratica (que no
es facil). A

Entonces, la ley de Gauss es un caso muy especial de la ley de Artin. El ejemplo de arriba por fin nos
explica el significado del simbolo de Jacobi: es nada mas un caso especial del simbolo de Artin.

8 Conclusion

Empezamos por la reciprocidad cuadratica de Gauss y vimos sus diferentes generalizaciones: la recipro-
cidad de Hilbert [T, (a, b), = 1, la sucesién exacta 0 — Br(Q) — @, Br(Q,) — Q/Z — 0y lareciprocidad de Artin.
En el camino hemos visto muchos conceptos importantes: nimeros p-adicos, lema de Hensel, simbolos de
Hilbert, dlgebras con division, cuaterniones, dlgebras centrales simples, grupos de Brauer, cuerpos de nu-
meros, ramificacion, grupos de Galois, etc. Mi objetivo no era presentar todos los detalles, sino mencionar
ciertas palabras clave.

He aqui una lista de libros de texto sobre los temas que han aparecido en nuestro minicurso. Los principiantes
pueden empezar por los primeros tres.

1. Kenneth Ireland, Michael Rosen, A Classical Introduction to Modern Numer Theory.
Pruebas de la reciprocidad cuadratica de Gauss.
2. Kazuya Kato, Nobushige Kurokawa, Takeshi Saito, Number Theory 1: Fermat’s Dream.
El capitulo 2 introduce los nimeros p-adicos y el simbolo de Hilbert. El capitulo 4 esta dedicado a los cuerpos de
nUmeros.
3. Neal Koblitz, p-adic Numbers, p-adic Analysis, and Zeta-Functions.
El capitulo I contiene una buena introduccién a los niimeros p-adicos. El capitulo III estd dedicado a las exten-
siones de Qp.
4. Richard S. Pierce, Associative Algebras.
Pruebas de los resultados sobre los grupos de Brauer.
5. Philippe Gille, Tamas Szamuely, Central Simple Algebras and Galois Cohomology.
Otro libro de texto, mas reciente.
6. Jiirgen Neukirch, Algebraic Number Theory.
El capitulo I esta dedicado a los cuerpos de nimeros y el capitulo II a los cuerpos p-adicos. La reciprocidad de
Hilbert y Artin aparecen el los capitulos V' y VI en un contexto mucho més general y abstracto.
7. J.W.S. Kassels, A. Frohlich, Algebraic Number Theory.
La biblia de la teoria de niimeros algebraica.
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