Algebra 1. Ejercicios adicionales sobre grupos
Universidad de El Salvador, ciclo impar 2019

Algunos de los ejercicios de abajo son faciles y aburridos, pero otros requieren un poco de trabajo y
reflexion. En cualquier caso, todos son estandar.

Ejercicio 1. Demuestre que para una familia de subgrupos normales H; c G la interseccion N; H; es también
un subgrupo normal.

Ejercicio 2. Sea ¢p: G — H un homomorfismo de grupos.

a) Demuestre que si G' € G es un subgrupo, entonces ¢(G’) es un subgrupo de H.
Ademads, si ¢ es sobreyectivo y G’ es un subgrupo normal, entonces ¢(G') es también normal.

b) Demuestre que si H' € H es un sugrupo, entonces ¢~ (H’) es un subgrupo de G.
Ademés, si H' es normal, entonces ¢! (H') es también normal.

Ejercicio 3. Demuestre que todo grupo de orden 4 es ciclico, o es isomorfo a V c Ay.
Ejercicio 4. Demuestre que todo grupo de orden 6 es ciclico, o es isomorfo a Ss.
Ejercicio 5. Demuestre que A4 es el tinico subgrupo de indice 2 en S,.
Ejercicio 6. Sean G un grupo y H,K < G dos subgrupos. Definamos su producto como el subconjunto
HK:={hk|he H, k€ K}.
a) Demuestre que HK es un subgrupo siy solo si HK = KH.
b) Demuestre que si Hy K son subgrupos normales, entonces HK es también un subgrupo normal.

Ejercicio 7. Sean G un grupo finito y H,K < G dos subgrupos tales que mcd(|H|,|K|) = 1. Demuestre que
HnK=1.

Ejercicio 8. Sean G un grupo y g € G un elemento tal que g" = 1. Demuestre que
$:ZInZ—G, [1]—g
es un homomorfismo. ;Cuando es inyectivo?
Ejercicio 9. Consideremos el grupo diédrico D, y m | n.
a) Demuestre que (™) es un subgrupo normal de D,,.
b) Demuestre que D,/ {r'") = Dy,.
Ejercicio 10. Para un cuerpo k, consideremos
1 a b
H(k) := {(0 1 c) ‘ a,b,ce k}
0 0 1
a) Demuestre que H(k) es un subgrupo de GL3(k). ;Es normal?
b) Demuestre que Z(H(k)) = k.

¢) Encuentre un isomorfismo H(F,) = D,.



Ejercicio 11. Sea G un grupo.

a) Demuestre que si el cociente G/ Z(G) es ciclico, entonces G es un grupo abeliano.

b) Demuestre que si G es un grupo finito de orden pg donde p y g son primos, entonces Z(G) =10 G es
abeliano.

Ejercicio 12. Consideremos

r::{(z Z)ESLZ(Z)‘a,dEI (méd 3), b,c =0 (méds)}.

a) Demuestre directamente que I' es un subgrupo normal de SL;(Z).

b) Demuestre que la aplicacién

e ol (i

es un homomorfismo sobreyectivo.
¢) Demuestre que SL,(2)/T =SL,(Z/32).
d) Calcule el indice |SL,(2) : T|.
Ejercicio 13. Sea G un grupoy g € G un elemento fijo.

a) Demuestre que la aplicacién ¢g4: x — gxg~! define un automorfismo G — G.

b) Demuestre que g — ¢, define un homomorfismo G — AutG. ;Cudl es su nucleo? Demuestre que la
imagen es un subgrupo normal de AutG.

Sea G un grupo. Digamos que dos elementos g, € G son conjugados si g = khk™! para algin k € G.
Escibamos en este caso g ~ h.

Ejercicio 14. Demuestre que ~ es una relaciéon de equivalencia sobre G.
Las clases de equivalencia correspondientes se llaman las clases de conjugacion.

Ejercicio 15. Demuestre que un subgrupo H < G es normal si y solamente si H es una unién de clases de
conjugacion en G.

Ejercicio 16. Describa las clases de conjugacion
a) en un grupo abeliano,
b) en el grupo Qs,
C) en Sy vy Ay,
d) en S5y A4,

e) en el grupo diédrico D,, para cualquier n.



