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Universidad de El Salvador. Agosto de 2019

Recuerde: Todo lo que sucede en matematicas
primero sucede en geometria algebraica!

Oscar Zariski, citado por Gian-Carlo Rota

Pregunta del publico: ...si trataramos de explicar a
un lego qué es geometria algebraica, creo que
todavia seria adecuado el titulo del viejo libro de
Enriques “Teoria geométrica de ecuaciones”.

.Qué opina usted?

Grothendieck: Si, pero su “lego” debe saber qué es
un sistema de ecuaciones algebraicas. Esto le
costaria anos de estudio a Platon.

Apuntes de charlas de Grothendieck
tomados por Federico Gaeta

La idea de esquema surgid por primera vez en uno
de [los seminarios de Cartan y Chevalley]. (Durante
este seminario Grothendieck aparentemente
pregunté: “;Qué es un esquema?”)

[Sch2010, Chapter 6]

Estos apuntes corresponden a una serie de charlas que di en agosto de 2019 en el programa de maestria
en matematica fundamental de la Universidad de El Salvador. El nombre oficial del minicurso era “Intro-
duccién a la teoria de esquemas”, pero es algo ambicioso y en realidad se trata de una invitacion a la teoria.
Mi objetivo era solamente explicar qué es un esquema.

Asumo que el lector conozca un poco de dlgebra conmutativa, topologia general y la teoria de categorias
basica. Otros conceptos importantes, como la teoria de haces, serdn explicados brevemente en este texto.

La lectura adicional recomendada es [EH2000, Chapter I, II, VI], [GW2010, Chapter 1-4], [Sha2013,
Chapter 5] y [Man2018].

Historia de esquemas

Técnicamente hablando, la nocién de esquema no pertenece a nadie y nacié en los circulos de mate-
madticos parisinos en los afios 50. Sin embargo, fue Alexander Grothendieck (1928-2014) quien desarrollo
sistemdaticamente la teoria de esquemas. Sus fundaciones se encuentran en el tratado “Eléments de géo-
métrie algébrique” escrito junto con Jean Dieudonné (1906—1992). Su primer volumen [EGAI-new] es muy



relevante para nuestro minicurso, pero no es la mejor fuente para empezar. El titulo es una referencia a
los “Elementos” de Euclides. Sin duda, Grothendieck, como Euclides, fue uno de los matematicos mds im-
portantes e influyentes de toda la historia de la humanidad. Para saber mas de su vida y filosofia, se puede
consultar la paginahttp://www.grothendieckcircle.org/ Ademas, Grothendieck escibi6 una larga
y controvertida autobiografia [Gro1986].

Cliché CSF René Bouillot

Alexander Grothendieck

Muchos textos importantes sobre la geometria algebraica grothendieckiana todavia existen solamente
en francés. Una fundaciéon moderna de la teoria de esquemas en inglés se encuentra en el Stacks project:
http://stacks.math.columbia.edu/
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1 El espectro como un espacio topoldgico

sesion 1
Todos los anillos seran conmutativos con identidad. Un homomorfismo de anillos ¢: A — B por la defi-  12/08/19
niciéon cumple ¢(1,4) = 1. La categoria de anillos (conmutativos) serd denotada por CRing.

1.1 Conjuntos cerrados V (a) y la topologia de Zariski

1.1. Definicién. El espectro de un anillo A es el conjunto de sus ideales primos:
Spec A:={p < A|p un ideal primo}.
Por el lema de Zorn, en todo anillo no nulo existe un ideal maximal, y por ende Spec A # @, si A # 0.

1.2. Digresion. Recordemos que la topologia de Zariski sobre el espacio afin A" (k) tiene como sus subcon-
juntos cerrados
V(S):={xeA"(k)| f(x) =0 para todo f € S},

donde S € k[xy,..., x,] es algiin conjunto de polinomios. Nos gustaria definir una topologia parecida sobre
Spec A. En este caso los puntos x € Spec A son ideales primos p, < A, y el rol de funciones que se evaltian en
los puntos van a jugar los elementos de anillo f € A. Esta evaluacion f(x) se define de manera formal como
la imagen de f en el cuerpo Frac(A/py):

A » Alpy © > Frac(A/py)

I > f y f=1

En este sentido los elementos de A son funciones sobre Spec A, aunque los valores de f en diferentes
puntos estén en diferentes cuerpos. Notamos que bajo esta interpretacién, f(x) =0 siy solamente si f € p,.
Todo esto motiva la siguiente definicion.

1.3. Definicion. Para un subconjunto S < A, pongamos
V(S):={peSpecA|p=2S}.

Cuando S consiste en un elemento f € A, vamos a escribir “V(f)” en lugar de “V({f})”.
Notamos que si a = (S) es el ideal en A generado por S, entonces V(S) = V(a) (Se tiene p 2 S siy solamente
sip2(S), puesto que p es un ideal).

1.4. Observacion. Los conjuntos V (S) tienen las siguientes propiedades.
0) SiSc S, entonces V(S) 2V (S).
1) V(0)=SpecAy V() =¢.

2) Para una familia de ideales a; < A se tiene
v(Uai)=v(Zai) =NV
i i i

3) V(anb) =V(ab) = V(a)u V(b).
4) Vi) =V(H/a).

Demostracion. Se sigue facilmente de las definiciones. Para verificar 3), recuerde que si p es un ideal primo,
entonces
p2anb < p2ab < p2aop=2b.

En 4), recordemos que todo ideal primo es radical, asi que p 2 a si y solamente si p 2 v/a. [ ]
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Las propiedades 1)-3) de arriba significan que los V(a) satisfacen los axiomas de conjuntos cerrados de
una topologia.

1.5. Definicion. La topologia sobre Spec A que tiene como conjuntos cerrados V(a) para ideales a € A se
llama la topologia de Zariski.

A partir de ahora Spec A serd considerado como un espacio topoldgico.

1.2 Ideales I(Y)c A

Recordemos que a un subconjunto Y < A" (k) se puede asignar el ideal de polinomios que se anulan en
los puntos de Y:
I(Y)={f€klxy,...,xs] | f(y) =0 para todo y€ Y}.

Siguiendo la analogia explicada en 1.2, tiene sentido considerar para Y < Spec A
I(Y)={f€eAlf(y)=0paratodo yeY}={fe€A| fep, paratodop,e Y}
Esto nos lleva a la siguiente definicion.

1.6. Definicién. Dado un subconjunto Y < Spec A, pongamos

I(Y):= () p.

peY
En particular, I(g) = A e I(Spec A) = N(A) es el nilradical (la interseccién de todos los ideales primos).
1.7. Observacion. Los ideales 1(Y) < A tienen las siguientes propiedades.
0) SiycY/, entonces I(Y)2I(Y').
) IV(a)=+a.
2) I(Y) es un ideal radical; es decir, I(Y) = I(Y).
3) VI(Y)=Y esla clausura de Y respecto a la topologia de Zariski.

Demostracion. La parte 0) esta clara de la definicion. En la parte 1), recordemos que

Va= [ »p

peSpec A
p=2a

pero esta interseccion es exactamente 1V (a). El la parte 2),

VIV)= (] p=(p=1).

peSpec A pey
p2I(Y)

Enfin, en 4) primero notamos que VI(Y) es cerrado por la definicién, y se ve que Y < VI(Y). Ahora asumamos
que Z es otro cerrado tal que Y < Z. Escribamos Z = V(a) para algiin ideal a € A. Ahora

YSV()=I(Y)2IV(@)= VIY)S VIV(a) =V a) = V().
Esto demuestra que VI(Y) es el cerrado minimal que contiene Y, asi que VI(Y) es la cerradura de Y. [ ]
1.8. Corolario. Las operaciones V e I nos dan biyecciones mutuamente inversas

a—I(a)

{ideales radicales en AA Z—— {subconjuntos cerrados de Spec A}
V(Y)—=Y
Demostracién. Se sigue de las férmulas IV(a) = ay VI(Y) =Y. [ ]



1.3 Conjuntos abiertos principales

1.9. Definicién. Para un elemento f € A pongamos
D(f):=SpecA\V(f)={peSpecAlpZ [}

Los conjuntos de esta forma se llaman los conjuntos abiertos principales en Spec A.

Notamos que en particular, D(1) = Spec Ay D(0) = @¢. En general, D(f) = @ si y solo si f es nilpotente
(ejercicio 1.7).

1.10. Observacion. D(fg) = D(f)nD(g).
Demostracion. Tome complementos en la formula V(fg) = V(f)uV(g). ]
1.11. Observacioén. Los conjuntos D(f) forman una base de abiertos para la topologia de Zariski.

Demostracién. Tome complementos en la formula V(a) = Nfea V(). [ |

1.12. Lema. Para una familia de elementos f; € A se tiene D(g) < U;e; D(f;) si y solamente si g € \/(f;)ic1; en
otras palabras,

8" = ai fi +---+ai,fi,
para algunos r =1, a; € Ay iy,...,in €L
Demostracion. Tenemos
D@ <UD() <= V@2V =V((f)ieD-
iel iel

Se ve que la Gltima condicion se cumple cuando g € v/(f)ie1, Y Viceversa, aplicando I se obtiene

V() 2V((fi)ie) = V& S/ (fD)ier- n

Vamos a decir que un espacio topolégico X es cuasi-compacto!) si todo recubrimiento abierto X =
U;er U; contiene un subrecubrimiento abierto.

1.13. Proposicion. Los conjuntos abiertos principales D(f) son cuasi-compactos. En particular, todo el espec-
tro Spec A = D(1) es cuasi-compacto.

Demostracion. Dado que los conjuntos D(f) forman una base de la topologia, bastaria probar que si

p(H <UD,

iel
entonces existen iy,...,i, € I tales que

D(f) s D(fi,)u---UD(fi,)-
Esto se sigue del lema de arriba. [ |

En general, los abiertos cuasi-compactos en Spec A son de la forma U = Spec A\ V(a), donde a € A es un
ideal finitamente generado (ejercicio 1.8).

DEsta terminologia se debe a Bourbaki que dice que X es compacto si es cuasi-compacto y ademas Hausdorff. Por la influencia
francesa, los gedmetras algebraicos siguen esta tradicion, aunque sus espacios de interés casi nunca son Hausdorff.



1.4 Digresion: espacios irreducibles
Recordemos un par de definiciones de topologia general.

1.14. Definicion. Se dice que un espacio topolégico X es irreducible si

1) X no esvacio;

2) X no puede ser representado como una unién Z; u Z, donde Z;, Z, son conjuntos cerrados propios.
Un subconjunto Z < X es irreducible si es irreducible como un espacio con la topologia inducida.
He aqui otra nocién relacionada.

1.15. Definicion. Se dice que un espacio topoldgico X es conexo si

1) X no es vacio;

2) X no puede ser representado como una unién 7, U Z, donde 7, Z, son conjuntos cerrados propios y
ZiNZy=@.

(Notamos que en 2) los conjuntos Z; y Z, son también abiertos, ya que la union es disjunta.)

En particular, todo espacio irreducible es necesariamente conexo. Sin embargo, la irreducibilidad es una
propiedad mucho mas fuerte.

1.16. Proposicion. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) X esirreducible.

2) Si U,V < X son subconjuntos abiertos no vacios, entonces UNV # @.
3) Todo subconjunto abierto no vacio U < X es denso: se tiene U = X.
4) Todo subconjunto abierto no vacio U < X es conexo.

5) Todo subconjunto abierto no vacio U < X es irreducible.

Demostracion. 1) < 2). Sipara dos abiertos no vacios U,V € X se tiene UnV = @, entonces U°UV*¢ = X, donde
U°y V¢ son subconjuntos propios cerrados, lo que demuestra que X es reducible. Viceversa, si X = Z; U 7,
donde Z; y Z, son subconjuntos propios cerrados, entonces Z{ u Z5 = ¢, donde Z y Z; son subconjuntos
abiertos no vacios.

2) « 3). Asumamos que U NV # ¢ para cualesquiera U,V < X abiertos no vacios. Sea Z < X un cerrado
tal que U< Z < X. Si Z # X, entonces Z¢ es un abierto no vacio. Pero necesariamente Un Z°¢ = @, asi que
necesariamente Z = X. Viceversa, asumamos que U = X para todo abierto no vacio U < X. Sea V < X otro
abierto no vacio. Asumamos que UnV = @. Entonces, U < V¢, pero esto implicaria V¢ = X y V = @. Entonces,
UnV #¢.

2) © 4). Si para dos abiertos no vacios U,V < X se tiene UnV = @, entonces U U V es un subconjunto
abierto disconexo. Esto demuestra que 4) implica 2). Viceversa, si U € X es un abierto disconexo, entonces
U =V, UV, para dos abiertos no vacios tales que Vi NV, = @.

La implicacién 5) < 1) es obvia. Para terminar la prueba, tenemos que deducir 5) de alguna de las condi-
ciones anteriores. Asumamos que X es irreducible. Sea U < X un abierto no vacio reducible. Esto significa
que existen dos conjuntos cerrados 7,7, € X talesque U= (UNnZ)U(UNZ)yUNZ #U,UNZ, # U. Ahora
la cerradura de U en X satisface

U=(UnZN)u(UNZ)=UNZ)UUNZ) S Z U Z.

Si Z1 U Z, = X, esto contradice la irreducibilidad de X. Si Z; u Z, # X, esto contradice la condicién 3). [ |



1.17. Comentario. Ya que en un espacio irreducible UnV # @ para cualesquiera U, V < X abiertos no vacios,
el axioma de Hausdorff nunca se cumple, salvo el caso trivial cuando X consiste en un punto. Por esto el
concepto de irreducibilidad no se ve mucho en la geometria clasica.

1.18. Proposicion. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto Y < X es irreducible siy solo si su cerradura
Y es irreducible.

Demostracién. Asumamos que Y es irreducible. En particular, Y # @ y por lo tanto Y # @. Supongamos que
71,7» < X son dos conjuntos cerrados tales que Y = (Y n Z;) U(Y n Z,). Luego, tomando las cerraduras en X,
se obtiene

Y=(YnZpu({Y nZ).

Por la irreducibilidad de Y, tenemos

YSY=YNnZ<SZ 0 YSY=YNZCZ,

y luego
YSYnZ o YcSYnZ.

Esto significa que Y es irreducible. _ _
Ahora asumamos que Y es irreducibley Y = Z; u Z,, donde Z;, Z, son cerrados en Y. Luego,

Y=(YnZ)u(YnZ),

y por la irreducibilidad de Y setiene Y =YNnZ, 0 Y = YN Z. Entonces, Y S Z, 0Y € Z. ]

1.19. Proposicion. Para todo subconjunto abierto U < X existe una biyeccion

Y—Y
{Y c U irreducibles, cerrados en U} <:> {irreducibles, cerrados Z < X, ZnU # @}
ZnU—Z

Demostracion. Verifiquemos que las aplicaciones son bien definidas. Si Y < U es irreducible, entonces, como
vimos arriba, su cerradura Y en X es también irreducible. Ahora si Z < X es un conjunto cerrado irreducible
tal que Zn U # @, entonces Zn U es cerrado en U y es irreducible, siendo abierto en Z.

Ahora para un conjunto irreducible Y < U, cerrado en U, tenemos Y nU = Y. Viceversa, si Z < X es
irreducible, cerradoy ZnU # @, entonces Zn U es abiertoen Zyporesto ZnU=Z. [ ]

1.20. Definicion. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto irreducible de X maximal respecto a la
inclusion se llama una componente irreducible de X.

1.21. Observacion. Las componentes irreducibles son cerradas.

Demostracién. Si Y < X es irreducible, entonces Y = Y es también irreducible. Por maximalidad de Y, se
tiene Y =Y. [ |

1.22. Proposicion. Sea X un espacio topoldgico. Todo subconjunto irreducible de X estd contenido en una
componente irreducible. En particular, todo punto de X estd contenido en alguna componente irreducible y X es
la unién® de sus componentes irreducibles.

Demostracion. Se sigue del lema de Zorn. Sea Z < X un subconjunto irreducible. Para toda cadena
VAVARY/ ViR <. ¢

de subconjuntos irreducibles la unién ; Z; es también irreducible. Entonces, existe un conjunto irreducible
maximal que contiene a Z. [ |

1);No necesariamente disjunta! No confundir con la situacién con componentes conexas que son disjuntas.



1.5 Irreducibilidad para el espectro

1.23. Proposicion. Un subconjunto Y < Spec A es irreducible si y solamente si el ideal p = I(Y) es primo. Ade-
mds, en este caso {p} =Y.

Demostracion. SiY es irreducible, asumamos que fg € I(Y). Luego,
YeSVIY)cV(fg)=V(HuV(g,

y por la irreducibilidad de Y se tiene Y < V(f) o Y < V(g), lo que implica que f € I(Y) 0o g € Y(Y). Esto
demuestra que I(Y) es un ideal primo.
Viceversa, asumamos que p = I(Y) es un ideal primo. Luego,

YSY=VIY)=Vp) =VI{p) =}

Siendo un conjunto unipuntual, {p} es irreducible en Spec A, y luego su cerradura {p} = Y es irreducible. En
fin, si Y es irreducible, entonces Y es también irreducible. [ |

1.24. Corolario. Hay una biyeccion
. . PV . . .
{ideales primos en A} Z—— {subconjuntos cerrados irreducibles de Spec A}
1(2)—=Z
Bajo esta biyeccion las componentes irreducibles de Spec A corresponden a los ideales primos minimales.

Todo esto esta claro de los resultados de arriba. Las componentes irreducibles, que son conjuntos irre-
ducibles maximales corresponden a primos minimales porque las operaciones V e I invierten las inclusiones.

1.6 Puntos abiertos

En espacios no Hausdorff suele haber puntos no cerrados. En particular, el espectro casi nunca es Haus-
dorff (véase el ejercicio 1.6).

1.25. Definicion. Se dice que x € X es un punto cerrado si {x} es un subconjunto cerrado de X. En el caso
contrario, se dice que x es un punto abierto.

Aunque es lo mismo, a veces por razones psicoldgicas es conveniente denotar un punto de Spec A por x
y el ideal primo correspondiente por p, < A.

1.26. Observacion. Los puntos cerrados x € Spec A corresponden a ideales maximales m, < A.

Demostracion. Se tiene L
{xt =VI{x}) =V(px) ={qgeSpecAlq=2py},
y se ve que {x} = {x} si y solamente si p, es un ideal maximal. [ |

1.27. Definicién. Se dice que n € X es un punto genérico si {n} = X.

Notamos que si X tiene un punto genérico, entonces X es necesariamente irreducible, siendo la cerra-
dura de un conjunto unipuntual.

1.28. Observacion. 7 € Spec A es un punto genérico si'y solamente si p,, A es el tinico ideal primo minimal en
A. En particular, un punto genérico existe si y solamente si el nilradical N(A) es un ideal primo.

Demostracién. Basta notar que {n} = Spec A si y solamente si
V(py) ={geSpecA|q=2p,t = Spec A.
Para la dltima afirmacién, recordemos que

NA= ] ». [
peSpec A



1.29. Definicién. Se dice que x € X es un punto maximal si {x} es una componente irreducible.
1.30. Observacion. Los puntos maximales x € Spec A corresponden a los ideales primos minimales p, c A.

Demostracién. Similar a 1.28. [ |

1.7 Funtorialidad del espectro

Recordemos que para todo homomorfismo de anillos ¢: A — B, si q = B es un ideal primo, entonces
¢~1(q) es un ideal primo en A. Esto nos da una aplicacién

ah: SpecB — SpecA, q— ¢ 1 (q).
1.31. Observacion. La aplicacion “¢: Spec B — Spec A es continua.
Demostracion. Para un conjunto cerrado V(a) € A calculamos que
(“¢) "'V (@) = (“¢)"{peSpecAlp2q} = {qge SpecB | ¢ (q) 2 a} = {q € Spec B | g2 (@)} = V(p(a).
Entonces, la preimagen de todo cerrado es también cerrada. [ ]
Notamos que *(wo¢) = “po®y para A 2. B Y. c.Esto significa que el espectro es un funtor contravariante
Spec: CRing°? — Top.

1.32. Proposicion. La imagen de *¢: Spec B — Spec A es densa en Spec A si y solamente si todo elemento de
ker ¢ es nilpotente.

Demostracion. Calculamos

I(m“p) = I{p ™ (q) g€ SpecBy = [ ¢‘1(q):¢‘1( N q)=¢>‘1\/—=\/¢>1(0).

qeSpecB qeSpec B
Luego,
im%p = VI{im%p) = V(y/ker¢),
y se tiene V(y/ker¢) = Spec A si y solamente si /ker¢ = 0. [ ]

El ejercicio 1.9 generaliza el célculo de la Gltima demostracion.
Recordemos la descripcion del espectro del cociente.

1.33. Proposicion. Para un ideal a < A consideremos el homomorfismo candnico
$: A— Ala, [~ f.

Luego, “¢ es un homeomorfismo sobre un subconjunto cerrado de Spec A.
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1.8 Primeros ejemplos

1.34. Ejemplo. Si k es un cuerpo, entonces Spec k = {(0)} es un espacio unipuntual. Esto significa que todos
los cuerpos tienen el mismo espectro, considerado como un espacio topolégico. A

1.35. Ejemplo. Si A es un anillo artiniano, entonces Spec A es un espacio finito y discreto. Haga el ejerci-
cio 1.5 para mas detalles. A

1.36. Ejemplo. El anillo 7, = {% pt b} es la localizacién de Z respecto al subconjunto multiplicativo
S=Z\{(p)}, asi que en Z ;) hay dos ideales primos: (0) y (p). Entonces, SpecZ, es un espacio que consiste
en dos puntos, pero la topologia no es discreta: el punto (p) es cerrado (el ideal (p) es maximal), mientras
que el punto (0) es abierto y es el punto genérico de SpecZy).

» .
(0) (p)
SpecZp)

El anillo 7, es un ejemplo particular de dominios de valuacion discreta. A

1.37. Ejemplo. Para el producto de anillos se tiene Spec(A x B) = Spec AL Spec B, donde U denota la unién
disjunta de espacios topolégicos (ejercicio 1.2). Entonces, si k es un cuerpo, el espacio Spec(k x k) también
consiste en dos puntos, pero la topologia sera discreta. A

1.38. Ejemplo. Los puntos cerrados de SpecZ corresponden a los ideales maximales (p), donde p =2,3,5,7,11,13,...
El punto genérico corresponde al ideal (0).

& ° ° ° o ° o
(0) ) 3) (5) (m  an a3

SpecZ

A

1.39. Ejemplo. Consideremos el cuerpo Q(i) = Q[X]/(X?+1). El anillo de enteros correspondiente es el anillo
de los enteros de Gauss Z[i]. La inclusidon Z < Z[i] induce una aplicacion sobreyectiva SpecZ[i] — SpecZ. El
punto (0) € SpecZ corresponde al punto (0) € SpecZ[i]. La situacién con los puntos cerrados (p) € SpecZ es
mas interesante. El anillo Z[i] es un dominio de ideales principales, y los primos 7 € Z[i] necesariamente
dividen los primos enteros p € Z. El primo 2 es especial porque este es asociado con el cuadrado de un primo
en ZJi]:

2=—i(1+0)>%

Para un primo impar p ocurren dos posibilidades: si p =1 (mdd 4), entonces p se descompone en el producto
de dos primos conjugados en Z[i]. Por ejemplo,

5=1+2i)1-2i), 13=(2+37)(2-30),

Los primos enteros tales que p =3 (mdd 4) se quedan primos en Z[i]. Entonces, la aplicacién SpecZ[i] — SpecZ
puede ser visualizada de la siguiente manera.

11



(1+21) (2+3i)

SpecZ]i]
(1+1) 3) (7 (11)

(1-21) (2-3i)

SpecZ W - - - - o .
) 3) 5) ) (1n (13)

Una nota importante: en general los anillos de enteros no suelen ser dominios de ideales principales’),
y normalmente habra ideales primos p € Spec@r generados por dos elementos que no son principales. Por
ejemplo, en el anillo Z[v/-5] el ideal p = (2,1 + v/—5) es primo (tenemos Z[v/-5]/p =F,) y no es principal. A

1.40. Ejemplo. En el anillo de polinomios Z[x] hay cuatro tipos de ideales primos (véase [Reil995, §1.5]
para una prueba):

0) el ideal (0);

1) ideales (p) para primos p € Z;

2) ideales (f), donde f € Z[x] es un polinomio irreducible;

3) ideales (p, f), donde p € Z es primo y f € Z[x] es un polinomio tal que f € Fplx] es irreducible.

El punto genérico de SpecZ[x] es (0); los puntos de la forma (p) y (f) también seran abiertos, mientras
que los puntos cerrados corresponden a los ideales maximales de la forma (p, f).

Mis habilidades artisticas son limitadas, asi que voy a reproducir el dibujo de SpecZ[x] que aparece en
el “libro rojo® de variedades y esquemas” de David Mumford [Mum1999].

D@ es un dominio de ideales principales si y solo si es un dominio de factorizacién tnica, si y solo si el grupo de clases de F es
trivial.

2);El pequeio libro rojo!
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SpecZ[x] dibujado por David Mumford

El espectro del anillo de polinomios k[x, y] (donde k es un cuerpo no necesariamente algebraicamente
cerrado) tiene descripcion parecida, dado que Z y k[x] son dominios de ideales principales [Rei1995, §1.5].
A

1.41. Ejemplo. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. El teorema de los ceros implica que para un
conjunto algebraico afin X € A” (k) hay biyecciones naturales

Specmk(x1,...,x,1/ I(X) < > {puntos de X}

I )

Specklxy,...,xy]/ I(X) +— {subconjuntos cerrados irreducibles de X}

Bajo estas correspondencias, la topologia de Zariski sobre X es la restriccién de la topologia de Zariski
que hemos definido arriba sobre Spec k[xy,..., x,]/I1(X). De hecho, todo lo que estdbamos haciendo se ve bien
parecido a las operaciones V e I en la geometria algebraica “elemental”.

Aunque a los puntos de X corresponden solamente los ideales maximales (puntos cerrados del espectro),
nuestra teoria tiene que trabajar con todos los ideales primos porque en general la preimagen de un ideal
maximal no es necesariamente un ideal maximal. El espectro maximal, a diferencia del espectro primo,
no es funtorial, si queremos trabajar con anillos conmutativos arbitrarios. Ademads, aunque al principio
la presencia de puntos abiertos que no corresponden a los verdaderos puntos del conjunto X parece algo
problematico, con tiempo uno entiende que es una ventaja. A

1.42. Ejemplo. De nuevo, sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Los puntos cerrados de Specklx, yl
son los ideales maximales m, ;) = (x — a, y — b) que corresponden a los puntos del plano afin (a, b) € A2(k).
Ademads, se tiene el punto genérico (0) y un montén de otros puntos abiertos p que corresponden a los
subconjuntos cerrados irreducibles Z C A (k); es decir, curvas planas irreducibles. A

13
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1.43. Ejemplo. Consideremos el conjunto algebraico afin X = V(xy) c A. En el espectro correspondiente
Specklx, yl/(xy) los puntos cerrados corresponden a los ideales maximales

M0 = (X—a,y), mop =xy—b) (abek).

Ademas, hay dos puntos abiertos que corresponden a los ideales primos (x) e (). Estos son los primos
minimales en k[x, y]/(xy). La presencia de estos dos puntos adicionales refleja el hecho de que X tiene dos

componentes irreducibles V(x) y V(y).

»
Speckl[x, yl/(xy)
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1.9 Ejercicios

Ejercicio 1.1 (1/68). Revise la interpretacion de los elementos f € A como funciones sobre Spec A que men-
cionamos en 1.2. Encuentre los valores de “funciones” 1,2,3,4,5,6 € Z en los puntos (0), (2), (3), (5) € SpecZ.

Ejercicio 1.2 (2/68). Demuestre que el espacio Spec(4 x B) es homeomorfo a la unién disjunta de Spec A
y Spec B. Viceversa, demuestre que si SpecC = Z; U Z,, donde Z, y Z, son subconjuntos cerrados propios y
Z1NZ, =@, entonces C= Ax B para A, B #0.

Ejercicio 1.3 (3/68). Demuestre que Spec A es un espacio irreducible si y solo si Spec A[x] es irreducible.

Ejercicio 1.4 (4/68). Demuestre que Spec(A®z B) es homeomorfo a Spec AxSpec B con la topologia producto.
(Sino le sale este ejercicio, hagalo después de leer el resto de estos apuntes.)

Ejercicio 1.5 (5/68). Sea A un anillo noetheriano. Demuestre que las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

a) A es artiniano;
b) Spec A es un espacio finito y discreto;
¢) Spec A es un espacio discreto.
Ejercicio 1.6 (6/68). Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes.
a) Atiene dimension de Krull nula;
b) todos los puntos de Spec A son cerrados;
¢) Spec A es Hausdorff.
Ejercicio 1.7 (7/68). Demuestre que D(f) = @ si y solamente si f € A es nilpotente.

Ejercicio 1.8 (8/68). Demuestre que un subconjunto abierto U < Spec A es cuasi-compacto si y solamente si
U =Spec A\ V(a), donde a c A es un ideal finitamente generado. Concluya que si A es un anillo noetheriano,
entonces cualquier subconjunto de Spec A es cuasi-compacto.

Ejercicio 1.9 (9/68). Sea ¢: A — B un homomorfismo de anillos. Demuestre que para todo ideal b < B se
tiene 4V (b) = V(¢ (b)).

Ejercicio 1.10 (10/68). Sea N(A) el nilradical de A. Demuestre que el homomorfismo candnico ¢: A —
A/N(A) induce un homeomorfismo de espacios topoldgicos “¢: Spec A/ N(A) — Spec A.

Ejercicio 1.11 (11/68). Sea A c B una extension integral de anillos. Demuestre que la inclusién ¢: A— B
induce una aplicacion sobreyectiva %¢: Spec B — Spec A. Demuestre que “¢ envia puntos cerrados a puntos
cerrados.
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2 Introduccion a la teoria de haces

2.1 Prehaces y haces

2.1. Definicion. Sea X un espacio topolégico. Un prehaz de anillos & sobre X consiste en los siguientes
datos.

a) A cada subconjunto abierto U < X se asigna un anillo & (U). Los elementos de & (U) se llaman las
secciones de & sobre U. En particular, los elementos de & (X) se llaman las secciones globales de
Z.

b) A cada par de abiertos U < V se asigna un homomorfismo de anillos
F (V) - ZF(U),
llamado la restriccion de V a U. La imagen de s € & (V) sera denotada por s|y.
Ademas, se piden los siguientes axiomas.

1) Larestriccion de U a si mismo es el homomorfismo identidad & (U) — & (U).

2) Para cualesquiera tres abiertos U < V < W, la restriccién de W a V seguida por la restriccion de Va U
coincide con la restricciéon de W a U de una vez:

FW) — F(V) — F(U)
\_/

Un morfismo de prehaces ¢: & — ¥ consiste en una familia de homomorfismos ¢y : & (U) — 4 (U) que
son compatibles con las restricciones en el sentido de que para todo par de abiertos U < V el siguiente
diagrama conmuta:

Fv) -2 g

| |

Fu) 2% gw)

2.2. Comentario. De la misma manera se definen los prehaces de R-algebras, de grupos abelianos, y en
general prehaces con valores en cualquier categoria. Sin embargo, aqui nos van a interesar solamente los
prehaces de anillos. Solo voy a mencionar que lo mds correcto seria primero estudiar los prehaces de con-
juntos y no lo hacemos solo por falta de tiempo.

Los prehaces sobre X forman una categoria que serd denotada por PSh,x". Los morfismos identidad
F — Z estan definidos por los homomorfismos identidad & (U) — & (U). Se ve que ¢: & — ¢ es un isomor-
fismo en la categoria de prehaces si y solo si ¢py: F(U) — ¢ (U) son isomorfismos.

A partir de ahora voy a decir simplemente “prehaz” en lugar de “prehaz de anillos”, porque otros pre-
haces no nos servirdn. También a veces no vamos a mencionar explicitamente el espacio topoldgico X: se
entiende que X esta fijo y los prehaces son sobre X.

2.3. Definicién. Se dice que un prehaz % sobre X es un haz? si para cualquier subconjunto abierto Uy
cualquier recubrimiento abierto U = U;¢; U; se cumplen los siguientes axiomas.

DDel inglés presheaves.

2 Sheaf en inglés, faisceau en francés. Por alguna razén, en México se usa el término gavilla, pero afuera de México mejor evitarlo.
(El diccionario de la RAE: gavilla. Quizd del lat. *cavella, der. de cavus "hueco entre las manos’. f. Conjunto agrupado de sarmientos, canas,
mieses, ramas, hierba, etc., mayor que el manojo y menor que el haz.)
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1) Dadas dos secciones s, t € #(U), si para todo i € I se tiene s|y, = t|y,, entonces s = t.
2) Dada una familia de secciones s; € & (U;) que cumplen s;ly,qy, = SflUmUj para cualesquiera i, j € I,
existe se€ & (U) tal que s|y, =s; para todo i € I. (Este s es Ginico gracias al axioma 1).)

Un morfismo de haces ¢: & — ¢ es lo mismo que un morfismo de prehaces. Vamos a denotar la categoria
de haces sobre X por Sh,xb.

El axioma 1) significa que las secciones estan definidas localmente, mientras que 2) se llama el axioma
de pegamiento porque afirma que secciones compatibles locales pueden ser pegadas en una seccién global.

2.4. Comentario. En particular, si U = @, los axiomas quieren decir que & (@) = 0 es el anillo nulo. (El lector
que no quiere pensar en recubrimientos vacios del conjunto vacio? puede aceptarlo como una parte de la
definicién.)

2.5. Comentario. Puesto que estamos considerando prehaces de anillos, donde las aplicaciones de restric-
cién s — s|y son homomorfismos de anillos, se tiene sl = tly si y solamente si (s— )|y =0, y el primer
axioma de arriba es equivalentes al siguiente.

1') Dada una seccion s € % (U), si para todo i € I se tiene s|y, =0, entonces s =0.
Por la definicidn, los haces forman una subcategoria plena de la categoria de prehaces.
2.6. Ejemplo. Para un espacio topoldgico X y un abierto U < X, pongamos
& (U) := {funciones continuas f: U — R}.

Notamos que las funciones continuas con valores en R forman un anillo (de hecho, una R-algebra) respecto
a las operaciones punto por punto. Tomemos como los homomorfismos de restricciéon

FWV)-FMO), f—fl,
las verdaderas restricciones de funciones. Dejo al lector verificar que todo esto define un haz. A
2.7. Ejemplo. Ahora pongamos
& (U) := {funciones constantes f: U — R}.

De la misma manera como antes, esto va a definir un prehaz. Sin embargo, este ya no es un haz porque no se
cumple el segundo axioma: dada una familia de funciones constantes f;: U; — R compatibles en las inter-
secciones U; n Uj, no siempre habrd una funcion constante f: U — R que se restringe a las f;. {El problema
es que las intersecciones U; N U; pueden ser vacias! Por ejemplo, si X = UuV, donde U y V son abiertos
disjuntos, se pueden considerar dos diferentes funciones constantes f: U -Ry g: V —R.

La condicién de ser constante no es local. Sin embargo, si tomamos las funciones localmente constantes>,
estas si forman un haz. A

2.8. Ejemplo. Consideremos
& (U) := {funciones continuas acotadas f: U — R}.

De nuevo, esto dara un prehaz que no es un haz: cualquier funcién continua f: U — R no acotada siempre
serd localmente acotada®. A

En el ejercicio 2.5 se encuentra un ejemplo de prehaz que no cumple el primer axioma.

DDel inglés sheaves.

2« . .mathematics will perish before the end of this century if the present trend for senseless abstraction—I call it: theory of the
empty set—cannot be blocked up.” —Carl Ludwig Siegel

3) f: U — R es localmente constante si para todo x € U existe un entorno abierto x € Uy < U tal que f |Ux es constante.

4 f: U— R es localmente acotada si para todo x € U existe un entorno abierto x € Uy < U tal que f IUx es acotada. El lector puede
verificar que cualquier funcién continua es localmente acotada.
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2.2 Fibras

2.9. Definicién. Dado un prehaz &, su fibra!) sobre un punto x € X es el anillo

9x:=h’_r)n={(U,s)|U3x, seFWU)} ~,

Usx
donde la relacién de equivalencia ~ viene dada por
(U,s) ~ (V,s) < existe abierto WcUnVtalque xe Wy sly = tly.
La clase de equivalencia de (U, s) se denota por s, y se llama el germen de s en x.

Al principio, %, es el limite directo de anillos & (U), donde U 5 x y los homomorfismos de transicion
Z (V) — Z(U) son las restricciones. Lo que esta arriba es nada mas la descripcion especifica del limite di-
recto.

2.10. Ejemplo. Dos funciones continuas f: U - Ry g: V — R tienen el mismo germen f; = g, en un punto
xeUnV si fy g coinciden sobre un entorno sufientemente pequeno de x. Esta condicién es mds fuerte que
fx) =gx). A

Notamos que la proyeccién sobre las clases de equivalencia nos da un homomorfismo canénico
FWU)— Fy, s—se:=1[U,9)I.
Dejo al lector verificar que un morfismo de prehaces ¢: & — ¢ induce homomorfismos entre las fibras
Gx: Fx— %y, (U, — (U, dy(s)].

Aqui ¢y es el homomorfismo & (U) — 4(U), y la aplicacion de arriba esta bien definida, puesto que los
homomorfismos ¢y son compatibles con las restricciones (jverifiquelo!). Gracias a esto la fibra en x es un
funtor

PSh,y — CRing, % ~ Z,.

(Esta es nada mas la funtorialidad de limites directos.)

2.11. Lema. Si & es un haz, entonces para cualquier abierto U < X el homomorfismo candnico

FWU) — l_[ Fxy s (Sx)xeU
xeU

es inyectivo. En palabras: las secciones de un haz estdn definidas por sus gérmenes.
Para un contraejemplo cuando % no es un haz, haga el ejercicio 2.5.

Demostracion. Si s, = t, para todo x € U, esto quiere decir que para todo x € U existe un entorno abierto
x e Uy c Utalque s|y, = tly,.Bastaentonces aplicar el primer axioma de haces al recubrimiento U = Uyey Ux.
]

2.12. Corolario. Sipara dos morfismos de haces ¢,v: F — 4 se tiene ¢ = w para todo x € X, entonces ¢ = y.

Demostracion. Considere el diagrama conmutativo

9(U) — HxEng

‘»bU\LLV’U ll'lx Gx=Tlx¥x

(g(U) — erU(gx

Aqui las flechas horizontales son inyectivas por el lema anterior. [ |

DStalk en inglés, fibre en francés.
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2.13. Proposicion. Para un morfismo de haces ¢: & — 4 los homomorfismos ¢y : F(U) — 4(U) son inyectivos
si y solamente si ¢,: F, — 4, son inyectivos.

Demostracion. El hecho de que la inyectividad de los ¢y induce la inyectividad de los ¢, se deja como un
ejercicio (por ejemplo, se puede usar la descripcién de ¢, que hemos dado arriba). Ahora si los homomor-
fismos ¢, son inyectivos, podemos considerar los diagramas conmutativos

g:(U) — erng

(pUl \[Hx bx

(g(U) — th—:U (gx

donde las flechas % (U) — [1iery Fx V [Lxer Fx — [Lrey 9+ SON inyectivas (la primera por el lema 2.11), y por
lo tanto ¢y también debe ser inyectiva. [ |

En general, si ¢,: &, — %, son sobreyectivos, los homomorfismos ¢ : & (U) — ¢ (U) no tienen por qué
ser sobreyectivos (ejercicio 2.6). Este no es un defecto de la teoria; de hecho, este fenémeno esta al origen
de la cohomologia de haces. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado.

2.14. Proposicion. Para un morfismo de haces ¢: & — 4 los homomorfismos ¢y : F(U) — 4(U) son isomor-
fismos si y solamente si ¢: Fx — 4G, son isomorfismos. En otras palabras, ¢ es un isomorfismo de haces si y
solamente si ¢ induce isomorfismos entre las fibras.

Demostracion. En una direccion, si ¢ es un isomorfismo de haces, entonces ¢, seran isomorfismos, nada
mas porque todo funtor preserva isomorfismos. En la otra direccion, asumamos que ¢, son isomorfismos.
Como ya probamos en 2.13, en este caso los ¢y seran inyectivos, y falta verificar su sobreyectividad.

Para un abierto U < X, consideremos un punto x € U y el diagrama conmutativo

Zzu) 2% 9w

| l

Px

Para una seccién t € ¢(U) necesitamos encontrar una seccion s € & (U) tal que ¢y (s) = t. Puesto que ¢,
es un isomorfismo, sabemos que , es la imagen de alguna seccién s* € & (U*), donde x € U* c U. En otras
palabras, existe un entorno suficientemente pequefio x € V* ¢ U~ tal que

tlyx = Ppyx(slyx).
Consideremos entonces el recubrimiento abierto U = U,ey V*. Para cualesquiera x, y € U se tiene
Pveavy (5 | yxnyy) = Hveavy = @l yaayy (87| yxp)-

Por la inyectividad de ¢v=~yr, esto implica que

5x|vmvy = Sy|vmvy-

Entonces, por el segundo axioma de haces, habra s € & (U) tal que s|yx = s* paratodo x € U. Luego, (¢y(s))x =
¢ (sx) = &, para todo x € U, y por ende ¢y (s) = ¢. ]
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2.3 Hacificacion

Hay un modo candnico de asociar a un prehaz & cierto haz Z“. La construccion particular de ¢ es
irrelevante; lo importante es la propiedad universal.

2.15. Teorema. Para un prehaz & existe un haz 4, llamado la hacificacion de & o el haz asociado a &,
junto con un morfismo de prehaces 1: & — F* que cumple la siguiente propiedad universal.
Todo morfismo ¢: F — 4 donde 4 es un haz se factoriza de modo tinico por :

7y q

ga
Ademds, 1,.: ¥, — F2 son isomorfismos para todo x € X.

Por supuesto, para probar el teorema, hay que definir de alguna manera 4. Intuitivamente, tenemos
que modificar las secciones & (U) para que se cumplan los axiomas de haces, pero sin tocar las fibras %,
puesto que ty: Fy = Z4, Prefiero omitir la construccién de & ¢ porque no quiero dar la respuesta no motiva-
da y la motivacién nos llevaria bastante lejos del tema principal de estos apuntes. El lector interesado puede
leer [MLM 1994, Chapter II] para la nocién del espacio étalé de un prehaz. Hagamos algunas observaciones
respecto al teorema.

1) Eltipico sinsentido abstracto demuestra que la propiedad universal define a #“ de modo tnico salvo
isomorfismo anico.

2) Dela propiedad universal se sigue que la hacificacién es funtorial: un morfismo de prehaces ¢: & — ¢
induce de manera candénica un morfismo entre sus hacificaciones ¢: 4 — ¢4,

Entonces, la hacificacién es un funtor
PSh,x — Sh,x.

3) La propiedad universal significa que el funtor de hacificacién es adjunto por la izquierda a la inclusion
Sh/X — PSh/X.
A saber, si & es un prehaz y ¢ es un haz, hay una biyeccién natural

Hom(%%,%4) = Hom(%,¥9).

Ahora bien, aunque no he dado ninguna construccién particular de la hacificacion, es posible calcularla
usando solo la propiedad universal. Veamos algtin ejemplo.

2.16. Ejemplo. Volvamos a 2.8. Sea & el prehaz de funciones continuas acotadas. Este no es un haz, esen-
cialmente porque la nociéon de ser acotado no es local. Esto nos sugiere que la hacificaciéon de & deberia ser
el haz de funciones continuas localmente acotadas, pero cualquier funcién continua es localmente acotada.
Consideremos entonces el haz de funciones continuas .

Las inclusiones % (U) < € (U) nos dan un morfismo de prehaces ¢: & — €. Para una funcién continua
f: U — Ryun punto x € U, existe un entorno abierto U, 3 x tal que f |Ux es acotada. Esto implica que
Py: Fy — €, son isomorfismos.
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Sea 1: & — £ la hacificacion de &. No he dicho qué es exactamente, pero conocemos su propiedad
universal que nos da

ga

Ahora ¢ e  inducen isomorfismos entre las fibras, asi que ¢ también induce isomorfismos ¢ : F& — 6,:

7 2@
Lxlz /(ﬁx
!g;a

En fin, dado que ¢ es un morfismo de haces, podemos concluir que es un isomorfismo usando el resultado
de 2.14. A

2.17. Ejemplo. El mismo razonamiento demuestra que la hacificacién del prehaz de funciones constantes
es el haz de funciones localmente constantes. A
2.4 Imagen directa e inversa

Hasta el momento nuestros haces y prehaces estaban sobre un espacio fijo X, y ahora vamos a transpor-
tarlos a otros espacios mediante aplicaciones continuas.

2.18. Definicién. Sean f: X — Y una aplicacién continua y & un prehaz sobre X. Pongamos para un sub-
conjunto abierto VY
(- F)V):=F(fF (V).

Junto con las aplicaciones de restriccion de & (si V < W, entonces f~1(V) ¢ f~1(W)), esto define un prehaz
f+& sobre Y, llamado la imagen directa de & respecto a f.

2.19. Observacion. Si & es un haz, entonces f.F es también un haz.
Demostracion. Ejercicio 2.3. [ ]

Notamos que un morfismo de prehaces ¢: #; — %, induce un morfismo de prehaces f.¢: f.F1 — fiFo:

W) L% (haym)

¢
FNV) 8 F( )

De esta manera la imagen directa es un funtor

PSh, x L} PSh,y

I I

*

Sh,x --Z--> Sh,y

2.20. Observacién. Sean X - v 5. 7 dos aplicaciones continuas y & un prehaz sobre X. Luego,

g*(f*g): (gof)*g

21

sesion 3
14/08/19



Demostracion. Por la definicidn,
(&« (e PNW) = (f.F)Ng W) =Z(f g (W) =ZF(go /) (W)). ]

Ahora dada una aplicacién continua f: X — Y y un prehaz ¢ sobre Y, nos gustaria definir un prehaz
sobre X. No se puede tomar U — ¥(f(U)) porque la imagen de un abierto no es necesariamente abierta.
Lo que se puede hacer es considerar los subconjuntos abiertos V c Y tales que f(U) € V y tomar el limite
directo de las secciones ¢(V).

2.21. Definicion. Consideremos el prehaz

ff9OW):= lim GV)={V,9)|fHcVY, se4(V)}/ ~,
fevey

donde
(V,s) ~ (V',s') < existe un abierto f(U)c W< VnV'talque §'|,, = slw.

La imagen inversa de ¥ es la hacificaciéon
flg:=(fr9).

Si ¢ es un haz, el prehaz f*¥¢ de arriba no necesariamente sera un haz, y por este motivo se toma la
hacificacién. Notamos que ¢ ~ f*% es un funtor (por la funtorialidad de limites directos) y la hacificacién
es también un funtor. Entonces, la imagen inversa es un funtor

f_1 : PSh,y — Sh, x.
2.22. Observacion. Sea & un prehaz sobre X. Para un punto x € X y la inclusion i: {x} — X se tiene
(' F)(x) = Fy.

Demostracion. Compare las definiciones 6.26 y 2.21. [ |

2.23. Observacién. Sean X - v 5. 7 dos aplicaciones continuas y # un prehaz sobre Z. Luego,

figlmezgone
Demostracion. Primero,

(ge N W)= lim  #HW).
glfuyswez

Para un abierto W c Z se tiene g(f(U)) € W si y solamente si g(V) € W, donde V Y es un abierto tal que
f(U) c V. Esto nos permite concluir que

(o NTH=f(g" ).
Tomando las hacificaciones, se obtiene el resultado deseado. [ |
2.24. Corolario. Sean f: X — Y una aplicacion continua y ¢ un prehaz sobre Y. Entonces,
D =Y.
Demostracion. Aplique 2.22y 2.23 a {x} — X IR Y. [ ]

Entonces, aunque nuestra construccién de la imagen inversa se ve mas complicada que la de imagen
directa, es facil entender qué sucede con las fibras bajo la imagen inversa.
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2.25. Teorema (Adjuncién musical). Sean f: X — Y una aplicacién continua, & un haz sobre X y ¢ un haz
sobre Y. Entonces, hay una biyeccion natural

Homy(f'¥, %) =Homy (¥, f.. %),
¢ ¢,
Yl =y
En otras palabras, la imagen inversa es adjunta por la izquierda a la imagen directa.
Los simbolos b y # vienen de la notacién musical y se llaman el bemol y sostenido respectivamente.

Bosquejo de la demostracién. Recordemos que f~'¢ es la hacificacion de f*%, y se tiene una biyeccién na-
tural
Homy (f %, %) =Homyx(f*¥,%).

Entonces, seria suficiente encontrar una biyeccion
Homy (f*%,%) =Homy (%, f. %),
b
b=,
yh =y

Consideremos un morfismo ¢: f*¢ — . Para un abierto V ¢ Y, se tiene f(f~1(V)) < V, asi que hay un
homomorfismo canénico

*) YWV = (e vy= lim  GW)
f(f’l(V))EWQY

(esta es la propiedad universal de limites directos, pero en términos sencillos, la aplicaciéon envia s € 4(V)
a la clase de equivalencia correspondiente (V, s)). Podemos entonces tomar la composicion

) + -1 P -1

::(pt{/

Viceversa, consideremos un morfismo v: ¢ — f.&. Para un abierto U < X, un elemento de (f*¥)(U) es
una clase de equivalencia [(V, s)], donde f(U)cV <Yy se%(V). Luego, U< f~1(V),y se puede definir

v (W) - FWU), (V9] = yy()|,-

Todos los detalles se dejan al lector (hay que verificar que ¢ = ¢, ¥ =y, y que la biyeccién es natural
en¥yY). |

Hay una construccién mucho mas trasparente de la imagen inversa en términos de los espacios étalé; el
lector interesado puede consultar [MLM1994, Chapter II].

2.26. Comentario. De la construccién de y* a partir de v que vimos la prueba de arriba se sigue una des-
cripcién sencilla al nivel de las fibras. Si y: f~19¢ — &, entonces los homomorfismos

O G = (1 9)x — Fo

vienen dados por
(V. 9] — [f (V) pv(9)],

donde f(x) e V Y. Aqui hemos usado la identificacion de 2.24.
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2.5 Ejercicios

Ejercicio 2.1 (12/68). Sea X = {x} un espacio unipuntual. Demuestre que la categoria de haces de anillos
sobre X es equivalente a la categoria de anillos.

Ejercicio 2.2 (13/68). Consideremos un espacio topolégico que consiste en dos puntos X = {x, y} con una
de las siguientes dos topologias:

a) la topologia discreta;
b) la topologia donde los subconjuntos abiertos son @, {x}, {x, y}.

En ambos casos describa todos los datos y condiciones que definen un haz sobre X. Describa las fibras en x
ey.

Ejercicio 2.3 (14/68). Verifique que la imagen directa de un haz es también un haz.

Ejercicio 2.4 (15/68). Demuestre la parte facil de 2.13: si los homomorfismos ¢y : & (U) — 4(U) son inyec-
tivos, entonces los homomorfismos entre las fibras ¢, : &, — %, son también inyectivos.

Ejercicio 2.5 (16/68). Para un espacio topolégico X, sea € el haz de funciones continuas (con valores en X)
y €% el haz de funciones continuas acotadas. Para todo abierto U < X consideremos el cociente de grupos
abelianos

F(U):=€WU)IE°W).

a) Demuestre que & es un prehaz de grupos abelianos.
b) Demuestre que todas las fibras &, son nulas.
¢) Encuentre un espacio particular X tal que % no es un haz.
Ejercicio 2.6 (17/68). Sea X = C\ {0}. Denotemos por @ el haz de grupos abelianos
©(U) := {funciones holomorfas f: U — C respecto a la suma}
y por ¢ el haz de grupos abelianos
0™ (U) := {funciones holomorfas sin ceros f: U — C respecto a la multiplicacion}.

Demuestre que
expy: O(U) — 0™ (U), [~ exp(f)

es un morfismo de haces que cumple
a) los homomorfismos entre las fibras exp,: @, — @ son sobreyectivos para todo x € X;
b) el homomorfismo entre las secciones globales expy: @(X) — @* (X) no es sobreyectivo.

Ejercicio 2.7 (18/68). Sea & un haz sobre X. Demuestre que para cualesquiera dos secciones s, t € & (U) el
conjunto
{xeU|sy=1ty

es abierto.

Ejercicio 2.8 (19/68). Para un espacio topoldgico X y un anillo fijo A, definamos un prehaz tomando 2 (U) =
A para todo U < X y los homomorfismos identidad de restricciéon. Denotemos por A, := % la hacificacion
de este prehaz. Este se llama el haz constante con valores en A.

Demuestre que para todo haz % hay una biyeccién natural

Homgp, , (Ay, #) = Homcging (4, F (X)).
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Ejercicio 2.9 (20/68; haces rascacielos). Sea X un espacio topoldgico. Fijemos un punto x € X y un anillo
A. Pongamos para abiertos U € X
A, xeU,

4WU):=
(v) {0, xeU

a) Verifique que ¢ junto con los homomorfismos de restriccién evidentes es un haz sobre X. Este se llama
el haz rascacielos concentrado en x.

b) Calcule las fibras de ¢:

n

@, {A, yeix,

0, yem.

¢) Demuestre que ¢ coincide con la imagen directa i, A, donde i: {x} — X es la inclusién y por abuso de
notacién A denota el haz {x} — A, ¢ — 0.

d) Demuestre que para cualquier otro haz & hay una biyeccién natural

HomgRring (Zx, A) = Homgy,, (F,9).

Ejercicio 2.10 (21/68). Asumamos que sobre X existe un haz tal que % (X) # 0y para cualquier abierto no
vacio U c X la restriccion & (X) — & (U) es un isomorfismo. Demuestre que X es un espacio irreducible.
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3 Espacios localmente anillados

3.1 Espacios anillados

3.1. Definiciéon. Un espacio anillado (X,0y) es un espacio topoldgico X dotado de un haz de anillos Oy,
llamado el haz estructural. Para un punto x € X, la fibra correspondiente de &x se denota por Oy .

Un morfismo de espacios anillados (X,0x) — (Y,0y) consiste en una aplicacién continua f: X — Y yun
morfismo de haces f*: Gy — f.0x.

Notamos que gracias a la adjuncién de 2.25, un morfismo f’: @y — f.Gx corresponde a un morfismo
fﬁ; f_l@yﬁﬁx.
Los espacios anillados forman una categoria que serd denotada por RS"). A saber, dados dos morfismos

(£, ) (X,0x) = (Y,0y), (8,8): (Y,0y) — (Z,02),
se pueden componer las aplicaciones f: X — Y e g: Y — Z, y ademas, a partir de
f’: 0y — f.0x, g:0;— f.Oy
se puede definir
g« (f")

b
6, 2 g.0y £ ¢, (f.0x) == (g0 f).0x

Normalmente el haz estructural se omite y en lugar de “(X,0x)” se escribe simplemente “X”%). De la
misma manera, en lugar de (f, f°) muy a menudo se escribe simplemente “f”.

3.2. Definicién. A todo espacio localmente anillado X se puede asociar el anillo correspondiente Gy (X).
Ademas, dado un morfismo f: X — Y, se puede considerar el homomorfismo de anillos correspondiente

fo:0y(Y) = (f.0x)(Y) =Ox(f 1Y) = Ox(X).

De la descripcién de composicién de arriba de composicion de morfismos de espacios anillados se ve que
de esta manera se obtiene un funtor contravariante

I': RSP — CRing,
X~ O0x(X),
(f: X = Y)~ (fy: Oy(Y) — Ox (X)),

llamado el funtor de secciones globales.

3.2 Espacios localmente anillados

A continuacién nos van a interesar espacios anillados con ciertas condiciones adicionales, llamados
espacios localmente anillados.

Primero recordemos que A es un anillo local si A tiene un tinico ideal maximal m4. Esto es equivalente
a tener A* = A\my. Se dice que un homomorfismo de anillos locales ¢: A — B es local si ¢(m,) < mp. Por
ejemplo, Z,) — Q es un homomorfismo de anillos locales que no es local.

3.3. Definicién. Un espacio localmente anillado es un espacio anillado (X,0y) tal que todas las fibras
Ox,x del haz estructural son anillos locales. En este caso el cuerpo x(x) := Ox x/myx, , se llama el cuerpo
residual en x.

DDel inglés ringed spaces.
2Es algo natural: por ejemplo, X es un espacio topoldgico, pero la topologia tampoco hace parte de la notacién y normalmente
uno no escribe cosas como “(X,7x)”.
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Un morfismo de espacios localmente anillados (X,0x) — (Y,0y) es un morfismo (f, f*) tal que los ho-
momorfismos correspondientes

i Oy, — Oxx
(véase 2.26) son homomorfismos locales.

Los espacios localmente anillados forman una subcategoria (jno plena!) de la categoria de espacios ani-
llados (haga el ejercicio 3.6). Vamos a denotarla por LRSV.

3.4. Comentario. Mas adelante vamos a hablar de isomorfismos de espacios (localmente) anillados. No-
tamos que (f, f°) serd un isomorfismo siy solo si f: X — Y es un homeomorfismo de espacios topoldgicos
y f°: Oy — f.0x es un isomorfismo de haces. Lo tltimo es equivalente a que f*: f~'6y — Gx es un isomor-
fismo, o que todos los homomorfismos entre las fibras f}: Gy, f» — Ox x son isomorfismos.

3.5. Ejemplo. Sea X un espacio topologico y €x el haz de funciones reales continuas sobre X:
€x(U) = {funciones continuas s: U — R}.

Para x € X la fibra 6, corresponde a los gérmenes en x que son clases de equivalencia de funciones con-
tinuas s: U — R, donde U > x, y la equivalencia viene dada por

s~1t < s=tenun entorno suficientemente pequeno de x.
En particular, si s ~ ¢, entonces s(x) = £(x), y tiene sentido considerar el homomorfismo de evaluacién
Ex,x— R, sx— s(x).
Este homomorfismo es sobreyectivo (por ejemplo, las funciones constante son continuas) y su ntcleo es
my,x = {sx | s(x) =0}

Entonces,
Cxx/mxx =R,

y el ideal mx , es maximal. Ahora un germen s, € €x . \ mx  esta representado por una funcién continua
s: U — R tal que s(x) #0. La continuidad implica que existe un entorno suficientemente pequeno xe Vc U
tal que s(v) # 0 para todo v € V. Luego, se puede considerar la funcién

1

V-R, v——,
& )

V 8x = fi ' Esto demuestra que €5 . = 6x,« \mx,x, Yy por lo tanto my, es el tinico ideal maximal en €x, ..
Podemos concluir que (X,€x) es un espacio localmente anillado. Ahora si f: X — Y es una aplicacion
continua, definamos un morfismo de haces

216y — f6x
mediante

fo€y(V)—Ex(f1(v)),
(t: V—R)— (tof: fTH(V) - R).

La descripcion de fﬁ que hemos apuntado en 2.26 nos da en este caso
fhe Gy oy — 6wy 113 V=Rl [rof: fH(V) =R

Se ve que f! (my, fx)) Smx,x, asi que (f, /%) es un morfismo de espacios localmente anillados. A

DDel inglés locally ringed spaces.
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El dltimo ejemplo explica la intuicién detras de la nocién de espacio (localmente) anillado. Uno siempre
tiene que pensar en el haz estructural @x como haz

Ox(U) = {ciertas funciones s: U — k}.

(La clase de funciones debe ser definida por alguna propiedad local, para que estas cumplan los axiomas
de haces.) Ahora para un morfismo de espacios (f, f*): (X,0x) — (Y,0y) el morfismo f: Gy — f.Ox intui-
tivamente asocia®) a funciones ¢: V — k funciones to f: f~1(V) — k. Sin embargo, en algunas situaciones
(jy en particular en la que nos va a interesar mas adelante!), los elementos de @x(U) no son literalmente
funciones sobre U, y por esto uno necesita definiciones mas abstractas y flexibles.

En la situacién mas abstracta, nos gustaria interpretar las secciones s € ©x(U) como funciones sobre U
con valores en x(x). Esto se hace de la siguiente manera.

3.6. Definicién. Sea (X,0y) un espacio localmente anillado. Para una seccion s € @x(U), donde U 3 x, la
imagen de s en el cuerpo residual en x se denotara por s(x):

K (x)

Ox(U) > @X,x > @X,x/mX,x _

St > Sy | > Sx

DEn inglés se dice “pull back functions from Y to X”, pero no sabria traducirlo.
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3.3 Ejercicios

Ejercicio 3.1 (22/68). Sea ¢: A — B un homomorfismo de anillos locales. Demuestre que las siguientes
condiciones son equivalentes.

a) gb(mA)gmB;
b) f7l(mp) =my;
c) A*=f4B").

Ejercicio 3.2 (23/68). Para X = R" sea ¥ el haz de funciones diferenciables. Demuestre que (X, €) es un
espacio localmente anillado. ;Cuales son los cuerpos residuales x(x)?

Ejercicio 3.3 (24/68). Para X = C sea @ el haz de funciones holomorfas Demuestre que (X,&) es un espacio
localmente anillado. ;Cuales son los cuerpos residuales x(x)?

Ejercicio 3.4 (25/68). Sea (X,0x) un espacio localmente anillado. Para una seccion s € Ox(X) demuestre
que el conjunto
X;:={xe€ X |s(x) #0}

es abierto. Aqui la evaluacion s(x) € x(x) esta definida en 3.6.

Ejercicio 3.5 (26/68). Para la composiciéon de dos morfismos de espacios anillados

x,00 L v,00) % (2,0,
describa (go f)* en términos de f*y g.

Ejercicio 3.6 (27/68). Verifique que la composicion de dos morfismos de espacios localmente anillados es
un morfismo de espacios localmente anillados.

Ejercicio 3.7 (28/68). Sea (X,0x) un espacio localmente anillado.

a) Para un subconjunto abierto-cerrado U < X demuestre que existe una secciéon tnica ey € Ox(X) tal
que

= ¢yl =1 para todo abierto Ve U

m eyl =0 para todo abierto V< X\ U.

b) Demuestre que esto nos da una biyeccién

{subconjuntos abierto-cerrados de X} — {idempotentes en Ox(X)}, U~ ey.

¢) Demuestre que
ey ey = eynu’

para cualesquiera abierto-cerrados U, U’ € X.

Ejercicio 3.8 (29/68; continuacién). Sea (X,0x) un espacio localmente anillado. Demuestre que las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

a) X es conexo;
b) en @x(X) no hay idempotentes no triviales (distintos de 0y 1);

€) Ox(X) no se descompone como A x B para A, B #0.
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4 Esquemas afines

sesion 4
4.1 Recordatorio sobre la localizacion 15/08/19

Vamos a necesitar varios calculos con localizaciones, asi que no estaria mal recordar algunas definiciones
y resultados.

Dado un anillo A, se dice que un subconjunto S c A es multiplicativo si 1 € Sy para cualesquiera s,t € S
se tiene st € S. A partir de S se construye la localizacion

S_lAz{]—;‘feA,ses},

donde la igualdad de fracciones se define mediante

{:% <~ u(ft—gs)=0paraalgin uesS,

y la suma y producto de fracciones se define de la manera habitual. Se tiene un homomorfismo

15t A—S7'A, f~§

que cumple la siguiente propiedad universal: todo homomorfismo ¢: A — B que cumple ¢(S) < B* se facto-
riza de manera tnica por la localizacién:

AL)B

J/ J //\(
Ls s
7 - (p
s1a
A saber, es facil comprobar que la inica opcién es poner
&(}—;) =) P9
El homomorfismo candnico i induce una aplicaciéon continua
15: SpecS™' A — Spec A
que es un homeomorfismo sobre el subconjunto
{peSpecA|Snp=9}.

Nos van a interesar las siguientes situaciones particulares.
1) Para un elemento f € A, consideremos S = {1, f, f2,...}. En este caso se obtiene
Api=57tA= {f% |gean=012,.}
El espectro correspondiente es
Spec Ay ={peSpecAl f ¢p}=D(f).
Notamos que
8.9 en Ay < f"g=0paraalginn=0,1,2,...

1 1
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2) Para un ideal primo p < A el conjunto S = A\ p es multiplicativo y se obtiene
- f
Ay:i=S'A={<|f,geA g¢pt.
: £l }
El anillo A, es local con el iinico ideal maximal pAy,. Se tiene
Spec Ap ={qeSpecA|qcpt=V(p).

4.2 Haz estructural del espectro

Nos gustaria definir un haz de anillos sobre el espectro X = Spec A. Intuitivamente, como en el ejemplo
3.5, las secciones de este haz deben ser ciertas “funciones”. Volvamos entonces a 1.2 donde hemos definido
la evaluacion de f € A en x € Spec A mediante

A » Alpy © > Frac(A/py)

[t )?: )f(x)::%

De la misma manera se pueden evaluar las fracciones % € Ay, bajo la condicion de que f(x) # 0. Entonces,
los elementos de la localizacion Ay pueden ser interpretados como las funciones sobre el conjunto abierto

{xeSpecAl f(x) #0} ={peSpecAl f ¢ p} = D(f).

Esto nos sugiere poner
Ox(D(f)):= Ay.

Notamos que en particular,
Ox(X)=0x(DQ)) = A.

Puesto que los conjuntos abiertos principales D(f) forman una base de X, seria suficiente verificar los
axiomas de prehacesy haces para Gx (D(f)) = Ay, y luego O se extiende a U — Gx (U) para cualquier abierto
U c X. Para los detalles, haga el ejercicio 4.1.

Antes de todo, necesitamos homomorfismos de restriccién. Estos surgen de la propiedad universal de
de la localizacién.

4.1. Proposicion. Si D(f) < D(g), entonces existe un homomorfismo canénico

Prg: Ag — Ag.
Estos homomorfismos satisfacen
iy Prf =id: Ap— Ay,
2) PngPgh = Pfh para D(f) < D(g) c D(h)
M= e 5 Ay
Prh

Demostracion. Recordemos que D(f) <€ D(g) equivale a f € /(g); es decir, /" = hg para algin n=0,1,2,...y
h e A. Esto implica que % € A;. Luego, la propiedad universal de Ag nos da el homomorfismo deseado:

A —1s 4

3 1
lg 7
l L7 Prg
Ag

Las propiedades 1) y 2) se siguen de la unicidad de la flecha punteada. [ ]
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Notamos que en particular, si D(f) = D(g), entonces las propiedades de arriba implican que
Per=Prg: Ar = Ag)
asi que “Ox(D(f)) := Ay” estd bien definido.
4.2. Teorema. Ox(D(f)):= Ay define un haz sobre X.

Demostracion. Como sera explicado en el ejercicio 4.1, es suficiente verificar los axiomas de haces para los
abiertos principales. Consideremos entonces un recubrimiento abierto

D(H=UDf.
iel
Puesto que D(f) es cuasi-compacto (véase 1.13), sin pérdida de generalidad, la unién es finita. Ademas,
restringiendo Gx a D(f) (remplazando A por Ay), se puede asumir que el recubrimiento tiene forma

X=D(.

iel

El primer axioma de haces afirma que si s € Gx(X) cumple s|p(s,) =0 para todo i, entonces s =0 (véase
comentario 2.5). Por la hipdtesis, tenemos entonces s € A tal que § = % en Ay, para todo i, lo que significa
que para todo i existe n; =0,1,2,... tal que ]‘i”is = 0. Notamos que D(f;) = D(fl.”i), y gracias a esto podemos
escribir

X=UD(=UD(").
iel iel
Ahora segtn 1.12, existen g; € A tales que
1= Z gifini .
iel
Luego,
s=1-s=) gi(f/"s)=0.

iel
El segundo axioma de haces afirma que para una familia de secciones s; € O@x(D(f;)) que cumplen
silp(fnp(s) = sf|D(ﬁ-)nD(f,) para cualesquiera i, j € I, existe s € Ox(X) tal que s|p(,) =s; paratodoie I.

Recordemos que D(f;) N D(fj) = D(f; f;). Tenemos s; = % € Ay,. El conjunto I es finito, y se puede asumir

i

(multiplicando el numerador por una potencia necesaria de f;) que s; = %, donde n no depende de i. Ahora
por nuestra hipétesis, para cualesquera i, j € I se cumple
hi  hj
7w
Lo ultimo significa que existe algin m;; tal que
(fif)™i (hifj' = hjfi") =0.

De nuevo, dado que I es un conjunto finito, se puede tomar m suficientemente grande independiente de i, j
tal que

en Afifj'

sk m+n rn _ m+n rn - L
* f] fi'hi=fj f] h; para cualesquiera i, j € I.
Como arriba en la verificacién del primer axioma, escribiendo

x=Ub) =UDy""m,

iel iel
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podemos concluir que existen g; € A tales que

(::::::) 1= Z g]f]ern
jel
Pongamos
Si= Z g]'f]m]’lj.
jel

Usando (*) y (**), calculamos

fiern . sfin — Z g] (flern f]mhj)fln — Z g](f]m+n flmhl)fln — (Z g]f]m+n) fim+n hi — fim+n hi-

jerl jel jerl

Este calculo demuestra que

S

S i
1= - =S; en Ay,

)

y es lo que estabamos buscando. [ |
En fin, podemos calcular las fibras del haz 0x:

Ox,x=lmOx(U)= lim Ox(D(f))=lm Af=Ayp,.
xeU xeD(f) fepx
Aqui la segunda igualdad viene del hecho de que los D(f) forman una base de abiertos. Para la dltima igual-
dad, verifique que la propiedad universal del limite directo lim fen Ay corresponde a la propiedad universal
de la localizacion Ay ..
Todas las fibras son anillos locales, asi que (X,@x) es un espacio localmente anillado.

4.3. Ejemplo. Psicoldgicamente, es mas facil trabajar con la localizaciéon de un dominio A: en este caso
existe el cuerpo de fracciones

K=Ap =FracA={£ )f,geK,g;éo},

y para todo f € A la localizacion Ay se identifica con un subanillo de K. Las restricciones Ay — Ay para
D(f) < D(g) que teniamos arriba son nada mas las inclusiones entre subanillos.
En un dominio, p, = (0) es el tnico ideal primo minimal de A, que corresponde al punto genérico de
X = Spec A. Tenemos
@X,n =K,

y por la definicién del haz estructural,
Ox(D(f)) = AfcK.

Ahora dado cualquier abierto U < Spec X, se tiene

™ Ox(U) = lim Ox(D(fH= [ Ay
feA feA
D(ficU D(f)cU

(haga el ejercicio 4.1), donde la interseccién se considera en K. Por otra parte,

(*:1:) Af = m Ap = ﬂ @X,x-

fep xeD(f)
En efecto, la inclusién “<” esta clara. Para la otra inclusién, notamos que reemplazando A por Ay, bastaria
probar que A2 (Npespeca Ap- Si %; € K es un elemento tal que JEC € Ay para todo p, entonces g no estd en ningin
ideal maximal, y luego g € A*. Podemos concluir que g =fgle A

Las féormulas (*) y (**) nos dan
Ox (W) = () Ox,x- A

xeU
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4.3 Funtorialidad de (Spec A, Ospec a)

Como ya sabemos, un homomorfismo de anillos ¢»: A— B induce una aplicacién continua f =%p: X —» Y,
donde X =SpecB e Y = Spec A. Para definir un morfismo de espacios localmente anillados (X,0x) — (Y,0y),
nos falta un morfismo de haces f’: Gy — f.0x. Gracias al ejercicio 4.2, bastaria definirlo para los abiertos
de la forma D(s); es decir, especificar para cada s € A un homomorfismo

Fhg: Oy (D(S) — fuOx(D(s).
Por la definicion, Oy (D(s)) = As y f.Ox(D(s)) = Ox(f 1 (D(s))) = Ox (D(¢(s)) = By(s), asi que buscamos

b
fD(s) . As and B(/)(s)-

La Ginica opcién candnica y razonable es el homomorfismo inducido por ¢:

A—2 B
Lo
As === Bgs)
La flecha punteada surge de la propiedad universal de A viene dada por & — d‘f’é’ﬁ, . No es dificil comprobar

que definidos de esta manera, los homomorfismos fgm van a conmutar con los homomorfismos de restric-
cién de O y Oy (porque los dltimos también vienen de las propiedades universales).
Notamos que en particular, si s =1, entonces se obtiene

4.1) fo=¢: A—B.

Para que (f, f°) sea un homomorfismo de espacios localmente anillados, falta analizar los homomorfis-
mos fﬂ: Oy, fv — Ox,x- Notamos que si x € Spec B corresponde a un ideal primo p, < B, entonces f (x) € Spec A
corresponde a ¢~ (p,). Uno puede comprobar que los homomorfismos fﬁ : Ap-1(p,) — By, de nuevo estén in-
ducidos por ¢:

A—2 5B

l !

Ell
Ap1p,) " + By,

X

¢(a)

(la flecha punteada envia la fraccién ¢, donde s ¢ ¢~ (py), ala fraccion o

donde ¢(s) ¢ py). Tenemos

fi@ m eps
y el homomorfismo fﬁ si es local.
De esta manera hemos logrado definir un funtor contravariante

Spec: CRing’® — LRS,
A~ (SpeC A, @Spec A),

Spec(¢)
(42 B)~ ((Spec B, Ospecr)

(Spec A, @Spec A)) .
Por cierto, hay muchos espacios localmente anillados. Por ejemplo, las variedades diferenciables o com-

plejas son casos particulares de espacios localmente anillados. Los espectros de anillos solo forman una
subcategoria muy especial de todos los espacios localmente anillados.
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4.4 Esquemas afines

4.4. Definicién. Un esquema afin es un espacio localmente anillado (X,Gx) que es isomorfo) a (Spec A, Gspec 1)

para algtn anillo A. Un morfismo de esquemas afines es un morfismo de espacios localmente anillados. Va-
mos a denotar la categoria de esquemas afines por SchAf.

4.5. Ejemplo. Para un anillo R, el esquema afin SpecR|[x,...,x,] se denotard por A%. Este es el andlogo
esquematico del espacio afin. A

Resulta que la categoria de esquemas afines es simplemente antiequivalente a la categoria de ani-
llos conmutativos. Antes de probarlo, vamos a ver un resultado mucho mds general que se encuentra en
[EGAI-new, 1.6.3].

4.6. Teorema. Para cualquier espacio localmente anillado (X,0x) y cualquier esquema afin (Y,0y) el funtor
de secciones globales (definicion 3.2) nos da una biyeccion natural

p: Hompgs(X, Y) = Homcring (Oy (Y),Ox (X)),
(f: X = Y) = (f2: Oy (Y) — Ox(X)).

Demostracion. Pongamos Oy (Y) = Ay consideremos un homomorfismo de anillos ¢: A — @x(X). Conside-
remos un punto x € X. Para un elemento f € A, consideremos el homomorfismo de “evaluacién en x”

A—-x(x), [f—o(Hx),

donde ¢(f)(x) denota laimagen de ¢(f) € Ox(X) en el cuerpo residual de x (véase la definicién 3.6). El niicleo
viene dado por
“p(x):=1{f e AlP(f)(x) =0}

Ahora el cociente A/(*¢(x)) es isomorfo a un subanillo de x(x), y entonces es un dominio. Esto significa que
2¢(x) € Spec A. De esta manera se obtiene una aplicacién

“p: X —SpecA, x— P(x).
Ahora, para todo f € A se tiene
)" (D) = Xp(p) = fx € X | G(f)(x) # 0},

y este conjunto es abierto en X segln el ejercicio 3.3. Entonces, la aplicaciéon 4¢ es continua. Definamos
ahora un morfismo de haces

W Oy — (“}).Ox.

Seré suficiente definirlo para las secciones sobre D(f) < Spec A para cada f € A:

“(P%(f) : Af 20y (D(f)) = (") Ox)(D(f) = Ox (“¢) " (D(f)) = Ox Xp(p))-

Pongamos
) “(P'i)(f): Ar = OxXp(p),
S —-n
m (¢(S)|X¢(f>)'((p(f)le)) :

DEn la categoria de espacios localmente anillados.
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Es facil verificar que estas aplicaciones son compatibles con las restricciones Ay — A, para D(g) € D(f), asi
que se trata de un morfismo de haces. De esta manera (“¢, “¢°) define un morfismo de espacios anillados.
Por otra parte, la descripcion de 2.26 nos dice que los homomorfismos correspondientes sobre las fibras son

Ut Ap, — Ox .,

(in) —~ (@) (N,
"y
donde y := 4¢(x). Notamos que

&(8)x EMy x <— P(S)(x) =0 Sy €Py,

lo que demuestra que “<p§c es un homomorfismo local. Podemos concluir que se trata de un homomorfismo
de espacios localmente anillados. Hemos definido una aplicacién natural

0: Homcging(Oy (Y),0x (X)) = Homyrs (X, Y),
¢— (19, “¢").

Ahora vamos a verificar que la aplicaciéon p y o son aplicaciones mutuamente inversas. Primero, dado
un homomorfismo ¢: A — @x(X), notamos que poniendo f =1 en la férmula (*) se obtiene ¢, = ¢. Esto
verifica que poo =id.

Viceversa, sea (y,y’): X — Y un morfismo de espacios localmente anillados. Pongamos ¢ := v/, y consi-
deremos el diagrama conmutativo

v =
Oy(Y) ——— 0x(X)

L

W
Oy ———— Oxx

! !

Oy /myyx =--* Oxx/mxx

Ky (x) »------- > k(x)

Aqui la flecha punteada existe gracias a la hipétesis de que v es local, y entonces induce un mono-
morfismo entre los cuerpos residuales correspondientes. La conmutatividad del diagrama implica que dado
feA=0y(Y), se tiene

¢(H(X)=0 = f(y(x) =0.
Luego,
Yp(x):={f € Alp(H ) =0} ={f € Al f(y(x) =0} =y(x).

Esto demuestra que #¢ = . Por otra parte, las definiciones nos dicen que los diagramas

A—2 s 6y A —1 ox)
N L
Ayy — Oxx Ayx)y — Oxx

son conmutativos. Sin embargo, la flecha de abajo es Unica por la propiedad universal de localizacién. En-
tonces, 1//55 = “(ch para todo x € X, lo que nos permite concluir que y* = “¢* (véase 2.14). [ ]
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4.7. Corolario. El funtor de secciones globales X ~ Ox(X) nos da una (anti)equivalencia de categorias
SchAf° = CRing.

Demostracion. Dado cualquier anillo conmutativo A, podemos considerar el esquema afin correspondiente
(X,0x) = (Spec A, Ospec 4), y luego Ox (X) = A, asi que el funtor es esencialmente sobreyectivo. Por otra parte,
si X e Y son esquemas afines, entonces el teorema anterior nos dice que el funtor es fielmente pleno; es
decir, las aplicaciones correspondientes

Homgepaf(X, Y) = Homcring (Oy (Y),0x (X))
son biyectivas. [ ]

Gracias a la Gltima (anti)equivalencia de categorias, un esquema afin es esencialmente lo mismo que un
anillo conmutativo, solo que los morfismos de esquemas afines van al revés. El propdsito de todo el trabajo
que hemos hecho hasta el momento era interpretar anillos conmutativos como objetos geométricos.

4.8. Corolario. Sea Y = (Y,0y) un espacio localmente anillado. Para que Y sea un esquema afin, es necesario
y suficiente que para cualquier otro espacio localmente anillado las secciones globales den una biyeccion

Hompgs (X, Y) = Homcring (Oy (Y),0x (X)).

Demostracion. El teorema de arriba nos dice que la condicién es necesaria. Para ver que es suficiente, pon-
gamos A =0y (Y). Notamos que las biyecciones naturales

Homjps(X,Y) = HomCRing(A, Ox (X)) = Homprs (X, Spec A)
significan que hay un isomorfismo de funtores
Hom(—, Y) Z Hom(—,Spec A): LRS°P — Set,
asi que Y = Spec A por el lema de Yoneda. [ |

4.9. Ejemplo. No estaria mal ver algin ejemplo sencillo que explique la importancia de trabajar con espa-
cios localmente anillados en lugar de todos los espacios anillados.

Consideremos X = SpecQ e Y = SpecZ ). El espacio X consiste en un punto 7, mientras que Y consiste
en dos puntos yp, y, que corresponden a los ideales (0), (p) € Z(p). El punto y, es abierto, mientras que y, es
cerrado. Consideremos la aplicacion

[:X=Y, n—yp

Para definir un morfismo de espacios anillados, hay que también especificar un morfismo de haces
(f*: Oy — f.0x) — (f*: f7'Oy — Ox).

Dado que X es unipuntual, f* es equivalente a un solo homomorfismo fﬁ}: Oy, fu) — Ox,p; es decir,

f,?: Z(p) — @

Hay un homomorfismo tnico Z,) — @, que es la inclusién canénica. Sin embargo, este homomorfismo no
es local. De esta manera hemos definido un morfismo de espacios anillados (f, ff): X — Y, pero no es un
morfismo de espacios localmente anillados.
Eltinico homomorfismo Z ;) — @ siinduce un morfismo de espacios localmente anillados (X,0x) — (Y,0y),
pero este sera dado por
X—=Y, n-yo

y no por n— y; como hicimos arriba. A
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4.10. Ejemplo (Subesquemas cerrados en un esquema afin). Para un esquema afin X = Spec Ay un ideal
a c A, el homomorfismo candénico A — A/a induce un morfismo de esquemas afines i: Spec A/a — Spec A.
Este es un homeomorfismo sobre un subconjunto cerrado V(a) € X. Mediante la aplicacién i, se induce una
estructura de espacio localmente anillado sobre V(a). Luego, V(a) c X se llama el subesquema cerrado de
X asociado al ideal a. A

Cuidado: para subconjuntos cerrados de Spec A se tiene V(a") = V(a), pero para subesquemas cerrados
Spec A/a™ no es lo mismo que Spec A/a: son isomorfos como espacios localmente anillados siy solo si A/a =
Ala”.

En la geometria algebraica cldsica, uno trabaja con subconjuntos algebraicos X < A”(k) (donde k es
un cuerpo algebraicamente cerrado) y sus anillos de coordenadas k[xy,...,x,]/1(X), y si queremos pasar al
mundo de esquemas, hay que considerar el espectro correspondiente Speck(x,..., x;]/I(X). Sin embargo,
los anillos de coordenadas son k-algebras finitamente generadas sin nilpotentes, mientras que un esquema
afin es cualquier espectro Spec A, donde A puede tener nilpotentes. Esto tiene ventajas geométricas.

4.11. Ejemplo (Intersecciones esquematicas). Sea k un cuerpo. Consideremos el plano afin Ai :=Specklx, yl.
Alos ideales a=(y) y b= (y— x?) en k[x, y] corresponden los subesquemas cerrados

V(a) = Specklx, y1/(y), V(b)=Specklx,yl/(y—x*)

que se pueden visualizar como el eje x y la pardbola y = x°. La interseccién esquematica de V(a) y V(b) se
define mediante
V(a) NV (b) := V(a+b) = Specklx, yl/(y, x*) = Spec k[x]/ (x?).

Notamos que Z := Speck[x]/(x?) es un espacio que consiste en un punto z, donde p, = (x?) < k[x]/(x?). Sin
embargo, como un espacio localmente anillado Z no es lo mismo que el punto Spec k[x]/(x) = Speck. A saber,
tenemos
Oz, = (klxl/ (x*) ) = k& k(x),
asi que
dim; G , = 2.

Esto significa que z es un “punto doble”, lo que corresponde al hecho de que la interseccién tiene multipli-
cidad 2.

A2 (k)
Viy-x2)

vy

En la geometria algebraica clasica, cuando uno trabaja con intersecciones de curvas planas, hay que
asignar una multiplicidad a cada punto de la interseccién. En nuestro caso, ya existen puntos multiples
como objetos geométricos. A

También recordemos que la teoria de interseccion de curvas planas funciona bien en el plano proyectivo
P2 (k) (donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado). Més adelante vamos a definir los espacios proyectivos
como esquemas, y estos no serdn afines, sino resultados de pegamiento de esquemas afines, de la misma
manera que en la geometria clasica P” (k) se obtiene como una uniéonde U; := {(xg: X1 :-+-: X,) | x; # 0} = A" (k).
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4.5 Ejercicios

En los primeros dos ejercicios vamos a justificar ciertos resultados que hemos usado varias veces en las
construcciones basicas. Primero necesitamos una definicién.

4.12. Definicidon. Sean X un espacio topoldgico y 98 una base de abiertos.
Se dice que & es un prehaz sobre 23 si estan especificados

1) anillos & (U) para U € %;
2) homomorfismos de restriccién
FV)-FWU)paraUcV, U, Ve
que cumplen los axiomas habituales.

Un morfismo de prehaces sobre % es una colecciéon de homomorfismos
duy: FU)—4U)paralU e RB

que conmutan con las restricciones.
Se dice que & es un haz sobre 2 si se cumplen los axiomas de haces para recubrimientos U = U;¢; U,
donde U, U; € 4.

Ejercicio 4.1 (30/68). Demuestre que todo haz sobre 2 se extiende de manera inica a un haz sobre X. A
saber, la extension viene dada por
F(U) = lim F(V).
veu
Ve®
Ejercicio 4.2 (31/68). Demuestre que todo morfismo de haces sobre % se extiende de manera tnica a un
morfismo de haces sobre X.

Ejercicio 4.3 (32/68). Sea X un esquema afin y x € X un punto cerrado que corresponde a un ideal maximal
m, € Ox(X). Describa la estructura del subesquema cerrado V(my) — X.

Ejercicio 4.4 (33/68). Para los siguientes esquemas afines describa los puntos de X, la topologia, los anillos
Ox (U) para todos los abiertos U < X y las fibras 0 ,:

a) X; =SpecC[x]/(x?);

b) X, =SpecClx]/(x* - x);
€) X3 =SpecClx]/(x®-x?);
d) X, =SpecR[x]/(x*+1).

Ejercicio 4.5 (34/68). Sea R un dominio de ideales principales. Para un elemento no nulo f € R, describa el
esquema afin X = SpecR/(f) (el espacio topolédgico subyacente, los anillos ©x(U) para abiertos U € X y las
fibras 0x ) en términos de factorizacién de f en elementos primos (irreducibles) en R.

Ejercicio 4.6 (35/68). Para el esquema afin X = SpecClx, y]/(y?> — x*) y todo punto cerrado p € X calcule los
anillos locales Ox,, y los ideales maximales correspondientes my , c Ox,p.

Ejercicio 4.7 (36/68; continuacién). Sea X un esquema afin. Para un punto p € X consideremos el cociente
m X,p/mﬁ p COMO un espacio vectorial sobre x(p).

Calcule dimy(y) (mx,,/m% ) para todos los puntos cerrados p € X, donde X =SpecClx, yl/(y* - x*).

Ejercicio 4.8 (37/68). Demuestre que si A es un anillo local, entonces Spec A es conexo.
Indicacién: use los ejercicios 3.7 y 3.8.
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Ejercicio 4.9 (38/68). Demuestre que para cualesquiera A, B hay isomorfismos canénicos de esquemas
afines (y en particular, de espacios topoldgicos)

Spec(A x B) = Spec AuSpecB, Spec(A®z B) =Spec A x SpecB.

Ejercicio 4.10 (39/68). Se dice que un anillo A es booleano si se cumple 4 = a para todo a € A. Los anillos
booleanos forman una subcategoria plena de todos los anillos.
Sean A un anillo booleano y X = Spec A el esquema afin correspondiente.

a) Demuestre que todo ideal primo en A es maximal y que «x(x) = F, para todo x € X. Deduzca que se tiene
una biyeccion
Hom(A,F;) =SpecA, ¢ — ker(¢).

b) Demuestre que X es un espacio compacto y totalmente disconexo y que A ~~ Spec A nos da una equi-
valencia entre la categoria de anillos booleanos y la categoria de espacios compactos totalmente dis-
conexos (donde los morfismos son aplicaciones continuas).

A saber, el funtor cuasi-inverso a A~ Spec A envia X a la F,-algebra de aplicaciones continuas X — [
(donde F, tiene la topologia discreta).
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5 Esquemas

5.1. Definicidon. Sean X un espacio topolédgico y & un haz sobre X. Para un subconjunto abierto U < X la
restriccion de & a U es el haz |y sobre U definido mediante

Fly(V):=F(V) paratodo abierto VcU.

De hecho, |y coincide con la imagen inversa j~'.%, donde j: U — X es la inclusion.

5.2. Proposicion. Sean (X,0x) es un espacio (localmente) anillado y U < X un subconjunto abierto. Luego,
(U,0x|y) es un espacio (localmente) anillado. Consideremos la inclusion j: U — X y definamos un morfismo de
haces

j’: Ox — jOxly

mediante las restricciones
j{b/: Ox(V) —Ox(VNU)=0x(j~1 (V) = (juOx|y)(V) para V < X.
Luego, (j, j°) es un morfismo de espacios (localmente) anillados.

Demostracion. Dejo al lector verificar los detalles necesarios. [ ]

5.1 Ejemplo: plano sin origen

Es muy facil salir del mundo de esquemas afines. Por ejemplo, un subconjunto abierto de un esquema
afin normalmente no serd un esquema afin.

5.3. Ejemplo (Recta sin origen). Para un cuerpo algebraicamente cerrado k consideremos la recta afin
Ai := Speck(x]. Sea 0 € A}C el origen de la recta; es decir, el punto del espectro que corresponde al ideal
primo (x) c k[x]. En este caso U := A; \ {0} es un subconjunto abierto de A} y como arriba, se obtiene un
espacio localmente anillado (U, @A}c lu). Este es un esquema afin porque el subconjunto abierto U coincide

con la imagen de la aplicacién continua Spec k[x][x~!] — Spec k[x] inducida por el homomorfismo candnico
de localizacién k[x] — k[x][x!]. A

5.4. Ejemplo (Plano sin origen). Hagamos algo parecido: tomemos el plano afin X := A% := Speckl[x, yl y su
origen 0 que corresponde al ideal primo (x, y) < k[x, y]. De la misma manera, U := Ai \ {0} es un subconjunto
abierto de /\i, y se obtiene un espacio localmente anillado correspondiente (U,@x|y). Sin embargo, este ya
no es un esquema afin. Para verlo, consideremos el morfismo de espacios localmente anillados

(. j)): (U, 0xly) — (AL, 0x)
y el homomorfismo correspondiente entre las secciones globales
J%: Ox(X) = Ox(U), s~ slu.
Vamos a probar que j)b( es un isomorfismo de anillos. Tomemos el recubrimiento abierto
U =D(x)uD(y),

donde
D(x)={p eSpecklx,yl | x¢p}, D(y)={peSpecklx,ylly¢p}.

Geométricamente, D(x) = A7 \ V(x) es el plano sin el eje y, mientras que D(y) = A2\ V(y) es el plano sin el
eje x. La unién de D(x) y D(x) es todo el plano salvo el origen.
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Los axiomas de haces para este recubrimiento particular nos dicen precisamente que hay una sucesion
exacta de grupos abelianos
0 — Ox(U) —— Ox(D(x))xOx(D(y)) — Ox(D(xy))
[ ———— (flpw), floy)
(f,8) ————— fIpwy) — &lpxy)

—el primer axioma de haces es la exactitud en @ x (U) y el segundo axioma es la exactitud en @x (D(x)) x Ox (D(y)).
Notamos que

Ox(D(x) = klx, yl[x~'],
Ox(D(y)) = klx, ylly ™1,
Ox(D(x)ND(y)) =0Cx(D(xy)) = k[x, y] [(xy)‘l].

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

0 — Ox(U) —— O0x(D(x) xOx(D(y)) —— Ox(D(xy))

I
0 — klx,yl —> klx, yllxY x klx, yl[y~] — klx, yl(xy) "]
I
1

i - (44)

Aqui la exactitud de la segunda fila se comprueba facilmente. La primera flecha A es evidentemente inyecti-
va, siendo inducida por los homomorfismos candnicos k[x, y] — k[x, yl[x~'1y k[x, y] — k[x, y][y~']. Ademads,

el ntcleo de la segunda flecha coincide con la imagen de la primera: si xi,,, = %, podemos suponer que x1 f

e ytg,yenestecaso y"f=x"gimplicaque m=n=0y f = g, usando la factorizacién tinica en k|[x, y].
En el diagrama de arriba las Gltimas dos flechas verticales son isomorfismos, y por lo tanto habra un
isomorfismo inducido
Ox(U) = klx, yl.

Todo esto nos permite concluir que j& es un isomorfismo:

b
Ox(X) x > Ox(U)

n
n

klx, y]

Ahorassi (U, 0x|y) fuera afin, el hecho de que las secciones globales j)b( nos dan un isomorfismo implicaria

que (j, j°): (U,0x|y) — (X,0x) es un isomorfismo, gracias al resultado de 4.7. Pero esto es claramente falso:
como una aplicacién, j no es sobreyectiva. Esta contradiccion significa que (U,0x|y) no es un esquema
afin. A

El argumento de arriba se generaliza de manera obvia a una demostraciéon de que A"\ {0} no es un es-
quema afin para cualquier n = 2.

5.5. Comentario. El isomorfismo j)b(: Ox(X) — Ox(U) es un analogo algebraico del fenémeno de Har-
togs en el andlisis complejo multivariable [Kra2001, Theorem 1.2.6]. El Gltimo nos dice en particular que
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si f: C? — C es una funcién en dos variables que es holomorfa sobre U := C?\ {0}, entonces f es tam-
bién holomorfa en 0. En otras palabras, si G es el haz de funciones holomorfas, entonces la restriccién
Oc2(C?) — O2(U) es un isomorfismo.

Para las funciones en una variable, esto es falso: considere por ejemplo la funcién f(z) = % que es ho-
lomorfa en todo punto salvo el origen 0. De la misma manera, en el contexto algebraico, la restricciéon
if\}c $Op1 A — 01 (D(x)) NO es un isomorfismo: este es el homomorfismo candnico k[x] — k[x][x7'].

Notamos que en el ejemplo 5.4, aunque U no es afin, se tiene U = D(x)uD(y), donde D(x) = Spec k[x, y][x~']
y D(y) = Specklx, yl[y~'] si son esquemas afines. Esto nos motiva a considerar objetos que no son necesaria-
mente esquemas afines, pero admiten un recubrimiento abierto por esquemas afines; es decir, localmente
se ven como esquemas afines.

5.2 Esquemas

5.6. Definicion. Un esquema es un espacio localmente anillado (X, @x) que admite un recubrimiento abier-
to X =U;es U; tal que (U;, Ox|y,) son esquemas afines. Tal recubrimiento se llama un recubrimiento abierto
afin. Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anillados. La categoria de esque-
mas sera denotada por Sch.

Entonces, tenemos las siguientes subcategorias plenas:
SchAfcSch cLRS.

Como vimos arriba, Ai \ {0} es un esquema, pero no es un esquema afin. Para construir ejemplos mas
interesantes de esquemas no afines, necesitamos aprender a construir X a partir de los pedazos afines U;.
Lo haremos mas adelante en §5.5.

5.7. Proposicion. Todo esquema X tiene una base de su topologia formada por subesquemas afines abiertos;
es decir, U c X tales que (U,0x|y) son afines.

Demostracion. Por la definicién, X puede ser cubierto por esquemas afines. Luego, cada esquema afin U =
Spec A tiene como su base los conjuntos principales abiertos D(f), donde f € A. Cada D(f) es afin: el homo-
morfismo canénico A — Ay induce una aplicacion inyectiva j: Spec Ay — Spec A cuya imagen se identifica

con D(f), y los homomorfismos j*: Ay, — (Ap)p, son isomorfismos para cualquier x € D(f). Entonces, (j, j*)
es un isomorfismo de espacios localmente anillados. [ |
5.3 Esquemas relativos

Es conveniente adoptar el punto de vista relativo y considerar las categorias de S-esquemas.

5.8. Definicién. Sea S un esquema fijo. Un esquema sobre S es un morfismo de esquemas X — S. Un
morfismo de esquemas sobre S es un diagrama conmutativo

X\T)/Y

La categoria de esquemas sobre S serd denotada por Sch,s. Para el conjunto de morfismos X — Y sobre S
serd conveniente escribir simplemente “Homg(X, Y)”.

5.9. Comentario. Cuando S = SpecR, en lugar de “esquema sobre Spec R” vamos a decir “esquema sobre R”
y en lugar de “Homg(X,Y)” vamos a escribir “Hompg(X, Y)”.

Por la definicidn, el objeto terminal en la categoria de S-esquemas es id: S — S.
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5.10. Ejemplo. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. El teorema de los ceros nos dice que la categoria
de conjuntos algebraicos afines X < A" (k) es equivalente a la categoria de k-algebras finitamente generadas
sin nilpotentes A = k[x,...,x,]/I. Un morfismo de conjuntos algebraicos X — Y corresponde a un homomor-
fismo de k-algebras (y no simplemente a un homomorfismo de anillos)

klxi, ..., xpl/ I(X) <——— klx1,..., xm]/1(Y)

\/

que a su vez corresponde a un morfismo de esquemas afines sobre k (es decir, sobre Speck)

Specklxy,...,xn]/ I(X) > Speck[xy,...,xm]/I(Y)

\/

Speck

Por esto si uno quiere trabajar sobre un cuerpo k, en la situacién esquematica esto corresponde a esquemas
sobre k. A

5.11. Ejemplo. Supongamos que nos interesa la geometria algebraica compleja. En este contexto SpecC
seria un punto. Sin embargo, los morfismos de esquemas SpecC — SpecC corresponden a homomorfismos
C — C; es decir, el grupo de automorfismos Aut(C/Q) que no es contable!). No es muy deseable tener un
punto con muchos automorfismos, asi que mejor trabajar con esquemas sobre SpecC. A

5.12. Proposicion. Para todo esquema X existe un morfismo tinico X — SpecZ. En otras palabras, SpecZ es el
objeto terminal en la categoria de esquemas y todo esquema puede ser visto de manera tinica como un esquema
sobre SpecZ.

Demostracion. El teorema 4.6, nos da una biyeccion natural

Homgen (X, SpecZ) = Homcring (Z, Ox (X)).

Falta notar que para cualquier anillo A hay un homomorfismo tnico? Z — A (es decir, Z es el objeto inicial
en la categoria de anillos). [ |

Para un resultado parecido, haga el ejercicio 5.2.

5.4 Pegamiento de haces
sesion 7
Los axiomas de haces nos dicen que para un recubrimiento abierto X = {J; U;, una familia de secciones 31,08/19

compatibles s; € & (U;) puede ser pegada en una seccién s € &#(X). Ahora vamos a ver como pegar haces y
sus morfismos. La idea de pegamiento es fundamental en la geometria moderna. Para motivar lo que sigue,
empecemos por un resultado elemental.

5.13. Proposicion (Pegamiento de aplicaciones continuas). Sean X e Y dos espacios topoldgicos y X =
Uier U; un recubrimiento abierto. Supongamos que para cada i € I viene dada una aplicacion continua f;: U; —
Y, y estas aplicaciones son compatibles:

filuinu; = filuinu;  para cualesquiera i, j € I.

Luego, existe una aplicacion continua tinica f: X — Y tal que f|y, = fi para todo i € I.

DToda esta multitud de automorfismos no triviales se construye mediante el lema de Zorn. También es interesante notar que
Aut(R/Q) = {id}: cualquier automorfismo R — R es automaticamente continuo y luego trivial.
2)Por este motivo nuestros anillos tienen identidad que se preserva por los homomorfismos.
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Demostracion. La condicién sobre f nos deja la inica opcién: hay que poner
fx):=fi(x) sixeU;.

Esta formula esta bien definida gracias a la compatibilidad de los f;. Necesitamos comprobar que la aplica-
cién f es continua. Para un subconjunto abierto V < Y tenemos

rrfw=Urtw,

iel
y esta es una union de abiertos. [ |

5.14. Lema (Pegamiento de morfismos de haces). Sean X un espacio topologico y %,% dos haces sobre X.
Asumamos que para un recubrimiento abierto X = ;¢ U; estdn definidos morfismos de haces sobre U;

¢i: Fly, —Yly, paratodoicl,

que cumplen
biluinu; = $jlu;nu;  para cualesquiera i, j € 1.

Luego, existe un morfismo tinico ¢: & — % de haces sobre X que cumple ¢|y, = ¢; para todo i€ I.
Ademds, si los ¢; son isomorfismos de haces, entonces ¢ es también un isomorfismo.

Demostracion. Las condiciones nos dicen que para todo abierto U < X y toda seccién s € & (U) debe cum-
plirse
bunu; (sluny,) = (PU(S)|UnUl. =¢iunu; (Slunu,)-

Luego, por nuestra hipdtesis sobre los morfismos ¢;,

¢i,UﬂUi(s|UﬁUi)|UnUint = ¢ivU(S)|UﬂUmUj = ¢frU(S)|UnU,~r1U]- = ¢junu; (Slunu;) UnUinU;’

y por los axiomas de haces para ¢ aplicados al recubrimiento U = U; UnU;, existe una seccién nica ¢ € 4 (U)
tal que

tlunu; = $i,unu; (Sluny;) = ¢U(S)|U0Ui-

Esto demuestra que ¢ es Unico y tiene que ser definido mediante ¢y (s) := t.

Ahora si los ¢; son isomorfismos, consideremos sus inversos gbl._lz Gy, — Zly,. Tenemos

-1 _ . -1 _ X =1 _ -1
(pi |U[ﬂUj_(¢l|UiﬂUj) _((P]'UiﬁUj) _(p] )UiﬂUj)

asi que los ¢;! pueden ser pegados a un morfismo tnico ¢~': ¢ — & tal que ¢! |U,- = (¢|Ui)*1. Ahora

@ op)|y = idzly, (Po¢p™ |, = idgly,,

asi que
¢ logp=idy, ¢o¢!=idy,
gracias a la unicidad del pegamiento. [ |
5.15. Comentario. El lema de arriba nos dice precisamente que si & y ¢ son haces sobre X, entonces
U ~»Homgy,, (Z|u,¥9v)
define un haz (de conjuntos o de hecho de grupos abelianos) sobre X. Esta construccién tiene mucha im-

portancia y se llama el Hom interior de haces.
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5.16. Teorema (Pegamiento de haces). Sean X un espacio topoldgicoy X = U;e; U; un recubrimiento abierto
de X. Asumamos que se tienen los siguientes datos de pegamiento:

a) un haz %; sobre U; para todo i€ I;

b) isomorfismos ¢;;j: F; — Zily;nu, para cualesquiera i, j € I que satisfacen la condicion del cociclo

|UmUj
ik =ijodpjr Ssobre UynU;n Uy
para cualesquiera i, j, k € I.

Luego, existe un haz & sobre X junto con isomorfismos

Vit Fi— Fly, paratodoiel

que cumplen
wiop;j=vw; sobreU;nU; para cualesquierai,jel.

Ademds, & estd definido de modo tinico salvo isomorfismo por estas condiciones.
Vamos a tratar de dar una prueba detallada, asi que esta ocupara un par de paginas.

Demostracion. Primero, hagamos algunas observaciones sobre la condicion del cociclo

gj|U,-ﬂUjﬂUk

o &‘
Pik

Lg‘k'UiﬁUjﬁUk > gl"UiﬁUjﬁUk

Notamos que en particular, para i = j = k se obtiene ¢;; = ¢;; o ;;, y puesto que ¢;; es un isomorfismo, esto
implica que ¢;; = id. Ademas, para i = k se tiene

eg~j|U,'ﬁUj

bji w

. \ .
eg.l|U,‘ﬁUj —id 7 gl'U,‘ﬂUj

asi que ¢>i‘j1 =¢ji.
Definamos .% como un prehaz. Pongamos para cada subconjunto abierto U < X"

FWU):= {(Si)iel € H%‘(Uﬂ Ui) ) $ij(sjlunuinu;) = Silunu;nu; para cualesquiera i,j}-

12
Aqui y més adelante “¢;;” denota por abuso de notacién el homomorfismo

(,bij,UnU,ﬂUj :FiUnU;NUj) - F;(UnU;nUj).

DTal vez psicolégicamente serd més facil trabajar con elementos, pero en realidad lo que tenemos es cierto ecualizador

FO - [[F:WnUN=]]F,WUNU;nU)
i ij

y todo lo que sigue puede ser formulado en términos de diagramas: los axiomas de haces también corresponden a ciertos ecualizadores,
etcétera...
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Para V c U, loshomomorfismos de restriccion &; (UnU;) — &;(VnU;) inducen la restriccion & (U) — & (V):

;% WUnU;) — ;% (VnU;)

I )

(si)i —————— (Silvnu)i

Hay que comprobar que si (s;); € #(V), entonces (s;lvay,)i € F(U), pero esto se sigue facilmente del
hecho de que los ¢;; conmutan con las restricciones. Puesto que cada %; es un prehaz, las restricciones
para & también definen un prehaz.

Verifiquemos los axiomas de haces para . Sean V < X un subconjunto abierto y V = Uj¢; V; un
recubrimiento abierto.

1) Asumamos que para dos secciones s,s' € F (V) se cumple sly, = s’|Vj para todo j. Escribamos
s=(s; € F;(VnU))i, §=(s;eFi(VnU));.
Se tiene entonces para cualesquiera i, j
_
silvnu; = Sily,au,

Ahorapara todo i, aplicando el primer axioma de haces a #; al recubrimiento abierto VnU; =Uje; V; N U,
podemos concluir que s; = s;. Luego, s=s'.

. o . _ _ . . Ly
2) Consideremos una familia de secciones s; € # (V) tales que s; ’ij,j/ = SJ’lvjnvj, para cualesquiera j, j'.

Esto significa que se tienen
sj=(sji € ,_QZ',(V] NU))i, (pii'(sji”VjﬂUmUir) = Sji|er1UmUl-r

que cumplen
Sji|VjﬁerﬂUi = Sj/i|VjﬂerﬂUi :

El segundo axioma de haces para %; aplicado al recubrimiento V nU; =U; V; n U; nos dice que existe
una seccioén t; € &;(V n U;) que cumple tilv,nu, = Sji- Definamos

s:=(t; € F;(VnUp)i.
Dejo al lector comprobar que esta seccién pertenece a .% (V). Luego por la construccién,

sly; = (tilv;nu)i = (sjidi = sj-

Definamos los isomorfismos v;: #; — Z|y,. Notamos que hasta ahora no hemos usado ninguna hi-
potesis sobre los ¢;; (ni que son isomorfismos, ni la condicion del cociclo), pero es lo que necesitamos para
definir los v;. Recordemos que estos tienen que cumplir

cg‘l"UiﬁUj

v K
v

I . \
J]iU,-nt 7 g|UiﬂUj
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Hay un morfismo de haces evidente n;: |y, — %; dado por
niu: FU) — F(U),
s:i= (Sngj(UﬂUj))jHSi
para un subconjunto abierto U c U;. Definamos su inverso y;: %; — |y, mediante
vi: Fi(U) - F(U),
si— 8= (Pji(sily,nu;) € Fj(UNU ),
Hay que ver que se€ & (U):
(pff'(tf'lUintnt/) = tflU,«manUj/ , donde tj:= (Pfi(si'UiﬂUj)'

Pero esta es precisamente la condicién del cociclo ¢ o¢ji; = ¢pj; sobre U;nU;nUj:. Las condiciones que
hemos impuesto sobre los elementos de & (U) aseguran que x; y y; son mutualmente inversos. La identidad
w;o¢;; =1 viene de la condicion del cociclo:

Wiodij(sj) = (Priodij(sj)k = (brj(sj)k =w;(s)).

En fin, comprobemos que & es tinico salvo isomorfismo. Supongamos que hay dos haces & y &' que
cumplen las condiciones del teorema. En este caso tenemos isomorfismos

Viou: Fly 27 2 7,

i

que cumplen

WiowiDly,ny, = Wiobiodif o], | = WiodizoWiodi) Dlyay, = Wiovih|, .

Entonces, por el lema 5.14, los isomorfismos v/ oy ! se pegan a un isomorfismo tinico & — %'. [ |

5.5 Pegamiento de esquemas

Ahora vamos a pegar espacios localmente anillados, y en particular esquemas. Como antes, es mas facil
pegar morfismos.

5.17. Proposicion. Sean (X,0x) e (Y,0y) dos espacios localmente anillados y X = J;c; U; un recubrimiento
abierto. Supongamos que para cada i estdn definidos morfismos de espacios localmente anillados

fi: W, 0xly;) — (Y,0y)

tales que filu;nu; = filu;nu; para cualesquiera i, j € I. Luego, existe un morfismo tinico f: (X,0x) — (Y,0y) tal
que fly, = fi para todo i € I.

Demostracion. Primero, las aplicaciones continuas f; se pegan en f: X — Y, como vimos en 5.13. Ademas,
se tienen morfismos compatibles fl.n : fl-_lﬁy — Oxly,, y ellema 5.14 nos permite pegarlosen f*: f~'6y — 0.
En fin, si x € U;, entonces ff = fiux, asi que cada f es un homomorfismo local. ]
sesion 8

. 22/08/19
5.18. Teorema (Pegamiento de espacios localmente anillados). Supongamos que estdn especificados los 08/

siguientes datos de pegamiento.

1) Una familia de espacios localmente anillados (X;,0x;) indexados por i € I.
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2) Subconjuntos abiertos U;j < X; para cualesquiera i, j € I.
3) isomorfismos de espacios localmente anillados
¢ij: Wij,Ox;lu;;) = Uji,Ox;luy,)
para cualesquiera i, j € I.
Asumamos que se cumplen las siguientes condiciones.
a) U;j=X; paratodoiely ¢;; =idx,;
b) ¢i_j1(Ufi NUjx) = U;jnU; para cualesquiera i, j, k€ I;

¢) la condicién del cociclo

Pi
UijnUig d > Ui N Ug;j
bij /¢’]k
UjinUjk

para cualesquiera i, j, k € I.

Luego, existe un espacio localmente anillado (X,0x) junto con subconjuntos abiertos U; < X e isomorfismos
de espacios localmente anillados

vi: (X;,0x,) = (U;,0xlu,)
que cumplen

D) wiU;j)=U;nUj;

ll) (pl] = w;'llUiﬁUj Oqu'|Uij

U;nUj
Wily \W}iluimuj
Oij
Uij > Uji

El espacio (X,0x) estd definido de modo tinico salvo isomorfismo.

Demostracion. Primero, definamos X como un conjunto. Consideremos la siguiente relacién de equiva-
lencia sobre la unién disjunta [[;c; X;:

Xidx~yeX; < xeUj, yeUj;, ¢pij(x)=y.

En efecto, por la hipétesis a), tenemos U;; = X; y ¢;; =id: X; — X;, asi que larelacion es reflexiva. La relacion
es simétrica porque (pi’jl = ¢j; (como notamos en la prueba de 5.16, esto se sigue de la condicion del cociclo).
En fin, la transitividad se sigue de las condiciones b) y c): asumamos que x € X;, y€ X;, z€ Xy y x ~ ,
y ~ z. Esto significa que x € U;j, y € Uj; nUjx, z € Uy, ¢ij(x) = y, ¢jr(y) = z. La condicion b) implica que
Xe€ gbi‘jl(Uﬁ NUji) = U;j n U, y luego por la condicion del cociclo z = ¢ i (¢;j(x)) = ¢;x(x), asi que x ~ z.

Pongamos entonces

X=[]xi/~.
iel /
Las aplicaciones naturales
Xi — II; X; —» X
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son inyectivas porque nuestra relacion de equivalencia identifica entre si elementos de diferentes X;, X;.
Denotemos por U; la imagen de X; en el cociente. Esto nos da aplicaciones naturales biyectivas

vi: Xi — U;
que envian cada punto a su clase de equivalencia. Se ve que se cumplen las condiciones i) y ii).

Ahora pongamos una topologia sobre X. Digamos que U < X es abierto si'y solamente si ¢} (U) € X;
es abierto para todo i € I. Es facil ver que esta condicion define una topologia. Notamos que en particular,
wjfl (U;) = U;; son abiertos, asi que los U; son abiertos en X. En fin, para todo abierto V c X; se tiene

v i) =05 (VN Ui,

asi que v; (V) es abierto en U;. Esto demuestra que cada y;: X; — U; es un homeomorfismo. Por la definicién
de los U;, se tiene un recubrimiento abierto
X=UU..

iel

Todo esto nos da el pegamiento al nivel de espacios topoldgicos y falta definir el haz estructural 0.
Primero, usando los homeomorfismos vy;, podemos transportar Oy, de X; a U;:

Oy, ‘= 0x;.
Luego, se tienen diagramas conmutativos
UinUj
%IV r\wjluj,-
bij
Uij > Uji

donde ¢;; son isomorfismos de espacios localmente anillados y entonces vienen con isomorfismos de haces
& p Ox |y, — Ox |
ijt Yij~XjlUji XilUij -
Aplicando a estos isomorfismos la imagen directa v; ., se obtienen isomorfismos de haces

6Uj |U,'0Uj - @Ui |UiﬁUj-

De la condicién del cociclo para los ¢;; se deduce que estos isomorfismos van a cumplir la condicién del
cociclo del teorema 5.16. Entonces, los haces Gy, se pegan a un haz €x. Los detalles se dejan al lector.

El espacio (X,0x) sera unico, porque si hay otro espacio (X',0x), los isomorfismos (U;,0y,) = (U}, 0y)
se pegarian en un isomorfismo (X,0x) = (X',0x) (use el mismo argumento que en la prueba de 5.16). ®

5.19. Proposicién. Silos espacios (X;,0Ox,) en el teorema de arriba son esquemas, entonces (X,0x) es también
un esquema.

Demostracion. El espacio localmente anillado (X;,0%x,) es un esquema si y solo si todo punto x € X; tiene
un entorno U > x tal que (U,0fx;|y) es un esquema afin. Se ve que si cada (X;,0x,) cumple esta condicién,
entonces (X,0x) también la cumple. [ ]
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El teorema 5.18 es muy general y nos permite pegar cualquier tipo de espacios localmente anillados,
en particular variedades diferenciables, complejas, etcétera. Por ejemplo, el lector puede consultar el libro
[Wed2016] donde toda la teoria basica de variedades diferenciables se desarrolla en el lenguaje de espacios
localmente anillados!. En fin, podemos olvidar de haces y usar el argumento de 5.18 para pegar espacios
topologicos, lo que es también algo ttil en la vida.

5.20. Ejemplo. Empecemos por un caso muy sencillo donde se pegan dos espacios topolégicos. Tomemos
dos copias de la recta real X; = X, = A'(R) con la topologia analitica y tomemos Ui, = Us; = AL(R) \ {0}.
Notamos que U;, y U1 son subconjuntos abiertos en la topologia real y también en la topologia de Zariski.

Sea ¢12: Ujp — U, la aplicacion identidad. En este caso el pegamiento identifica todos los puntos de las
rectas reales, salvo sus origenes. El espacio X que se obtiene de esta manera se llama la recta con origen
doble.

La topologia sobre X que fue construida en la prueba de 5.18 nos dice que los dos origenes no son sepa-
rables, asi que X no es Hausdorff.

Ahora podemos tomar la aplicacion
Gr2(x)=x"1.

En este caso los dos origenes tampoco se identifican, pero otros puntos se identifican entre si de manera
mas interesante

El espacio cociente serd homeomorfo al ciculo:

De hecho, lo que acabamos de construir es la recta proyectiva real P! (R). A

5.21. Ejemplo. Sea k un cuerpo. De nuevo, tomemos X; = Speck[x] = Ai y X, =Speckl[y] = Ai. Denotemos
por 0 el punto de X; que corresponde al ideal maximal (x) < k[x] y por oo el punto de X, que corresponde al
ideal maximal (y) < X,. Tomemos los subconjuntos abiertos (en la topologia de Zariski)

Uiz = X1 \ {0} = D(x) = Specklx,x™ '], Uz = X2 \{oo} = D(y) = kly,y 1.

El isomorfismo
kly,y 1 —klx,x™'l, y—x

induce un isomorfismo ¢12: Uy, — Uz;. El resultado de pegamiento respecto a ¢, es la recta con origen
doble que se puede imaginar geométricamente de la misma manera que en el ejemplo anterior.

DLa situacién en la geometria diferencial clasica es algo lamentable en este aspecto: alli atin prevalece el lenguaje obsoleto de
cartas y coordenadas y se ignoran los logros de la geometria moderna que se formé en los anos 60 del siglo XX. En parte todo esto se
debe a la influencia fisica, y como dice el proverbio, los malos habitos mueren duro...
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Este espacio X viene con inclusiones naturales de las dos copias de A;. Se ve que j: A} — X induce
isomorfismo sobre las secciones globales j')’(: Ox(X) = @Ai (Ai), pero j no es un isomorfismo. Esto demuestra

que la recta con origen doble no es afin (por el mismo argumento que vimos en 5.4). De hecho, este es un
ejemplo tipico de algo que se llama esquema no separado.

Ahora bien, podemos tomar el isomorfismo
1

kly,y "1 — klx,x7', y—x".

Este induce otro isomorfismo ¢1,: U2 — Uy, Y esta vez el resultado de pegamiento es la recta proyectiva
(esquematica) ;. El haz estructural correspondiente @"”L se obtiene como el resultado de pegamiento de

los haces 0k, y Ox,, descrito en 5.16:
@’pllc(U) ={(51,52) €0y, (UNUy) x Oy, (UNU) | 4’?2(5‘2|V0U21) = stlupnvi.
En particular, las secciones globales nos dan
Op ) = {(s51,52) € Oy, (U) x Oy, (UD) | 9, (52) = s1).

Notamos que U; = Speck[x] y Uz = Specklyl, asi que @””’}c (;) corresponde a los polinomios s(x) € k[x] tales

que s(y~!) € k[y,y~!] es un polinomio en y (es decir, pertenece a k[y]). Estos son nada més los polinomios
constantes y
Op1 (P = k.

Esto es suficiente para concluir que P; no es afin: el espacio P; es infinito: por ejemplo, este contiene la
recta afin A, y esta es infinita (en el anillo k[x] hay un niimero infinito de polinomios irreducibles, sea k
finito o infinito). Si P} fuera afin, tendriamos P} = SpecOp1 (P}) = Speck, lo que contradice la infinitud de P, .

Para explicar la construccién, recordemos la situacién cldsica: la recta proyectiva')
Pl(k)={(x:y) | x,y €k, (x,)) # (0,0)}
contiene dos copias de la recta afin Al (k):
U={x:)1x#0}, Ux={x:y)y#0}.
El cambio de coordenadas entre las dos cartas afines corresponde a la inversion:

1:y) (x:y) U +—— UinUp —— U, (x:p) (x:1)

ylx  Alk) Al (k) xly x
AL\ (0} 4 > ALK\ (0}
Y y x!

A

DObserve la notacién: ALy I]J’]lC denotan la recta afin y proyectiva como esquemas, mientras que Al (k) y P (k) denotan los conjuntos

de sus puntos en el sentido flabitual.
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5.22. Ejemplo. Sea R cualquier anillo. Ahora vamos a construir el espacio proyectivo P}, pegando n+1 copia
del espacio afin A%. Consideremos Xy,..., X, = A}. Sera conveniente tomar las coordenadas sobre X;:
X0 X1 Xi-1 Xi+1 Xn

Xi —SpecR[ ey ™ ey —
Xi Xi Xi

)

donde los anillos de arriba se identifican con subanillos de R[xy,..., x,, x; ..., x;11. Consideremos los abier-
tos

Xj () X1 Xi—1 Xi+1 X
Uij=D(2)=specr| =2, =, 2oL 25 2R e X
Xi xi' xi' Xi X Xi 1%/
y los isomorfismos
¢ij: Uij— Uji

inducidos por los isomorfismos naturales entre las localizaciones correspondientes. Es facil verificar l1a con-
dicién del cociclo (trabaje con subanillos de R[xy,. ..,xn,xal, ...,x,'1). El resultado de pegamiento es por la
definicion el espacio proyectivo Pj. A
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5.6 Ejercicios

Ejercicio 5.1 (40/68; teoria del conjunto vacio). Demuestre que el espectro del anillo nulo es el objeto
inicial en la categoria de esquemas.

Ejercicio 5.2 (41/68). Sea X un esquema. Demuestre que hay un isomorfismo natural de anillos
Homgep (X, AL) = 0x (X).

En general, si X es un esquema sobre R para algun anillo R, demuestre que hay un isomorfismo natural de
R-algebras
Homgp,, (X,A}) = Ox (X).

Ejercicio 5.3 (42/68). Para un cuerpo k describa los automorfismos de la recta afin A} en la categoria de
esquemas sobre k. (Los automorfismos del plano Afc o en general A} son mucho mas complicados.)

Ejercicio 5.4 (43/68). Describa A}, y PL: sus puntos x € X, la topologia, el haz €y, las fibras Ox,y, y cuerpos
residuales x (x).

Ejercicio 5.5 (44/68). Sean X y X' esquemas sobre cuerpos k y k' respectivamente, donde char k # char k'
Demuestre que si X # @, entonces no existe ningin morfismo X — X'.

Ejercicio 5.6 (45/68). Sea p un nimero primo. Demuestre que para un esquema X las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

a) Ox(X) es un anillo de caracteristica p;

b) O0x(U) es un anillo de caracteristica p para cualquier abierto U c X;;

c) el morfismo canénico X — SpecZ se factoriza por el morfismo canénico SpecF, — SpecZ.
En este caso se dice que X es un esquema de caracteristica p).

Ejercicio 5.7 (46/68; continuacion). Sea X un esquema de caracteristica p. Definamos (f, f*): X — X, donde
f esla aplicacion identidad y
f: 0x(U) —Ox(U), a—a”.

Demuestre que (f, f°) es un morfismo de esquemas.

Ejercicio 5.8 (47/68). Demuestre que si (A;);c; es una familia infinita de anillos no nulos, entonces la uniéon
disjunta [[;c;Spec A; no es cuasi-compacta y en particular no es un esquema afin.

Ejercicio 5.9 (48/68). Sea X un esquema irreducible.
a) Demuestre que X tiene Uinico punto genérico n € X tal que {n} = X.
b) Demuestre que la interseccién de todos los abiertos no vacios de X es {n}.
Ejercicio 5.10 (49/68). Se dice que un morfismo de esquemas i: Y — X es una inmersion si
i) i es un homeomorfismo entre Y y un subconjunto localmente cerrado de X;
ii) los homomorfismos iﬁ,: Ox,i(y) — Oy,y son sobreyectivos para todo ye Y.

Consideremos morfismos de esquemas
f i
Z =Y 5 X
g

tales que io f = iog (y en particular (io f)! = (io g)%).

Dpor otra parte, si X — SpecZ se factoriza por el morfismo canénico Spec@ — SpecZ, entonces se dice que X tiene caracteristica 0.
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a) Demuestre que f = g como aplicaciones continuas.

b) Demuestre que f* = gf.

(Sugerencia: escriba qué es (i o f)* y verifique que fﬁ = gfc para todo x € X.)
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6 Productos fibrados

sesion 9
6.1 Revision de productos fibrados 26/08/19

Recordemos la nocién de producto fibrado en una categoria.

6.1. Definicién. Dada una categoria € y un objeto fijo S, la categoria de objetos sobre S tiene como sus
objetos morfismos X — Sy como sus morfismos tridngulos conmutativos

X —— Y
S
Notamos que si T es un objeto terminal en €, entonces la categoria de objetos sobre T es isomorfa a €.

6.2. Ejemplo. Ya hemos considerado la categoria de esquemas sobre S en §5.3. A

6.3. Definicion. Sean < una categoriay f: X — S, g: Y — S morfismos en . Un producto fibrado de X e

Y sobre S es un objeto X xg Y junto con morfismos f: X xgY — Xy g: X xg Y — X tales que
1) fog=geof;

2) dado otro objeto Z con morfismos p: Z — X, q: Z — Y tales que fop = gog, existe unico morfismo
h: Z—»Xsttalquengohyq:foh,

Xﬁs

El cuadrado conmutativo de arriba con la propiedad universal descrita también se conoce como un cua-
drado cartesiano. Notamos que el producto fibrado X x5 Y es lo mismo que el producto de f: X — Sy
g: Y — Senla categoria de objetos sobre Sy la definicién es equivalente a tener una biyecciéon natural en Z

Homg(Z, X xgY) 2 Homg(Z, X) x Homg(~Z,Y),

h— (goh, foh),
h—(p,q)

6.4. Ejemplo. En la categoria de conjuntos, basta considerar
XxsY={x,))eXxY|f(x)=gx)}SXxY

y tomar como gy f las restricciones de las proyecciones naturales. En la categoria de espacios topoldgicos,
podemos hacer lo mismo y considerar la topologia sobre X x5 Y inducida por la topologia producto sobre
XxY. A
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6.5. Lema (Composiciéon de cuadrados cartesianos). Sien el diagrama de abajo los dos cuadrados represen-
tan productos fibrados Z = X xs Y y W =V x x Z respectivamente, entonces su composicion también representa
el producto fibrado V xg Y.

W—2—Y
=17
V—X—28S§

\_/

Demostracion. Ejercicio para el lector (aplique dos veces la propiedad universal). [ |

6.2 Revision de coproductos fibrados

6.6. Definicion. Dada una categoria € y un objeto fijo S, la categoria de objetos bajo S tiene como sus
objetos morfismos S — X y como sus morfismos tridngulos conmutativos

Notamos que si I es un objeto inicial en €, entonces la categoria de objetos bajo I es isomorfa a 6.

6.7. Ejemplo. Si R es un anillo conmutativo fijo, las R-algebras son anillos bajo R: una R-algebra es un
anillo A junto con un homomorfismo R — A y un homomorfismo de R-algebras es un homomorfismo de
anillos A — B que conmuta con los homomorfismos correspondientes de R:

La categoria de anillos es isomorfa a la categoria de Z-algebras: el anillo Z es un objeto inicial y todo anillo
es una Z-algebra de manera canénica. A

6.8. Definicion. Sean % una categoriay f: S— X, g: S — X morfismos en ¢. Un coproducto fibrado de X
e Y sobre S es un objeto X ug Y junto con morfismos f: ¥ — XusY yg: X — XugY tales que

1) gof=fog;

2) dado otro objeto Z con morfismos i: X — Z, j: Y — Z tales que io f = jo g, existe inico morfismo
k: XusY —Ztalquei=kogyj=kof.

4
S—Y

La definicién de arriba es equivalente a la biyeccién natural

Hom®(X Lg Y, Z) 2 Hom®(X, Z) x Hom® (Y, Z).
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6.9. Ejemplo. El coproducto en la categoria de R-algebras es el producto tensorial sobre R.

R——B

I

A—— A®rB

Aqui los homomorfismos A— A®zr By B — A®p B vienen dados por a— a® 1y b~ 1® b respectivamente.
De hecho, la construccién particular del producto tensorial no es muy importante (una vez se conoce su
existencia); es mas importante la propiedad universal. A

6.10. Ejemplo. Se tiene
R[x1,...,xml®r R[y1,..., Ynl ER[X1,.... Xm, Y15+, Vnl-
Los homomorfismos candnicos correspondientes
R(x1,...,xml = R[x1,....Xm, Y1,--» VYul,  Ry1,...,¥nl = RIX1,..., Xm, V15> Ynl

son las inclusiones naturales.

R~——— Ry1,..., ¥nl

| oo

R[XI,...,)Cm] — R[xl,---;xm;_)/l,---;_)/n]

Para probarlo, basta recordar la propiedad universal de la R-algebra de polinomios R[xj,..., X;]. A

6.11. Ejemplo. Se tiene
ZImZezZInZ=272/(m,n)Z.

Los homomorfismos candnicos correspondientes
ZlmZ—7Z/(m,n)2, ZlnZ—7Zl(m,n)Z

son las reducciones modulo (m, n) := med(m, n).

7 —» ZIn”Z

I

ZlmZ —» Z/(m,n)Z

Dejo al lector verificar las propiedades universales correspondientes. A

6.3 Productos fibrados de esquemas afines
Antes de construir los productos fibrados de esquemas, vamos a analizar el caso de esquemas afines.

6.12. Proposicion (Productos fibrados de esquemas afines). Si X = SpecA e Y = SpecB son esquemas
dafines sobre S = SpecR, entonces el producto fibrado de X e Y sobre S en la categoria de todos los esquemas
viene dado por

X xsY =Spec(A®g B)

con los morfismos naturales inducidos por A—~ A®gr By B— A®p B.
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XxgY —> Y A®rB —— B
|7 [

X—S§ AR

Demostracion. Para cualquier esquema Z (no necesariamente afin), un morfismo Z — Spec(A ®p B) sobre
SpecR corresponde a un morfismo de R-algebras A®p B — 0(Z) (véase 4.6).

VA > Spec(A®R B) — GCz(Z) &———  A®RrB

N N

SpecR
Tenemos entonces biyecciones naturales
Homg(Z,Spec(A®g B)) = Homp(A®R B,0z(2)) ZHompg(A,07(2)) x Homg(B,0 z(2))
= Homg(Z,Spec A) x Homg(Z,SpecB). B

6.13. Comentario. Cuando S = SpecR, en lugar de “X x speck Y” muy a menudo se escribe simplemente
“XxpY”.

6.14. Ejemplo. Para cualquier anillo R se tiene
A" x7 SpecR = Spec(Z[x1, ..., %) ®z R) = Spec(R[x1,...,x,]) = Aj. A
6.15. Ejemplo. Para los espacios afines se tiene
AR xg AR = Spec(R[X1,..., Xm] ®g R[Y1,..., ¥n]) = SPECRIX1, ..., Xy Y1, .-, Yn) AR

Notamos que la topologia de Zariski sobre A%*” no es lo mismo que la topologia producto inducida por A%
y A%. Por ejemplo, si m=n =1y R = k es un cuerpo, entonces los subconjuntos propios cerrados en A}C son
finitos?, mientras que en Ai habra subconjuntos propios cerrados infinitos, como por ejemplo la diagonal
Vix-y).

Ojo: para los espacios proyectivos P} x g Pj Z PR*". A

6.16. Ejemplo. Para dos diferentes primos py g, sean Auna [,-algebray B una F,-dlgebra. Consideremos
el producto tensorial A®z B. Puesto que p y g son coprimos, tenemos la relaciéon de Bézout mp+ng =1 para
algunos m,n e Z. Luego, para a® b€ A®z B se tiene

a®b=1-(a®b)=(mp+nq)(a®b)=(mpa)®b+a®(nqgb)=09b+a®0=0.

Entonces, A®z B =0. Luego,
Spec A x SpecB = @.

En particular, este ejemplo demuestra que el conjunto subyacente del producto de esquemas no es lo mismo
que el producto de conjuntos subyacentes. A

DE] anillo k[x] es un dominio de ideales principales, asi que los subconjuntos propios cerrados en Speck|x] son de la forma V(f)
para algun polinomio no nulo f € k[x]. Luego, V(f) = @ si f es constante, y si V(f) corresponde a los factores irreducibles de f si f no
es constante.
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6.17. Ejemplo. Se tiene C ok C = C x C. Entonces, el producto fibrado correspondiente es

SpecC LISpecC — SpecC
L=
SpecC —— SpecR

Como espacio topoldgico, SpecC es un punto. En este caso, el producto de un punto con si mismo con-
siste en... dos puntos. A

Los dltimos ejemplos parecen contraintuitivos. Por este motivo uno no tiene que pensar en un esquema
como un espacio topolégico con estructura adicional, aunque formalmente hablando, lo es. La intuicién
correcta detras de esquemas sera explicada en §7.

6.4 Productos fibrados de esquemas en general

La construccién general del producto fibrado de esquemas se reduce al caso afin.

6.18. Lema. Para un morfismo de esquemas p: X — Z y un subconjunto abierto U < X la preimagen p~'(U) c Z
es un producto fibrado:

p~ L) g

| _
Plp=Lw) p

Demostracion. Si tenemos un esquema W con morfismos f: W — U, g: W — Z que cumplen io f = pog,
esto significa que g en realidad toma sus valores en p~!(U), y se factoriza de manera tnica por la inclu-
sién j: p~1(U) — Z. Se verifica facilmente que esta factorizacion se tiene al nivel de espacios localmente
anillados.

Para el resto de esta seccion, consideremos dos esquemas sobre S

- =

X

X —>

n

6.19. Lema. Sea U < X un subconjunto abierto. Si el producto fibrado (X xs Y, p,q) existe, entonces p~'(U)
junto con las restricciones correspondientes de p y q es el producto fibrado U xg Y.
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q\p—l(U)

pHU) > XxsY —3 v

_ _
Pl-1w) P ¥

J X
U-~ X S

\\\\\‘_ﬂ/////”

Xy

Demostracion. Como se ve del diagrama de arriba, se trata nada mas de composicién de cuadrados carte-
sianos (véase 6.5). ]

6.20. Lema. Sea X =J;c; U; un recubrimiento abierto. Si todos los productos fibrados U; xs Y existen, entonces
el producto fibrado X xgs Y también existe.

Bosquejo de la demostracion. Pongamos Z; := U; xg Y

qi
Zi Y

*) ”’i - p
xIU.
Uu——=S

y consideremos los subesquemas abiertos
Vij:=p;HUinU) € Z;.
Notamos que gracias a 6.19 ambos V;; y V;; son productos fibrados (U; nU;) xs Y, asi que habrd isomor-

fismos canénicos -
bij: Vij— Viji.

Xlu;nu;

Dado que los ¢;; estan definidos por la propiedad universal, es facil verificar que estos cumplen la con-
dicién del cociclo como en 5.18 y luego a partir de los Z; se puede pegar un esquema Z. Los morfismos
pi: Zi—U;yq;i: Zi— Y sepeganen p: Z— Xy q: Z— Y respectivamente, y el cuadrado

q
Z—Y
p y

X
X—S

sera cartesiano, puesto que los cuadrados (*) lo son. Los detalles se dejan al lector. [ |

61



6.21. Ejemplo. Se tiene P x Spec R = P}. Para probarlo, basta cubrir P} por copias de A7 y luego de nuevo
pegar copias de A7 x SpecR = A}, en el espacio proyectivo sobre R. A

6.22. Lema. Sea U c S un subconjunto abierto. Si el producto fibrado (X xs Y, p, q) existe, entonces
(xop) H(U) = (yoq)~ ()

se identifica con el producto fibrado x~(U) xy y~ (U).

(yoq) L () — y L)

!

(xop) N U) —— X x5Y

| |-

o ’ \
\/) U
Demostracion. Ejercicio para el lector. [ ]

6.23. Lema. Sea S =U;e; U; un recubrimiento abierto. Si todos los productos fibrados x™1(U;) xy, y 1 (U;) exis-
ten, entonces el producto fibrado X xg Y también existe.

Demostracion. Use 6.22 y el pegamiento como en la prueba de 6.20. [ |

6.24. Teorema. Para cualesquiera esquemas X e Y sobre S existe el producto fibrado X xs Y en la categoria de
esquemas.

Demostracion. Gracias a los lemas 6.20y 6.23, podemos tomar recubrimientos abiertos por esquemas afines

x=Uu;, v=Uv;, s=U W
iel jeJ keK

y luego bastaria construir los productos fibrados de la forma
xlg; (Wie) xwy, Y1y (W)
y pegarlos. Para los esquemas afines, ya tenemos la construccion 6.12. [ ]

6.25. Comentario. En general, uno puede probar que el producto fibrado existe en la categoria de todos los
espacios localmente anillados, y el producto fibrado de esquemas en esta categoria es un esquema [Stacks
project, tag ©1JF + 01JL].

6.5 Fibras

6.26. Definicion. Sea f: X — S un morfismo de esquemas. Para un punto s € S, consideremos el ho-
momorfismo natural Gs(S) — Specx(s) (“evaluacion en s”). Este corresponde a un morfismo de esquemas
Speck(s) — S. El producto fibrado correspondiente

X := X xsSpecxk(s)

se llama la fibra de f (o de X como esquema sobre S) sobre s.
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Xs —X
L=l

Speck(s) — S

Se puede ver que el conjunto subyacente de X, se identifica con f~!({s}). Esto explica el término “fibra”.
De esta manera uno puede pensar en un morfismo de esquemas f: X — S como una coleccién de fibras sobre
diferentes puntos de S. Esta es una especie de fibrado, pero las fibras pueden ser muy diferentes.

6.27. Ejemplo. Consideremos X = SpecZ[x, yl/(y* — x° — 4). Intuitivamente, se tiene la ecuacion y* = x3 +4
que puede ser considerada sobre cualquier cuerpo. Tenemos

X x SpecQ = SpecQ[x, y]/(y2 -x3-9),
X x SpeclFp = Spec[Fg[x,y]/(y2 -x%),

X x SpeclFz = Spec[Fg[x,y]/(y2 -x3-1),
X x SpeclFs = Spec[Fs[x,y]/(y2 -x3 —4),

En cada caso se obtiene el espectro que corresponde a una curva sobre diferente cuerpo k. Sin embargo, por

ejemplo, y* = x> + 4 es una curva lisa sobre Q y singular sobre F, y F3. De hecho,

of 2 Of
—=-3 ) —=2 )
O0x o oy ¥

asi que (0,0) sera un punto singular sobre F, y (1,0) sera un punto singular sobre Fs.
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6.6 Ejercicios
Ejercicio 6.1 (50/68). Demuestre que

a) Z[xy,...,xpl ®z R= R[xy,...,Xp],

b) Zimz®z7/nZ=7/(m,n)Z,

¢) CorC=CxC.
Ejercicio 6.2 (51/68). Consideremos los homomorfismos de R-algebras

Rlx] =R, x—0 y R[x]— Rle], x— €.
Demuestre que respecto a estos homomorfismos se tiene
SpecR[e] x gix) SpecR = SpecR[e]/(ez).

Ejercicio 6.3 (52/68). Para un esquema X denotemos por | X| el espacio topoldgico subyacente. Demuestre
que hay una aplicacién continua sobreyectiva

[Xxs Y] —|X] x5 Y]
inducida por los morfismos canénicos X xgY - Xy X xgY — Y.

Ejercicio 6.4 (53/68). Sea k un cuerpo. Demuestre que si X e Y son dos esquemas no vacios sobre k, en-
tonces el producto fibrado X x; Y tampoco es vacio.

Ejercicio 6.5 (54/68; cambio de base). Sea S’ un esquema sobre S. Demuestre que X ~ X xg S’ define un
funtor
SCh/s - SCh/sr.

Ejercicio 6.6 (55/68). Demuestre que si en una categoria ¥ existe objeto final y todos los productos fibrados,
entonces en ¥ existe cualquier limite finito. Deduzca que en la categoria de esquemas existen limites finitos.

Ejercicio 6.7 (56/68; continuacién). En particular, describa ecualizadores de esquemas afines y esquemas
en general.

f
Z—X=—=2Y
g
Ejercicio 6.8 (57/68). Proporcione todos los detalles que faltan en las pruebas de §6.4.

Ejercicio 6.9 (58/68). Sean X;, Y; familias de esquemas sobre S. Demuestre que

(HXi)Xs(H Yj); [ XixsY;.

iel jeJ (i, )elx]

Ejercicio 6.10 (59/68). Sea k un cuerpo. Recordemos que una k-algebra finitamente generada es una k-
dlgebra de la forma A = k[x, ..., x,]/a para algiin ideal a. Demuestre que si Ay B son k-algebras finitamente
generadas, entonces A®; B es también finitamente generada.

Ejercicio 6.11 (60/68; continuacién). Para un esquema X sobre k se dice que X es de tipo finito si
i) X es cuasi-compacto como espacio topoldgico;

ii) X tiene un recubrimiento abierto afin X = U;c; U; con U; = Spec A;, donde A; es una k-algebra finita-
mente generada.
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Demuestre que si X e Y son esquemas de tipo finito sobre k, entonces su producto fibrado X < Y es
también de tipo finito sobre Speck.

Ejercicio 6.12 (61/68). Calcule las fibras X; en cada punto s € SpecZ para los siguientes morfismos de
esquemas:

a) SpecZ[x] — SpecZ,
b) SpecZ[x]/(x?+1) — SpecZ,

¢) SpecC — SpecZ.
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7 Esquemas como funtores de puntos

En esta seccién por fin vamos a explicar el verdadero significado de esquemas. sesién 10
27/08/19

7.1 Recordatorio sobre el lema de Yoneda

7.1. Definicion. Sea € una categoria. Para su objeto fijo X € € pongamos para cada Y € ¢
hx(Y):=Home (Y, X).
Ademads, si f: Y — Y’ es un morfismo, se tiene una aplicacién
[*hx(Y)— hx(Y), g—gof.
De esta manera se obtiene un funtor contravariante

hx: €°P — Set,
Y~ hyx(Y),
f~r
Ahora un morfismo f: X — X’ induce una transformacién natural

af: hXQhX’

dada por
al: hx(Y) = hy(Y), g~ fog.

Todo esto significa que se tiene un funtor

h: € — Fun(¥¢°?,Set),
X~ hy,
(f: X = X) ~ (@ : hx = hy).

Aqui Fun(%°P, Set) denota la categoria cuyos objetos son funtores F: €°P — Set y cuyos morfismos son
transformaciones naturales a: F = G.

7.2. Teorema (Lema de Yoneda). Para cualquier funtor F: €°P — Set hay una biyeccion natural
F(X) = Nat(hy, F).

Bosquejo de demostracion. Para un elemento x € F(X) definamos una transformacién natural a*: hy = F
mediante

ay: hx(Y)— F(Y),
(f: Y = X)— F(f)(x).

Viceversa, dada una transformacién natural a: hy = F, podemos tomar el elemento
ax(idy) € F(X).

Dejo al lector verificar que a* es una transformacién natural, que las dos aplicaciones que hemos definido
son mutuamente inversas, y que son naturales en Fy X. [ ]

En particular, si en el lema de Yoneda tomamos F = hy, entonces se obtiene el siguiente caso particular.
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7.3. Corolario (Encajamiento de Yoneda). Para cualesquiera X, X' € € se tiene una biyeccion natural
Home (hy, hly) = Nat(hx, hx),
i al.

En otras palabras, el funtor
h: € — Fun(€¢°P,Set)

es fielmente pleno.

Recordemos que cualquier funtor F: € — 2 preserva isomorfismos: si f: X — Y es un isomorfismo,
entonces F(f): F(X) — F(Y) es también un isomorfismo. Un funtor fielmente pleno también refleja isomor-
fismos: si ¢: F(X) — F(Y) es un isomorfismo, entonces el morfismo f: X — Y tal que F(f) = ¢ es también
un isomorfismo.

7.4. Corolario. Setiene hy = hx: si y solamente si X = X'.

El altimo resultado significa que un objeto X se determina por sus relaciones con otros objetos; es decir,
por los posibles morfismos Y — X.

7.5. Definicion. Si para un funtor F: 6°P — Set se tiene F = hy para algin X € €, entonces se dice que F
es un funtor representable, representado por X. (Como acabamos de ver, este X estd definido de modo
Unico salvo isomorfismo.)

El encajamiento de Yoneda realiza una categoria ¥ como una subcategoria plena de la categoria mas
grande Fun(¢°P,Set). Esto suele tener ventajas, ya que relaciona la categoria abstracta € con la catego-
ria muy concreta de conjuntos. Sin embargo, todo tiene su precio: normalmente habra muchos funtores
F: ¢°P — Set que no son representables, y los objetos de la categoria grande que provienen de € pueden
perderse.

7.2 Funtor de puntos de un esquema

Ahora fijemos un esquema S y apliquemos el sinsentido abstracto de arriba a la categoria de esquemas
sobre S. Si no nos interesa la situacion relativa, siempre podemos tomar S = SpecZ; en este caso S no hace
parte de la notacion.

7.6. Definicion. Para esquemas X, Y sobre S pongamos
Xs(Y):=Homg(Y, X).
Los elementos de este conjunto se llaman los Y-puntos de X. Esto nos da un funtor contravariante

Xs: Schy — Set,
Y ~» Xs(Y) := hx(Y) := Homg(Y, X).

Notamos que Xs = X¢ siy solamente si X = X, asi que el funtor de puntos determina a X salvo isomor-
fismo. Esto no es tan sorprendente porque es una consecuencia formal del lema de Yoneda.

7.7. Definicion. Sean S =SpecR y X un esquema sobre S. Para una R-algebra A pongamos
Xs(A) := Xs(Spec A) := Homg(Spec A, X).
Los elementos del conjunto Xs(A) se llaman los A-puntos de X. Esto nos da un funtor covariante
Xs: R-Alg — Set,

A~ Xs(A).
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El funtor A ~ Xs5(A) es covariante porque es la composicién de dos funtores contravariantes A ~~ Spec Ay
Xs. Notamos que modulo la (anti)equivalencia dada por Spec, se trata de la restriccion de X ala subcategoria
de S-esquemas afines.

7 €6

7.8. Ejemplo (;Por qué “funtor de puntos”?). Consideremos S =SpecZy
X =SpecZ[xy,...,xnl/ (f1)---, fm)-

Ahora para cualquier anillo R se tiene

X(R) =Hom(SpecR,SpecZ[xy,...,xy1/(f1,..., fm)) EHom(Z[x1,...,x,1/ (f1,--., fm)), R)
sla=(ay,...,an) | a; €R, fila)=---= fn(a) =0}.

Aqui la tltima biyeccién viene de la propiedad universal del anillo de polinomios Z[x;,...,x,] y de su co-
ciente Z[xy,..., x,1/(f1,..., fm): especificar un homomorfismo ¢: Z[x;,...,x,1/(f1,..., fm) — R es lo mismo que
especificar elementos a; := ¢(x;) € R que satisfacen las relaciones definidas por fi,..., f,, En este sentido,
X(R) corresponde a las soluciones en R del sistema de ecuaciones polinomiales f; =--- = f,,, =0y es ldgico
decir que son los R-puntos de X. A

7.9. Ejemplo. Para X = A" :=SpecZ|[xy,...,X,] Se tiene
A"(R) ={(ay,...,an) | a; € R}. A

7.10. Ejemplo. Para X =P" yun cuerpo k el conjunto de los puntos P" (k) corresponde al espacio proyectivo
de toda la vida:
P (k) = (A" (k) \ {0}/ k™.

Para verlo, podemos cubrir P" por subesquemas abiertos isomorfos al espacio afin A” y luego aplicar el
ejercicio 7.5. A

7.11. Ejemplo. Consideremos X = SpecZ|[x, yl/(15x>—21y* - 7). Notamos que X(Z/3Z) = ¢ porque 3| (15x% —
21y?), pero 3 1 7. Ahora por la funtorialidad, tenemos una aplicacién X(Z) — X(Z/32). Pero X(Z/32) = ¢
implica que X(Z) = @. Este es un argumento tipico formulado en términos sofisticados: para probar que una
ecuacién no tiene soluciones enteras, basta probar que no hay soluciones médulo algin n. A

7.12. Ejemplo. Consideremos
Z[x11, X12, X21, X22, Y]

(X11X22 — X12%21) y— 1

GL; :=Spec

Tenemos
GL2(R) = {(a11, ar2, a1, az2) | ar1az2 — arpaz1 € R™}.

. . a a .
De esta manera GL;(R) corresponde al conjunto de matrices a = (a“ alz ) tales que deta € R*; es decir, ma-
21 22
trices invertibles. De la misma manera se define GL,,, solo basta notar que el determinante es un polinomio
en las variables x;; (suma alternante de n! monomios). A

7.13. Ejemplo. Consideremos E := SpecZ[x, yl/(y* - (x* — x)). La ecuacién y? = x3 — x, considerada sobre un
cuerpo, corresponde a una curva eliptica. Tenemos

E(2) =1{(0,0), (£1,0)}

(no es algo obvio, pero cualquier curva eliptica tiene un nimero finito de puntos enteros). Esta curva par-
ticular es algo especial porque se tiene
E@Q) =E@).
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Luego,

E(F2) ={(0,0), (1,0)},
E(F3) ={(0,0), (1,00},
EFs) =1{(0,0), (£1,0), (2, £1), (=2,£1)},

En fin, los puntos reales E(R) pueden ser dibujados como

y

[ .
N

Los puntos reales de SpecZ[x, y]/(y? — (x> — x))

A

7.14. Teorema. Sean S = SpecR y X, X' esquemas sobre S. Consideremos las restricciones de sus funtores de
puntos a los esquemas afines:
X3 X¢": SchAf)Y — Set.

La aplicacion natural
Homg (X, X') — Nat(X2f, X2,
fa
es una biyeccion. En particular, el funtor

Sch,s — Fun(R-Alg,Set),
X~ Xs(=)
es fielmente pleno y se tiene X = X' siy solamente si hay isomorfismo entre los funtores Xs(-) = X¢(-): R-Alg — Set.

Demostracion. Ya conocemos la biyeccion natural

Homg(X, X') = Nat(Xs, X§),
fal,
y ahora nos interesan las restricciones de X5y X a esquemas afines. Hay que probar que cada transforma-
cién natural a: X3 = X2 viene de un morfismo tnico f: X — X’ de esquemas sobre S.

Sea X = U;e7 U; un recubrimiento abierto de X por esquemas afines. Para simplificar el argumento, asu-
mamos que las intersecciones U; N U; son también afines!). Para cada i consideremos

ay;: ngif(Ui) :=Homg(U;, X) — Xéaf(Ui) := Homg(U;, X),
(ti: Ui —= X)~ (fi=ay,;): U; — X).

DEsto no es cierto para un recubrimiento afin general. Tome por ejemplo como X el plano con origen doble. Este se cubre por dos
copias de A2, pero su interseccién es /-\%C \ {0} que no es afin.
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Aqui i;: U; — X denotan las inclusiones canénicas. Notamos que los morfismos f;: U; — X son compatibles:
filUiﬁU]’ = fleiﬂUj-

En efecto, las inclusiones U;nU; — U; nos dan las restricciones X3 (U;) — X&(U;nU;) "V, y luego basta ocupar
la naturalidad de a. Esto significa que los f; se pegan en un morfismo unico f: X — X; tal que fly, = f;.
Puesto que los ¢; se pegan en el morfismo identidad X — X, se sigue que f = a(idx). [ |

7.15. Proposicion. Sean X,Y, Z esquemas sobre S. Los productos fibrados cumplen
(X xsY)s(2) = X5(2) x Ys(2).
En particular, si S = SpecR, entonces para cualquier R-dlgebra A
(X x5 Y)s(A) = Xs(A) x Ys(A).
Demostracion. Tenemos por la definicién de productos fibrados
(X xgY)s(Z)=Homg(Z,X xgY) =Homg(Z,X) x Homg(Z,Y) = Xs(Z2) x Ys(Z2). ]

Recordemos que el espacio topoldgico subyacente de X xg Y no tiene por qué ser el producto fibrado de
espacios topoldgicos subyacentes | X| xs | Y| (revise los ejemplos 6.16 y 6.17). La proposicién de arriba nos
dice que los funtores de puntos si se comportan bien respecto a los productos fibrados.

7.16. Ejemplo. Notamos que

AL E) {0} ptl -1

P"(F,) =
P IF | p-1

=p"+p" N+ tp+l
Ahora
P xP")(Fp) =P (Fp) x P"(Fp),
de donde se obtiene la formula
(P xPIEN =" +p™ 44 p+ D (" +p™" ++ p+ D).
Se ve que si m, n >0, entonces
[P x P™")(Fp)| > [P (Fp)I.
Esto significa que P x P y P™*" dan lugar a diferentes funtores de puntos, y entonces

P xPTZPM™" sim,n>0

(cuando m =0 o n =0, notamos que P°(k) es unipuntual). A

Los sencillos ejemplos de arriba explican el verdadero propésito de esquemas. En la geometria algebraica
clasica se estudian ecuaciones polinomiales sobre alglin cuerpo algebraicamente cerrado k. Los esquemas
nos permiten no fijar este k y variarlo, considerando puntos X(A) para diferentes anillos A.

Hemos visto que un esquema X (sobre SpecZ) se determina por el funtor de puntos correspondiente
X(-): CRing — Set.

Uno entonces puede preguntarse, para qué sirve la definicién de esquemas en términos de espacios local-
mente anillados, si al final los esquemas se identifican con ciertos funtores entre anillos y conjuntos. El pro-
blema estd en la palabra “ciertos”: para desarrollar la teoria en términos de funtores de puntos, primero hay
que aislar los funtores particulares CRing — Set que provienen de esquemas. Afortunadamente, esto no es
muy dificil; el lector interesado puede consultar [EH2000, Chapter VI] y [Stacks project, tag ©1JF]. El len-
guaje de funtores de puntos es muy comun en la teoria de grupos algebraicos; véase por ejemplo [DG1980].

DEs aqui donde se necesita la hipétesis que las intersecciones U; n U; son afines.
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7.3 Puntos k-racionales

Ahora para conectar los funtores de puntos con la geometria algebraica clasica, sea k un cuerpo y X un
esquema sobre k. Hay una interpretacién muy natural de Xg(k).

7.17. Definicion. Si para un punto x € X se tiene x(x) = k, se dice que x es un punto k-racional de X.
7.18. Proposicion. Hay una biyeccion natural
Xs(k) = {puntos cerrados k-racionales x € X}.

Cuidado: en esta proposiciéon se mezclan dos nociones de puntos: elementos de Xg(k) := Homg(Speck, X)
y los verdaderos puntos del espacio subyacente x € X.

Demostracion. Un punto cerrado x € X corresponde a un ideal maximal m, < 6y (U), donde U 3 x es un
entorno abierto afin de x. Podemos considerar el subesquema cerrado correspondiente V(m) — U (véase
4.10) que corresponde a un morfismo Speck(x) — U — X de esquemas sobre S.

Viceversa, consideremos un morfismo f: Speck — X de esquemas sobre S. Sea U = Spec A un entorno
afin del punto x:=im f.

f
Speck />—UN X

Speck

El morfismo f: Speck — Spec A corresponde a un homomorfismo de k-4lgebras ¢: A — k. Para el ideal
m, :=ker¢ se tiene A/m, = k. Se sigue que x es un punto cerrado con el cuerpo residual x(x) = k. [ ]

7.19. Ejemplo. Si k es un cuerpo algebraicamente cerradoy X = Specklx1,...,x,]/I, donde I = (fi,..., fm) €S
algan ideal radical, entonces todos los puntos cerrados x € X son k-racionales y corresponden a los verda-
deros puntos del espacio afin A" (k) definidos por las ecuaciones f; = --- = f;;, = 0. La proposicién nos dice
que estos también corresponden a Xg(k). A

71



7.4 Ejercicios
Ejercicio 7.1 (62/68). Sea R un anillo.
a) Demuestre que el funtor olvidadizo R-Alg — Set es representable.
b) Supongamos que para cada R-algebra A esta especificada una aplicacion entre conjuntos a4: A— A

de tal manera que para todo homomorfismo de R-algebras ¢: A— B se cumple ¢poa s = agod.

A2 A
|l
BB

Usando el lema de Yoneda, demuestre que existe un polinomio f € R[x] tal que para toda R-algebra A
se tiene

as:a— fla).
¢) Demuestre lo mismo sin recurrir a Yoneda.

Ejercicio 7.2 (63/68). Para el esquema X = SpecQl[x, yl/(x" + y" — 1) sobre @ describa los puntos X(Q) para
n=1,2,3,... (Se pueden usar ciertos resultados de la teoria de nimeros, sobre todo si sus pruebas no caben
el los margenes.)

Ejercicio 7.3 (64/68). Para el esquema X = SpecF,[x, y]/(x* + y* — 1) sobre F, calcule el nimero de puntos
X(Fpn) para n=1,2,3,...

Ejercicio 7.4 (65/68). Consideremos
X3 :=SpecQl[x, y]/(x2 + y2 -3), X7:=SpecQlx, y]/(x2 + y2 -7)
como esquemas sobre Q.
a) Demuestre que X3(Q) = X7(Q) = @.

b) Demuestre que X3 y X7 no son isomorfos como esquemas sobre Q.
(Sugerencia: considere los puntos p-adicos; es decir, X3(Q,) y X7(Qp), para p =3,7.)

¢) Demuestre que
X3 xg SpecR = X7 xg SpecR

como esquemas sobre SpecR.

Ejercicio 7.5 (66/68). Sea X un esquema y X = U;e; U; un recubrimiento abierto. Si R es un anillo local,
demuestre que X(R) = U;e Ui (R).

Ejercicio 7.6 (67/68). Demuestre que si P" es el espacio proyectivo (obtenido por pegamiento de copias
del espacio afin A" := SpecZ|[x1,...,x,]) Y R es un anillo local, entonces los puntos de P" sobre R son lo que
tienen que ser:

P"(R) = A" (R)/R*.

Ejercicio 7.7 (68/68). Para dos morfismos de S-esquemas f,g: X — Y demuestre que las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

a) f=g;
b) f(2)=g(Z): Xs(Z) — Ys(Z) para cualquier esquema Z sobre S;
¢) f(X)=g(X).
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A Notacion

Set
CRing
R-Alg
Top
PSh /X
Sh,x
RS
LRS
SchAf
Sch
Sch /S
Fun(¢,2)

Spec A
V(S)
1(Y)
D(f)
“p

Fx

Homg(X,Y)
X Xgs Y
XugY

Xs

hx

Xs(-)

la categoria de conjuntos
...anillos conmutativos
...R-élgebras
...espacios topolégicos
...prehaces de anillos conmutativos sobre X
...haces de anillos conmutativos sobre X
...espacios anillados
...espacios localmente anillados
...esquemas afines
...esquemas
...esquemas sobre S
...funtores € — 2 y transformaciones naturales

el espectro de un anillo o el esquema afin (Spec A, Gspec )
los subconjuntos cerrados de Spec A

el ideal para Y < Spec A

los subconjuntos abiertos principales de Spec A

la aplicacién Spec B — Spec A inducida por ¢: A— B

la fibra de un prehaz & en x€ X

la imagen directa de & respecto a f

la imagen inversa de ¢ respecto a f

el haz estructural de un espacio anillado

lafibrade Gy en xe X

el ideal maximal de @y, para un espacio localmente anillado
el cuerpo residual en x € X

la adjuncién entre (=)' y (-). o parte de morfismo de espacios anillados
el haz estructural del espectro

el espacio afin esquematico

el espacio proyectivo esquematico

la restriccion de (pre)haz & a un abierto U € X

el conjunto de morfismos de esquemas sobre S

el producto fibrado de X e Y sobre S

el coproducto fibrado de X e Y bajo S

la fibra de X — SpecS sobre s€ S

el funtor contravariante Home (-, X)

el funtor de puntos de un esquema sobre S
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