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1 Notacion

La letra k siempre denotara el cuerpo base.
Las variables de polinomios se denotaran por las letras mintsculas x, y, z, ...
Los ideales se denotaran por las letras I e J.

(fi,..., fs) denotard el ideal generado por fi,..., fs.

2 Macaulay2

En este curso vamos a usar el programa Macaulay2. Su nombre conmemora al geémetra algebraico inglés
Francis Sowerby Macaulay (1862-1937), y la cifra 2 se refiere a la segunda version. Para descargarlo y obtener
la documentaciéon completa, consulte la pagina

http://macaulay2.com/

Si el programa esta instalado en el sistema, para abrirlo, hay que ejecutar el comando M2 (con M mayuscula).
Sino, se puede usar el interfaz web

http://web.macaulay2.com/

Macaulay2 fue desarrollado por especialistas en dlgebra y geometria algebraica y la sintaxis de su len-
guaje es muy natural, por ejemplo:

ZZ denota el anillo 7,

QQ denota el cuerpo Q,

ZZ/p denota el cuerpo Z/pz, donde p debe ser un nimero primo,

GF g denota el cuerpo finito F,, donde g = p* (aqui “GF” viene de “Galois Field”),
@ Ry 1 Rdenotan el ceroy laidentidad del anillo R,

R[x,y,z] denota el anillo de polinomios con coeficientes en R en variables x, y, z,

R[x_1..x_57 denota el anillo de polinomios con coeficientes en R en cinco variables x_1, x_2, x_3,
x_4, x_5.

(a,b,c)y{a,b,c} denota respectivamente la sucesion y la lista de elementos a, b, c. Los elementos
se numeran a partir de 0.

#X devuelve el nimero de elementos en X (que puede ser una sucesion, lista, etc.), mientras que X#i
es el i-ésimo elemento.

etcétera.

Estos apuntes no son un manual exhaustivo de Macaulay2, asi que sus funciones seran ilustradas por
ejemplos particulares. E]l apéndice A contiene una lista de comandos basicos de Macaulay2 que seran rele-
vantes para nuestro curso.


http://macaulay2.com/
http://web.macaulay2.com/

Primera sesion en Macaulay2

He aqui un ejemplo de sesién en Macaulay2 donde vamos a verificar que en el anillo Q[a, b, ¢, d] para el
ideal
I:=(a®+be,d?* + be,(a+d) b, (a+d) c)

el radical coincide con el ideal
J:=(ad-bc,a+d).

alexey@topos:~$ M2

Macaulay2, version 1.13

--loading configuration for package "FourTiTwo" from file .../init-FourTiTwo.m2

--loading configuration for package "Topcom" from file .../init-Topcom.m2

with packages: ConwayPolynomials, Elimination, IntegralClosure, InverseSystems, LLLBases,
PrimaryDecomposition, ReesAlgebra, TangentCone, Truncations

il : R

QQ[a,b,c,d];

i2 : I = ideal (a”2 + b*c, d*2 + b*c, (atd)*b, (atd)*c);

02 : Ideal of R
i3 : radical(I)

2
03 = ideal (a + d, b*c + d )

03 : Ideal of R
i4 : oo == ideal (a*d - b*c, at+d)
04 = true

i5 : exit
alexey@topos:~$

Notamos que las entradas (input) se numeran por i1, i2, i3, ... mientras que las salidas (output) se
numeran por o1, 02, 02, ... Muy a menudo en una sesidn interactiva nos interesa la tiltima salida, y esta se
denota por oo. La sesion de arriba termina con el comando exit que sale del programa.

Note que los comandos en 11y 12 se terminan por el punto y coma ( ;). Esto suprime la salida. He aqui
los mismos comandos sin punto y coma:

il : R = QQ[a,b,c,d]

ol =R

ol : PolynomialRing

i2 : I = ideal (a”2 + b*c, d*2 + b*c, (a+d)*b, (a+d)*c)

2 2

02 ideal (a + b*c, b*c + d , a*b + b*d, a*c + c*d)

02 : Ideal of R




La documentacién puede ser obtenida directamente del programa: por ejemplo,

= el comando “help radical” mostrard la informacion sobre la funcién radical;

= el comando “viewHelp radical” abre la documentacidn interactiva en el navegador.

Las teclas| 1 |y| | |pueden ser usadas para ver los comandos digitados previamente, y la tecla com-

pleta los comandos. Por ejemplo, se puede digitar “qu” y luego presionar para ver todos los comandos
que empiezan por “qu”.

Una nota muy importante: todas las expresiones son sensibles a mayudsculas y mintsculas. Por ejem-
plo, ideal es una funcién que sirve para construir un ideal, mientras que Ideal es el tipo de datos que
corresponde a los ideales en Macaulay2.

Anillos cociente

Los anillos cociente se definen usando la sintaxis natural. He aqui un ejemplo con el cuerpo ciclotémico
Q(5) =Q[x]/®s5, donde @5=x*+x3+x%>+x+1.

Calculemos # en Q((s):

il : K = toField (QQ[z_5]/(z_5"4+z_573+z_572+z_5+1))
ol =K
ol : PolynomialRing

i2 @ 1/(1+z_573)

o2 =2z +z +1

02 : K

La funciéon toField se usa para declarar que un anillo es un cuerpo. Tal vez seria bueno subrayar que el
enfoque de Macaulay2 es algebra conmutativa, y para explorar las propiedades aritméticas de extensiones
finitas de Q existen otros programas como PARI/GP (http://pari.math.u-bordeaux. fr/).

He aqui otro ejemplo con los enteros de Gauss Z[i] = Z[x]/(x* +1):

i3 : R = ZZ[i]/(ir2+1)
o3 =R

03 : QuotientRing

i4 @ (3+2*%1)*(3-2%1)
04 = 13

o4 : R



http://pari.math.u-bordeaux.fr/

Parte |
Grobner basics

3 Polinomios en una variable

Revisemos rapidamente la situaciéon con polinomios en una variable. Para un polinomio

Lhvagx+ag € klxl,

f=anx"+ a1 x"
donde aj, # 0, denotemos el término mayor por
LT(f) = a, x".

3.1. Teorema. Sean f,g € k[x] dos polinomios, g # 0. Entonces, existe un algoritmo que obtiene polinomios
q, 1 € k(x] tales que
f=ag+r

y r =00 bien degr < degg. Ademds, estos q y r estdn definidos de modo tinico.

Demostracion. Consideremos el siguiente algoritmo.

Entrada: f, g € k[x], donde g #0

q:=0
r:=f

mientras r #0y LT (r) | LT(g) hacer
q=q+LT(r)/LT(g)
r=r—LT(r)/LT(g)-g

devolver (g,7)

Aqui la condicién LT(r) | LT(g) es equivalente a degg < degr. Notamos que a cada paso del algoritmo se
cumple la identidad
f=qgg+r.

En efecto, esto es cierto al inicio cuando se pone g:=0y r:= f. Luego, a cada paso se tiene
(g+LT(n)/LT(g)g+(r—LT(r)/LT(g)-8)=qg+r=f.

El ciclo se termina porque
LT(r)=LT(LT()/LT(g)-8),

asique r—LT(r)/LT(g)-g =0, o bien

deg(r—LT(r)/LT(g)-g) <degr,



y el grado de r no puede decrecer de manera infinita. Cuando el ciclo termina, tenemos r = 0 o bien degr <
degg, asi que r es el resto de division.
Ahora veremos la unicidad. Asumamos que

f=qg+n=qg+r.
Luego, tenemos
(1—g)g=r—r.

Dado que g # 0, esta expresion nos dice que g; = ¢» si y solo si r; = r,. Ahora si r; # 2, entonces, puesto que
degry,degr, < degg, tenemos
0<deg(r; + 1) <degg,

pero esto contradice el hecho de que

deg((q1 - g2) 8) = deg(q1 — g2) + degg. u
La divisién con resto implica que k[x] es un dominio de ideales principales.
3.2. Corolario. Todo ideal I < k([x] es principal: existe g € k[x] tal que I = (g).

Demostracion. Si I = 0, entonces su generador es 0. Si I # 0, sea g € k[x] un polinomio del minimo grado
posible tal que g € I. Ahora para cualquier polinomio f € I, la divisién con resto nos da

f=qg+r,

donde r =0 o degr < degg. Pero r = f — qg € I, asi que por la eleccion de g se tiene necesariamente r =0y
por ende f=qgge (g). [ |

3.3. Comentario. El anillo de polinomios en diversas variables k[xi,...,x,] no es un dominio de ideales
principales para n > 1. Por ejemplo, (x1,...,x,) es un ideal que no es principal. En particular, la divisién con
resto como tal no existe en k[x, ..., x,] (es decir, esto no es un dominio euclidiano).

3.4. Proposicion. En k[x] tenemos para cualesquiera fi,..., fs € klx]

(fl)'”)fs) :(g))
(fOn---n(fs) =),

donde
g=mcd(fy,...,fs), h=mcm(fy,..., fs).

Demostracion. El ideal (fi,..., f;) es el ideal minimo que contiene a fi,..., f;. Por el resultado anterior, este
puede ser generado por un elemento g € k[x]. Hay que probar que g es el mdximo comun divisor de fi,..., f;.
Primero, puesto que fi,..., fs € (g), tenemos g | fi,..., g | fs. Ahora si g’ € k[x] es otro polinomio tal que g'|
fi,.-.,&"| fs, entonces

(firen f) = (@ < (€.

La inclusién (g) < (g') significa que g’ | g.
La parte sobre el minimo comtin multiplo se demuestra de la misma manera y lo dejo como un ejercicio.
|

Ahora, si se tiene un ideal I = (fi,..., fs) € klx], para encontrar g € k[x] tal que I = (g), basta saber calcular
el maximo comun divisor. Recordemos que esto se hace mediante el algoritmo de Euclides.



Entrada: f, g € k[x]

mientras g # 0 hacer
g'=g
g =el resto de divisién de f por g
f=¢

devolver f

Para justificar el algoritmo, notamos que si

f=q8+m,

entonces
mcd(f, g) =mcd(g, ).

Esto se sigue de la equivalencia
hif, hlg <= hlg, hlr.

Entonces, a cada paso del algoritmo de arriba, el mcd(f, g) no cambia. El grado de g siempre decrece, asi que
en algin momento g se vuelve nulo y el ciclo se termina. Cuando g = 0, tenemos mcd(f,0) = f.

En general, para calcular med(f,..., fs), basta notar que

mcd(fi, fo, f3) = med(mced(f, f2), f3),
mCd(flrf21f3)f4) = mCd(mCd(mCd(fl,fZ)rf3))ﬂ),
mcd(fi, f2, f3, fa, f5) = med(med(med(mced(fi, f2), f3), f4), f5),

Todo esto significa que para resolver los problemas basicos sobre los ideales en k[x] hay algoritmos sen-
cillos basados en la divisién con resto.

3.5. Proposicion. Consideremos dos ideales

I'=(fi,....fs), T:=(8,...,8) S klx].
1) Setiene f € 1siy solo si med(fy,..., fs) | f-
2) Setiene I < J siysolo med(gy,..., &) | mcd(fi,..., fs)-
3) Setiene I =J siy solo si mcd(fi,..., f) =mcd(g,...,81) -

Nuestro objetivo es obtener criterios algoritmicos parecidos para los polinomios en diversas variables.

4 Polinomios en una variable en Macaulay2

El algoritmo de division con resto estd implementado en Macaulay2 como quotientRemainder(f, g).

*Recordemos que el maximo comun divisor estd definido salvo un multiplo invertible, asi que la igualdad mcd(fi,..., fs) =
med(g1,...,8:) se entiende salvo un maltiplo invertible.



i1 : R = QQ[x];
i2 : quotientRemainder (x"6, x"2-x+1)

4 3
02 =(x +x -x-1,1)

02 : Sequence

El operador / corresponde a la division exacta: para dos polinomios f, g € k[xi,...,x,] la expresién f/g
es un elemento del cuerpo cociente Frack[x,..., x,], incluso en el caso cuando f es divisible por g sin resto.
Para la divisién con resto, hay que usar los operadores // (cociente) y % (resto).

13 @ xA6/(xA2-x+1)

03 = ----------

03 : frac R
i4 : xN6//(xN2-x+1)

4 3

o4 X +x -x-1

o4 : R
i5 @ xM6B(xN2-x+1)
o5 =1

o5 : R

Para aprender a definir nuevas funciones en Macaulay2, podemos implementar el algoritmo de divisién
con resto por nuestra cuenta. Para definir una funcion, se usa la sintaxis “f = (x) -> ...” Veamos un
par de ejemplos:

i1 @ £ = (xX) -> x™2
ol = £

ol : FunctionClosure

i2 1 £(23)
02 = 529
i3 : R = QQ[x];

10



i4 @ £(x+1)

04 = x + 2x +1

o4 : R

i5 : fib = (n) -> if n==1 or n==2 then 1 else fib(n-1) + fib(n-2)
o5 = fib

06 : FunctionClosure

i7 : for n from 1 to 10 list fib(n)

o7 = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55}

o7 : List

Aqui la expresion
for n from 1 to 10 list fib(n)

forma una lista de los elementos £ib(n) para n = 1,...,n. Es bastante util en los calculos. Otra funcion
relacionada es apply: por ejemplo,

apply (toList (1..10), fib)

aplica £ib a todos los elementos de la lista {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 103} ydevuelve el mismo
resultado.

Implementemos entonces la divisién con resto. He aqui algunas funciones utiles para un polinomio f €
klx]:

= el término mayor es LeadTerm( f),
= el coeficiente mayor es LeadCoefficient(f),

= e] grado respecto a la variable x es degree(x, f).

El algoritmo de 3.1 se traduce palabra por palabra en el siguiente cédigo:

divRem = (f,g) -> (
q = 0;
T o ;

while r != @ and leadTerm(r)%leadTerm(g) == @ do (
q q + leadTerm(r)//leadTerm(g);
r r - leadTerm(r)//leadTerm(g)*g

)
(a,1)
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Notamos que la salida de una funcién es el valor de la ltima expresion y no hace falta escribir return (q,r).
Este c6digo es un poco tonto porque los operadores %y // ya corresponden a la division con resto. Si
queremos, podemos ajustarlo de la siguiente manera:

divRem2 = (£,g9) -> (

q = 0;
r := f;

while r != @ and degree(x,g) <= degree(x,r) do (
h := x~(degree(x,r)-degree(x,g))*leadCoefficient(r)/leadCoefficient(qg);
g =g+ h;
r =r - h¥*g

b

(9,1

s

Note el uso de dos operadores =y : =. El operador : = define una variable local (que no serd visible afuera
de la funcién).

En Macaulay2 el maximo comun divisor y minimo comin multiplo se calculan mediante gcd( fi,..., f;)

ylem(fi... fr)-

il : R = QQ[xJ;

i2 @ £ xA5 - 1,

i3 : g =x"3 - 1;
i4 : gcd(f,g)

04 =x -1

o4 : R

i5 : lem(£f,9)

o5=x +x +x -x -x-1

o5 : R

Como vimos arriba, los ideales en el anillo k[x] son particularmente sencillos, pero seria oportuno men-
cionar algunas funciones de Macaulay2 relacionadas con ideales, que seran mucho mads interesantes en
klx1,...,xn]:

» ideal(fi,..., fs) — el ideal generado por fi,..., fs;
= intersect([,J]) — lainterseccién de ideales;
= [+] — la suma de ideales;

= [*¥] — el producto de ideales;
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» [==] — laigualdad de ideales.

il : R = QQ[x]
ol =R
ol : PolynomialRing

i2 @ £ = x"6-1;

i3 : g xN15-1;

i4 : I

ideal(£f);

i5 : J = ideal(q);

i6 : intersect(I,J)

18 15 3
06 = ideal(x + X -x -1

06 : Ideal of R
i7 : I*]

21 15 6
o7 = ideal(x - X -x + 1)

o7 : Ideal of R
i8 : I+J

6 15
o8 = ideal (x -1, x - 1D

08 : Ideal of R
i9 : ideal(f,qg)

6 15
09 = ideal (x -1, x - 1D

09 : Ideal of R
i10 : oo == ideal(x"3-1)

010 = true

5 Ordenes monomiales

Ahora consideremos el anillo de polinomios en n variables k[x,...,x,]. Vamos a usar la notacion para
los monomios

. a a
x:=x"--xp", donde a=(ay,...,a,) eN".

Notamos que hay una biyeccién entre los monomios y las n-tuplas a € N” y la multiplicacién de monomios

corresponde a la suma de tuplas:
x®-xP = xo*h,

13



5.1. Definicién. Un orden monomial sobre k[xj,..., x,] es una relacién de orden total < sobre los mono-
mios x%, a € N que cumple las siguientes propiedades.

1) < es compatible con los productos: para cualesquiera x%, x#, x? se cumple
x%<xP = x*xV <xP x.

2) < es un buen orden: en todo conjunto de monomios .# # @ existe el elemento minimo respecto a <;
es decir, x* € # tal que x® < xP para todo xf € 7.

5.2. Observacion. La condicion 2) de la definicion es equivalente a la siguiente propiedad: toda sucesion decre-
ciente
$oD) o @@ o a®) o

se estabiliza.

Demostracion. Vamos a probar la contrapositiva: existe un conjunto . # @ sin elemento minimo si y solo si
existe una sucesion infinita decreciente.

En efecto, si tal . existe, podemos escoger x*V € . Luego, ya que en.% no hay elemento minimo, habrd
x*? e & tal que x*@ < x*D) | etcétera. De esta manera se obtiene una sucesion infinita

x0W 5 (@@ o (@@

Viceversa, si existe tal sucesion infinita, sus términos forman un conjunto sin elemento minimo. [ |
Ejercicio 1. Demuestre que sobre los polinomios en una variable k[x] hay un solo orden monomial que

viene dado por

I<x<x?<x3<---

Es decir,
X< x" = m<n.

Sin embargo, sobre los polinomios en diversas variables, hay muchos diferentes 6rdenes monomiales.
Ahora vamos a introducir algunos de ellos.

5.3. Definicion. El grado total de un monomio se define mediante

deg(xy" - xp") = a1+ + Ay

5.4. Definicion. Consideremos el anillo de polinomios k[x,..., x].
1) El orden lexicografico (o lex) se define mediante

xP <}ox x* < la primera entrada no nula de a — f € N” es positiva.

2) El orden lexicografico graduado (o grlex) se define mediante

deg(xP) < deg(x%),
xP <gr1ex x* <= { 0 bien
deg(xP) = deg(x®) y xP <jor x°.

"La palabra “total” significa que para cualesquiera x%, xP se cumple una de las siguientes relaciones:

x4 <xP, x¥=xP, %P,
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3) El orden lexicografico inverso graduado (o grevlex) se define mediante

deg(xﬁ) < deg(x9),
xP <greviex x* < { 0 bien
deg(xP) = deg(x®) y la tltima entrada no nula de a — 8 € N” es negativa.
Aqui se asume que las variables estan ordenadas como
X1 > X2 > > Xp.

En préactica, cuando el nimero de variables es 2 0 3, en lugar de k[x;, x2] Y k[x1, X2, x3] vamos a usar los anillos
klx,y1y klx, y, z] respectivamente. En este caso se asume el orden sobre las variables

x>y>z
5.5. Ejemplo. Consideremos el polinomio
— 3 3 2 3
f=1+xX+y’ +xyz+x°yz+xy’ € kix, y, zl.
Escribamos sus mondémios en el orden decreciente respecto a <jex, <griex <greviex-

<Jex: B+ xlyz+xyd+xyz+yi+1
<grlex: Pyz+xy3+ 3 +xyz+yi+1
<greviex: XY +x’yz+xd+y +xyz+1

Ejercicio 2. Demuestre que <;ey, <griex» <greviex SON Ordenes monomiales.

Ejercicio 3. Consideremos la siguiente propiedad: para cualesquiera a, 8 existe un nimero finito de mono-
mios x7 tales que
x% < x¥ < xP.

¢(Para cuales 6rdenes monomiales entre <ey, <griex Y <greviex €5to es cierto?

5.6. Definicion. Fijemos un orden monomial < sobre k[xy, ..., x,]. Sea f =Y, cq x¥ € k[x1,...,X,] un polino-
mio no nulo.
El monomio mayor de f es el monomio mayor respecto a < con coeficiente no nulo:

LM(f) := max{x® | cq #0};
si el monomio mayor es x“, entonces el coeficiente mayor y el término mayor correspondientes son
LC(f):=cq, LT(f):=cqx”
(del inglés “leading monomial”, “leading coefficient” y “leading term” respectivamente).

Ejercicio 4. Fijemos algin orden monomial sobre k[x1,...,x,]. Sean f,g € k[x1,..., x,] polinomios no nulos.
Demuestre las siguientes propiedades.

1) Tenemos
LT(fg)=LT(f)-LT(g).

2) Si f+ g #0, entonces
LM(f+g) =< mjix(LM(f),LM(g)).

Ademads, si LT (f) # LT(g), entonces

LM(f+g = mj’lx(LM(f),LM(g)).
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6 Ordenes monomiales en Macaulay2

Por defecto, Macaulay2 usa el orden grevlex que no es tan intuitivo, pero muy util en los calculos.

il : R =QQ [x,v,z];
i2 ¢ 1 + X3 + yA3 + x¥y¥z + xA2¥y¥z + x¥yA3

3 2 3 3
02 = x¥y + x y¥z + x +y + x¥y*z + 1

o2 : R
i3 @ xN2¥y¥*z < x¥*yA3

03 = true

Para usar otro orden monomial, podemos hacer lo siguiente:

i4 : R = QQ [x,y,z, MonomialOrder=>Lex];
i5 0 1 + xN3 + yA3 + x¥y¥z + xA2¥y¥z + x¥yA3

3 2 3 3
05 = x + x y¥z + x¥y + x¥*y¥*z +y + 1

o5 : R
i6 : R =QQ [x,y,z, MonomialOrder=>GLex];
i7 ¢ 1 + X3 + yA3 + x¥y¥z + xA2¥y¥z + x¥yA3

2 3 3 3
07 = x y*z + x¥*y + x + x¥*y¥*z +y + 1

o7 : R

El pardmetro MonomialOrder puede tomar valores Lex, GLex, GRevLex y varios otros mas. El mono-
mio, coeficiente y término mayor en Macaulay2 se calculan mediante

LeadMonomial(f), LeadCoefficient(f), LeadTerm(f).

He aqui un ejemplo:

il : R = QQ[x,y,z, MonomialOrder=>Lex];
i2 1 £ = 1 4+ 2*xA3 4+ 3*yAZ + 4xxXy¥z + S5FXxA2¥y*z 4+ 6FxFyA3
3 2 3 3

02 = 2x + 5x y¥z + 6x¥y + 4x¥y¥z + 3y + 1
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o2 : R
i3 : leadMonomial(£f)

3
03 = x

o3 : R
i4 : leadCoefficient(f)

o4

2
o4 : QQ
i5 : leadTerm(£f)

3
o5 = 2x

o5 : R

7 Division con resto para polinomios en diversas variables

7.1. Teorema. Fijemos un orden monomial sobre k(xy,...,xy,). Sea (fi,..., fs) una tupla de polinomios. Entonces,
todo polinomio f € kl(x,,..., x,] puede ser escrito como

f=ah++qsfs+r,
donde qi,...,qs,1 € kixy,...,x,] y Se cumplen las siguientes condiciones:
1) r=0o0 r es una combinacion k-lineal de monomios no divisibles por LT (f1),..., LT (fs);

2) si q;f; #0, entonces
LM(q; fi) = LM(f).

El polinomio r se llama un resto de divisién de f por (fi,..., fs). En general, las condiciones de arriba no
definen a r de modo tnico.

Demostracion. Vamos a describir un algoritmo que calcula ¢1,...,gs y r.
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Entrada: f, fi,..., fs € k[x1,..., x5]

q1:=0;...;4s:=0;1r:=0
p=f

mientras p # 0 hacer
i=1
ocurriéDivision:= false
mientras i < sy ocurriéDivisién = false hacer
si LT(f;) | LT (p) entonces
qgi:=q;+LT(p)/LT(f;)
p:=p-(LT(P)/LT(f) fi
ocurriéDivision = true
sino
i=i+1

si ocurriéDivision = false entonces
r=r+LT(p)
p=p-LT(p)

devolver (q1,...,qs), 1

Notamos primero que a cada paso del algoritmo se cumple la identidad

(7.1) f=qfi++qsfs+r+p.

En efecto, esto es obvio al inicio cuando q; =---=gs=r =0y p = f, y luego a cada paso del ciclo mas
grande se hace precisamente una de las siguientes dos operaciones.

a) Si LT(f;)| LT(p) para algun i, entonces g; y p se remplazan por
q;:=qi+LT(P)/LT(f), p':=p—-LT(P)/LT(f)) f;
respectivamente. En este caso
qifi+p = (q,- +LT(p)/LT(fi))fi + (p— (LT(p)/LT(ﬁ))ﬁ) =qifi+p,

asi que la identidad (7.1) se preserva.
Notamos que

LT LT
LT( (p)ﬁ)— D) 11 = T (),

LT(f) ") LT(f)
asi que al remplazar p por p’ se tiene o bien p’ =0, 0 LM(p’) < LM(p).

b) Si LT(f;)t LT (p) para ningln i, entonces r y p se remplazan por
r'i=r+LT(p), p':=p-LT(p),

y de nuevo, r' + p' = r+ p, y la identidad (7.1) se preserva. Notamos que de nuevo, p’ =0 0 LM(p') <
LM(p).
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Entonces, después de cada ejecucion del ciclo principal, p se vuelve nulo, o su monomio mayor se vuelve
mas pequeno. Esto significa que el ciclo principal se termina en algin momento, cuando tendremos p =0y

f=qfi++qsfs+r

Notamos que en el algoritmo el término LT (p) se suma a r precisamente cuando LT (f;) t LT (p) para nin-
gun i, asi que r cumple la condicién 1). Ademas, durante la ejecucion del algoritmo, si p # 0, entonces se
cumple LM(p) < LM(f)—al principio p = f, y luego el monomio mayor de p decrece. Los términos que se
suman a ¢; son de la forma LT (p)/LT(f;), asi que

LM(q; f;) < LM(f).
Entonces, la condicién 2) también se cumple. [ ]

Seria un poco tedioso ejecutar cada vez este algoritmo a mano, asi que lo implementé en Macaulay2;
véase el apéndice B.

7.2. Ejemplo. En el anillo k[x, y] con el orden monomial lexicografico dividamos

f=xy*+1por (fi,fo) = (xy+1,y+1).

il : load "Division.m2"

i2 : R = QQ[x,y, MonomialOrder=>Lex];

i3 : divRemMultivar (x*y”2 + 1, (x*y+1, y+1))
o3 = (v, -1, 2

03 : Sequence

Tenemos entonces
xy2+1:y-uy+1)+04jwy+1)+2

Notamos que el resultado del algoritmo depende del orden de los polinomios fi,..., f;. Por ejemplo, al
dividir el mismo polinomio f por (f, fi) se obtiene

PP +1=(xy—x)-(xy+1D+0-(y+ 1)+ (x+1).

i4 : divRemMultivar (x*y~2 + 1, (y+1, x*y+1))
04 = ((x*y - x, 0), x + 1)

04 : Sequence

Notamos que si nuestro algoritmo de divisién devuelve r = 0, entonces

f=afh+-+qsfse(fr,.... fs).

Lamentablemente, lo contrario no esta garantizado: si el resto no es nulo, esto no significa que f ¢ (f1,..., fs).
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7.3. Ejemplo. De nuevo, consideremos el orden lexicografico sobre k[x, y] y dividamos

f=xy*—xpor (fi, f) = (xy—1,)> - 1.
El resultado sera
XY —x=y-(xy-1D+0- (> - 1)+ (—x+ ).

Sin embargo,
xyz—xe (xy-1, y2—1).

De hecho, la divisién por (f2, f1) nos da

xyz—xzx'(y2—1)+0-(xy—1)+0.

A

Ejercicio 5. Implemente en Macaulay2 la funcién med( f, g) que calcula el maximo comun divisor de f,g e

k[x] usando el algoritmo de Euclides. (Para el resto de division, use el operador %.)

Division con resto en Macaulay2

Para dividir f conresto por (fi,..., fs) en Macaulay2, se pueden usar los operadores habituales // (cocien-
te), % (resto), y la funcién quotientRemainder (cociente y resto). Sin embargo, lo que calcula Macaulay2
no es lo mismo que calcula nuestro algoritmo de arriba. He aqui un ejemplo particular: consideremos el orden

lexicogréfico graduado sobre k[x, y] y dividamos f = x? por fi = x> —xy, fo = x>y — y? + x.

i : R = QQ[x,y, MonomialOrder=>GLex];
i : guotientRemainder (matrix {{x"23}}, matrix {{x"3-x¥*y, x"2*y - y"2 + x}})

o={31-yI, 9
{3y 1 x|

o : Sequence

Aqui el primer argumento es la matriz (x?) de 1 x 1 y el segundo argumento es la matriz fila

(x3—xy, xzy—y2+x)

-y
(7)o

¥ =—y- (P —xy)+x-(Fy—y*+x) +0.

de 1 x 2. El resultado es

lo que significa que

Esto sucede porque cuando f pertenece al ideal (f3,..., f5), Macaulay2 siempre da su expresioén en términos
de estos generadores y el resto nulo. El algoritmo de 7.1 no puede dar la respuesta de arriba porque esta

expresion no cumple la condicién 2).

Entonces, lo que hace Macaulay2 parece mas util de lo que calcula nuestro algoritmo: alli r = 0 si significa

que f € (fi,..., fs). Sin embargo, nuestro algoritmo nos servird mds adelante.
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8 Ideales monomiales

Uno de los objetivos de nuestro curso es entender cémo hacer calculos con los ideales en el anillo de
polinomios k[x1,...,x,]. Una clase importante de ideales son los ideales monomiales, y las operaciones con
estos son particularmente sencillas.

8.1. Definicion. Se dice que un ideal I € k[x;,...,x,] es monomial si I puede ser generado por monomios:
I=x%|ac A
para algin subconjunto A <N" (no necesariamente finito)
8.2. Ejemplo. Tenemos los siguientes ideales monomiales en el anillo k[x, y, z]:
I= (xz,xy, xz%), J= (yz,y2 -x%).
En efecto, I desde el principio estd generado por monomios, mientras que J = (x%, y?). Notamos que los
elementos de un ideal monomial no son solamente monomios: por ejemplo, x>+ xy € I no lo es. A
8.3. Lema. Sea I = (x* | a € A) un ideal monomial. Entonces, un monomio x? pertenece a I siy solo si x* | x?
para algiin a € A.
Demostracién. Esta claro que si x® | x#, entonces x? € I. Viceversa, si x € I, entonces
%P = fixW 4o fix0O

para algunos polinomios fi,..., fs ¥ a(1),...,a(s) € A. Al despejar esta expresion, nos queda necesariamente

xﬁ =y xa(i)

para algun i. [ |
Notamos que los multiplos de x® son los monomios de la forma x**# para g € N”. Por ejemplo, para el

ideal monomial
I=(x%y,x*y3, xy") c klx,

los monomios xy" que pertenecen a I pueden ser visualizados mediante el siguiente “diagrama escalona-
do”:

\
7
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Un polinomio pertenece a un ideal monomial I si y solo si es una combinacién lineal de monomios de 1.
A saber, tenemos el siguiente resultado.

8.4. Proposicion. Un ideal I < klxy,...,x,] es monomial si y solo si se cumple la siguiente propiedad: para
cualquier polinomio f =Y., c, x* € I se tiene

Ca20=x%€1.

Demostracion. Si I estd generado por algunos monomios x® con a € A, entonces un elemento de f es de la
forma
F=AxW4.. 1 £x*9  donde f; € klxy,..., X,], a(i) € A.

Al despejar esta expresion, tendremos una combinacién lineal de monomios de la forma x# x*® y cada uno
de estos monomios pertenece a I.

Viceversa, asumamos que se cumple la propiedad. Entonces, podemos tomar como los generadores de I
todos los monomios que aparecen en los polinomios f € I. [ |

Para los ideales monomiales I, J es facil comprobar si I = J, o si f € I para un polinomio f.

8.5. Corolario. Para A, B < N" consideremos los ideales monomiales
I'=x%acd), J:=xP|peB)cklx,..., xul.

1) Setiene f € I siy solo si f es una combinacién k-lineal Y, ¢, x¥ donde cada monomio xV es divisible por
algtin x* con a € A.

2) Setiene I =] siysolosien Ie ] aparecen los mismos monomios.

3) Setiene 1< J siy solo si para cada a € A existe B € B tal que xP | x.

Ejercicio 6. Demuestre que para ideales monomiales I, J € k[x1,..., x,,] los ideales I+ J,I]J,InJ son también
monomiales. Especificamente, si
I=(x"|acd), J=@xP|BeB),

entonces
I+]={x"|ye AUB},
IJ={x**f|acA BeB},
InJ={mem(x% xP) |ae A BeBy.

9 El lema de Dickson

9.1. Teorema (Lema de Dickson). Sea I = (x* | « € A) un ideal monomial. Entonces, I puede ser generado por
un ntimero finito de monomios de A:

I=xW ., x¥)Y  para algunos a(l),...,a(s) € A.

Demostracién. Primero notamos que serfa suficiente encontrar un ndmero finito de monomios x#0, ..., xf),
no necesariamente del conjunto A, que generan a I. En efecto, en este caso cada xA) € I es divisible por algtin
x*® para a(i) € A. Luego,

I=PY, Py (@D x* e

asi que I = (x*W, ..., x*®)),
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Procedamos por induccion sobre el nimero de variables n. Si n =1, entonces tenemos un conjunto Ac N
tal que I = (x%| a € A). Ahora para b:=min{a € A} se tiene I = (x?).

Para el paso inductivo, asumamos que el resultado es valido para n —1 variables. Consideremos un ideal
monomial I € k[x3,...,x,-1,y]. Para d =0,1,2,3,..., consideremos los ideales monomiales
Ip:=P1xPyd e D cklx,..., xnol.

Estos forman una cadena
IO < Il < 12 (SRR k[xly--'rxnfl])

y su unién

Ioi=U I

d=0
es también un ideal monomial. Por la hipdtesis inductiva, el ideal I, esta generado por algunos monomios

x®W L xe

tales que paracada i = 1,..., s existe d; que cumple x®) y% € J. Pongamos ahora d’ := max{d,, ..., ds}. Tenemos
entonces

Io =1y =1gi2="""= .
De nuevo, por la hipétesis inductiva, cada uno de los ideales I,; esta generado por algin conjunto finito
de monomios G,. Podemos asumir que

Gar=Ggr41=Ggr42 =" = Goo.
Consideremos el conjunto finito de monomios

G:= |J %y 1x%eGy).
0<d<d'

Este genera a I. En efecto, para todo monomio x%y< € I tenemos x® € I, asi que existe x” € G, tal que x¥ | x%,
y luego xPy4 | x%y4.

= Sid<d',entonces xPy? € G.
» Sid>d', entonces xP e Gy y xPy? | xPyd.
En ambos casos podemos concluir que x®y< € (G). [ |

Ejercicio 7. Demuestre que el lema de Dickson es equivalente al siguiente resultado: para todo subconjunto
AcN" existe un nimero finito de elementos a(1),...,a(s) € A tales que para todo a € A se tiene a = a(i) + f
paraalgini=1,...,sy feN".

Ejercicio 8. Para un ideal monomial I digamos que un conjunto de generadores {x®*", ..., x*¥} es minimal
si x*@D y x*U) para i # j. Demuestre que todo ideal monomial posee un conjunto de generadores minimal y
este es Unico.

Ejercicio 9. Consideremos los ideales monomiales
Ij=(X1,..,X},.., Xp) © klx1,...,x4), j=1,...,n,
donde ¥ significa que x; se omite de la lista. Encuentre el conjunto de generadores minimal para el ideal
LN,
Por ejemplo, para n =2 tenemos (x,) N (x1) = (x;X2); para n = 3 tenemos
(x2, x3) N (X1, x3) N (X1, X2) = (X1 X2, X1 X3, X2 X3)

(jdemuéstrelo!), etcétera.
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El lema de Dickson nos da la siguiente caracterizacion util de érdenes monomiales.

9.2. Corolario. Sea < una relacion de orden total sobre los monomios de k[xi,...,x,]. Entonces, < es un orden
monomial si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) < es compatible con los productos: para cualesquiera x®, xP, x¥ se cumple

1 <xP = x%x" <xPx".

2*) x%=1paratodo a e N".

Demostracion. En la definicién de orden monomial en lugar de 2*) estd la condiciéon de que < es un buen
orden. Primero, est4 claro que la propiedad de ser un buen orden implica 2*): si x% < 1 para algin a, entonces
por la propiedad 1) tenemos una sucesion infinita

a 3a

X% > x2 > 30 >

lo que contradice la definicién de buen orden.
Viceversa, asumamos que se cumple 2*). Probemos que < es un buen orden. Para cualquier subconjunto
A< N" hay que deducir que
Si={x%|acA

tiene un elemento minimo. Para esto consideremos el ideal monomial
I1:=(S).

Por el lema de Dickson, existen
a(l),...,a(s)e A

tales que
I=xW ., x%9),
Ahora cualquier monomio x® con a € A pertenece a (x*, ..., x*®) asi que es divisible por algiin x*® para
i=1,...,s; es decir,
x% = x%D P
para algiin e N”. Pero x” > 1 por la propiedad 2*), lo que implica que
ati)

100 1P > «

Entonces, el elemento minimo de S es
min{x*Y, ..., x*®h, [ |

En practica es mas facil verificar la condicién 2*) que la condicién de buen orden.

Ejercicio 10. Fijemos un vector u = (uy,...,u,) € R" tal que los nimeros u; son positivos y linealmente
independientes sobre Q. Demuestre que

1% <, 1P = u-a<u-p,

donde - denota el producto escalar habitual, define un orden monomial. ;Qué sucede si los u; no son lineal-
mente independientes?
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10 Ideales monomiales en Macaulay2

Los ideales monomiales estan implementados en Macaulay2 como el tipo MonomialIdeal. Los algo-
ritmos para ideales monomiales son mucho mas faciles que para los ideales en general. Un ideal monomial
se construye mediante

monomialIdeal (x®@W, ..., x%¢))

Para los ideales monomiales Macaulay2 automaticamente calcula el conjunto de generadores minimal.

il @ R = QQ[x,y,z];
i2 : ideal (x*y,x,y,x"2)

2
02 = ideal (x*y, X, y, X )

02 : Ideal of R
i3 : monomialIdeal (x*y,x,y,x"2)
03 = monomialIdeal (x, y)

03 : MonomialIdeal of R

Calculemos por ejemplo la interseccion de ideales
»anx,2)n(xy)

en Q[x, y, zl.

i4 : intersect (monomiallIdeal (y,z), monomialIdeal (x,z), monomialIdeal (x,y))
04 = monomialIdeal (x*y, x¥*z, y*z)

04 : MonomialIdeal of R

Para ver si dos ideales coinciden o no, se pueden usar los operadores ==y ! =. Para ver si I < J, se puede
usar isSubset (I, ). EnMacaulay2 no existe una funcién separada que verifica si f € I; en su lugar se puede

ejecutar el comando f%I == 0, pero su verdadero significado serd explicado mds adelante en el curso.
i1 : R = QQ[x,vy];
i2 : I = monomialIdeal (x"6*y, x"2*yA3, x*yA7)

6 23 7
02 = monomialIdeal (x y, x vy , x¥y )
02 : MonomialIdeal of R

i3 : J = monomialIdeal (x"2*y, x¥*y~3)
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2 3
03 = monomialIdeal (x y, x*y )
03 : MonomialIdeal of R

i4 : £ = 2¥XAZ¥YNZ - BExAGFYA2
6 2 33

04 = - 3xy + 2x vy

o4 : R

i5 1 g = xN2¥y + xA2*¥yA7

27 2
o5 =xy +xvy
o5 : R
i6 : f%I ==
06 = true
i7 : g%l ==
o7 = false
i8 : g%l ==
08 = true

i9 : isSubset(I,J)
09 = true

Atencidn: no olvide los paréntesis.

il : R = QQ[x,vy];
i2 @ xA2 -y % ideal (x*2-y)

2
02 =x -y

o2 : R
i3 ¢ (X2 - y) % ideal (x"2-y)
03 =0

03 : R

Aqui la expresion “x~2 - y % ideal (x”~2-y)” no da cero; la expresién deseada es probablemente
“(xA2 - y) % ideal (x~2-y)”.

11 Bases de Grobner

Escojamos algiin orden monomial sobre k[x;,...,x,]. A partir de ahora todas las definiciones resultados
seran relativos a este orden monomial fijo.
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11.1. Definicion. Sea I < k[x,...,x,] un ideal. Pongamos
LT(I):={LT(f)| f € I\ {0}}.

Se dice que un subconjunto finito G :={gi,...,gs} = I es una base de Grobner para I (respecto al orden
monomial fijo) si el ideal generado por los términos mayores de los polinomios en I coincide con el ideal
generado por los términos mayores de gy, ..., gs:

(11.1) (LT(D) = (LT(G)) := (LT(g1), ..., LT (gs)-

11.2. Comentario. El apellido Grobner se escribe con la diéresis, el signo diacritico que consiste en dos
puntos. Sin embargo, en los sistemas de 4lgebra computacional en los comandos relevantes se escribe
“groebner” con “oe” en lugar de “6”.

Notamos que el ideal (LT (1)) es monomial:
(LT | feI\{0h)=@LM(f) | fel\{0}.
Se ve que la condicién (11.1) es equivalente a
para todo f e I\ {0} se tiene LT(g;) | LT(f) para algn i =1,...,s.
11.3. Proposicion. Todo ideal no nulo I < k[xy,...,x,] tiene una base de Grébner.

Demostracion. Por el lema de Dickson, hay un niimero finito de polinomios gi,..., g;s € I tales que
(LT(g1),...,LT(gs)) = (LM(g1),...,LM(gs)) = (LM(f) | f € I\ {0}) = (LT (). u
11.4. Proposicion. Si{g,...,gs} es una base de Grobner para I, entonces es una base: se tiene

I= (gl)---rgs)-

Demostracion. Tenemos (LT (D)) = (LT(g1),..., LT(gs)). Para todo f € I la division con resto nos da qy,...,gs, 7 €
klx1,...,x,] tales que
f=mg+-+4qs8g+r,

donde los términos que aparecen en r no son divisibles por LT(g1),...,LT(gs). Pero
r=f-(mg+--+qs8)el,

asi que si r # 0, entonces
LT(r) e (LT()) = (LT(g1),...,LT(gs)),

lo que implica LT(g;) | LT(r) para algan i (véase 8.3), pero no es el caso. Entonces, necesariamente r =0y
por lo tanto f € (gy,...,&s). [ ]

Lo que acabamos de probar en particular implica el teorema de la base de Hilbert.
11.5. Corolario. Todo ideal I < k[x1,...,x,] es finitamente generado.

Aunque hemos establecido la existencia de bases de Grobner, nuestro argumento usa el lema de Dickson
cuya prueba no fue muy constructiva, asi que todavia no esta claro ni como encontrar una base de Grobner
para un ideal I, ni cémo verificar si alguna base es una base de Grobner.
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11.6. Ejemplo. Consideremos el anillo k[x, y] con el orden lexicografico graduado. Para
fhi=x=xy, fr=xy-y+x,

consideremos el ideal
I'=(f1, f2) cklx,yl.

Notamos que

g1:=x2:—yf1 +xf2€I,
@i=xy=—(xy+) fi+x*frel,
gi=y —x=-y’ fi+(xy-Dfrel

Entonces, los términos mayores de g1, g2, g3 estan en el ideal (LT (D)):
(LT(f), LT(f2)) = (%, x°y) C (x%, xy, ¥*) = (LT(g1), LT(g2), LT(g3)) C (LT (D)).

Esto significa que {f}, f>} no es una base de Grobner: el ideal (LT(f1), LT(f2)) es estrictamente mas pequeio
que el ideal (LT (I)). Un buen candidato para una base de Grobner es {g1, g2, g3}. Para esto hay que probar que

(LT(D) = (x%, x3, ).
Esto no es tan inmediato como parece. El ideal (x?, xy, y%) contiene todos los monomios salvo 1, x, y:

n

N

> m

Entonces, hay que ver que 1,x,y ¢ (LT(I)). Primero, estd claro que 1 ¢ I, dado que ni f; ni f> no tiene
término constante. Dejo al lector el placer de verificar que

ax+by+celparaa,bcek < a=b=c=0.

Esto implica en particular que x, y ¢ (LT (D). A

11.7. Proposicion. Sea {gi,..., gs} una base de Grébner para un ideal I < k[x,,...,x,]. Entonces, para cualquier
polinomio f € klx1,...,xy,] existe unico r € k[xy,...,xy] con las siguientes propiedades:

1) los términos que aparecen en r no son divisibles por LT(g1),...,LT(gs);
2) f=h+rparaalgin he L

Demostracion. El algoritmo de divisiéon con resto nos da

(11.2) f=qmgi+-+qsgs+r,

28



donde r cumple la propiedad 1) y luego h:=q1 g1 +---qsgs € I = (g1,...,&s) cumple la propiedad 2). Esto esta-
blece la existencia. Para la unicidad, supongamos que existen r, 7’ tales que

f=h+r=h"+r".
Luego, r—r'=h'—hel. Sir#r', entonces
LT(r—r"ye (LT() = (LT(&1),...,LT(gy)),

lo que implicaria LT(g;) | LT(r — r') para algin i. Pero en este caso algiin término de r o r' tiene que ser
divisible por LT(g;) y no es e caso. Podemos concluir que r = r'. [ |

11.8. Comentario. En la expresion 11.2 el resto r es nico, pero los polinomios ¢,..., gs no son Gnicos.

Ejercicio 11. Sea I < k[xy,...,x,] un ideal. Demuestre que para cualquier polinomio f € k[xy,..., x,] existe
Unico r € k[x1,...,x,] con las siguientes propiedades:

1) los términos que aparecen en r no son divisibles por ningtn elemento de LT (1);
2) f=h+rparaalgin he I

11.9. Corolario. Sea {g1,...,gs} una base de Grobner para un ideal I < k[x1,...,x,]. Entonces, para cualquier
polinomio f € klxy,...,xy] el resto de division de f por gi,...,gs estd definido de modo tinico (con cualquier orden
de g1,...,8s). Tenemos f € I siy solo si este resto es nulo.

Demostracion. La unicidad del resto se sigue inmediatamente de la proposicion anterior. Ahora si f € I,
podemos tomar f = g+r,donde g = fyr =0, asi que cualquier resto de divisiéon de f por gi,..., g tiene que
ser nulo. [ ]

Notamos que cuando f € I, el algoritmo de divisién con resto de f por gi,...,gs nos dard una expresion
particular f=q1 81+ -+ (s gs-

11.10. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 11.6. El algoritmo de divisién con resto de xy por f; := x> —xy e
f>:= x*y— y? + x nos da simplemente
xy=0-fi+0-fo+xy,

y el resto no es nulo, aunque xy € I. Esto sucede porque {f1, >} no es una base de Grobner. A

11.11. Notacion. Fijemos un orden monomial sobre k[x;,..., x,]. Para una base de Grobner G = {g1,...,gs} Y
f € klx1,...,xnl, el resto de divisién de f por (gi,...,gs) se denotard por TG.

Ejercicio 12. Para unideal I < k[x3,...,x5], Sea {g1,..., g} un conjunto tal que I = (g,...,gs) y paratodo fe I
el resto de divisién de f por g1,...,gs es nulo. Demuestre que {gi,..., gs} es una base de Grébner para I.

Ejercicio 13. Sean {g,...,g;} y {g],..., &} dos bases de Grobner para un ideal I € k[x1, ..., x,]. Demuestre que
para cualquier polinomio f € k[xy,..., x,] se tiene f. = .
En Macaulay2, el comando f%I devuelve precisamente fG, donde G es una base de Grobner para 1.

Ejercicio 14. Sea I = (f) < k[x1,...,x,] un ideal principal. Demuestre que cualquier subconjunto finito de I
que contiene a f es una base de Grobner para 1.

Entonces, las bases de Grobner son muy ttiles desde el punto de vista computacional, pero el problema
es que todavia no sabemos cémo a partir de un ideal construir su base de Grébner.
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12 El criterio de Buchberger

Como antes, trabajamos con un orden monomial fijo sobre k[x;,..., x,]. Notamos que para dos monomios
x%, xP se tiene
mem(x%, xP) = x7, donde y; = méax{a;, B;}.

12.1. Definicion. Para f, g€ k[xi,..., x,] el S-polinomio correspondiente viene dado por

xY xV ¥
Notamos que S(g, f) = -S(f, g)-

Ejercicio 15. Demuestre que
LM(S(f,8) < x7,

donde
x¥ =mem(LM(f), LM(g)).

Ejercicio 16. Encuentre dos polinomios f,g tales que S(f,g) es diferente respecto a diferentes 6rdenes
monomiales.

12.2. Lema. Sean fi,..., fs polinomios que tienen el mismo monomio mayor:
LM(fi)=x° parai=1,...,s.
Para algunos c,..., cs € k asumamos que
LM(cifi+---+csfo) < x°.
Luego, c\ fi +---+ cs fs es una combinacion k-lineal de polinomios S(f;, fj) para 1 <i < j < s. Ademds, se tiene
LM(S(f;, ;) < x°.
Demostracion. Para i=1,...,s pongamos

LT(f;
di =LC(f}), pi:= d(fl)

Notamos que
LM(p;) =LM(f) =x°, LC(p;)=1.

Ya que LM(f;) = LM(fj) = 6, se tiene
)
- LT(f)

X0

CLT(f)

S(fi fi): fi fi=pi—-pj.

Los términos mayores de p; y p; se cancelan entre siy se tiene

LM(S(fi, f)) < x°.

Ahora si
LM(c1fi+++csfs) <2,

entonces los términos mayores de los polinomios c¢; f; necesariamente se cancelan entre siy se tiene

Cld1+'-~+Csds=0.
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Gracias a esto, podemos escribir

afit+--tesfs=cidipr+--+csdsps
=cidy (p1—p2) + (crdy + c2dp) (P2 — p3) + -
+(c1dy + -+ cs-1ds-1) (Ps—1 — ps) + (crdy + -+ + ¢sds) ps
e ———
=0
=c1d1S(fi, fo) + (crdi + c2do) S(fo, f3) +++-+ (c1d1 + -+ cs—1ds-1) S(fs-1, f5). M

12.3. Teorema (El criterio de Buchberger). Sea I un ideal y {g,...,gs} = I un subconjunto finito tal que
I=(g1,...,8s). Entonces, {g1,...,gs} es una base de Grobner para I siy solo si para todo i # j el resto de division
de S(gi,gj) por g1,...,&s (en cualquier orden) es nulo.

Demostracion. Esta condicion es necesaria: si {gy,..., gs} es una base de Grobner, entonces tenemos

xY xY
je(gl»---)gs):ly

S(gi,g) = -
(8i,8)) IT(g) 8i LT(gj)g

y como notamos en 11.9, se tiene f € I siy solo si el resto de divisiéon de f por gi,...,gs es nulo.

Es mas dificil ver que la condicién es suficiente para que gj,..., gs sea una base de Grobner. Asumamos
entonces que el resto de divisién de S(g;, g;) por g1, ..., g es siempre nulo. Luego, para probar que {gi,..., gs}
es una base de Grobner, bastaria probar que para todo

(121) f=h1g1+"'+hsgs€f
se tiene LT (f) € (LT(g1),...,LT(gs)). Pongamos
D= LM(hif), x0:= mfix{xé(l),...,xé(s)}.

Tenemos entonces
LM(f) <x°.

Ahora si LM(f) = x°, entonces LT(g;) | LT(f) para algun i y por ende LT(f) € (LT(g1),...,LT(gs). Vamos a
probar que es siempre posible escribir f como (12.1) tal que LM(f) = x°. Ya que cualquier orden monomial
es un buen orden, podemos fijar hy,..., h, tales que § es el minimo posible. Asumamos que

LM(f) < x°.

Nuestro objetivo es obtener una contradiccién a la minimalidad de §. Podemos escribir

(12.2) f= Z higi= Z h;gi+ Z h;gi= Z LT(h;) gi + Z (hi = LT (h;))) gi + Z h;gi.
1<iss 6(i)=0 6(i)<d 6(i)=0 6(i)=06 JOR

Escribamos la primera suma como

Z LT(h;) gi = Z cix“mgi
6(i)=06 6(i)=0

para algunos c; € k. Notamos que las dltimas dos sumas en (12.2) consisten en términos con monomio mayor
< x%, ydado que LM(f) < x°, para la primera suma se tiene necesariamente

LM( Y i x®® gi) <x0.
8(i)=5
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Ademas, |
LM(c; x*? g;) = multideg(h; g;) = x°.

Podemos entonces aplicar el lema anterior y concluir que

Z ci xa(z) gi= Z cje S(xa(z)gi’xa(é)g[)
8()=0 it

para algunos cj, € k. Calculamos que

s 5
Q) X X

g[) = LT(x“(i)g,') 8i~ LT(x“w)gg)

Sx*g;, x g0 =x"7"10S(gj,80),

donde
xVi¢ ;= mem(LM(g;), LM(g¢)).

Entonces, tenemos

Y LT(h)gi=Y cjex" Vit S(gj, 80)-
5(i)=6 .0

A este punto podemos aplicar nuestra hipétesis de que el resto de divisién de S(g;, g,) por g1,
Entonces, podemos escribir
S(gj,80)= Y. aije8i

1<is<s

para algunos a; j, € k[xi,..., x,]. Ademas, el algoritmo de division con resto nos garantiza que
(12.3) LM(a;je gi) < LM(S(gj, gk))-

Entonces, tenemos

Y LT(higi=)Y cje Y. bijegi
6(i)=6 j.l 1<iss

. 5_1/ .
bl][ =X it al]['

Ahora
LM(b;jegi) = LM(x%7Yit ajje&i) = LM(x%7Yi S(gj,80) < x0,

...,gs es nulo.

donde la primera desigualdad sale de (12.3) yla segunda desigualdad sale del lema anterior. Entonces, hemos

logrado escribir

Y LT(h)gi=Y higi,
5(i)=0 i

donde LM(h;g;) < x°. Pero sustituyendo esta suma en (12.2), se obtiene entonces una expresién de la forma

f=hig++hgs con LM(hg;) < x® para todo i, lo que contradice la minimalidad de 6.

12.4. Ejemplo. Volviendo al ejemplo 11.6, para

il ::xs—xy, fz:zxzy—y2+x

se tiene
S(fi, fo) = —x%.
Para
g1=x* g=xy g=y'-x
se tiene

S(g1,82)=0, S(g1,8)=x> S(g2 g)=x"
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Notamos que la division con resto de S(fi, f>) por f1 y f» nos da
—xz =0'f1 +0'f2—X2,

y el resto no es nulo. Esto sucede porque {fi, >} no es una base de Grobner. La divisién de S(g1, g3) Y S(g2, g3)
por g1, g2, g3 nos da

x3:x~g1+0-g2+0~g3+0,
¥ =1-g1+0-g+0-g3+0,
y el resto si es nulo. A

Ejercicio 17. Consideremos el anillo k[x, y, z].

1) Para
g1:=z2—x, g2:=z3—y,

usando el criterio de Buchberger, determine respecto a cudles 6rdenes monomiales entre <., <gr/ex,
<grevlex 10s polinomios g y g» forman una base de Grobner.

2) La misma pregunta para
g1:i=2"-x, gi=xz-y, g3=x"-—yz

12.5. Comentario. Las bases de Grobner fueron introducidas en 1965 en la tesis del matematico austriaco
Bruno Buchberger quien utilizé el término “base de Grobner” en homenaje a su director de tesis Wolfgang
Grobner (1899-1980). Resulta que un concepto parecido aparecié por primera vez en 1913 en el trabajo del
matematico ruso Nikolai Giinther (1871-1941), pero fue olvidado. El matematico japonés Heisuke Hironaka
utilizé en 1964 bases parecidas a las de Grobner, pero para las series de potencias en diversas variables.

13 El algoritmo de Buchberger

El criterio de Buchberger sugiere el siguiente modo de construir una base de Grobner: para I = (fi,..., fs)
hay que calcular los polinomios S(f;, f;) y sus restos de division por fi,..., fs. Si todos los restos son nulos, se
tiene una base de Grobner. En el caso contrario, podemos agregar los restos que salen y repetir el proceso.
Antes de probar que este método funciona, podemos analizar un ejemplo.

13.1. Ejemplo. Consideremos el anillo k[x, y] con el orden grlex. Para los polinomios
fA=x-xy, fri=x*y-y*+x

consideremos el ideal
I:=(f1,f>).

Calculamos
S(fi, f2) = —x2.

Luego, el algoritmo de divisiéon con resto nos da
S(i,2)=0-fi+0-fo—x%
asi que no tenemos una base de Grobner para I. Podemos agregar el polinomio
fri=—x%

Calculamos que
S(hf=-xy, S(faf)=-y"+x.
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Por nuestra definicion de f3 tenemos
S(fi,f2)=0-fi+0-fo+1-fs.
Sin embargo, salen nuevos restos de divisién no nulos:

S(f,f3)=0-f1+0-f,+0-f5—-xy,
S(fo f5)=0-i+0-fo+0- fs— y* +x.
Podemos anadir
fim—xy, fy=-yPex
Ahora
S, f)=-xy*=yfu,
S fs)=xt—-xy’ =xfi+ oty i fs
S(fo f)=~y* +x=fs,
S fs) =X~y +xy=fi- fa+yfs
S(fs, fa) =0,
S(fa fs)=x* = fi—fa
S(fa, f5) = x> == f5.

Los restos de division de estos polinomios por fi, f2, fs, f1, fs son nulos, asi que no hay que anadir nada y se
tiene una base de Grobner para I

f=x*-xy, fo=x*y-y*+x, fi=-x*, fa=-xy, fo=-)y'+x
Esto significa que
(LT(D) = (LT(f)), LT (f2), LT(f3), LT(fa), LT(f5)) = (x*, x* y, x*, x, ).
Aqui hay una redundancia: x? | x> y x? | x?y. Esto significa que se pueden quitar los polinomios f; y f> y luego
(LT(D) = (LT(f3), LT(f1), LT (f5)).

También podemos normalizar los polinomios f3, f3, fs para que sus coeficientes mayores sean iguales a 1. De
este modo se obtiene una base de Grobner

X%, xy, ¥ -x A

34



13.2. Teorema (Algoritmo de Buchberger). Sea I = (fi,..., fs) € klx1,..., x,] un ideal no nulo. Consideremos
el siguiente algoritmo.

Entrada: fi,..., f; € k[x1,..., x5]
G:= {fl,...,fs}
repetir
G :=G
para todo p,q € G, p # q hacer
—G
r:=8(p,q)
si r # 0 entonces G' = G' u{r}
G=G
mientras G se vuelve mas grande
devolver G

Este algoritmo termina en un ntimero finito de pasos y devuelve una base de Grébner para 1.

Demostracion. Notamos que si p,q € I, entonces S(p,q) € I. Si ademas gi,...,g; € I, entonces el resto de
division de S(p, g) por gi,...,8; también pertenece a I. Esto demuestra por induccién que a cada paso del
algoritmo se cumple

{fly---)fs}gGCI;

, . . . A —c
asi que G es un conjunto de generadores de I. Cuando el algoritmo termine, se tiene S(p,q) =0 para cua-
lesquiera p, g € G, lo que significa que G es una base de Grobner gracias al criterio de Buchberger.

Falta entonces ver que el algoritmo termina en un nimero finito de pasos. Para esto, asumamos que

hemos anadido a G = {gy, ..., g} algin resto r:= mG. Entonces,
Sp,q)=a181+---+asg:+r.
Aqui r no es divisible por LT(g;) para ningun i, asi que
(LT(g1),...,LT(g)) C (LT(g1),...,LT(gy), LT (1)).

Esto significa que el ideal (LT (g1),...,LT(g;)) se vuelve estrictamente mas grande después de cada ejecuciéon
del ciclo. Pero el anillo k[x;, ..., x,] es noetheriano, asi que puede haber solo un namero finito de pasos. W

Notamos que el argumento de arriba no da una cota especifica sobre el nimero de pasos y de hecho, una
base de Grobner puede ser bastante grande.

13.3. Comentario. El algoritmo de arriba tiene interés pedagdgico y puede ser mejorado. En practica se
usan métodos mas sofisticados, por ejemplo los algoritmos F4 y F5 desarrollados por el matematico francés
Jean-Charles Faugere.

14 Bases de Grobner reducidas

Las bases de Grobner estan muy lejos de ser tnicas. Por ejemplo, consideremos el anillo Q[x, y] con el
orden grlex. Tenemos una base de Grobner

g1:—3x2+xy, g2 =Xy, ggzyz—x, g4:y3+x.
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Pero aqui hay algunas redundancias: se tiene LT (g3) | LT(g4), asi que el polinomio g, se puede quitar. Ademas,
del polinomio g; se puede quitar el término xy, puesto que xy = g. El coeficiente mayor de g; también se
puede normalizar. Al hacerlo, nos queda una base mas bonita

gi=x, L=xy &=y -x
14.1. Definicion. Se dice que una base de Grobner G es minimal si se cumplen las siguientes condiciones:
1) paratodo ge G se tiene LC(g) =1;
2) paratodo g€ G se tiene LT(g) ¢ (LT(G\ {g})).
Se dice que G es reducida si se cumple la condiciéon 1) y en lugar de 2) se cumple la condicién mas fuerte:
2') paratodo g € G ningin monomio de g pertenece al ideal (LT(G\ {g})).

Notamos que toda base reducida es automdaticamente minimal. Est4 claro que todo ideal no nulo I <
klx1,...,x,] posee una base de Grébner minimal: hay que tomar cualquier base de Grobner G, normalizar sus
elementos para que se cumpla la condicién 1), y luego quitar uno por uno todos los polinomios innecesarios
hasta que se cumpla la condicion 2). Es un poco mas dificil construir una base reducida.

14.2. Teorema. Todo ideal no nulo I < k[x, ..., x,] posee una base de Grobner reducida y ademds esta es tinica.

Demostracion. Sea G una base de Grobner para I. En este caso se tiene por la definicién (LT (1)) = (LT(G)),
y si G es una base minimal, entonces LT(G) forma una base minimal para el ideal monomial (LT (D)), y esta
es Unica (ejercicio 8). Entonces, todas las bases de Grobner minimales necesariamente tienen los mismos
términos mayores.

Sea G una base minimal para I. Digamos que un elemento g € G es reducido si ningin monomio de g esta
enelideal (LT(G\{g})). Entonces G es una base reducida si todos sus elementos son reducidos. La observacion
clave es que si g € G es reducido, entonces g sera reducido respecto a cualquier otra base minimal G’ > g
porque (LT(G)) = (LT(G").

Ahora para un polinomio g € G podemos considerar

g :=g%® G:=G\ighulgh

Ya que g’ es el resto de division por G\ {g}, los monomios de g’ no son divisibles por los términos mayores de
G\{g}, ypor lo tanto g’ ¢ (G\ {g}). Esto significa que g’ es reducido. Si la base G era minimal, entonces G’ es
también una base minimal para I: se tiene LT(g’) = LT (g) porque LT (g) no era divisible por los elementos de
LT(G\{g}), y luego al dividir con resto g por G\ {g}, el término mayor LT(g) va al resto de divisién. Entonces,

(LT(G") = (LT(G)).

Puesto que G’ c I, 1a base G’ es una base de Grobner para I.

Podemos entonces repetir el proceso: a cada paso, al remplazar g por g’, este elemento se vuelve redu-
cido. La base de Grobner minimal G se remplaza por otra base de Grobner minimal G’, pero un elemento
reducido se queda reducido respecto a todas las bases minimales.

Parala unicidad de la base reducida, notamos que si Gy G’ son dos bases reducidas, entonces en particular
son minimales y LT(G) = LT(G') (por la unicidad de la base minimal del ideal monomial (LT(I)) = (LT(G)) =

(LT(G")). Entonces, para todo g € G existe g’ € G’ tal que LT(g) = LT(g'). Ahora g— g’ € I, asi que g— g’G =0,

dado que G es una base de Grobner. Pero g—g’ - g - g, puesto que los términos de g y g’ no son divisibles
por los términos de LT(G\ {g}) = LT(G'\ {g'}). Entonces, g = g’. Podemos concluir que G =G'. [ ]

Notamos que la prueba nos da un algoritmo que a partir de una base de Grobner para I produce la base
reducida correspondiente.
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Ejercicio 18. Analice todos los pasos del algoritmo de Buchberger y el algoritmo de reduccién para calcular
la base de Grobner reducida de I = (fi, f), donde

fi= x2+y, foi= x3+2x2y+y2+3,
respecto al orden lex y grlex.

14.3. Corolario. Sean I,] dos ideales en k[xi,..., x;].

1) Setiene I = J siy solamente si las bases de Grobner reducidas de I e ] coinciden.

2) En particular, el ideal I es propio si y solamente si su base de Grobner reducida no coincide con {1}.

Demostracion. Se sigue de la unicidad de las bases reducidas. [ |

Ejercicio 19. Los polinomios de la forma x® — xf € k[x1,..., x,] se llaman binomios. Se dice que un ideal I es
binomial si I puede ser generado por algunos binomios. En este ejercicio vamos a probar que I es binomial
siy solo si su base de Grébner reducida consiste en binomios.

a) Demuestre que para dos binomios f; = x*® - xf y f, = x*@ — @) e] polinomio S(fi, f2) es también
un binomio si fi # f>.

b) Sean f=x%-xP, fy = x®W —xFD | £, = x*® — xP) binomios. Demuestre que el algoritmo de divisién
con resto de f por (fi,..., fs) produce

f=afi++4qsfs+m,
donde r =0 o r es también un binomio.
¢) Demuestre que todo ideal binomial tiene una base de Grobner que consiste en binomios.

d) Demuestre que la base de Grobner reducida de un ideal binomial consiste en binomios.

15 Bases de Grobner en Macaulay2

Para una implementacién bésica del algoritmo de Buchberger de 13.2 y el algoritmo de reduccién de
14.2, véase el apéndice B. Este cddigo sirve para entender como funcionan los algoritmos. Para los calculos
practicos, hay que usar la funcién groebnerBasis(7) de Macaulay2.

Por ejemplo, calculemos la base de Grobner para el ideal

I=C+y+2-1,3+y3+22 -1 cklx, y, 2]

respecto al orden griex.

il : R = QQ[x,y,z, MonomialOrder=>GLex];
i2 : groebnerBasis (ideal (xA5+y”4+zA3-1, xA3+yA3+zA2-1))
02 = | X3+y3+z2-1 x2y3+x2z2-y4-z3-x2+1 yb6+xy4+2y3z2+xz3+z4-2y3-2z2-x+1 |

1 3
02 : Matrix R <--- R
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El resultado es una matriz de 1 x 3 que tiene como sus entradas los elementos de la base de Grobner
reducida correspondiente:

2 3

B4y +22-1, 2Py -2 -2+, Yyt xB -2y 222 —x+ 1.
Ahora si cambiamos el orden monomial por el orden lexicografico especificando
R = QQ[x,y,z, MonomialOrder=>Lex]

entonces labase de Grébner correspondiente va a consistir en 8 polinomios de grado mayor y con coeficientes
muy grandes. No vamos a reproducir esta base; dejo al lector ejecutar el comando correspondiente. Este
ejemplo demuestra que el tamano de la base de Grobner puede depender drasticamente del orden monomial.

La salida de groebnerBasis([I) es precisamente la base de Grobner reducida para I, solo que la nocién
de ser reducido es un poco diferente en Macaulay2 de la nuestra: los polinomios con coeficientes en Q no
se van a normalizar como polinomios ménicos, sino como polinomios con coeficientes enteros sin multiplo
comun. Por ejemplo, 3 x* + ; se va a normalizar como 3x? + 2.

El lector puede experimentar con Macaulay2 haciendo los ejercicios de abajo.

Algunos ejercicios

Ejercicio 20. Use las bases de Grobner para determinar si
) xy}-22+y° - e-x3+yx*y-2);
2) xX3z-2y*€ (xz—y,xy+22%,y-2).
Ejercicio 21. Para la funcién f: R? — R definida por
fy) =02 +yP =02+ 17— 1)+ (x=3/2)% + (y - 3/2)
determine sus puntos criticos usando las bases de Grobner; es decir, los puntos donde

or _or _,
ox 9oy

Sugerencia: para las derivadas en Macaulay2, consulte la documentacién sobre la funciéon diff.
Ejercicio 22. Calcule la base de Grobner reducida para
I'=(f1,fo,fs)cklx, 3,2, fi=x+2y+z-1, fLr:=2x—y+2=0, f3:=x+2y—z-2

respecto a los érdenes lex y grlex.
En general, sean fi,..., fs € k[x1,..., x,] polinomios lineales; es decir, polinomios de la forma

axy+---+apxp+c, ap,...,apcek.

Explique por qué el célculo de la base de Grobner reducida para I = (fi,..., fs) respecto al orden lexicografico
corresponde al método de Gauss para resolver el sistema de ecuaciones fi(x) =---= f;(x) =0.
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16 Radical

Otra operacion importante es el radical de ideal /1. Existen algoritmos que a partir de generadores de
I producen generadores de v/I, pero son demasiado dificiles para nuestro curso. Nos contentamos con el
problema mas facil que consiste en determinar si algtin elemento pertenece al radical. Primero recordemos
un par de resultados sobre la localizacién.

16.1. Lema. Sea A un anillo conmutativo. Un elemento f € A es nilpotente si 'y solamente si A[f~']=0.

Demostracién. Recordemos que A[f~!] denota la localizacién de A respecto al conjunto multiplicativo

U:=1{1f,f% 1.}
Ahora A[f~']1=0siy solo si % = (T] en A[f~!] lo que sucede siy solo si existe u € U tal que
u(l-1-0-1)=0,
es decir, siy solosi0e U. [ ]
16.2. Lema. Hay un isomorfismo candnico A[f’1] = A/ (ft-1).

Demostracién. La propiedad universal de la localizaciéon A[f~'] consiste en lo siguiente: si ¢: A— B es un
homomorfismo tal que ¢(f) € B*, entonces ¢ se factoriza de modo tnico por el homomorfismo canénico de
localizacion i: a— ¢:

AL)B

Pl
ll g
Alf™]

Ahora el anillo de polinomios A[¢] tiene la siguiente propiedad universal: para b € B fijo, un homomorfis-
mo ¢: A— B selevanta de manera tinica a un homomorfismo ¢: A[t] — B tal que ¢(t) = b. Luego, la propiedad
universal del cociente A[¢]/(ft - 1) nos dice que todo homomorfismo w: A[f] — B tal que (fr—1) S kery se
factoriza de modo Unico por A[#]/(f¢—1).

Notamos que _ o N _

G(ft-1)=0 = d(NHp()=1 = d(t) =h(H~".

Entonces, si ¢(f) € B*, el homomorfismo ¢ se factoriza de modo tinico por

(16.1) A= Al1] » Al/(ft-1).

Alr]

7
7
7
7

AlA/(fr-1)

’
’
L0

Hemos probado entonces que el homomorfismo candénico (16.1) cumple la misma propiedad universal
que el homomorfismo candnico de la localizacion 1: A — A[f~!], y por ende hay un isomorfismo canénico
entre A[f~ 'y Altl/(ft—1). [ |
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16.3. Proposicién. Sea I < k(xy,...,x,] un ideal. Se tiene f € v/1 si y solamente si en el anillo k[xi,..., Xp, t] Se
cumple
I+(ft-1)=klxi,..., xn, t].

Demostracion. Tenemos f € v/ siy solo si f” € I para alglin n. Esto significa que f es nilpotente en el anillo
cociente kl[xy,...,x,]/1, 1o que sucede si y solo si la localizacién

(klx1, ..o, X /DU Z KXoy X, 1/ T+ (fE— 1))
es trivial. [ |
16.4. Ejemplo. Consideremos el ideal
I:= (x3y— xzyz, Bz zzyx, x*-xz) < Qlx, y, z].
Para ver si x € v/, hay que calcular la base de Grobner reducida para el ideal
I:= (x3y— xzyz, Xz zzyx, x* - xz,xt—1) S Qlx, »ztl.

Hagamoslo en Macaulay?2.

il : R QQ[x,vy,z];

i2 I ideal (XA3¥y-xA2¥yN2, xA3¥z+zA2¥y¥*x, xA2-x*z);
02 : Ideal of R

i3 : S = R[t];

i4 : groebnerBasis (I + (x*t - 1))

o4 = | 1 |

1 1
04 : Matrix S <--- S

La base reducida es {1}, asi que x € v/I. Entonces, ;qué potencia de x pertenece a I? Resulta que es x°:

i5 : for n from 1 to 10 list (x"n%I)

2 3
o5 = {x, x¥*z, x¥z , x*z , 0, @, 0, 0, @, 0}

;Como expresar x° en términos de los generadores?

i6 : xA5 // gens I

06 = {4} | -1/2z |
{4} | -1/2y+z |
{2} | x3+x2z+xyz-1/2y2z+yz2 |

3 1
06 : Matrix R <--- R

i7 : gens I * oo
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o7 = | x5 |

1 1
o7 : Matrix R <--- R

De hecho, la funcién radical en Macaulay2 calcula de una vez el radical (mediante el algoritmo de
Eisenbud-Huneke-Vasconcelos , que lamentablemente no podemos revisar en este curso introductorio).

i8 : radical(I)
08 = ideal x

o8 : Ideal of R

Entonces, tenemos simplemente v/1 = (x). A

16.5. Ejemplo. Consideremos una matriz de 2 x 2
a=(ed)

Un resultado bien conocido de 4lgebra lineal nos dice que

A?=0 < trA=detA=0.

Efectivamente, el polinomio caracteristico de A viene dado por

x4 =X>—tr(A) X +det(A),

y el teorema de Cayley—Hamilton nos dice que
ya(A) = A2 —tr(A) A+det(A) I =0.

Si tr(A) = det(A) = 0, entonces de esta identidad se sigue que A? = 0. Viceversa, si A2 = 0, entonces det(A)? =
det(A?) =0, de donde det A =0, y la identidad de arriba implica que tr(A) A =0, y por lo tanto tr(A) = 0.
Notamos que
A?’=0 < a’*+bc=ab+bd=ac+cd=bc+d*=0.
trA=detA=0 < a+d=ad—-bc=0.
Consideremos los ideales

I:= (a2+bc, ab+bd, ac+cd, bc+d®, J:= (a+d, ad—-bc)

en el anillo de polinomios k[a, b, ¢, d]. Primero, el ideal J es radical: se tiene v/J = J. Esto se sigue del hecho
de que J es un ideal primo:

kla,b,c,d]l/(ad — bc, a+d) = kla, b, c]/(a2 +bc),

*David Eisenbud, Craig Huneke, Wolmer Vasconcelos, Direct methods for primary decomposition, Invent. math. 110 (1992), 207-235.
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y el polinomio a? + bc es irreducible: es un polinomio cuadrético en a y se puede aplicar, por ejemplo, el
criterio de Eisenstein. Ademas, es facil calcular que

(a+d)b,(a+d)ce]

y que

a’>+bc=(a+d)a-(ad—bc)e]
y

bc+d?=(a+d)d—(ad—bc) € J.

Entonces,
I1<].
Luego,
VieVi=].

En efecto, se tiene la igualdad v/T = J, pero para probarlo necesitamos establecer la inclusiéon J < vI. Nos
puede ayudar Macaulay2.

il : R

QQ[a,b,c,d];

i2 : I = ideal (a”2 + b*c, a*b + b*d, a*c + c*d, b*c + d"2);
02 : Ideal of R

i3 : (atd) % radical(I)

03 =0

o3 : R

i4 : (a*d - b*c) % radical(I)

04 =0

o4 : R

Pero ;cudles potencias de a+d y ad — bc estan en I1? Resulta que para a+d es el cubo y para ad — bc es el
cuadrado:

i5 : for n from 1 to 10 list ((a+d)"n%I)

2
05 ={a+d, 2axd + 2d , 0, @, 0, 0, 0, 0, 0, 0}

o5 : List
i6 : for n from 1 to 10 list ((a*d-b*c)”n%I)

2
06 = {a*d +d , @, 0, @, 0, 0, 0, 0, 0, 0}

06 : List
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Y ;cémo expresar (a+ d)® y (ad — bc)? en términos de los generadores de I?

i7 : (a+d)?3 // gens I

o7 = {2} | a+3d |

{23 | @ |
{2} | -4b |
{2} | 3a+d |

4 1

o7 : Matrix R <--- R

i8 : (a*d-b*c)”2 // gens 1

08 = {2} | d2

|
{23 | @ |
{2} | -2bd |
{2} | bc |
4 1
08 : Matrix R <--- R
Entonces,

(a+d)®=(a+3d)-(@®+bc)+(—4b) - (ac+cd)+ Ba+d) - (bc+ d?)

y
(ad - bc)? = d?- (a® + be) + (=2bd) - (ac + cd) + be - (be + d?). A

Ejercicio 23. En este ejercicio vamos a calcular el radical de un ideal monomial.

a) Demuestre que un ideal monomial I c k[x,...,x,] es primo siy solo si I = (x;,,...,x;,) es el ideal gene-
rado por algunas variables {x;,,...,x; } € {x1,..., x,}.

b) Demuestre que si A es cualquier anillo conmutativo e I, J < A son ideales, entonces

VI+]=\\VI+\/], Inj=vVInVJ.

¢) Para un monomio x%:= x;" ---x;" demuestre que v(x% = (v’x%), donde
Vx® = xini“(l'“l) <o xmin@an) — producto de las variables que estan en x“.
d) Demuestre que el ideal (vx*Q), ..., v x®)) es radical.

Sugerencia: note que si v'x® = x;, --- x;,, entonces v/(x% = (x;,)n---n(x;,). Usando esta observacion, exprese
(VxeW Vx29))=M;p;, donde p; son algunos ideales monomiales primos.

e) Demuestre que v/ (x*W), ..., x4) = \/(\/x“(”,..., V) = (vxaM, Vxal),

17 Anillos cociente

Una operacion muy importante que nos gustaria algoritmizar es la formacién del anillo cociente k[x;, ..., x,]/1.
Para esto, fijemos un orden monomial sobre k[x1,..., x,] y una base de Grébner G ={g,..., gs} para I. Hemos
visto en 11.7 que la divisién con resto nos permite escribir

a7.1) F=h+7°,
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(o -G o . =G . .
donde ke I'ylos términos de f  no son divisibles por LT(g;). Esto caracterizaa f de modo tnico. Ademas,

el ejercicio 13 nos dice que este fG no depende de una base de Grobner particular G (pero si depende del
orden monomial).
Notamos que al multiplicar (17.1) por una constante ¢ € k nos queda

cf=ch+ CTG,
donde ch e I y los términos de ch tampoco son divisibles por LT(g;), asi que
(17.2) o =crl.
Ahora si tenemos la division con resto de f; y f> por G:

—G —G
h=m+fi, fp=h+f,

entonces al sumar estas dos expresiones nos queda

-G —G
h+Hh=h+h+fi +f,
——
el

donde los términos de EG +EG no son divisibles por LT(g;), asi que
——G —G —G
(17.3) h+fe =hHh +f .

Para el producto, vamos a tener

—G -G, —G—G
f1f2=f11h2+f1 ho+fo mi+fi f> .
el

. L. —G—G s , .
Sin embargo, los términos de f; f> si pueden ser divisibles por LT(g;), asi que no es necesariamente el
resto de divisién de fi f» por G. Pero usando (17.3) se obtiene

—0G —G —G ¢ —G—GG —G—GG
(17.4) N =+ fi le+fo i +fi o =/ fo .
-0

17.1. Ejemplo. Para los polinomios en una variable, si f = x>+ x+1, entonces la division con resto por g = x>
nos da
f=1-22+(x+1).

Sin embargo, el resto de divisién de f? por g no es (x+1)?, sino 2x + 1, que es el resto de division de (x +1)?

por g:
fP=(x*+2x+3)- x>+ (2x+1). A

17.2. Teorema. Fijemos un orden monomial sobre k(xy,...,x,). Sea I € klx1,...,x,] un ideal y G = {gy,..., gs}
alguna base de Grobner para I. Sea
k(x® | x% ¢ (LT(D))

el espacio vectorial sobre k generado por los monomios x* que no pertenecen al ideal (LT (I)). La aplicacién

i klxy, ..., xpl/ T — k(x® | x% & (LT (D)),
f médI—F°
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estd bien definida y es un isomofismo de espacios vectoriales. En particular,
x* mod I, donde x* ¢ (LT (D))

es una base para k[xi,..., x,]/1 como un espacio vectorial sobre k .
Ademds, ¢ es un isomorfismo de k-dlgebras, donde la multiplicacion sobre k(x® | x* ¢ LT(I)) se define me-

diante
— G

G —G G —G
h f=H f .
Demostracion. Notamos primero que la aplicacion ¢ esta bien definida:si fi = f (méd I), entonces f; — f> € 1

ypor ende fi — ng =0, pero gracias a (17.2) y (17.3) esto es equivalente a EG = EG. La aplicacién ¢ es k-lineal
gracias a las mismas identidades (17.2) y (17.3). La identidad (17.4) nos dice que ¢ preserva productos.

. -G . - . . .
Recordamos que se tiene f =0 si y solo si f € I (véase 11.9), y esto demuestra que ¢ es inyectiva. Para
ver que es sobreyectiva, basta notar que si
Y cax®
a

es una combinacién k-lineal de monomios
x% ¢ (LT(D) = (LT(G)) = (LT(g1),..., LT (gs)),
entonces LT(g;) 1 x® para ninglin i =1,...,s, y x* es el resto de divisiéon de x* por G. [ |
17.3. Ejemplo. Consideremos el ideal
I:= (%% +y- l,xy—y2 +y) c klx, yl.
Su base de Grobner reducida respecto al orden lexicografico es
G=(y* -y xy—y*+y, > +y—1}.

Ahora
(LT(D) = (LT(®) = (3, xy, x%).

Los monomios que no estan en (LT (I)) son 1,x, y, y*:

n

A~

> m

Esto significa que una base de Q[x, y]/I como un espacio vectorial sobre Q viene dada por

Ty}vyyyz

(donde f:= f méd I). Tenemos la siguiente tabla de multiplicacién:

*iNo confundir con una base de k-algebra!
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1 X 7 72
1 1 X v V2
X X —y+1 V-7 0
¥ y V-¥ ¥ ¥
¥ ¥ 0 ¥ ¥

Para definir un anillo cociente en Macaulay2, se usa la sintaxis natural: k[x1,...,x,]/I es el cociente de
klx1,...,x,] por I. En este caso todos los polinomios en x,..., x;, automaticamente seran reducidos por una
base de Grobner respecto al orden monomial sobre k[xy, ..., x;].

il : R = QQ[x,y, MonomialOrder=>Lex]/(x*"2 + vy - 1, x¥*y - y*2 + y)
ol =R

ol : QuotientRing

i2 : x*y
2
02 =y -y
o2 : R
i3 y~n3
2
03 =y
o3 : R

A

El Gltimo ejemplo es bastante particular: normalmente la dimensién de k[xy,...,x,]/I como un espacio
vectorial sobre k no es finita.

17.4. Ejemplo. Consideremos el ideal
I:=(x-2% y-2°) S klx, p 2.
Sus generadores ya forman una base de Grobner respecto al orden lexicografico: tenemos
S(x— zz,y— 2% =x2° - yzz,

y luego
x2 -yt =22 (x-2%) + (=7%) - (y - 2°) +0,
asi que {x - 2%,y - z°} es una base de Grobner por el criterio de Buchberger. Ahora
(LT(D) = (x, ),
y como una base del espacio kl[x, y, zl/I se pueden tomar los monomios

1,z,22,23,... A
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Ejercicio 24. Consideremos el ideal
I=x%y-2z,y°—2z-1,x*+1) cklx,y,z].

1) Usando la computadora, encuentre una base de Grobner para I respecto al orden lexicografico. En-
cuentre la base monomial correspondiente para k[x, y, zl/I como un espacio vectorial sobre k.

2) La misma pregunta para el orden lexicografico graduado.

3) Compile las tablas de multiplicacién en k[x, y, z]/ I respecto a estas dos bases.
Ejercicio 25. Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

a) dimg(k[xy,...,x,]/I) < o0;

b) #{x% | x% ¢ (LT (1))} < oo;

¢) paratodoi=1,...,n existe a; =0 tal que xf"' € (LT);

d) si G esunabase de Grobner para I, entonces para todo i = 1,..., n existe a; = 0 tal que x{" = LM(g) para
algin g e G.

Ejercicio 26. Demuestre que dimy (k[x1,...,Xx,]/I) <oo si y solamente si I nk[x;] #0 paratodo i =1,...,n.
Sugerencia: use el ejercicio anterior y el orden lexicografico con x; > x; para todo j # i.

18 Interseccidn de ideales y eliminacién
Las sumas y productos de ideales especificados por sus generadores se calculan sin ningtin problema: si

I=(f,-0 fr), T=(81,...,85),
entonces
I+]=(fl;n-;fr;gly---:gs)

Yy
IJ=(figjli=1,...,1, j=1,...,9).

La interseccion de ideales es una operacién mas interesante en este sentido. Para calcular las intersecciones
en el anillo de polinomios k[xi,...,x,], vamos a introducir una variable extra ¢ y trabajar con el anillo de
polinomios

kit,x1,...,x3] D klx1,...,x5].

18.1.Lema. Paraunideal I < k[x1,...,x,] yun polinomio f(t) € k[t], denotemos por f(t) I elideal en k[t, x1, ..., Xn)
generado por los productos f(t) h donde he I.

1) Si
I = (pl (x)»---»ps(x))»

entonces
FOI= () p1(x),..., f(1) ps(x)).

2) Sig(t,x)€ f(1) 1, entonces para todo c € k se tiene g(c,x) € I.
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Demostracion. Primero, esta claro que
(f@Op1(x),..., f(O psx) < f(2) .
Para la otra inclusidn, notamos que un elemento de f(¢) I es una suma de polinomios de la forma
h(t,x) f (1) g(x),

donde h(t,x) € klt, x1,...,x,] ¥ g(x) € I. Luego,

g =) gi(x) pix)

1<iss

para algunos polinomios g;(x) € k[x,...,x,], asi que

h(t,x) f()g(x)= )Y h(t,x)q;(x) f(1) pi(x).

1<iss
Al sustituir c € k en lugar de ¢, se obtiene
h(x,c) f(0)gx)= ) h(x,0)qi(x) f(c) pi(x) € L. u
IsissS~—~—"
€klx1,...,Xn]

18.2. Teorema. Para dos ideales I, ] < k[x3,...,x,] consideremos los ideales
tI, -0 J<klit, x,...,Xy]
(definidos como arriba para el caso particular de f(t) =ty f(t)=1-t). Luego,
INJ=0I+1-0)nklxy,..., xa].

Demostracion. Si f € InJ, entonces

f=tf+A-0fel+Q-0))Nklxy,..., xnl.
Viceversa, si f € (¢tI+ (1 -1 ])nklxy,..., x,], entonces

fx)=g(t,x)+ h(t,x)

para algunos polinomios g(¢,x) € t1y h(t,x) € (1 - 1) J. Ahora notamos que g(0,x) =0y h(1,x) =0, asi que

fx)=h0,x)=gl,x)eln]. [ |

18.1 Eliminacion

Para calcular las intersecciones, todavia hay que entender como para un ideal I < k[, x1,..., x,,] calcular
elideal Ink[x;,...,x,]. Esto se hace con las bases de Grobner.

18.3. Proposicion (Teorema de eliminacion). Sea 1< ¢ < n. Para un ideal I < k[xy,...,x,] sea G su base de
Grobner respecto al orden lexicogrdfico con
X) > > Xp

Entonces, GNkl[x¢11,...,Xy,) es una base de Grobner para I nkl[xp41,...,Xy,) respecto al orden lexicogridfico.
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Demostracion. Denotemos
I''=Inklxps1,...,%xnl, G :=Gnklxps1,..., X0l
Puesto que G c I, tenemos G’ < I'. Hay que probar que
(LTI") = (LT(G).

La inclusién no trivial es (LT(I")) = (LT(G')). Hay que ver entonces que para todo f € I’ existe g’ € G’ tal que
LT(g" | LT(f). Lo que sabemos es que existe g € G que cumple LT(g) | LT(f). En f no aparecen las variables
X1,...,Xg, y por lo tanto estas tampoco aparecen en LT(g). Ahora, puesto que el orden es lexicogrdfico con
X1 > -+ > Xp, esto implica que x,,..., x, no aparecen en ningin término de g, asi que ge G'. [ ]

En Macaulay2, para un ideal I < k[x,...,x,] el ideal Ink[xy,...,x,] puede ser calculado mediante la fun-
cién

eliminate ({x1,...,x¢0-1}, I)

El orden lexicografico que hemos usado en 18.3 no es muy bueno en practica. En los siguientes dos
ejercicios vamos a investigar otro orden que también funciona y suele ser mejor en los calculos.

Ejercicio 27. Para 1 </ < n consideremos la relacién sobre los monomios en k[xj,..., X;]

ar+-+ap<Pr+---+Pe
%<y xP = o bien
al"""""a[:ﬁl+"'+ﬁfya<grevlex,6

1) Demuestre que <, es un orden monomial.

2) Demuestre que para un ideal I € k[xy,...,x,], si G es una base de Grobner respecto al orden <,, enton-
ces, GNk[xp41,...,%,] €s una base de Grobner para I nk[xg41,...,X,] respecto al orden grevlex.

Este orden monomial puede ser especificado en Macaulay2 como
MonomialOrder=>Eliminate ¢

Ejercicio 28. Consideremos el ideal
I=(P+x°+y*+2%, 2 +2x% —xy— 2%, t+y° - 2°) cQlt, x, y, 2].

1) Calcule en Macaulay2 la base de Grobner reducida de I respecto al orden lexicografico. Encuentre la
base de Grobner correspondiente para InQlx, y, zl.

2) Haga el mismo calculo para el orden <; del ejercicio anterior (es decir, <, con ¢ = 1). Encuentre la base
de Grobner correspondiente para InQlx, y, z].

Ejercicio 29. Consideremos el ideal
1= (xgy—z, yz—z—l, x2+1) cklx,y,zl].
Usando Macaulay2, encuentre generadores de los ideales principales

Inklx]l, Inklyl, Inklzl.

49



18.2 Calculo de intersecciones

Ahora para dos ideales
I:(flr---yfr)) ]:(gl»---,gs)ck[xl;---;xn]

la interseccion puede ser calculada de la siguiente manera.

1) Para el ideal
tI+-0J=0fi,.. tfr,A=0g1,...,A=0) g5) S klt, x1,...,%xn]

se calcula una base de Grobner G respecto al orden lexicografico con ¢ > x1 > -+ > x;,.

2) Luego, Gnkl[x1,...,x,] (es decir, los polinomios de G donde no aparece la variable ) sera un conjunto
de generadores para In J.

18.4. Ejemplo. Consideremos los siguientes polinomios en el anillo Q[x, y, z]:
f=x*+3y+x32% - x*y* + P yz? —xyP —xy*2* - 327,
g= xt+2x82% - xzy2 +x2zt —nyzz2 - yzz4,
p=x>+xy+xz+yz,

2

g=x"—-xy—xz+yz.

Calculemos la interseccion
f,9npqg.
Primero, tenemos que calcular una base de Grobner para el ideal

respecto al orden lexicografico con ¢t > x> y > z.

il : R = QQ[t,x,y,z, MonomialOrder=>Lex];

i2 1 £ = XM o+ xA3Fy + xABZFZA2 - xN2F¥YAD 4 xA2¥yHZA2 - xKYAZ - xFyA2XZAD - yAZXZAD
i3 1 g = x4 + 2¥xAZ¥ZA2 - xA2¥YN2 + XA2¥ZA4 - 2XXFYA2XZAD - yAI*ZA4,

i4 @ p = x"2 + x¥y + x¥*z + y*z;

i5 1 g = x"2 - x¥y - x¥z + y*z;

i6 : groebnerBasis (ideal (t*f, t*g, (1-t)*p, (1-t)*q))

06 = | x3y-x3z2+x2yz2-x2z4-xy3+xy2z2-y3z2+y2z4 x4+2x3z2-x2y2+x2z4-2xy2z2-y2z4

ty2z+tyz2-y2z-yz2 txy+txz-xy-xz tx2+tyz-x2-yz |

1 5
06 : Matrix R <--- R

Entonces, la base de Grobner que salid consiste en los polinomios

g1 = xgy— K22+ xzyz2 —x?z' - xy3 + xyzz2 - y322 + yzz‘l,
&= xt+2x82% - xzy2 +x%z4 —2xy2z2 - yzz4,

g3 = tyzz+ tyz2 —yzz—yzz,

ga=1Ixy+itxz—xy—Xxz,

g5 = tx* + tyz—x2 —-yz.

50



Quitando los polinomios g3, g4, g5 donde aparece la variable ¢, podemos concluir que

(f,.edn(p, g =(g1,82).

En préactica, para calcular la interseccion In J en Macaulay2, hay que usar la funcién intersect(1, J).

il : R = QQ[x,y,z, MonomialOrder=>Lex];

i2 ¢ £ = XM+ xA3¥y + XABXZA2 - XA2¥YA2 + xA2¥YXZA2 - XFYAB - xFYA2XZA2 - yABXZA2
i3 1 g = XN + 2¥xABZ¥ZA2 - XN2¥YA2 4+ XA2¥zAN4 - 2XRXFYA2¥ZAD - yA2¥zA4

i4 @ p = x"2 + x¥*y + x¥*¥z + y¥z;

i5 1 g = x"2 - x¥*y - x¥*z + y¥*z;

i6 : intersect (ideal (f,g), ideal (p,q))

4 3 32 22 2 2 3 22 32
06 = ideal (- x - Xy -Xx2z +Xxy -Xxy*¥z +x*y + x*y z +vyz,

4 32 22 2 4 22 2 4
- X - 2xz +xy -xz +2x¥yz +yz)

06 : Ideal of R

A

Una aplicacién curiosa de nuestro algoritmo de arriba es el cdlculo del maximo comun divisor y minimo
comun multiplo en k[xy,...,x,]. Recordemos que el anillo de polinomios es un dominio de factorizacion
Unica, asi que para cualesquiera f, g € k[x1,..., x,] existe el mem(f, g), y por ende la interseccién de ideales
principales es siempre un ideal principal:

(fin(g)=(h), donde h=mcm(f,g).

Luego, se tiene
med(f, g) -mem(f, g) = fg.

Entonces, si sabemos calcular las intersecciones de ideales, sabemos calcular el MCD y MCM, sin factorizar
polinomios en k[x1,..., x,], lo que es un problema mucho mas sofisticado.

18.5. Ejemplo. Calculemos el maximo comtn divisor de los polinomios fy g de 18.4

il : R = QQ[t,x,y,z, MonomialOrder=>Lex];

i2 1 £ = XM o+ xA3Fy + xXABZFZA2 - xN2FYAD 4 xA2¥yHZA2 - xKYAZ - xFyN2¥ZAD - yAZERZAD
i3 1 g = x4 + 2¥xAZXZAD - XA2¥YAD + XAQ¥ZA4 - D¥XKYADXRZAD - yAQ¥ZA4

i4 : groebnerBasis (ideal (t*f, (1-t)*g))

04 = | x5+x4y+2x4z2-x3y2+2x3yz2+x324-x2y3-2x2y2z2+x2yz4-2xy3z2-xy2z4-y3z4

tX4+2tX322-tx2y2+tx2z4-2txy2z2-ty2z4-Xx4-2x322+x2y2-X2z4+2xy2z2+y2z4 |

1 3
04 : Matrix R <--- R

i5 : h = 00_(0,0)
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5 4 4 2 32 3 2 34 23 222 2 4 32 2 4 314
o5 =x +xy+2xz -xy +2xy¥z +xz -Xxy -2xyz + xy¥z - 2x*y z - x*y z -yz&r
o5 : R
i6 : f*g//h

3 22 2 22
06 =x +xz -x*y -vyz
06 : R

Aqui de nuevo, para calcular (f) n(g), hemos calculado una base de Grobner respecto al orden lexicogra-
fico para (¢f, (1 - 1) g) < Q[t,x,y, 2] y tomamos el tinico polinomio de esta base donde no aparece ¢. Este es
h=mcm(f,g),yluego mcd(f,g) = fg/h.

En préactica, para calcular el mcd y mem, hay que usar las funciones gcd(f,g) y lem(f, g).

i7 : gcd (£,9)

A

Nuestro método para calcular el mcd(f,g) y mem(f, g) construyendo bases de Grobner respecto al orden
lexicografico no es eficaz y sirve solo para demostrar que algun algoritmo existe.
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Parte Il
Relacidon con geometria algebraica

Después de ver varios calculos con ideales de polinomios, no estaria mal entender a qué sirve todo es-
to. En la segunda parte del curso vamos a revisar la relacion entre los ideales en k[x,...,x,] Y conjuntos
algebraicos afines X ¢ A"(k), y luego hablaremos de dos temas importantes: descomposicion primaria y
dimension.

19 Conjuntos algebraicos afines

19.1. Definicion. Sea k un cuerpo. El conjunto k" se llama el espacio afin sobre k de dimension n y se
denota por A" (k).

Por el momento “dimension n” son solamente palabras que hacen parte de la definicién. El concepto de
definicién sera definido en §22 y alli también veremos que dimA” (k) = n.

19.2. Definicion. Para un subconjunto S < k[x,...,x,] el conjunto de los ceros que tienen en comun los
polinomios en S se denota por

V(S):=1{a=(ai,...,an) € A"(k) | f(a) =0 para todo f € S} < A" (k)
y se llama un conjunto algebraico afin sobre k.

A partir de ahora vamos decir simplemente “conjunto algebraico”, omitiendo la palabra “afin” porque
en nuestro curso todo serd afin (a fin de cuentas, no es un curso de geometria algebraica).
Tenemos las siguientes propiedades.

1) SiSc S, entonces V(S) 2 V(S).
2) SiIcklxi,...,x,] es el ideal generado por S, entonces V(S) = V(I).

3) Ya que todo ideal en k[x,...,x,] es finitamente generado, todo conjunto V(S) puede ser escrito como
V(f1,..., fr) para una coleccidn finita de polinomios fi,..., f; € klx1,..., X,].

4) Se tiene V(0) = A" (k) y V(1) = @.
5) V(U L) =V(X;I;) =n;VUp.
6) VUn)=V())=V()uV(]).

Las pruebas se dejan al lector. Las Gltimas tres propiedades significan que los conjuntos V(I) satisfacen
los axiomas de conjuntos cerrados en un espacio topolégico.

19.3. Definicién. La topologia sobre A’ (k) cuyos conjuntos cerrados son V(I) para ideales I € k[x;,..., Xl
se llama la topologia de Zariski.
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A partir de ahora A" (k) se va a considerar como un espacio dotado de la topologia de Zariski. Esta topo-
logia puede ser motivada de la siguiente manera: si k =R o C, todo conjunto de la forma V(I) es cerrado en la
topologia analitica. Sin embargo, si tomamos solamente estos conjuntos como los cerrados, también vamos
a tener muy pocos abiertos, y la topologia de Zariski tiene varias propiedades raras; por ejemplo, casi nun-
ca es Hausdorff. La topologia de Zariski no es muy geométrica y su proposito es reflejar ciertos fenémenos
algebraicos.

19.4. Ejemplo. Para todo punto a = (ay,...,a,) € A" (k), consideremos el homomorfismo de evaluacién de
polinomios en a:

klx1,...,x,] >k,

f=rfa.
Notamos que el ntcleo de este homomorfismo es precisamente el ideal
mg = (X1 —ai,...,Xp — ap)

—en efecto, estd claro que para a = (0,...,0) el ndcleo es el ideal (x1,...,x,) formado por los polinomios sin
término constante, y en general, se puede considerar el automorfismo

kixy,...,xn] = klxy,...,x5l, Xxj— x;+aj.

Ademas, k[xi,...,x,]/mg = k, asi que el ideal m, es maximal.

Tenemos V(m,) = {a}. Esto demuestra que todo punto del espacio afin es cerrado en la topologia de Za-
riski, y por ende todos los subconjuntos finitos de A" (k) son también cerrados. En particular, si k =F; es un
cuerpo finito, la topologia sobre A" (F,) es discreta’.

Notamos que para todo ideal I < k[x,...,x,] se tiene

aeV(l) &< my 21
En efecto, a€ V(I) siy solo si f(a) =0 para todo f € I, siy solo si I cm,. A

19.5. Ejemplo. El anillo de polinomios k[x] es un dominio de ideales principales, asi que los conjuntos
cerrados en Al(k) son de la forma V(f) para algun polinomio f € k[x]. Todo polinomio no nulo tiene un
numero finito de raices, asi que los conjuntos cerrados en Al (k) son los subconjuntos finitos y todo A' (k).
Notamos que si k es un cuerpo infinito, entonces para cada par de conjuntos abiertos novacios U, V < Al (k)
se tiene U NV # @, asi que la topologia sobre A (k) no es Hausdorff. A

Ejercicio 30. Describa la unién de los n ejes de coordenadas en A" (k) como un conjunto algebraico.
Ejercicio 31. Demuestre que si k es un cuerpo infinito, entonces la topologia de Zariski sobre A%(k) es mas

fina que la topologia producto sobre A (k) x A! (k).

19.1 Ideal de polinomios que se anulan en un conjunto

19.6. Definicion. Para cualquier subconjunto X < A" (k) pongamos
I(X):={f €klxy,...,xs] | f(a) =0 para todo a € X}.
Es facil compobar que I(X) es un ideal en k[x,..., X,].

19.7. Proposicion. Los ideales 1(X) satisfacen las siguientes propiedades.

*Esto significa que la topologia de Zariski es inttil para la geometria sobre cuerpos finitos.
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1) Si XcY, entonces I(X) 21(Y).
2) 1(X) = Ngex Ma-
3) El conjunto VI(X) = X es la cerradura de X en la topologia de Zariski.

Demostracion. La propiedad 1) se ve de la definicién. Para 2), notamos que f(a) =0 siy solo si f € m,. Para
3), tenemos claramente X c VI(X), donde VI(X) es un conjunto cerrado. Asumamos que X < V(I) para algin
conjunto cerrado V(I). En este caso f(a) =0 para todo fely a€X, asi que I cI(X), y luego VI(X) < V().
Entonces, VI(X) es el minimo conjunto cerrado que contiene a X. [ |

Recordemos la siguiente definicién de dlgebra conmutativa.
19.8. Definicion. Para unideal I < A en un anillo conmutativo A el radical viene dado por
VI:={feA|f elparaalginr=1,23,...}.
Cuando se cumple /T = I, se dice que I es un ideal radical.
El radical satisface las siguientes propiedades.
19.9. Proposicion. Sean A cualquier anillo conmutativo e 1, ] < A ideales.

1) VT es un ideal que contiene a I.

2) VVI=VL
3) Todo ideal primo p € Spec A es radical: se tiene \/p = p.
4) El cociente A/l no tiene nilpotentes si y solo si I es un ideal radical.

5) Si1<J, entonces VI J.
6) /N1 =N;v/1.

7) VTFT = \VI+ V.

8) VI"=Iparatodon=1,2,3,...

9) Se tiene
Vi= (O p.

peSpec A
p=21

Es facil comprobar todas las propiedades. La propiedad menos obvia a partir de la definicién 19.8 es 9),
y para la prueba se puede consultar cualquier libro de adlgebra conmutativa.

19.10. Proposicion.
1) Para cualquier ideal I c k[X,,...,X,] se tiene V(I) = V().
2) Para cualquier subconjunto X < A" (k) el ideal 1(X) es radical: se tiene v/I(X) = I(X).
3) Setiene I(®) = k(x1,...,Xxn].
4) Si k es un cuerpo infinito, entonces I(A™) = 0.
Demostracion. 1)y 2) se sigue de
ff@=0parar=1,2,3,... = f(a)=0.
La parte 3) es obvia y 4) se deja como un ejercicio. [ |

Ejercicio 32. Demuestre que si k es un cuerpo infinito, entonces I(A"(k)) = 0. ;/Por qué esto es falso para
cuerpos finitos?
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19.2 Morfismos de conjuntos algebraicos

Los conjuntos algebraicos estan definidos por ecuaciones polinomiales, y es razonable definir morfismos
entre conjuntos algebraicos como aplicaciones definidas por polinomios.

19.11. Definiciéon. Sean X c A™(k) e Y < A" (k) conjuntos algebraicos. Un morfismo f: X — Y es una apli-
cacion tal que existen polinomios fi,..., f; € k[x1,..., Xn] tal que para todo a€ X

f@=h@@,..., fnl@).

Para tres conjuntos algebraicos X c A’(k), Y € A™(k), Z < A”(k) y morfismos f: X — Y, g: X — Z defini-
dos por f =(f1,..., fm), &= (g1,...,8n), la composicién go f es el morfismo X — Z definido por

g(f@):=@gh@,...,fm@),....,gn(1(@,..., fm(@)).

Respecto a esta composicion, los conjuntos algebraicos forman una categoria. Vamos a denotar el con-
junto de morfismos X — Y por Mor(X, Y).

19.12. Ejemplo. Consideremos la parabola V(y — x?) c A?(k). La proyeccidn al eje x definida por (x,y) — x
define un morfismo f: V(y — x?) — Al (k). Se ve que este posee una aplicacién inversa f~!: x — (x, x%) que es
también un morfismo de conjuntos algebraicos. Entonces, la parabola y la recta son isomorfas en la categoria
de conjuntos algebraicos.

A
19.13. Ejemplo. Otro ejemplo similar nos da la ctibica torcida
V(x? - 3,53 —2) =V(x® - y) nV(x® - 2) c A3 (k).
La aplicacion ¢ — (¢, 2, t%) es un isomorfismo entre la recta afin Al (k) y V(x? - y,x° - 2). A
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19.14. Proposicion. Todo morfismo de conjuntos algebraicos f: X — Y es continuo respecto a la topologia de
Zariski.

Demostracion. Si X < A™(k) e Y < A"(k), entonces f estd definido por polinomios fi,..., f € kl[x1,...,Xm].
Luego, f define un homomorfismo de k-4lgebras

froklxy, ..., xp,]l = klx1, ..., xml,
x;— fi.

Para todo subconjunto cerrado V(I) € Y que corresponde a un ideal I < k[xy,..., x,] la preimagen es tam-
bién cerrada:

V) = {ae X| f(@ eV} = {ae X | g(f(@) = f*(g)(@ = 0 para todo g € I} = V(f* (). ]

19.15. Ejemplo. La aplicacion exp: A(C) — A'(C) no es un morfismo de conjuntos algebraicos: para el
punto 1 € Al(C) se tiene exp~'(1) = {27ik | k € Z} que es un subconjunto infinito de A!(C) y por ende no es
cerrado. A

Para un conjunto algebraico X < A”(k) los morfismos X — A! (k) forman una k-algebra. En efecto, cada
uno de estos morfismos esta definido por un polinomio f € k[x, ..., x,], y los polinomios pueden ser sumados
y multiplicados:

(f+o@:=fl@+g@, (cNH@:=cfl@, (fgla):=[laga

para f,geklxy,...,x,l, cek, ae X.
Dos diferentes polinomios f, g € k[x1,...,x,] definen la misma aplicacién sobre X siy solo si f(a) = g(a)
para todo a € X; es decir, si y solo si f — g e I(X). Se sigue que hay un isomorfismo natural de k-algebras

Mor(X,Al (k) = k[x1,..., x,1/1(X).
19.16. Definicion. Para un conjunto algebraico X < A" (k) la k-algebra
I'(X):= Mor(X,Al(k)) = kl[x1,...,x,]1/1(X)

se llama el algebra de las funciones polinomiales sobre X, o también el anillo de coordenadas de X.
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Ejercicio 33. Demuestre que si X < A”(k) es un conjunto finito, entonces
dim; I'(X) = | X].

19.17. Proposicion. Para cualquier conjunto algebraico X la k-dlgebra I'(X) es finitamente generada y reduci-
da.

Demostracion. Recordemos que A es una k-algebra finitamente generada si y solo si A = k[xy,...,x,]/1
para algiin n y algin ideal I < k[x1,..., x,].

Un anillo A es reducido si este no tiene nilpotentes no triviales: si f =0 paraalgin fe Ayn=1,2,3,...,
entonces f = 0. La k-algebra I'(X) = k[xy,..., x,]/1(X) es reducida, puesto que el ideal I(X) es radical. [ |

Se ve que un morfismo de conjuntos algebraicos f: X — Y induce un homomorfismo de k-algebras
) -TX,
v LAl — x L v L aly),

asi que se trata de un funtor contravariante entre los conjuntos algebraicos sobre k y k-algebras finitamente
generadas reducidas:

(conjuntos algebraicos sobre k)°P — k-algebras finitamente generadas reducidas.

19.18. Proposicion. El funtorT es fielmente pleno: para cualesquiera X < A™(k), Y < A" (k) la aplicacién
Mor(X, Y) = Hom(T'(Y),T(X)),
f=rf
es una biyeccion entre los morfismos X — Y y homomorfismos de k-dlgebras I'(Y) — I'(X).
Demostracion. Podemos definir una aplicacion inversa. Todo homomorfismo de k-algebras ¢: I'(Y) — I'(X)

puede ser levantado a un homomorfismo ¢: klxy,...,x,] = k[X1,..., Xpl:

klx],...,x}] ——¢l—> klx1,...,Xm]

| |

ry) —2 s r

Este ¢ define un morfismo f: X — Y mediante
f@0):= (@O ), ..., play) (X))

Notamos que diferentes levantamientos de ¢ a ¢ definen el mismo morfismo f. La aplicacién ¢ — f es inversa
af—fr. [ ]
19.19. Comentario. En general, I' no es una equivalencia de categorias: este funtor no es esencialmente
sobreyectivo. Por ejemplo, si k = R, entonces C = R[X]/(X? + 1) es una R-4lgebra finitamente generada re-

ducida. Sin embargo, si X es un conjunto algebraico sobre R, entonces un morfismo f: X — A!(R) no puede
cumplir f2 = -1, mientras que en C hay la unidad imaginaria con esta propiedad.

Ejercicio 34. Demuestre que si k es un cuerpo algebraicamente cerrado y char k # 2, entonces la hipérbola
V(xy—1) y la pardbola V(y — x?) son isomorfas. ;Qué sucede si char k = 2?
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Ejercicio 35. Sea k = E, la cerradura algebraica de un cuerpo finito F,. Demuestre que la aplicacién
F:(x1,...,Xn) — (x},...,x0)
es un morfismo biyectivo A"(F,) — A"(F ), pero no es un isomorfismo.
Ejercicio 36. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado.
a) Para chark # 2 consideremos los siguientes conjuntos algebraicos en A% (k):
Zr=Vu(t-1)-1), Z:=V(y?-x*(x+1).

Demuestre que el morfismo 2, — 7, (¢,u) — (t> — 1, ¢ (t*> — 1)) es biyectivo, pero no es un isomorfismo.
Demuestre que en general, Z; Z Z,.

b) Demuestre que el morfismo Al (k) — V(y? — x%) c A%(k), t— (2, 1) es biyectivo, pero no es un isomor-
fismo. Demuestre que en general, Al (k) 2 V(y* — x%).

Sugerencia: demuestre que I'(Z)) Z2T'(%) y T(V(y?> — x%)) 2 k[1].

19.3 Teorema de los ceros

En esta seccién vamos a recordar brevemente el teorema de los ceros.

19.20. Definicion. Se dice que A es un anillo de Jacobson si todo ideal primo en A es una interseccién de
ideales maximales. En otras palabras, para todo p € Spec A se tiene

p= [ m
meSpecm A
m2p
19.21. Ejemplo. Todo cuerpo es trivialmente un anillo de Jacobson: su tinico ideal propio es (0). A

19.22. Ejemplo. Si A esun dominio de ideales principales, entonces los ideales primos en A son de la forma
(0) 0 (p), donde p € A es primo. Todo ideal primo no nulo es maximal. Ahora si se cumple

o= N o,

peA primo

entonces A es un anillo de Jacobson. Esto sucede si y solamente si en A hay un nimero infinito de primos.
Por ejemplo, Z y el anillo de polinomios en una variable k[x] son anillos de Jacobson. A

El resultado principal, que no vamos a probar aqui , es el siguiente.

19.23. Teorema. Sea R un anillo de Jacobson y A una R-dlgebra finitamente generada. Entonces,

1) Aes también un anillo de Jacobson;

2) simc A es un ideal maximal, entonces Rnm es un ideal maximal en R y el cuerpo A/m es una extension
finita de R/ (RN m).

19.24. Corolario. Si A es una k-dlgebra finitamente generada y m A es un ideal maximal, entonces A/m es
una extension finita de k. En particular, si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces A/m = k para todo
ideal maximal m c A.

“Lo probamos en el curso de algebra conmutativa.
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19.25. Corolario. Sea k un cuerpoy ¢: A— B un homomorfismo de k-dlgebras finitamente generadas. Si m c B
es un ideal maximal, entonces ¢~'(m) c A es también un ideal maximal.

Demostracién. Elhomomorfismo inducido A/¢~!(m) — B/m nos permite identificar A/¢~'(m) con un subani-
llo del cuerpo B/m. Tenemos entonces
k< Al¢p~t(m) < B/m,

donde B/m es una extension finita de k. Esto implica que A/¢~!(m) es un cuerpo, gracias al lema de abajo. W

19.26. Lema. Sea L/k una extension algebraica de cuerpos. Entonces, toda k-subdlgebra A < L es también un
cuerpo.

Demostracion. Todo elemento no nulo f € A< L es algebraico sobre k, asi que hay una relacién algebraica
no trivial
anf+an 1 f" 1+ +a f+ag=0

para algunos ay, a1,..., ay € k, donde sin pérdida de generalidad a, # 0. Luego,
ay=—f(anf" "+ an1 [P+ +an),

asi que
fl=—ag" (anf" Hana [P+ a),

y f es invertible en A. [ ]
Gracias al corolario 19.25, el espectro maximal nos da un funtor contravariante
(k-algebras finitamente generadas)°® — conjuntos.

A saber, un homomorfismo ¢: A — B induce de manera funtorial una aplicacion

¢*: Specm B — Specm A,

mH(p’l(m).

19.27. Comentario. En general, la preimagen de un ideal maximal es un ideal primo, pero no necesaria-
mente maximal. Considere por ejemplo la inclusién Z — Q y el ideal maximal (0) c Q. Por este motivo en
general hay que trabajar con el espectro Spec A y no solamente con el espectro maximal Specm A.

19.28. Corolario. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado.

1) Todo ideal maximal en k(x,...,x,] es de la forma ms = (x| — ay,..., X, — a,) para algun x € A"(k), lo que
nos da una biyeccion natural

A" (k) = Specm k[x1, ..., Xn],
a—mg,

V(im) —m.

2) Para cualquier conjunto algebraico X < A" (k) existe una biyeccion natural

X = SpecmI'(X).
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Demostracion. En la parte 1), ya hemos notado que para todo punto a € A" (k) se cumple V(m,) = a. Esto no
requiere que el cuerpo base k sea algebraicamente cerrado. Ahora para un ideal maximal m < k[x, ..., Xy]
podemos cpnsiderar el homomorfismo canénico

¢: k[xl,...,xn]—»k[xl,...,xn]/mik.

Aqui la tltima flecha es un isomorfismo, dado que k es algebraicamente cerrado. Denotemos por a; € k laima-
gen de x;. Para a = (ay,..., a,) tenemos m, < ker¢ = m. Luego, por la maximalidad de m,, podemos concluir
que m =my.

Ahora si X < A”(k) es un conjunto algebraico, entonces a € X siy solo si I(X) € m,. Tales ideales maxi-
males corresponden a los ideales maximales en k[x,...,x,]/I(X) ZT'(X). Esto nos da la biyeccién en la parte
2).

Dejo al lector verificar la naturalidad. [ |

Los ideales m, := (x; — ay,..., X, — a,) son maximales en cualquier caso, pero cuando k no es algebraica-
mente cerrado, habré ideales maximales que no tienen esta forma, como por ejemplo el ideal (x*> +1) c R[x].

La biyeccién Specm k[x1, ..., x,1/I(X) 2 X nos sugiere considerar la siguiente topologia sobre el espectro
maximal: los conjuntos cerrados en X son precisamente V(I) para los ideales I = I(X), asi que podemos
declarar que los subconjuntos cerrados en Specm k[xj, ..., X;]/I1(X) son

(19.1) V() :={meSpecmk[xy,...,xy]/I(X) Im=21} paralcklxy,...,x,]/1(X).
19.29. Proposicion. Sea I < k[x1,...,x,] un ideal.

1) Setiene VI<IV(I).

2) Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces IV(I) = /1.

Demostracion. La parte 1) puede ser vista directamente sin ningin problema. He aqui una explicacion com-
plicada: se tiene

Vi= N p= N me [ mg=IV(D).
peSpeck[xi,....xn] meSpecm k[x1,...,Xp] aeV(I)
p2Il m27

Aqui la segunda igualdad usa el hecho de que k[x;,...,x,] es un anillo de Jacobson, asi que todo ideal primo
es una interseccion de ideales maximales. Si k es algebraicamente cerrado, entonces todos los ideales ma-
ximales en k[x1,...,x,] son de la forma m, para a€ A" (k) y la inclusi6n “c” de arriba es una igualdad, lo que
demuestra la parte 2). [ |

Si k no es algebraicamente cerrado, entonces el ideal IV(I) puede ser més grande que /1. Por ejemplo,
para (x% +1) c R[x] se tiene IV(x? + 1) = I(@) = R[x].

19.30. Corolario. Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces la categoria de conjuntos algebraicos
sobre k es antiequivalente a la categoria de k-dlgebras finitamente generadas.

Demostracion. Hemos probado en 19.18 que el funtor contravariante T’ es fielmente pleno. Gracias al teo-
rema de los ceros, es también esencialmente sobreyectivo: una k-algebra finitamente generada reducida es
isomorfa a k[xy,..., x,]/I para un ideal radical I, y luego

(VD)) £ klx1,...,x,]1/IVU) = k(xy,...,x5]/ 1. ]

Ejercicio 37. Para dos conjuntos algebraicos X € A™(k) e Y < A"(k), demuestre que X x Y € A™*"(k) es un
conjunto algebraico, y es precisamente el producto de X e Y en el sentido categérico. Demuestre que si k es
un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces

IXxY)=T'(X)eI'(Y).

61



19.31. Teorema. Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces existe una biyeccion

. . V .
{ideales radicales I < klxi,...,x,]} T—= {subconjuntos cerrados Y < A" (k)}
I
] C
Specm k[x1,...,Xn] Z 7 {puntos a € A" (k)}
I

A)

Demostracion. Si Y < A"(k) es un subconjunto cerrado, entonces
VI(Y)=Y =Y.

Esto se cumple para cualquier k, no necesariamente algebraicamente cerrado. Ahora si k es algebraicamente
cerrado e I < k[x1,...,x,] es un ideal radical, entonces

V() =VI=1. m

20 Ideales primos y componentes irreducibles

Recordemos un par de definiciones de topologia general.
20.1. Definicién. Se dice que un espacio topolédgico X es irreducible si

1) X no es vacio;

2) X no puede ser representado como una unién Z; U Z, donde Z;, Z, son conjuntos cerrados propios.
Un subconjunto Z c X es irreducible si es irreducible como un espacio con la topologia inducida.
He aqui otra nocién relacionada.

20.2. Definicion. Se dice que un espacio topoldgico X es conexo si

1) X no es vacio;

2) X no puede ser representado como una unién Z; u Z, donde Z;, Z, son conjuntos cerrados propios y
ZiNZy=@.

(Notamos que en 2) los conjuntos Z; y Z, son también abiertos.)

En particular, todo espacio irreducible es necesariamente conexo. Sin embargo, la irreducibilidad es una
propiedad mucho mas fuerte.

20.3. Proposicion. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) X esirreducible.
2) Si U,V < X son subconjuntos abiertos no vacios, entonces UNV # @.
3) Todo subconjunto abierto no vacio U < X es denso: se tiene U = X.
4) Todo subconjunto abierto no vacio U < X es conexo.

5) Todo subconjunto abierto no vacio U < X es irreducible.

Demostracion. Ejercicio para el lector. [ ]
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20.4. Comentario. Ya que en un espacio irreducible UnV # @ para cualesquiera U, V c X abiertos no vacios,
el axioma de Hausdorff nunca se cumple, salvo el caso trivial cuando X consiste en un punto. Por esto el
concepto de irreducibilidad no se ve mucho en la geometria habitual.

20.5. Proposicion. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto Y < X es irreducible si y solo si su cerradura
Y es irreducible.

Demostracién. Asumamos que Y es irreducible. En particular, Y # ¢ y por lo tanto Y # @. Supongamos que
71, Z» < X son dos conjuntos cerrados tales que Y = (Y n Z;) U (Y N Z,). Luego, tomando las cerraduras en X,
se obtiene

Y=Y nZHu(YNnZ).

Por la irreducibilidad de Y, tenemos

YSY=YNZSZ 0 YSY=YNZCZ,

y luego
YSYnZ o YcSYnZ.

Esto significa que Y es irreducible. _ _
Ahora asumamos que Y es irreducible y Y = Z; U Z,, donde Z;, Z, son cerrados en Y. Luego,

Y=(YnZ)u(YnZ),
y por la irreducibilidad de Y setiene Y=Y NnZ 0Y =Y nZ. Entonces, Y € Z, 0 Y S Z. [ ]

20.6. Definicion. Sea X un espacio topolédgico. Un subconjunto irreducible de X maximal respecto a la
inclusion se llama una componente irreducible de X.

20.7. Proposicion. Las componentes irreducibles son cerradas.

Demostracién. Si Y < X es irreducible, entonces Y 2 Y es también irreducible. Por maximalidad de Y, se
tieneY =Y. ]

20.8. Proposicion. Sea X un espacio topolégico. Todo subconjunto irreducible de X estd contenido en una
componente irreducible. En particular, todo punto de X estd contenido en alguna componente irreducible y X es
la unién de sus componentes irreducibles.

Demostracion. Se sigue del lema de Zorn. Sea Z < X un subconjunto irreducible. Para toda cadena
VAVARY/ AV, E <. ¢

de subconjuntos irreducibles la unién (UJ; Z; es también irreducible. Entonces, existe un conjunto irreducible
maximal que contiene a Z. [ ]

20.9. Teorema. Sea k un cuerpo.

1) Si Z < A"(k) es un subconjunto cerrado irreducible, entonces el ideal 1(Z) es primo.

2) Si k es algebraicamente cerrado y p < k[x1,...,x,] es un ideal primo, entonces V(p) < A" (k) es irreducible.
En particular, A" (k) =V(0) es irreducible.

"iNo necesariamente disjunta! No confundir con la situacién con componentes conexas que son disjuntas.
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Demostracion. Sea Z = V(I) para algun ideal I < k[x,...,x,]. Primero, notamos que V(I) # ¢ implica que
V(D) # k[x1,...,x,]. Asumamos que V(I) es irreducible y fg € IV(I). Luego,

V() =VIVI) cV(fg) =V(fHuV(g)

y por ende
V() = (VD) V() uVU)NV(g)).

Por la irreducibilidad se tiene V(I) = V(f) o V(I) = V(g). Por ejemplo, en el primer caso,

fe/ () sIV(H) cIV(D).

De la misma manera, en el segundo caso g € IV(I). Esto demuestra que el ideal IV(J) es primo.
Ahora asumamos que k es algebraicamente cerrado. Sea p un ideal primo. Supongamos que

V(p) =V uv() =VvUD),
donde V(I) y V(J) son dos subconjuntos cerrados de V(p). Luego, aplicando la operacion I, se obtiene
p=IV(p) =IVU)) = /1] 21].
Dado que p es primo, esto implica Icp o J<p, y por lo tanto V(p) = V(I) o V(p) = V()). [ |

Cuando el cuerpo base k no es algebraicamente cerrado, para un ideal primo p c k[x;, ..., x,] el conjunto
correspondiente V(p) no es necesariamente irreducible. He aqui algunos ejemplos.

1) El conjunto V(p) puede ser vacio, como en el caso de (x? +1) c R[x].
2) El polinomio x? + y? (y — 1)? es irreducible en R[x, y], y entonces genera un ideal primo, pero

V(x® + % (y— 1% =1{(0,0), (0, 1)}.

3) Si k = F4 es un cuerpo finito, al ideal primo (0) c F,[x;,...,x,] corresponde el espacio A"(F,) que es
reducible, siendo la unién de un ndmero finito de puntos.

20.10. Corolario. Sea k es un cuerpo algebraicamente cerrado.

1) Existe una biyeccién natural

\"
Specklx1,..., X,] <_—> {subconjuntos cerrados irreducibles X < A" (k)}
I

I I

Specm k[X1,...,Xn] 2 > {puntos a € A" (k)}
I

A)

2) Para cualquier conjunto algebraico X < A" (k) existe una biyeccion natural

\'%
SpecT'(X) Z—— {subconjuntos cerrados irreducibles Y < X}
1
) , )

SpecmI'(X) 2 > {puntos a € X}
I

Demostracion. Se sigue de las identidades IV(p) = p y VI(X) = X. [ ]
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Si k no es algebraicamente cerrado, entonces diferentes ideales primos pueden corresponder al mismo
subconjunto cerrado irreducible. Por ejemplo, si k =R, entonces

V(x,y) = V(x* + %) = {(0,0)}.

20.11. Digresion. La topologia de (19.1) motiva la siguiente definicién general: para cualquier anillo con-
mutativo A los subconjuntos cerrados de Spec A son

V(I):={peSpecA|p=21} paraidealesIc A.

Esto define una topologia sobre Spec A que también se conoce como la topologia de Zariski. Este es el
punto de partida en la definicién del esquema afin. Aqui se considera el espectro y no solamente el espectro
maximal porque un homomorfismo ¢: A — B induce una aplicacién continua

¢*: Spec B — Spec A,
p—¢ ().
Para los anillos conmutativos en general, la preimagen de un ideal maximal no tiene por qué ser maximal.

20.12. Corolario. Sea k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Las componentes irreducibles de un conjunto
algebraico V(I) corresponden a los ideales primos minimales que contienen al ideal 1.

Demostracion. Las operaciones 1y Vinvierten las inclusiones, asi que los conjuntos irreducibles maximales
V(p) € V(I) corresponden a los ideales primos minimales p = IV(p) 2 IV(I) = VI 2 I. [ ]

20.13. Ejemplo. El conjunto algebraico V(xy) c A?(k) es reducible: el ideal IV(xy) = (xy) no es primo, sino es
laintersecciéon de dos ideales primos (x) e (y). Tenemos V(xy) = V(x)UV(y). Los ideales (x) e (y) son minimales
en el siguiente sentido: por ejemplo, si (xy) € p < (x) para un ideal primo p, entonces p = (x). A

Ejercicio 38. Sea k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Encuentre las componentes irreducibles de los
siguientes conjuntos algebraicos:

1) V(x(x+1),y) cA%(k);
2) V(xz,yz) c A3(k);
3) V(xy? - x*(x? - 1)) c A2(k).

20.14. Definicion. Se dice que un espacio topolégico X es noetheriano si toda cadena descendente de
subconjuntos cerrados
X212 2732--

se estabiliza.
20.15. Lema. Si X es un espacio noetheriano, entonces todo subespacio Y < X es noetheriano.

Demostracion. Sea
Yo 1 222732

una cadena de subespacios cerrados en Y. Tomando las cerraduras en X se obtiene una cadena
X2Z122,27;2-
que se estabiliza. Ahora Z; =Y n Z;. [ |

20.16. Proposicion. Todo subespacio X c A" (k) es noetheriano.
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Demostracion. Gracias al lema anterior, bastaria probar que A" (k) es un espacio noetheriano. Consideremos
una cadena
A"M(k)2VU1) 2V(L) 2V(I3)2---

Esta nos da una cadena de ideales
IV(L) cIV(L) <IV(I3) < --- S k[x1,...,X5]
que se estabiliza, puesto que k[x, ..., x;] es un anillo noetheriano. Tenemos entonces
V() =IV(I41) =IV(Ip42) = -

Luego, dado que VIV(I) = V(I),
V) =V(,41) =V 02) = - -

20.17. Digresion. Si A es un anillo noetheriano, entonces el espacio Spec A con la topologia definida en
20.11 es también noetheriano. Sin embargo, si Spec A es noetheriano, entonces A no es necesariamente
noetheriano, sino cumple la condicién de cadenas ascendentes para los ideales radicales. Por ejemplo, A =
klx1, X, X3,...]/ (x3, X3, x5,...) no es noetheriano, pero Spec A consiste en un punto.

20.18. Proposicion. Si X es un espacio noetheriano, entonces todo subconjunto cerrado Z < X tiene un ntimero
finito de componentes irreducibles.

Demostracion (induccién noetheriana). Bastaria probar que todo subconjunto cerrado de X puede ser expre-
sado como una unién finita de subconjuntos irreducibles. Asumamos que esto no es cierto y sea.# el conjun-
to de los subconjuntos cerrados de X que no pueden ser expresados como una unién finita de subconjuntos
irreducibles. En este caso, usando que X es noetheriano, podemos concluir que en .# existe un elemento
minimo Z. Este conjunto no es irreducible y por ende Z = Z; U Z,, donde Z; y Z, son subconjuntos propios
cerrados en Z. Por la minimalidad, 7;, Z, ¢ #, y entonces Z; y Z, si se expresan como una unién finita de
subconjuntos irreducibles. Esto nos lleva a una contradiccion. [ |

20.19. Comentario. El argumento de arriba puede ser explicado de manera informal pero tal vez mas clara.
Si Z esirreducible, entonces no hay que hacer nada. Sino, se tiene Z = Z;uZ,, donde Z; y Z, son subconjuntos
propios cerrados de Z. Ahora el mismo argumento puede ser aplicado a Z; y Z,. Eventualmente este proceso
se termina gracias a la noetherianidad del espacio. Como resultado se obtiene una expresiéon

Z=71U-UZs,

donde Z; son conjuntos cerrados irreducibles. Quitando los términos innecesarios, podemos asumir que la
descomposicion es minimal en el sentido de que Z; £ Z; para i # j.
Tales descomposiciones minimales son Unicas. En efecto, asumamos que

Z=21U-UZs=2Z{U---UZ.

Ahora Z] € Z; u---uU Z; implica por la irreducibilidad de Z] que Z; < Z; para algun i. El mismo argumento
aplicado a Z; nos da Z; Z]’. para algun j. Ahora por la minimalidad de las descomposiciones,

4g&g4
implica que j =1y Z = Z;. Podemos quitar Z] y Z; y por induccion repetir el argumento a los conjuntos de

las uniones que nos quedan. Esto nos lleva a la conclusion de que s =ty Z; = Z, salvo alguna permutacion
de los indices.

Ejercicio 39. Demuestre que X es un espacio Hausdorff noetheriano siy solo si X es finito con la topologia
discreta.
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Ahora si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces para todo ideal I € k[xy,..., x,] la descompo-
siciébn en componentes irreducibles
Vi) =Z4U---UZg

nos da la descomposiciéon
VI=pin---nps,

donde p; =1(Z;) son ideales primos. Ademas, p; Z p; para i # j y estos ideales primos estdn definidos de modo
nico por /1. Esta es una versién muy débil de la descomposicién primaria en dlgebra conmutativa que
vamos a investigar en la siguiente seccion.

21 Descomposiciones primarias

La descomposicion de un conjunto algebraico en componentes irreducibles tiene su andlogo en el mundo
de algebra conmutativa que es la descomposicién primaria de ideales. Sin embargo, la situacién algebraica
es mas sutil. Nuestra exposicién esencialmente sigue [AM1969, Chapter 4].

Para motivar la teoria de esta seccion, consideremos un dominio de factorizacion tnica A. En este caso
todo elemento no nulo f € A se descompone como

k ks
f:upll...ps ,

donde u € A* es un elemento invertible y py,..., ps € A son elementos primos no asociados entre si. En tér-
minos de ideales, esta descomposicién corresponde a

HN=qn---ngs
donde q; = (pfi). El objetivo de esta seccidn es generalizar tales expresiones a ideales I < A en cualquier

anillo noetheriano A. Los ideales g; de arriba son un caso particular de ideales primarios.

21.1 Ideales primarios

21.1. Definicién. Sea A un anillo conmutativo. Se dice que un ideal q < A es primario si el anillo cociente
Alq tiene las siguientes propiedades:

1) Alq#0;
2) todo divisor de cero en A/q es nilpotente.
De modo equivalente, esto quiere decir que
1) q#4;
2) para cualesquiera f,g € A, si fg € g, entonces feqo ge/q (es decir, g" € g para algin r =1,2,3,...).

Notamos que todo ideal primo es primario: en la definicién de ideal primo p c A se pide que el anillo
cociente A/p sea un dominio, y la definicién de ideal primario impone una condicién mas débil.

21.2. Observacién. Para todo homomorfismo ¢: A— B, si q c B es un ideal primario, entonces ¢~'(q) c A es
también primario.

Demostracién. Notamos que ¢ induce un homomorfismo inyectivo A/¢~1(q) — B/q. [ ]

21.3. Observacidn. Si qc A es un ideal primario, entonces su radical \/q es el ideal primo mds pequeio que
contiene a q.
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Demostracion. Recordemos que en general, para cualquier ideal I < A se cumple

vVi= [

peSpec A
p21

asi que seria suficiente comprobar que si g < A es primario, entonces ,/q es primo. Primero, dado que g # A,
se tiene ,/q # A. Ahora si fg € ,/q, entonces se tiene (fg)" € q para algin r = 1,2,3,... Luego, ya que q es
primario, tenemos f" € q o g’* € q para algiin s =1,2,3,... Esto significa que fe,/qo g€ /4. [ ]

21.4. Definicion. Si qc A esun ideal primarioy ,/q = p, entonces se dice que g es un ideal p-primario.

21.5. Observacion. Siq,...,qs < A son ideales p-primarios, entonces su interseccion q; n---nqs es también un
ideal p-primario.

Demostracion. Es facil verificar a partir de la definicidn que la interseccién de ideales primarios q; N---Nqs
es un ideal primario si \/q1 =--- = \/q;. Ademas,

VAR AT = VAT AV = =
21.6. Ejemplo. Si A es un dominio de factorizacién tinicay p € A es un elemento primo, entonces el ideal
principal q = (p*) para k=1,2,3,... es primario. A

21.7. Ejemplo. Sea A un dominio de ideales principales. En particular, A es un dominio de factorizacion
Unica y todo elemento no nulo y no ivertible f € A se factoriza como
k ks
f: upll - ps*,

donde s=1, ue Ay p,..., ps € A son elementos primos. Ahora si el ideal (f) es primario, su radical

V() =(p1--ps)

debe ser un ideal primo, asi que necesariamente s = 1. Esto nos permite concluir que los ideales primarios
no nulos en A son precisamente de la forma (p¥) = (p)¥, donde p € A es un elemento primoy k = 1,2,3,...
Ademas, el ideal nulo (0) es también primario. A

Notamos que en el Gltimo ejemplo los ideales primarios no nulos son precisamente las potencias de
ideales maximales. Sin embargo, en general, un ideal primario no debe ser una potencia de un ideal primo,
y viceversa, una potencia de un ideal primo no es siempre un ideal primario.

21.8. Ejemplo. En el anillo de polinomios A := k[x, y] consideremos el ideal q = (x, y%). Notamos que
Alq = kiyl/ (y%),

y se ve facilmente que los divisores de cero en este anillo son de la forma a7y, donde a € k, y estos son
nilpotentes. Se sigue que q es un ideal primario. Ahora si q fuera una potencia de algtn ideal primo, este

ideal seria precisamente su radical: \/p* = p. Sin embargo, en este caso el radical de q es el ideal maximal

p=,4q=(x,),Yy se ve que p> C q C p. Entonces, q es un ideal primario que no es una potencia de un ideal
primo. A

21.9. Ejemplo. Consideremos el anillo cociente A:= k[x, y,z]/(xy — z%). El ideal p := (x,Z) es primo: se tiene
Alp = klyl. Ahora Xy =7% € p, pero x ¢ p> e 7 ¢ p? para ningtin r = 1,2,3,... Esto significa que el ideal p? no
es primario. A

De hecho, se puede construir un ejemplo parecido en el anillo k[x, y, z].
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21.10. Ejemplo ([Nor1953]). Para los polinomios

f:yz—xz, g=yz—x3, h:zz—xzy

el ideal
p=(f,8 h cklx,yzl
es primo, pero p? no es primario.
Para ver que p es primo, consideremos el homomorfismo
¢: klx,y,2) = klt], x— 5, y—t'z— 10
Primero, esté claro que f, g, h € ker ¢p. Luego, todo polinomio en kl[x, y, z] puede ser escrito como
x*> A(z) + xyB(2) + xC(2) + yD(2) + E(2) + F(x, ¥, 2),
donde A,B,C,D,E€ klz] Y F(x,y,2) € (f, g, h). La imagen de este polinomio respecto a ¢ es
t® A(£%) + t" B(£2) + £ C(£2) + t* D(£°) + E(£°).
Asumamos que este polinomio es igual a 0. Tenemos

Zai t5i+6 +Zbi If5i+7 +Zci t5i+3 +Zdi t5i+4 +Zei tSi =0.
i i i i i

Los nimeros 6,7,3,4,0 dan diferentes restos médulo 5, asi que entre los términos no hay cancelaciones y
necesariamente A= B=C= D =E =0. Esto demuestra que ker¢ < (f, g, h). Entonces,

ker¢ =p,

y podemos concluir que
kix,y zl/p = ki, *,1°) < k1],

y el ideal p es primo.
Ahora tenemos
gz—fh =(x° +xy3 —3x2yz+z3)x€p2,
pero

C+xy}-3x°yz+ 2 ep?, xép=1/p

—para verlo, notamos que los polinomios en p = (y* — xz, yz — x3, 22 — x*y) tienen monomios de grado =2y

los polinomios en p? tienen monomios de grado > 4. Esto significa que el ideal p? no es primario. A
Lo que es cierto es que las potencias de ideales maximales son ideales primarios.

21.11. Proposicién. Si para un ideal I c A su radical /T es un ideal maximal, entonces I es primario. En
particular, para cualquier ideal maximal m c A sus potencias m* son ideales primarios.

Demostracion. Recordemos que los ideales primos en el anillo cociente A/I corresponden a los ideales pri-
mos p c A tales que p 2 I. La tltima condicién es equivalente a p = v/1. Pero por nuestra hip6tesis el ideal
VT es maximal, y por ende el tinico ideal primo en A/I es el ideal vI/I, y es también maximal. Ahora los
nilpotentes vienen dados por
N(A/ID= () p=VI/L
peSpec A/l
Entonces, los elementos de A/I o son nilpotentes, o bien no pertenecen al tinico ideal maximal vI/I,y en
este caso son invertibles. Esto nos permite concluir que I es un ideal primario. [ |

Ejercicio 40. Demuestre que en el anillo A = Z[x] el ideal m := (2, x) es maximal y el ideal q = (4,x) es m-
primario, pero no es una potencia de m.

Ejercicio 41 (*). Encuentre una caracterizacién de ideales monomiales primarios. Por ejemplo, el ideal
principal (x?y) c k[x, y] no es primario, mientras que (x?, y*) es primario.
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21.2 Digresion: el ideal cociente (I: ])
Recordemos brevemente la siguiente construccion.

21.12. Definicion. Para dos ideales I, ] < A el ideal cociente de I por J viene dado por
(U:D:={feAlf]cD.
21.13. Observacion. Elideal cociente (I:]) es un ideal. Ademds, se cumplen las siguientes propiedades:
) IcU:);
2) si J1 € Jp, entonces (I: 1) 2(1:J2);
3) Mili:D=Ni;i: D;
4) si J=(f) es un ideal principal, entonces (I: f)={ge Al fge I}. a

21.14. Comentario. Elideal (I:)) tiene el siguiente significado geométrico: para dos conjuntos algebraicos
X,Y cA"(k) se tiene
I(X\Y) = (I(X): I(Y)),

donde X\Y denota la diferencia de conjuntos habitual (que normalmente no es un conjunto algebraico).
Luego,
X\Y=VI(X):1I(Y)).

En efecto, asumamos que feI(X\Y)y g€ I(Y). Luego, para todo x € X se tiene
= sixe X\Y, entonces f(x)=0;
= sixe XnY,entonces g(x) =0.

Esto significa que fg(x) = 0 para todo x € X; es decir, que fg € I(X). Esto demuestra la inclusiéon I(X \ Y)
IX) : I(Y)).

Viceversa, asumamos que f € (I(X) : I(Y)). Esto significa que fg € I(X) para todo g € I(Y). Escribamos
Y =V(J). Ahora para xe X \Y, existe ge J < I(Y) tal que g(x) # 0. Luego, fg(x) =0 implica que f(x) =0. Esto
demuestra la otra inclusiéon (I(X) : I(Y)) SI(X\Y). [ ]

21.15. Comentario. El lector puede verificar que si J = (fi,..., f5), entonces

I: D= ) UT:f),

1<iss
y para f #0 se tiene
=18
(I:f)= {f )gem(f)}.
De este modo el calculo de (I: J) se reduce al calculo de intersecciones de ideales que fue estudiado en §18.
21.16. Ejemplo. Para los ideales
1= xy%z, y2%), J=(x, y) < klx, y,2],

calculemos (I: ). Tenemos
U:DN=U:x)n:y).

Luego,
In(x) = (% xyz*, xy*2), In(y) =y, yz°, xy°2),
de donde
(I:x)=(x,yz°, y*2), (:y)=(x% 2% xy2),
asi que

(I:]) = (x, yz°, y*2) n (2%, 22, xy2) = (X%, y2%, x2°%, xy2). A
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En Macaulay2 el ideal (I: J) se calcula mediante I : J.

i : R =0Q[x,vy];

i : ideal (x*2,x*y) : ideal (x)
o = ideal(y, x)
o : Ideal of R

i : ideal (x*2,x*y) : ideal (y)
o = ideal x
o : Ideal of R

21.3 Descomposiciones primarias

21.17. Definicion. Para un ideal I < A una descomposicion primaria es una expresion
]:qlm...nqs,

donde s es un nimero finito y q1,...,qs = A son ideales primarios.
Se dice que la descomposicion de arriba es minimal si se cumplen las siguientes condiciones:

1) V4 # \/4; para cualesquiera i # j;
2) q; 2Njziq; paratodoi=1,...,s.

Notamos que toda descomposicién primaria puede ser reducida a una descomposicién minimal: la con-
dicion 1) de arriba puede ser satisfecha usando la observacién 21.5: si \/q; = /q;, podemos reemplazar estos
dos ideales por la interseccion q; nq; que es también un ideal primario. Luego, para que se cumpla la con-
dicion 2), basta quitar los ideales innecesarios. Entonces, es facil obtener descomposiciones minimales; lo
que no esta claro es si en primer lugar existe alguna descomposicion primaria. Para esto vamos a asumir que
el anillo A es noetheriano.

21.18. Teorema. En un anillo noetheriano todo ideal posee una descomposicion primaria (y por ende una des-
composicion primaria minimal).

Demostracion. Sea A un anillo noetheriano. Podemos descartar el caso del ideal I = A: este puede ser consi-
derado como una interseccién vacia de ideales.

Digamos que un ideal I < A es irreducible si I = J; n J, para algunos ideales J;, J, « Aimplicaque J; =10
Jo=1.

Primero notamos que en un anillo noetheriano todo ideal es una interseccion finita de ideales
irreducibles. En efecto, si esto no fuera cierto, entre los ideales I = A que no son intersecciones finitas de
ideales irreducibles habria un elemento maximal (gracias a la condicién noetheriana). Denotémoslo por 1.
Luego, el mismo I no es irreducible, asi que I = J; n J», donde I C J; e I C J». Pero por la maximalidad de I,
los ideales J; y J» son intersecciones finitas de ideales irreducibles, y entonces I lo es. Esto nos lleva a una
contradiccion. (Compare este argumento con 20.18.)

Ahora probemos que en un anillo noetheriano todo ideal propio irreducible es primario. Asumamos
que I C A es un ideal irreducible y fg € I. Tenemos que probar que fe I o g" € I paraalgin r=1,2,3,... La
cadena decreciente de ideales principales

@2EH2EH2EH2--04
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nos da la cadena creciente de ideales cociente
I:gycU:ghHcU:g) s cA,
que se estabiliza por la hipdtesis noetheriana: existe r =1,2,3,... tal que
(I:g"H=WU:g"h.

Notamos que en este caso
(21.1) I+(NnU+(EN=1.
En efecto, la inclusiéon I < (I+ (f)) n (I +(g")) es obvia. Viceversa, si he (I+(f))n(I+(g")), entonces

h=ai+bif=a+byg"
para algunos a;,ay € I, by, b, € A. Luego,

bog  =(ay—a)g+b fgel,
——— N—_—

el el

asique by e (I: g""1) = (I: g"). Esto nos permite concluir que b, g" € I'y luego he I.
Por la irreducibilidad de I, la identidad (21.1) implicaque I+(f)=IoI+(g") =1,asique felog'el. W

21.19. Comentario. El argumento de arriba que expresa un ideal como interseccion de irreducibles no es
constructivo y no es tan facil encontrar un algoritmo de descomposiciéon primaria.

Las descomposiciones primarias fueron estudiadas por primera vez por Emanuel Lasker, y fue Emmy
Noether quien simplificé los argumentos usando la nocién de anillo noetheriano.

21.4 El primer teorema de unicidad
En general, las descomposiciones primarias minimales no son tnicas.

21.20. Ejemplo. En el anillo de polinomios A = kl[x, y] consideremos el ideal I = (x?, xy). Tenemos dos des-
composiciones primarias minimales diferentes:

I=pnm®=pnq,

donde
p=(x), m=(x,)), q=x%y).

El ideal p es primo, dado que A/p = k[y]. El ideal m es maximal, y por ende m? es primario. El ideal q es
primario, dado que A/q = k[x]/(x%). Notamos que

\/n?:\/ﬁzm.

Entonces, aunque las dos descomposiciones de arriba son diferentes, ambos ideales m? y q son m-primarios.
Esto sera explicado por el primer teorema de unicidad que vamos a probar abajo. El hecho de que el ideal
p aparece en ambas descomposiciones sera explicado por el segundo teorema de unicidad. A

Antes de formular y probar el primer teorema de unicidad, necesitamos algunos lemas.

21.21. Lema. Sean qc A un ideal p-primario y f € A.

1) Si feq, entonces (q: f) = A.
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2) Si f ¢q, entonces (q: f) es un ideal p-primario.
3) Si f ¢p, entonces (q: f) =qg.

Demostracion. La parte 1) se sigue inmediatamente de la definicién y no usa la hip6tesis que g es primario.
En la parte 2), si g€ (q: f), entonces fg € q. Dado que f ¢ qy q es un ideal primario, tenemos g € \/q = p.
Esto demuestra la inclusion (q: f) =p, y entonces /(q: f) < p. Por otra parte, p = ,/q implica la otra inclusion
p<+/(q:f). Ahorasi ghe (q: f), entonces fgheq.Si g¢+/(q:f) =p, entonces fh e q, de donde he (q: f).
Esto demuestra que (q: f) es un ideal primario.
En fin, en la parte 3), si g€ (q: f), entonces gf € q, lo que implicaque geqo he /q=p. Si f¢p, esto
demuestra la inclusion (q: f) < q. La otra inclusion q < (q: f) es trivial. [ |

21.22. Lema. Si Aes un anillo noetheriano, entonces para todo ideal I < Aexiste m =1,2,3,...talque VI <1< V1.

Demostracion. Sean fi, ..., fs € A generadores del radical v/I. En particular, f" € I para algunos my, ..., ms.
Pongamos
m:= ) (mj-1)+1.

1<i<s
Ahora
m r r
VI =( e fet Zr,-:m).
i
Por nuestra eleccion de m, si ¥; r; = m, entonces r; = m; para algun i y luego f/" --- f{* € I. [ ]

21.23. Lema. Sean I,...,I; < Aideales y p = A un ideal primo.
1) Sip2Ln---nl, entonces p 2 I; para algtin i.
2) Sip=1Ln---nlIs, entonces p = I; para algun i.
Demostracion. Ejercicio para el lector [ |

21.24. Primer teorema de unicidad. Para una descomposiciéon primaria minimal
I=q1n---Ngs

los ideales p; := \/q; son precisamente los ideales primos que ocurren entre \/(I: f) para f € A. En particular,
estos no dependen de una descomposicion especifica.

Ademds, si el anillo es noetheriano, entonces los ideales p; son los ideales primos que ocurren entre (I : f)
para f € A.

Demostracion. Primero, notamos que para todo f € A se tiene

a:p=(N a:f)= N @:h.

1<is<s 1<is<s

Luego, tenemos (q;: f) = Apara feq; y 1/(q:: f) =p; para f ¢ q; segun el lema 21.21, asi que

VI:H= [ pi

feq;

Asumamos que /(I : f) es un ideal primo. En este caso por el lema 21.23

I:f)=p;
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para algun i, donde f ¢ q;. Esto demuestra que todo ideal primo de la forma /(I : f) es necesariamente uno
de los ideales p;. De la misma manera, si (I: f) es un ideal primo, entonces

(I:f)=y/U:f)=p;

para algln i.
Ahora denotemos

I := mq]’.

j#i
Por la minimalidad de la descomposicion, para todo i existe f; € I; tal que f; ¢ q;. En este caso

v/ fi)=p;.

Esto demuestra que cada uno de los ideales p; se obtiene como /(I: f) para algun f € A.
En el caso noetheriano, gracias al lema 21.22, sabemos que

i S
para algiin m = 1,2,3,... Luego,
Lp*clinpi’clingi=1,
Sea m el minimo ndmero tal que I;p’" < I (notamos que I; £ I, asi que m = 1). Escojamos f € I;p/*~! tal que

f ¢ 1.Luego, p;f < Iyentonces p; < (I: f). Porotraparte,dadoque fe I; y f ¢ I, tenemos (I: f) =+/(I: f) =p;.
Podemos concluir que (I: f) = p;. [ ]

El primer teorema de unicidad 21.24 nos lleva a la siguiente definicién.

21.25. Definicion. Los ideales primos p tales que en las descomposiciones primarias minimales de I apa-
recen ideales p-primarios se llaman los ideales asociados con I. Los ideales primos minimales entre los
asociados con I se llaman minimales. Los ideales que no son minimales se llaman encajados.

21.26. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 21.20 con las descomposiciones primarias minimales
I=%x)) =@ N yi=wnxdy.
Los ideales primos asociados con I son (x) y (x,y) = \/(x, )% = /(x2, y). Tenemos
@W=WU:y), y=WU:x).

Puesto que (x) < (x, ), el ideal (x) es minimal y (x, y) es encajado. Notamos que el conjunto algebraico V(I) c
AZ?(k) corresponde a la recta V(x) = {(x, y) | x = 0}, mientras que V(x,y) = {(0,0)} c V(x). A

En general, para un ideal I < k[x,...,x,] Y una descomposicién primaria
I=qin---Ngs

tenemos
VI =V(g)u---uV(gs) =Vp)u---uVipy).

Ahora si p; es minimal entre los ideales py,...,ps, entonces el conjunto algebraico V(p;) no esta contenido
en ningun otro V(p;). Por otra parte, si p; es encajado, esto significa que p; > p; para algin j, y luego V(p;) c
V(p;)).

]jintonces, si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, los ideales primos minimales corresponden pre-
cisamente a las componentes irreducibles V(p) € V(I) € A"(k), mientras que los ideales primos encajados
corresponden a subconjuntos algebraicos V(p) que estan incluidos en alguna componente irreducible de
V(I). Esto explica el uso del término “encajado”.
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21.27. Observacion. Los ideales primos minimales asociados a I son precisamente los ideales primos minimales
entrep=21.

Demostracion. Consideremos una descomposicién primaria minimal

I=q1n---Nqs.
Luego,
ﬁ:\/q_lm...m\/a:plm...nps_
Entonces, para todo ideal primo p 2 I se tiene p 2 p; para algun i. [ |

Ejercicio 42. Demuestre que si I es un ideal radical, entonces I no tiene ideales asociados encajados.

Ejercicio 43. Para un anillo Ayunideal I c A, denotemos por I[x] < A[x] el ideal formado por los polinomios
con coeficientes en I. Demuestre las siguientes propiedades.

1) Sipesunideal primo en A, entonces p[x] es un ideal primo en A[x].
2) Si q es un ideal p-primario en A, entonces q[x] es un ideal p[x]-primario en A[x].

3) SiI=qin---nqs es una descomposicion primaria minimal en A, entonces I[x] = q;[x]N---Nqs[x] es una
descomposicion primaria minimal en Al[x].

4) Sip esun ideal primo minimal asociado a I, entonces p[x] es un ideal primo minimal asociado a I[x].
Ejercicio 44. Demuestre que en el anillo de polinomios k[x;,...,x,] para los ideales primos p; := (xj,...,x;)

(donde i =1,...,n) todas las potencias p/* son ideales primarios.

21.5 Compatibilidad con la localizacion y el segundo teorema de unicidad

Recordemos brevemente las propiedades de la localizacién. Para un anillo conmutativo A y un subcon-
junto multiplicativo S c A, denotemos la localizacion de Arespecto a S por S~ A. Tenemos el homomorfismo
canonico

L A—»S_IA, f»—»]{.

Para unideal I < A, el ideal en S~! A generado por «(I) sera denotado por S~'I. Para un ideal /< S~ A, el ideal
~1(J)) serd denotado por jn A.

= En general, para cualquier ideal J < S~ A se tiene

StUnA=].

» Unideal I < A es de la forma Jn A para algtn ideal J precisamente cuando los elementos de S no son
divisores de cero en A/I; es decir, si sf € I para algunos s€ S, f € A, entonces f € I. Cuando I cumple
esta condicion, se tiene

I=S'InA.

En particular, las operaciones q— qn Ay p— S~ 'p nos dan una biyeccién
(21.2) SpecS'A={peSpecA|lpnS =g}

En particular, para un ideal primo p c A el conjunto S = A\ p es multiplicativo. En este caso la localizacion
respecto a S se denota por Ay. Se tiene

Spec Ap = {p’ € Spec A|p’ = p}.
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Esto explica el significado geométrico de la localizacién: si k es un cuerpo algebraicamente cerradoy A =
klx1,...,x,]1/1(X), entonces los ideales primos p € Spec A corresponden a los subconjuntos cerrados irreduci-
bles V(p) < X. Luego, los ideales primos p’ € Spec A, corresponden a los subconjuntos cerrados irreducibles
V(p) = V(p") € X. Entonces, la localizacion A, refleja la geometria de X localmente, alrededor de V(p).

Las pruebas de todos los resultados mencionados es un buen ejercicio para el lector.
La biyeccion (21.2) se generaliza a una biyeccion para los ideales primarios.
21.28. Lema. Sea S < A un subconjunto multiplicativo y q = A un ideal p-primario.
1) SipnS# @, entonces S™'q=S"1A.
2) SipnS=g, entonces S~'q es un ideal S~'p-primarioy S"'qn A=q.
Esto nos da una biyeccion
{ideales primarios q c S A} = {ideales primarios qc A|qn S = @}.

Demostracion. SisepnS, entonces s” € qn S para algiin r =1,2,3,... y luego ST" € S71g, que es invertible en la
localizacion, asi que S~'q=S7'A.

Ahora sipn S =g, entonces si se S, f € A satisfacen fse q, entonces s ¢ p =,/q, y por lo tanto f € q, dado
que q es p-primario. Esto nos permite concluir que

SlqnA=q.
Ademas,
4 /S—lq: ﬂ p/: ﬂ S—lp/: -1 ﬂ p’=S‘1\/ﬁ=S‘1p.
p’eSpecS™1A p’eSpec A p'eSpec A
p'257q p'2q p'2q

Aqui hemos usado el hecho de que la localizacién conmuta con las intersecciones. Luego, es facil comprobar
a partir de las definiciones que si q < A es primario, entonces S~!q < S~! A es también primario, y si g S™' A
es primario, entonces qn A< A es primario. [ ]

21.29. Lema. Sea A un anillo conmutativo y S < A un conjunto multiplicativo. Para un ideal I < A sea
I=qin---Ngs

una descomposicion primaria minimal. Denotemos p; := \/q;. Asumamos quep;NnS=@parai=1,...,myp,NS# @
parai=m+1,...,s. Entonces,
Sr=8"qin---nS7qm

es una descomposicién primaria minimal para el ideal ST' IS 'Ay
SInA=qin---ngnm
es una descomposicion primaria minimal para el ideal S~'In A< A.
Demostracion. Tenemos por el lema anterior
S=s'gn--nS =St n---nS .

Luego, dado que p; # p; para i # j, tenemos S~'p; # S~!p; para i # j (donde 1 < i, j < m). Esto demuestra la
minimalidad. Luego,
STINnA=S'q1nAn--nS\qunA=qin---Nqm,

usando de nuevo el lema anterior. [ |

76



Los ideales primos py,...,ps asociados con I son tnicos segin el primer teorema de unicidad. Los ideales
primarios correspondientes q,...,qs no tienen por qué ser tinicos, pero entre ellos si son Ginicos aquellos q;
que corresponden a los primos minimales p; (es decir, estos deben aparecer en cualquier descomposicion
primaria minimal). Este es el contenido del segundo teorema de unicidad.

21.30. Segundo teorema de unicidad. Para una descomposicion primaria minimal I = q; n---Nq; los ideales
primarios q; que corresponden a los primos minimales p; estdn definidos de modo tinico (no dependen de la
descomposicion).

Demostracion. Paraun primo minimal p; consideremos el conjunto multiplicativo S:= A\p;. La minimalidad
de p; significa que p; £ p; para todo j # i; es decir, que p; NS # @ para j # i. Entonces, por el lema anterior se
tiene

SInA=q;.

Ya que p; estd definido de modo Unico por I, esto demuestra que q; esta definido de modo tnico. [ |

Ejercicio 45. Demuestre que para cualquier c € k el ideal (cx+y, x*) es primarioy que (x%, xy) = (x)N(cx+Y, x%)
es una descomposicion primaria minimal.

21.6 Descomposiciones primarias de ideales monomiales

En este breve curso no tenemos tiempo para hablar de los algoritmos de descomposicién primaria. El
lector interesado puede consultar los articulos [GTZ1988] y [DHV1992]. Solo notamos que una factorizacién
primaria del ideal principal (f) en el anillo de polinomios k[x;,...,x,] nos da esencialemente los factores
irreducibles en f. La misma factorizacion de polinomios es un problema poco trivial desde el punto de vista
algoritmico.

Como siempre, el caso de ideales monomiales es mucho maés sencillo, y aqui voy a explicar un método
basico de su descomposicién.

s

21.31. Lema. Si I < k[xy,...,x,] es un ideal monomial generado por las potencias de variables x;’il, S
S
entonces I es primario.

Demostracion. El ideal (le,...,x;."‘) es primario en el anillo k[x;,,...,x; ], dado que su radical”
s

(x*

Asy _
i y~--)xi;)_ (xl'ly---)xl's)

es maximal en k[x;,,...,x;]. Luego, I es la extensién de este ideal al anillo de polinomios k[xy,...,xs], ¥
entonces es también primario gracias al ejercicio 43. [ |

21.32. Lema. Sea I = (x*1,...,x*9) un ideal monomial en k[x,,..., x,], donde los generadores x*® son mini-
males y x*® = xPx¥ con med(xP, x7) = 1. Luego,

I= (%W x50 By (@D xS 3y = (T+ () n (T + ().

Demostracion. Los ideales en cuestién son monomiales, asi que bastaria verificar que para un monomio x%
se tiene
eI+ P)NU+ ) = xel.

En efecto, x® € (I + (xP)) n (I + (x")) quiere decir que
x¥eToxP|x% x| x%
Dado que x? y x? son coprimos, la Gltima condicién puede ser escrita como

x¥elToxPx|x* < x%€l. [ |

"Para los radicales de ideales monomiales, véase el ejercicio 23.
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Ahora aplicando recursivamente el Glltimo lema a un ideal monomial I, podemos escribirlo como una in-
terseccion de ideales monomiales donde ningin generador puede descomponerse como xPxY conmed(xB, x¥) =
1. Pero tales ideales son precisamente los ideales generados por potencias de las variables y son primarios
segun el lema 21.31. Esto nos da un algoritmo bastante tonto de descomposicién primaria de ideales mo-
nomiales. El problema es que el método produce una descomposicién que no es necesariamente minimal, y
se necesita mas trabajo para simplificarla. Para un método mas eficaz, véase [HS2002].

21.33. Ejemplo. Consideremos el ideal monomial (xz, yz) c k[x, y, z]. Usando el lema 21.32, podemos escri-
bir
(xz,yz) = (xz,y) N (xz,2) = (x2,y) N (2) = (x, ) N (2, y) N (2) = (X, y) N (2).

Esta es una descomposicion primaria, y es visiblemente minimal. A

21.34. Ejemplo. Para ver un ejemplo mas trabajoso, tomemos el ideal (x?,xy?z, yz?) < k[x, y, z]. Primero,
escribamos
(%, xy%z, y2%) = (%, xy%2, ) N (6%, xy% 2, 2%) = (x%, ) n (6%, xy* 2, 29).

Ahora para el segundo ideal en la Gltima interseccion,
(xz,xyzz, z%) = (x,2°) N (xz,yz,zz) N (%%, 2).
Esto nos da la descomposicion
(xz,xyzz,yzz) = (xz,y) N (x,z%) N (xz,yz,zz) n(x%,2),
pero no es minimal: tenemos v/(x, z2) = v/(x2, z) = (x, z). Calculamos la interseccién correspondiente
(x,22) N (x?,2) = (x%, x2,2°).

Tenemos entonces
2 2 2
(x%,xy°z,yz°) =q1Nq2N4qs,

donde

n=0%y), q=0%x22=(x2% q3=0%)% 2.
Los radicales correspondientes son
pl =(X,J/), pZ: (x,Z), p3: (xyyyz)-

Ahora la descomposicién si es minimal:

qiNqe = (%%, xyz, yz2°) £ q3,
qinags = (x%, ¥%, y2°) £ qa,
q2Nqs = (%, xy%z, 2 € qu. A

Ejercicio 46. Encuentre una descomposicion primaria minimal para el ideal (x?yz, y?z, xz?) c k[x, y, z].

21.7 Descomposiciones primarias en Macaulay2

Para trabajar con las descomposiciones primarias, en Macaulay2 existen las siguientes funciones.

» isPrime([) verifica si I es un ideal primo.
» isPrimary([) verifica si I es un ideal primario.

= radical (1) calcula el radical v/T.

78



» primaryDecomposition(I) devuelve una descomposicioén primaria de I.
= associatedPrimes(I) devuelve los ideales primos asociados con I.

= minimalPrimes(I) devuelve los ideales primos minimales asociados con I.
21.35. Ejemplo. Calculemos en Macaulay2 una descomposicion primaria minimal del ideal

I=(x*z% x(x+y%), z(z—¥*) < Qlx, ¥, 2l.

il @ R = QQ[x,vy,z];

i2 : I ideal (x"2*%zAN2, x*(x+y”2), z*(z-y"2));

02 : Ideal of R

i3 : dec = primaryDecomposition I

2 2
03 = {ideal (z, x), ideal (z, y + x), ideal (x, v - z),
2 3 2 2 2 22 4 2
ideal (x + x*z, z , yz -2z, x*y =-x*z, xz,y -2z)}
03 : List

i4 : isPrime dec#3

o4 = false

i5 : isPrimary dec#3

o5 = true

i6 : radical dec#3

06 = ideal (z, vy, x)

06 : Ideal of R

i7 : associatedPrimes I

2 2
o7 = {ideal (z, x), ideal (z, y + x), ideal (x, v - z), ideal (z, vy, X)}

o7 : List
i8 : minimalPrimes I

2 2
08 = {ideal (z, x), ideal (z, y + x), ideal (- vy + z, x)}

En este caso Macaulay2 encontré una descomposicion primaria minimal

I=pinp2npsng,

donde
p1=(2,x), p2=(z)y°+x), p3=(x,¥*~2)

79



son ideales primos y son minimales, mientras que
q= (% +xz,2°, yzz— 22, xy2 - xz, x*2%, y4 - 2%

es un ideal primario que corresponde al primo encajado

V1 =(x,72).

21.36. Ejemplo. Hemos visto en 21.10 que el ideal
p:=(f,ghckix,yzl, f:= yz—xz, g:= yz—x3, h:= zz—xzy

es primo, pero p® no es primario. Hagamos estos célculos en Macaulay?2.

il : R

QQ[x,y,z];
i2 : (f,9,h) = (y*2 - x¥*z, y*¥z - xN3, zA2 - xA2*y);

i3 : P

ideal (f,g,h);
03 : Ideal of R

i4 : isPrime P

04 = true

i5 : isPrimary PA2

o5 = false

i6 : factor (gn2 - f*h)

5 3 2 3
06 = (X)(x + x*y - 3x y*z + z )

06 : Expression of class Product
i7 : x % P ==

o7 = false
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i8 : pol = value o06#1

5 3 2 3
08 = x + x¥*y - 3x y¥*z + z

o8 : R
i9 : pol % PA2 == 0@

09

false

22 Dimension de Krull

El concepto correcto de la dimensidén en geometria algebraica y dlgebra conmutativa es la dimension de
Krull . Para motivar la definicién, observemos que para un espacio vectorial V sobre un cuerpo k la dimen-
sién viene dada por

dimy V = sup{n | existe una cadena de subespacios 0=V, C V1 C---C V,, =V}
La dimensién de Krull se define de manera parecida.

22.1. Definicion. La dimension de Krull de un espacio topolégico X viene dada por
dim X := sup{n | existe una cadena de subespacios cerrados irreducibles X, C X; C ---C X,, € X}.

Ademas, se pone
dimg@:=-1.

Ejercicio 47. Demuestre que si X # @ es un espacio noetherianoy 7, ..., Z; son sus componentes irreduci-
bles, entonces
dim X = max{dim 73, ...,dim Z,}.

Ejercicio 48. Demuestre que para un subespacio Y € X se tiene
dimY < dim X.

22.2. Ejemplo. Para un conjunto algebraico X < A" (k) se tiene dim X = 0 si y solo si X es finito y no vacio.
En efecto, si X es un conjunto finito, entonces la topologia de Zariski sobre X es discreta y los subconjuntos
irreducibles de X son unipuntuales. Entonces, todas las cadenas tienen longitud 0. Viceversa, asumamos
que dim X = 0. El espacio X es noetheriano y por ende tiene un nimero finito de componentes irreducibles,
pero estas son unipuntuales, puesto que dim X = 0. A

Notamos que si X es Hausdorff, entonces los subespacios irreducibles de X son unipuntuales y la di-
mension de X serd nula. Vamos a ocupar la definicién 22.1 para la topologia de Zariski que casi nunca es
Hausdorff.

Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado y X < A" (k) es un conjunto algebraico, entonces una cadena
de subespacios cerrados irreducibles

X0 CX1C--CXySX

=‘”'Wolfgamg Krull (1899-1971) — algebrista aleméan conocido por sus contribuciones en dlgebra conmutativa.
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corresponde a una cadena de ideales primos
PoCP1 & ChncT(X).
Esto motiva la siguiente definicién general.
22.3. Definicion. La dimension de Krull de un anillo conmutativo A viene dada por
dim A :=sup{n | existe una cadena de ideales primos po T p1 S --- C pn < A}

Ademas, por la definicién,
dimO0:=-1.

En particular, si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces para un conjunto algebraico X ¢ A" (k)
se tiene
dim X = dimT'(X).

22.4. Comentario. En efecto, la definicién 22.3 se obtiene aplicando 22.1 al espacio Spec A con la topologia
de Zariski definida en 20.11.

22.5. Ejemplo. Para todo cuerpo k se tiene dimk = 0, dado que Speck = {(0)}. En general, recordemos que
un anillo A es artiniano si y solo si A es noetheriano y todo ideal primo en A es maximal. En este caso las
cadenas de ideales primos tienen longitud 0 y por ende dim A = 0. A

22.6. Ejemplo. Si A es un dominio de ideales principales, como por ejemplo Z o k[x], entonces dim A = 1.
Esto se sigue del hecho de que los ideales primos en A son (0) y los ideales maximales (p), donde p € A es un
elemento primo. Entonces, toda cadena de ideales primos de longitud maximal tiene forma
0) C (p) c A.
Esto también demuestra que
dimAl(k)=1, si k es infinito.
De hecho, tenemos una cadena de subconjuntos irreducibles
{0} = V(x) CV(0) = A' (k)
y viceversa, toda cadena de subconjuntos cerrados irreducibles en A (k) corresponde a una cadena de ideales
primos en k[x] que tiene longitud < 1. A

22.7. Ejemplo. En el anillo de polinomios en niimero finito de variables existe una cadena infinita de ideales
primos
0) C (x1) © (x1,%2) C (X1, %2, X3) & -~ < klx1, X2, X3,...],

asi que
dim k[x1, x2, x3,...] = c0.

Este anillo no es noetheriano. En general, existen anillos no noetherianos de dimension finita y anillos
noetherianos de dimensién infinita’. Ejemplos especificos de tales anillos fueron descubiertos por el alge-
brista japonés Masayoshi Nagata. Sin embargo, aqui nos va a interesar el caso de k-algebras finitamente
generadas, donde la dimensién se comporta bien. A

Ejercicio 49. Sean A un anillo e I ¢ A un ideal. Demuestre que dim(A/I) < dim A.
Ejercicio 50. Demuestre que para el producto de dos anillos se tiene
dim(A x B) = max{dim A, dim B}.

Ejercicio 51. Sea k un cuerpo. Demuestre que el anillo de las series formales k[[x]] y el anillo de polinomios
de Laurent k[x, x~!] tienen dimensidn 1.

Ejercicio 52. Demuestre que el anillo Z[x] tiene dimensién 2.

“El hecho de que todas las cadenas de ideales se estabilizan no necesariamente significa que hay una cota para la longitud de
cadenas.

82



22.1 Dimension y el grado de trascendencia

Intuitivamente, la dimensién del espacio afin A" (k) debe ser igual a n. En el anillo T'(A"(k)) = k[x1,..., Xxl
tenemos la cadena de ideales primos

0C (x1) € (x1,x2) € --- C (x1,X2,..., %) C k[x1,...,Xp]
que en el caso de k infinito corresponde a la cadena de subespacios irreducibles
(22.1) V(X1,X2,..., %) C -+ CV(x1,%2) CV(x1) CA" (k).
Notamos que esto demuestra solamente las desigualdades

dimA"(k)=n, sik esinfinito

y
dim k[x1,...,x,] = n.

—no esta claro por qué no existen cadenas mas largas. Para resolver este problema, vamos a relacionar la
dimension de Krull con otro invariante: el grado de trascendencia.

22.8. Definicion. Sea A un algebra sobre un cuerpo k. Digamos que ay,...,as € A son algebraicamente
independientes sobre k si para todo polinomio no nulo f € k[x;,..., x5] se tiene

f(aly'--;as) # 0-
El grado de trascendencia de A se define mediante
trdeg, A:=sup{#S| S c A un subconjunto finito, algebraicamente independiente sobre k}.

Ademas, se pone
trdeg; 0:=-1.

22.9. Ejemplo. Dejo al lector digerir la definicién de arriba y entender que para el anillo de polinomios
k[x1,...,x,] un subconjunto maximal algebraicamente independiente viene dado por S = {x,...,x,}, y por
ende

trdeg, (k[x1,...,X,]) = n.

De la misma manera, para el cuerpo de funciones racionales
k(x1,...,x,) :=Frac(k[x1,...,x,])

se tiene
trdeg; (k(x1,...,x,)) = n. A

22.10. Teorema. Sean A una k-dlgebray S < A un conjunto de generadores de A como k-dlgebra. Entonces,
dim A < sup{#T | T < S subconjunto finito, algebraicamente independiente} < trdeg;. A.

Ademds, si A es finitamente generada, entonces se cumplen igualdades
dim A =sup{#T | T < S subconjunto finito, algebraicamente independiente} = trdeg;. A.

22.11. Comentario. En general, cuando A no es finitamente generada, la desigualdad es estricta: por ejem-
plo, como todo cuerpo, k(xy,...,x,) tiene dimension de Krull 0, aunque trdeg, (k(x1,..., X)) = n.

Antes de probar el teorema, notamos que como un caso particular se obtiene el siguiente resultado.
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22.12. Corolario. Para cualquier cuerpo k se tiene dim k[x1,..., x,] = n.

22.13. Corolario. Para el espacio afin se tiene

n, Sik es infinito,

dimA" (k) =
o {0, si k es finito.

Demostracion. Si k =F, es un cuerpo finito, entonces dimA” (F,) = 0 gracias a la observacién en 22.2. Si k es
infinito, entonces tenemos una cadena de subconjuntos irreducibles (22.1) de longitud n, asi que

dimA” (k) = n.
Viceversa, una cadena de subconjuntos irreducibles

XoCX1 G C X =A"(k)
nos da una cadena de ideales primos
0=IX;n) € - CI(X)) CI(Xp) € klxy,...,x5],

pero su longitud es necesariamente < dim k[x1,..., x,] = n, lo que nos da la otra desigualdad

dimA" (k) < n. [ |
22.14. Comentario. En general, es cierto que para cualquier anillo noetheriano A # 0 se tiene

dimA[x] =dimA+1,

pero no lo vamos a probar en nuestro breve curso. Note que esto implica por induccién que

dim k[x1,...,x,] = n.

Demostracion del teorema 22.10

Para un conjunto de generadores S < A pongamos
n:=sup{#T | T < S subconjunto finito, algebraicamente independiente}.

Tenemos que probar que
dimA<n.

1) Notamos que es suficiente probar la desigualdad para el caso cuando A es un dominio.
En efecto, si una cadena de ideales primos de longitud maximal viene dada por

PG GPncA
a esta cadena corresponde una cadena en A/p de la misma longitud:
0 Sp1/p &= CSpnlpc Alp.
Ademads, al remplazar A por A/py el conjunto S < A por
Sip:={a+placScAlp,

el nimero n no puede volverse mas grande.

Entonces, a partir de ahora podemos asumir que A es un dominio.
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2) Si n =0, entonces todos los elementos de S son algebraicos sobre k, lo que significa que el cuerpo de
fracciones Frac A esta generado como k-algebra por elementos algebraicos sobre k, asi que Frac A/k es
una extension algebraica. En particular, todos los elementos de A son algebraicos sobre k. Ahora, dado
que

k< AcFracA,

donde Frac A/ k es una extension algebraica, podemos concluir que A es también un cuerpo (véase el
lema 19.26), y luego dim A = 0.

3) Ahora asumamos que 7n > 0. Toda una cadena de ideales primos de longitud m >0

PP S SChpmcA

nos da la cadena correspondiente de longitud m —1 en A/p;:
0C p2/p1 & - S pml/pr < Alpy.

Para el paso inductivo seria suficiente probar que todos los subconjuntos algebraicamente indepen-
dientes T < S/p; tienen < n elementos: en este caso

m-1=dim(A/p;)<n
por la hipétesis inductiva, y luego m < n. Asumamos que existen n elementos ay,...,a, € S tales que
ay +py,...,ap+p1 € Alpy

son n diferentes elementos algebraicamente independientes sobre k. Luego, aj, ..., a, € A son también
algebraicamente independientes. Ahora por la eleccion de n, todo elemento de S es algebraico sobre
el cuerpo

k(ay,...,a,) =Frack(x,..., x,].

Los elementos de S son generadores de A, asi que Frac A es una extension algebraica de L. En particular,
para un elemento no nulo a € p; existen fy, f1,..., fs € k(a, ..., a,) tales que

fia*+ fsa"t 4+ fla+ fy=0.

Sin pérdida de generalidad, f; # 0. Ademas, multiplicando los f; por su comiin denominador, podemos
asumir que fy, fi,..., fs € klay, ..., a,]. Luego,

fo=-(fsa '+ fi1a” 2+ + fiaep.

Ahora f; corresponde a un polinomio Fy € k[x, ..., x,] evaluado en ay, ..., a,, pero la expresion de arriba
significa que a; +py,...,a, +p; son algebraicamente dependientes. Contradiccion.

Ahora nos gustaria probar que cuando A es un algebra finitamente generada, entonces se tiene la otra
desigualdad
trdeg; A < dim A.

Vamos a probar que si existen n elementos ay,...,a, € A algebraicamente independientes sobre k, entonces
en A existe una cadena de ideales primos de longitud n.

1) Como antes, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que A es un dominio. En efecto, en este
caso A es noetheriano y tiene un nimero finito de ideales primos minimales p;,...,ps. Su interseccién
coincide con el nilradical:

p1N---Nps = N(A).
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2)

3)

Siay,...,a, € A son algebraicamente independientes sobre k, entonces existe i = 1,...,s tal que los ele-
mentos a; +9;,...,a, +p; € Alp; son algebraicamente independientes. En efecto, si esto no es el caso,
entonces para todo i habrd un polinomio no nulo f; € k[x,...,x,] tal que f;(ay,...,a,) € p;. Considere-
mos entonces el polinomio

fi=fi fs £0.

Tenemos
f(aly---;an)Eplﬂ"'nps:N(A)’

pero esto implica que existe r = 1,2,3,... tal que f"(ay,...,a,) =0, lo que contradice la independencia
algebraica de ay, ..., an,.

Ahora si a partir de los elementos algebraicamente independientes a; +p;,...,a, +p; € Alp; se puede
obtener una cadena de ideales primos de longitud n en A/p;, esta cadena nos dard una cadena de
ideales primos de longitud n en A.

A partir de ahora podemos asumir que A es un dominio.

La base de induccién es obvia: en A hay un ideal primo, por ejemplo (0), que nos da una cadena de
longitud 0.

Consideremos el subcuerpo
L:=K(a;) <FracA

y la subalgebra
A':=L-AcFracA.

Notamos que A’ es una L-algebray ay,...,a, € A’ son algebraicamente independientes sobre L. Por la
hipétesis inductiva, dim A = n -1 y existe una cadena de ideales primos

poCP S Cpy Al

Pongamos entonces
pii=p;nA

Dado que L-p; = p};, tenemos una cadena de ideales primos
PoGP G GPn1c A

Elideal p;_; = Ano es maximal. En efecto, si p,_; fuera maximal, el cuerpo A/p,_; seria una extensién
finita de k y el elemento a; +p,_; € A/p,_1 seria algebraico sobre k. Luego,

Cnayl +cn1 a{’_l +etcra;+co€Pnq
para algunos ¢y, ¢,-1,..., co € k, donde ¢y # 0. Sin embargo, esto demostraria que
-1 li
co=—(chal +cp1al” +---+cra)€p,_,,

yluegop’ | = A’, que no es el caso.

Entonces, el ideal primo p,,—; no es maximal en Ay existe un ideal maximal p,_; C p,, = A. Esto nos da
una cadena de longitud »
PSP G ChPn1&PncA

y concluye la prueba. [ |

Este argumento viene de [Kem2010].
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22.2 Calculo de dimension

22.15. Corolario (Dimension de algebras finitamente generadas y eliminacién). La dimension del dl-
gebra finitamente generada A = k(x1,...,x,]/1 es el mdximo niimero & tal que existen variables {x;,,...,X;;} S
{x1,...,Xn} que cumplen

(22.2) Imk[x,-l,...,xl-é]:o.
Demostracion. La condicién Inkl(x;,,..., x;;] = 0 significa precisamente que X;,,...,X;, € A son algebraicamen-
te independientes sobre k. [ |

22.16. Corolario. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y X < A"(k) un conjunto algebraico. Entonces,
dim X es el mdximo ntimero 6 tal que existen & variables {x;,, ..., x;;} S {x1,...,x,} que cumplen

I(X)n k[x,-l,...,x,-ls] =0.
Demostracion. Tenemos dim X = dim k[x3,..., x,]/1(X). [ ]

Notamos que la condicién (22.2) puede ser verificada usando las bases de Grébner, como hemos visto en
§18.1. Esto nos da un algoritmo para calcular la dimensién de una k-algebra finitamente generada. Veamos
un par de ejemplos.

22.17. Ejemplo. Calculemos la dimension del algebra afin k[x, y, z]/I donde I = (xz, yz). Notamos que a este
ideal monomial corresponde el conjunto algebraico

V() =V(x,y) uV(z)

que es la unién del eje z y el plano xy.

Tenemos I # 0, y luego
Inklyzl=(yz), Inklx,zl=(xz), Inkl[x,y]=0

(es facil verificar estas intersecciones, dado que el ideal en cuestiéon es monomial). La Gltima interseccién
nos permite concluir que dimkl[x, y, z]/I = 2. A

22.18. Ejemplo. Calculemos la dimensién del dlgebra afin k[x, y,zl/1, donde I = (x*> — y, x® — z). Tenemos
Inklx,yl=(*-y), kixzl=*-2), Inklyzl=("-2%.

Estos calculos pueden ser verificados en Macaulay2:
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il : R = QQ[x,vy,z];

i2 : I = ideal (x"2-y, x"3-z);
02 : Ideal of R

i3 : eliminate (x,I)
3 2

03 = ideal(y - z )
03 : Ideal of R

i4 : eliminate (v,I)
3

04 = ideal(x - 2z)
04 : Ideal of R

i5 : eliminate (z,I)
2

o5 = ideal(x - y)
o5 : Ideal of R

Entonces, la dimensién de k[x, y, z]/I tiene que ser menor que 2. Luego, calculamos que
Ink[x]=Inklyl=1Inklz] =0,
de donde dim k[x, y,z]/I1=1.

i6 : eliminate ({x,y},I)
06 = ideal ()
06 : Ideal of R

i7 : eliminate ({x,z},I)
o7 = ideal ()
o7 : Ideal of R

i8 : eliminate ({y,z},I)
08 = ideal ()
08 : Ideal of R

De hecho, tenemos
kix,y, 21/ (x* =y, x* — 2) = klx, %%, x°] = klx],

yya sabemos que la dimensidn de k[x] es igual a 1. Geométricamente, el conjunto algebraico V(I) es la clibica
torcida que es isomorfa a la recta afin Al (k) (véase 19.13). A

Ejercicio 53. Encuentre la dimension de las k-algebras
kix,y, 21l (xz,xy—1), klx,y,2z wl/(zw— yz,xy— z3)
usando el método de arriba.
Ejercicio 54. Demuestre que para toda k-algebra finitamente generada se cumple
dimA=0 < dimy(A) < oo,

donde dim denota la dimensién de Krull y dim; denota la dimensién de espacio vectorial sobre k..
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Desafortunadamente, para encontrar el nimero maximo de variables x;,,..., x;, que satisfacen la condi-
cién (22.2), en general habra que calcular un montén de bases de Grobner (y respecto a 6rdenes monomiales
ineficaces), asi que este método no es muy practico. Mas adelante vamos a estudiar las series de Hilbert que
es otra herramienta mas eficaz para calcular la dimensién a partir de una sola base de Grobner de I respecto
a orden grlex o grevlex.

Terminemos por una aplicacion tedrica de 22.16.

22.19. Teorema. Sean k un cuerpo algebraicamente cerradoy X < A™(k) e Y = A" (k) dos conjuntos algebraicos
no vacios. Entonces, su producto X x Y € A™*" (k) satisface

dim(X xY)=dimX +dimY.
Demostracion. Tenemos I(X) € klx1,...,Xn] YI(Y) S kly1,..., yul. Sea
d=dimX =dimk(xy,...,xn]/I(X), e=dimY =dimkl[y,..., y,]/I(Y).

Segun el corolario 22.16, d y e corresponden al maximo nimero de variables x;,...,x;, € y;,,..., yj, respecti-
vamente tales que
1) Nklxiy, .., Xi,] =0,  L(Y)Nklyj,--., ¥j,] = 0.

Ahora un polinomio
FeEMX xY)NK[Xiy,..orXigy Viireeor Vi

puede ser escrito como

_ ay Qe
f= Ll vyl
donde f; € k[x;,,..., x;,]. Luego, para todo punto (ay,...,an) € X se tiene

;fa(al,...,am)yj‘; eXY)Nklyj,.... i),

asi que
Zfa(aly---ram)y?;l =0.
a

Esto implica que fy(ay,...,a) =0 todo (ai,...,ay). Luego,
fa €XX) N klxiy, ..., X1,
asi que f, =0 para todo a y f = 0. Esto demuestra que
IX < Y)Nk[Xiys.oos Xigy Vit Vil =0,

y por ende
dimXxY)=d+e.

La otra desigualdad dim(X x Y) < d + e es mas facil. Si tenemos un subconjunto T € {xi,..., Xm, Y1,-, Vn}
tal que #T > d + e, entonces

#(TNni{xy,..., xpu)>d 0o #(Tn{yy,...,yn}) >d.
Asumamos por ejemplo el primer caso. Existen entonces s > d variables x;,,..., x;, € T tales que
1(X) Nk[x;,, ..., %] #0.

Esto nos da un polinomio no nulo f € k[x;,,...,x;,] que se anula en todos los puntos de X. Luego, f se anula
en todos los puntos de X x Y e
I(X x Y) N klxj,..., ;] 0. ]
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22.20. Comentario. El andlogo algebraico del Gltimo resultado es la identidad
dim(A®y B) =dim A+ dimB
para k-algebras finitamente generadas (véase el ejercicio 37). Notamos que en particular,
dimkl[xy,..., x,] =dim(k[x;] ® - ®f k[x,]) =dim k[x;] +--- + dim k[x,] = n.

En general, afuera del mundo de k-algebras finitamente generadas, los productos tensoriales no se compor-
tan bien respecto a la dimensidon. Por ejemplo, si p y g son diferentes primos, entonces

SpecF, ={(0)}, SpecFs=1{(0)}, SpecF,ezF;)=¢.

22.3 Dimension de Krull en Macaulay2

Si A es un cociente del anillo de polinomios k[x;,...,x,] (donde k = Q@ o F;), la dimension de A puede
ser calculada en Macaulay2 mediante dim( A). Para un ideal I < k[x;, ..., x,], el comando dim(I) calcula la
dimension del anillo cociente k[x,...,x,]/1.

He aqui un pequeno ejemplo.

il : R = QQ[x,y,z];

i2 : dim R
02 =3

i3 : dim ideal (©_R)
03 =3

i4 : dim ideal (x)
04 = 2

i5 : dim ideal (x,y)
o5 =1

i6 : dim ideal (x,vy,z)
06 = 0

i7 : dim ideal (x*z,y*z)
o7 = 2

i8 : dim ideal (x"2-y,x"3-z)

23 Digresion sobre las series formales

El anillo de las series formales con coeficientes enteros en la variable ¢ se denota por Z[[¢]]. Sus ele-
mentos son las sumas formales

Zadtd=a0+a1t+a2t2+a3t3+---,
d=0

donde a, € Z. A diferencia de los polinomios, no se pide que a,; = 0 para d suficientemente grande. Las sumas
y productos se definen de la manera habitual:

Zadtd+2bdtd:: Z(ad+bd)td
d=0 a=0 da=0

90



(Z apt’”)-(z bqtq) = Z( Y apbq) t?.

p=0 q=0 d=0 \p+q=d
Ejercicio 55. Demuestre que una serie formal ¥ ;- as t? € Z[[t]] es invertible si y solamente si ay = +1.
23.1. Definicion. Las derivadas formales vienen dadas por
!
(Z ag td) = Z dagy 41
da=0 d=1
Ejercicio 56. Demuestre que para cualesquiera f, g € Z[[¢]] se cumple
f+8) =f+¢
y la regla de Leibniz
(fe)'=f'g+fg"
Demuestre que para f = ap+ay t +ap t> +--- se tiene
dlag = f9(0),
donde ¥ (0) denota el término constante de la d-ésima derivada formal de f.

23.2. Lema. Para todo n € Z se tiene
aQ-n"'=-na-n"L

Demostracion. Si n =0, podemos proceder por induccién usando la regla de Leibniz. La base de induccién
serfa n=0,1, y luego para n =2
a-n"n'=-na-n"H=a-0'a-9""+a-n@-n""
=—A-0"1"-0-Dr-DA-"2=-nA-n""L.

Para exponentes negativos, podemos calcular usando la regla de Leibniz que en general, para cualquier
serie invertible f se tiene

o=(ffY=frt+ryh,
de donde
(f—l)/ — _f’f_z.
En particular, para n=0
A-n"™'=-@-0"'a-0"=na-pn7"". m

23.3. Corolario. Consideremos la serie f:= (1-1)" para n € Z. Luego, para cualquier d € N se cumple
fP9=c1nm-1---m-d+1 Q-7
Demostracion. Induccion usando el cdlculo anterior. [ ]

23.4. Definicién. Para ne Zy d N, el coeficiente binomial (}) viene dado por

(23.1)

(n):: 1 (n) o nn-1)n=-2)---(n—-d+1) para d >0,

d!
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Cuando 0 < n = d, la expresion (23.1) viene de la férmula conocida

n| n! <7
d|  d\(n-d)

Ademas, la definicion de arriba nos da

(Z):O,sin>d.

23.5. Lema. ParaneZ y d €N se cumple

(23.2) (_d”) = (-1 ('HZ_I).

Demostraciéon. Calculo directo:

-n|_-n(n-1)(En=-2)---(n-d+1)  snnm+1)n+2)---(n+d-1) 4 [(n+d-1
(d)_ d =D T =(-1) ( J ) m
23.6. Proposicion (Serie binomial). Para todo n e Z se cumple
(1-p"= Z(—l)d(") .
d=0 d
Demostracion. Los coeficientes de la serie f = (1- )" cumplen
dlag= Y0 =-1)%nmn-1)--(n—-d+1),
y luego
_=D%nm-D--(n-d+1) 4 [n
aq = T =(-1) (d) [ ]

Notamos que para n > 0 esta es la formula del binomio de toda la vida, mientras que para n < 0 esta es
una serie infinita.

23.7. Ejemplo. Si n= -1, tenemos gracias a la férmula (23.2)
_1 d
=(=1%,
[]-cv

1
1—=1+t+t2+t3+~--

-2\ o d+1 o d
(d)—( 1) ( d )—( N*d+1),

=142¢+32+4853+--- A

asi que

Si n=-2, entonces

asi que

(1-1?
23.8. Corolario (Identidad de Vandermonde). Para cualesquiera m,n € Z se tiene

2 -
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Demostracion. Compare los coeficientes de las series (1- )™ -(1- )"y (1- ™", [ |

Para hacer calculos con las series formales, recomiendo el programa PARI/GP. Para indicar que una expre-
sién en ¢ es una serie con precisién hasta el n-ésimo término, hay que anadir “+ 0(¢"n)”. He aqui algunos
ejemplos.

2 1/(1-t) + 0 (tA10)
%=1+t + th2 + tN3 + tN + tA5 + th6 + tA7 + €28 + A9 + 0(EN10)

2 1/(1-t)A2 + 0 (tA10)

% = 1 + 2%t + 3¥EA2 + 4%EA3 + 5*FEAL + 6%FEAS + TXEN6 + 8*EA7 + 9%EA8 + 10*%tN9 + 0(tN10)
? (-tA2+t+1)/(1-t)A2 + 0 (tA10)

% = 1 + 3*¥C + 4%¢A2 + 5¥EAZ + 6¥%tN4 + 7¥LAS 4+ 8¥EA6 + 9¥tAT7 + 10¥tN8 + 11%tA9 + O(t’\].@)
? (1+t)/(1-t) + 0 (tA10)

% = 1 + 2%¥C + 2%CA2 + 2¥CA3 + 2¥CA4 + DXCAL 4 DXCAG + 2%LAT + 2¥CA8 + 2¥EA9 + 0(tA10)

Ejercicio 57. Para d € N consideremos los polinomios

al’ Pl Qlx].

o=+ e} [0

forman una base del Q-espacio vectorial formado por los polinomios racionales de grado < d.

(x)._ xX(x-1)--(x—-d+1) c

a) Demuestre que

b) Demuestre que todo polinomio f € Q[x] tal que f(n) € Z para todo n € Z puede ser escrito como
f=ao x +a o +--4ag * )
0 1 d

23.9. Comentario. En Macaulay2 la funcién binomial (a, n) calcula el coeficiente binomial

donde ag, ay,...,a; € Z.

n n!

(a) _ala-1)---(a-n+1)

He aqui un ejemplo:

i : for i in 0..10 list binomial (i,2)

o={0, 0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45}
o : List

i : binomial (-2,5)
o= -6

i @ R = QQ[x];

i : binomial (x,2)
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12 1
0= -X - -X

2 2
o: R

i : binomial (x+2,2) - 2*binomial (x,2) + binomial (x-1,2)

X + 2
o: R

o]
1]

24 Series de Hilbert

24.1. Definicién. Para un monomio x® = x;" ---x;" € k[x1,..., x,], su grado (total) viene dado por
deg(x®):=a;+ -+ ap.
Para un polinomio no nulo f =Y, ¢, x* € k[x1,...,Xy] el grado viene dado por
deg f := max{degx“ | ¢, # 0}.

Ademas, pongamos
deg0:=—1.

24.2. Definicion. Paraunideal I € k[x,...,x,] yel dlgebra A:= k[x1,...,x,]/I,parad =0,1,2,... consideremos
los k-espacios vectoriales

k[xlr---yxl’l]ﬁd = {fe k[x1,..-,Xn] |deg‘fS d}r
I.g:=1Ink[x1,...,Xnl<q4.

Pongamos entonces
Acg:=kix1,...,Xpl<qlI<cq = {f € A| f € klx1,..., %], degf <d}.

Ademas, sea
Ag=AzqlA<g-1-

La funcién de Hilbert de I viene dada por
hy: d— dimi(Ay)
y la serie de Hilbert de I es la serie formal

Hi(t):= Y hi(d) t? e Z[[1).
a=0

24.3. Comentario. En algunas fuentes como [CLO2015]y [Kem2010] por una muy buena razén se considera
otra definicién _ B _
h(d) :=dimi(A<q), Hi(0):= Y hi(d) 1.
d=0
Notamos que _ _
h(d)=h(d)—h(d-1),
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y luego

H®=Y h@dt*=Y hi@dt*—t Y hi(dt?=0-1) Hl.
d=0 d=0 d=0

De hecho, el lector notar4 que para nuestros propdsitos serd mas razonable hacer calculos con Hj, pero no
hemos tomado H; como la definicién principal de la serie de Hilbert para seguir la convencién adoptada por
Macaulay2 que usa Hj .

Ejercicio 58. Demuestre que si I < J, entonces H;(t) = H;(t) implica que I = J.

24.1 Primeros ejemplos
24.4. Ejemplo. Consideremos el ideal nulo I = (0) < k[xy,..., x,]. En este caso

Ag Z kXt xplg Skx]"xy" lay +-+a, = d).
Necesitamos entonces contar los monomios de grado total d. Por ejemplo, para dos variables x, y se tiene
0:1,
d=1:x,y,
d=2: xz, Xy, yz,
d=3

C 43 2 2 .3
XL, XY XYL,Y

El nimero de monomios de grado total d es d + 1. La serie de Hilbert sera

1
14+2t+38+48+---= .
(1-12

Para tres variables x, y, z se tiene
o1,
X, y, Z,

0
d=1
d=2:x° Xy, Xz, yz, yz, 2,
d=3

L322 2 2 .3 2 2 3
1 x°, X%y, X“z2, xy°, xyz, xz2°, y°, y°z, yz©, 27,

El nimero de monomios de grado total d es (dzz). En general, en k[xi,...,x,] el nGmero de monomios de

grado total d es
n+d-1 _ (—l)d —-n
d a d|
Usando la serie binomial, calculamos que la serie de Hilbert viene dada por

d-1 - - 1
H(O)(f) _ Z (n+d )td: Z(_l)d( dn) td: Z ( dn) (—t)d= (1_””' A

d=0 d=0 d=0

*La serie A 7 es un caso particular de la serie de Hilbert de un dlgebra filtrada
{OlcFycFicFc---CA,
mientras que Hj es un caso particular de la serie de Hilbert de un algebra graduada

A= A4

d=0
A toda élgebra filtrada se asocia un adlgebra graduada con A, :=F;/F;_;.
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Ejercicio 59. Demuestre que el nimero de monomios x;" ---x;" con a; +---+a, =d es igual a (’”5’1).

Notamos que si el ideal I es monomial, entonces I.,; como espacio vectorial sobre k tiene una base que
consiste en los monomios
x¥=xtxptel, ar+-tap<d.
Luego,
AgSkx® | x%¢ I, a1+ +a,=4d).

24.5. Ejemplo. Consideremos el ideal monomial I = (xz, yz) < klx, y, z]. Para el dlgebra A := k[x,y,z]/I, la
dimension del espacio A, corresponde al nimero de monomios de grado total d que no son divisibles por
Xz 0 yz,y son los siguientes:

01,

X W%,

.2 2 2
1 X%, xz, y°, 2%,

: X3, X%z, x2%, y3, z2,

s xt Bz, k222, x25, y4, z*

QU AU ™ A X
Il
AW N = o

En general, para d > 0 habra d + 1 monomios de la forma x“y?, donde a + b = d, mas el monomio z¢. Esto
significa que la funcion de Hilbert viene dada por

1, d=0,
hi(d) =
1(d) {d+2, d>0,

y la serie de Hilbert correspondiente es

1 1 2 +r+1
Hi()=1+3t+4* +583 4614+ = —— ———1=———
t1-0?% ¢ (1-1)?

Ejercicio 60. Calcule las series de Hilbert de los siguientes ideales monomiales en k[x, y, zl:
(xz, yz, zz), (xy, ng), (xy, xz, yz)
de manera directa, contando los monomios.
Cuando el ideal no es monomial, el problema se vuelve mas sutil.

24.6. Ejemplo. Consideremos el ideal I = (x* - y) c k[x, yl. El dlgebra A := k[x, y]/I tiene como una base
sobre k los monomios xy™ e y™ para m = 0. Ademads, notamos que si un polinomio f € k[x, y] tiene grado
< d, entonces reescribiéndolo en esta base, se obtiene un polinomio de grado < d: en efecto,

s ybrarz, si a es par,
xyP+@=D/2 - si g es impar,

asi que el grado no se vuelve mas grande. Esto significa que
dimy(A<g) =#xy?10<b<d-1}u#ly’ |0<b<d}=2d +1.
Luego, para d >0

dimg(Ag) =dimg(A<g) —dimg(A<g-1) =2,
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y la serie de Hilbert es
Hi()=1+2t+22 428+ =1+ —— = ——

Hay que tener cuidado: otra base de monomios de A viene dada por 1, x,x2,x3,..., y uno podria pensar
que la serie de Hilbert es mds bien 1+ ¢+ 2+ 3 +--- Sin embargo, el pasaje a esta base remplaza el monomio
x%yP por x?*2P y el grado se sube si b #0. A

24.7. Advertencia. La serie de Hilbert es un invariante de un ideal I c k[x, ..., x,], pero no del 4lgebra co-
rrespondiente k[xi, ..., x,]/I. Por ejemplo, se tiene k[x, y]/ (x> — y) = k[x], y sin embargo, al ideal (x> — y) c k[x, y]

corresponde la serie de Hilbert %, mientras que al ideal (0) < k[x] corresponde la serie ﬁ

Resumamos nuestros calculos de arriba.

I Hy (1) V() dimA
(0) < klx1,..., Xn] = A" (k) n
(xz,yz) € klx, , 2] % V(z) UV(x, y) 2
(x? —y) c klx, y] T parabola 1

Notamos que en el denominador de Hj(r) estd precisamente (1— )44, M4s adelante vamos a probar que
esto se cumple en cualquier caso, y de esta manera la serie de Hilbert permite calcular la dimension de Krull
de k[x1,...,x,1/1.

24.2 Reduccion al caso de ideales monomiales

Hemos visto en §17 cdmo encontrar una base monomial de k[x;,..., x;]/I a partir de una base de Grobner
G para I: a saber, se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales

¢ klx, ..., xpl/ T — kx| x¥ ¢ (LT(D)),

f médI—Ff

Para que el isomorfismo ¢ sea util en calculos de las series de Hilbert, este debe respetar el grado en
cierto sentido.

24.8. Definicién. Se dice que un orden monomial = sobre k[xi, ..., x,,] respeta el grado si x® < xf implica
que degx® < deg xP.

En particular, el orden lexicografico graduado (grlex) y el orden lexicografico inverso graduado (greviex)
respetan el grado, mientras que el orden lexicografico sobre k[xi,..., x,] con n > 1 no lo respeta.

24.9. Lema. Fijemos algtin orden monomial < sobre k|[x,,...,x,] que respete el grado. Para cualquier ideal I =
klx1,...,x,], el isomorfismo
¢: klxy,...,xpl1 T — k(x* | x* ¢ (LT(I)))

induce isomorfismos
Ga: (kIx1,..., xpl/ Deg — k(x| degx® < d, x* ¢ (LT(I))).

Demostracion. Sea G =1{gj,...,gs} una base de Grobner de I. Notamos que si x* ¢ (LT (I)) = (LT(G)), entonces
3@ = x%, asi que la aplicacién ¢ restringida a (k[xy,...,x,]/I)<4 contiene en su imagen el espacio

k(x® | degx® = d, x* ¢ (LT(I))).
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Necesitamos verificar que este espacio coincide con la imagen, y para esto seria suficiente ver que

deg?G <degf.

Recordemos que para un polinomio f € k[x,..., x,] el resto fc puede ser obtenido del algoritmo de division
que nos da

-G
f=qgi+-+qsgs+f,
donde

1) los monomios de fG no son divisibles por LT(g;),
2) LM(q;g:) < LM(f) si q;gi #0.

. -G s
Estas condiciones definen a f~ de modo tinico. Ahora

LM(fc) SLM(f—(q18 ++qs8s)) < LM(f),

y nuestra hipdtesis sobre el orden monomial implica que
-G
degf =<degf. |

24.10. Teorema. Fijemos algtin orden monomial < sobre k[xy,...,x,] que respete el grado. Para cualquier ideal
Icklxy,...,x,] se tiene
H; (1) = Horay (8).

Demostracion. Segun el lema anterior,

h(d) := dimg (k[x1,..., Xl / D<g
depende solamente de (LT(I)). Esto quiere decir que si (LT(I)) = (LT(])), entonces H;(t) = Hy(t), y luego
H;(t)= H;(?). En particular, tenemos (LT (LT (I))) = (LT (I)). ]

Ejercicio 61. Encuentre un ideal particular I < k[x3,...,x,] yorden monomial < que no respeta el grado tales
que Hp(t) # Hrm (1).

24.11. Ejemplo. Consideremos el ideal I = (x*-y,x>~z) c k[x, y, z]. Labase de Grobner reducida de I respecto
al orden grevlex viene dada por
G=1y*—xz,xy—2z,x* - y}.

Necesitamos entonces contar los monomios que no pertenecen al ideal (y?, xy, x?).

= para d =0 tenemos el monomio 1,

= para d >0 tenemos tres monomios xz%~!, yz4~1, z4,

Entonces,
2 3 3t 2t+1
Hi())=1+3t+3t°+3t7+--- =1+ —— = .
1-1¢ 1-1¢
Recordemos que el conjunto algebraico V(1) es la ctibica torcida (véase 19.13 y 22.18). A
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24.3 Algoritmo recursivo

Acabamos de reducir el calculo de la serie de Hilbert al caso de ideal monomial. Ahora vamos a obtener
un algoritmo recursivo para los ideales monomiales.

24.12. Lema. Para el ideal principal I = (x%) € k[x,..., X,] generado por un monomio x* se tiene

1-— tdegx“

=

Demostracion. La multiplicacion por x* es una aplicacién k-lineal inyectiva sobre k[xi,...,x,] que nos da
sucesiones exactas cortas de espacios vectoriales sobre k

xx¥ klx1,...,xnlq
0— klx1,..., Xnla-degxe — klx1,..., Xnlg — = =Aq4—0
X k[xlv---»xn]d—degx“

donde
k[X1,..., Xn]d-degxe = 0 Si d < degx®.

Entonces,
dimk(k[xl) ey xn]d—degxa) + dlmk(Ad) = dimk(k[.XI, ey xn]d);

lo que nos lleva a la identidad de series formales

198X Y dimp (klxy, ..., X)) 19+ Y dimg(Ag) 1= Y dimy(klx, ..., xpla) 4,
d=0 d=0 da=0

de donde
_ tdegx“

Hi() =Y dimy(Ag) t¢ = (1 - t98") Hy (1) = 1-r= n
d=0 a-nr

Ejercicio 62. Demuestre que en general, para un polinomio no nulo f € k[xy,...,x,], el ideal principal co-
rrespondiente I = (f) € k[xy,..., x,] tiene la serie de Hilbert

i 1— desf
H=—"——.
1(1) a_on

(Use el argumento de arriba, remplazando los espacios V; por V.,.)
24.13. Lema (Inclusién-exclusion). Para dos ideales monomiales I, ] < k(xy, ..., x,] Se tiene
Hyyy(8) = Hi(8) + Hy(t) — Hinj(2).
Demostracion. Consideremos los espacios vectoriales
I.g:={felldegf<d}, Jzq:={f€]ldegf<d}.

Notamos que
I.gnjcg=UNnN<g:={helIn]|degh<d}.

Dado que los ideales en cuestion son monomiales, tenemos
Ieg=k(x*eI|degx®<d), Jegq=k(xPeJ|degxf<d.

De aqui se ve que
Icg+Jca=U+Ncqg:={f+glfel, ge] degf,degg =d}.
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El segundo teorema de isomorfia nos da entonces

(I+DN<a ~ I<g4
Jea  UND<yq’

de donde
dimg ((I + N<g) —dimg(J<q) = dimg (I<q) — dimg (I N N <q).

Entonces,

(dimy(kLx1, .. xn) <) = dimi (1 + /) <a) | - (dimp (k1 -, Xn) <) = dimyg Ua)

= (dimp(klx1, .., Xnl<a) — dim(Lq)) = (dime kL, ., Xn) <a) = dime (TN D)<a)),

asi que _ N N N
hrey(d) —hy(d) = hi(d) — hing(4).

Esto nos da la identidad B B ~ B
Hyy(1) = Hi(t) + Hy(t) — Hiny (1),

y luego
Hpyj() = Hi(9) + Hy(8) — Hinj (0). u

El siguiente ejercicio representa una generalizacion del resultado que acabamos de probar.

Ejercicio 63. Se dice que unideal I € k[x1,...,x,] es homogéneo si I estd generado por polinomios homo-
géneos

f = Ca(1) x“(l) + e+ Cos) x“(s),

donde

al) _ | a(s)

degx --=degx

Por ejemplo, (x> - xz? - y*z, x + y) es un ideal homogéneo.
Demuestre que si I, ] < k[x1, ..., X,] son homogéneos, entonces

Hyp,j(t) = Hi(t) + H;(t) — Hnj(2).
Encuentre un contraejemplo para el caso no-homogéneo.
Los dos lemas de arriba nos llevan al siguiente método recursivo de calcular la serie de Hilbert H;(¢) para

un ideal monomial
I=(x*V L x9) cklxy, ..., xnl.

Primero, si I = (x*) esta generado por un monomio, entonces

1— tdegx“

Hi(r) = W

seglin 24.12. Si I esta generado por mas de un monomio, entonces podemos escribir
I=(x*My 4], Ji=x"@,...,x%0).

Ahora

a(l)’xa(Z)), .

(x*Y)A J = (mem(x ., mem(x* V| x49y),
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(véase el ejercicio ) y

1- [degx”‘
(241) H[(t): W+H](t)_H(xa(l))ﬂ](t)'
Notamos que los ideales monomiales J y (x*) 0 J tienen un generador menos, asi que sus series de Hilbert
pueden ser calculadas recursivamente.

En fin, si I no es un ideal monomial, podemos calcular su base de Grobner G = {g,..., gs} respecto a un
orden que respeta el grado, y luego

H(t) = Hyorgy,...,LT(gs) (£).

Notamos que el método descrito no se ve muy eficaz: si la base de Grébner de I tiene s elementos, enton-
ces la formula (24.1) tendra que ser aplicada un nimero exponencial en s de veces. (Y no es muy sorpren-
dente: esta formula esconde todas las dificultades combinatorias del conteo de monomios.) Sin embargo, en
practica el calculo de la misma base de Grobner suele ser mucho mas pesado, y nuestro algoritmo la calcula
una sola vez, usando un orden monomial eficaz como grevlex.

24.14. Ejemplo. Asumamos que char k # 2. Consideremos el ideal
I=(x*+y*-2%, x+y) cklx,y, 2],
Su base de Grobner respecto al orden lexicografico graduado viene dada por
(x+y, 2y2 - z%).

Luego,
(LT (D) = (x, y?).
Calculamos
-t 1-2 1-82  B-1—t+1 1+¢
a1-03 a-n% a-n3  A-H3  1-f

Hy(1) = Hy y2) (1) = Hoo () + Hyey () — Hy 2 (£) =

Geométricamente, V(I) es la interseccion del cono x? + y? = z? con el hiperplano x + y = 0. La dimensién
de Krull correspondiente es igual a 1, como uno puede ver desde las intersecciones

Inklx,yl=(x+y), Inklx,zl=Inklyz=@2x*-2z%), Ink[x]=Inklyl=0. A

Entonces, hemos obtenido un algoritmo bastante eficaz para calcular la serie de Hilbert. Aunque en ge-
neral este requiere muchas aplicaciones de la férmula Hy, ;(t) = H;(#) + Hj(t) — Hynj (1), el calculo mas pesado
suele ser el de la base de Grobner de 1, y esta se calcula solo una vez, respecto al orden grlex o grevlex.

Ejercicio 64. Comprueba sus calculos del ejercicio 60 usando el algoritmo recursivo.

Ejercicio 65. Calcule la serie de Hilbert del ideal (xy + z, xy®) c k[x, y, z] mediante una base de Grobner y el
algoritmo recursivo.

Ejercicio 66. Consideremos un ideal I < k[x,,...,x,,]. Sea I el ideal generado por los elementos de I en
k[x1,...,Xm, ¥1,..., yn]. Describa la relacion entre las series de Hilbert H; (1) y Hj(1).

24.4 Polinomio de Hilbert
El algoritmo descrito arriba nos da el siguiente resultado tedrico.
24.15. Teorema. Para cualquier ideal I < k[x,...,xy,] la serie de Hilbert de I tiene forma

amt™+-+art+a
Hi(n) = 2 L "™ donde a; 7.
1-n"
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Este resultado implica que la funcién de Hilbert h;(d) coincide con valores de algtin polinomio racional
p1 € Q[x] para d suficientemente grande.

24.16. Corolario. Existe un polinomio pr(x) € Q[x] cuyos valores en los niimeros naturales coinciden con los
valores de la funcion de Hilbert hi(d) para d suficientemente grande:

(24.2) p1(d) = h;(d) para d > 0.

Demostracion. El polinomio en cuestion viene dado por

pri= Y ai(x—i+n—1) € Qlx].

n—-1

Recordemos que

(1—t)”_ Z(n+d 1) i _ Z(d+n_l)fd-

d=0 a=o\ n-1
Ahora
_ Z —i+n-1 s
(1- t)” = '
asi que
—i+n-1 d-i+n-1
H= Y Za,( )t”’:Z( Y a,-( ))t”’.
O<ismd=i d=0 \0<i<min{d,m} d
En particular, si d = m, el coeficiente de ¢ coincide con p;(d). [ ]

24.17. Definicién. El polinomio p; € Q[x] de arriba se llama el polinomio de Hilbert de I.

Notamos que la identidad (24.2) caracteriza a p; de modo Unico: un polinomio p; € Q[x] se determina
por un nimero finito de sus valores p;(d).

24.18. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 24.14, donde hemos calculado que para el ideal
P +y? =22 x+y) ckix,y 2

la serie de Hilbert viene dada por
t+1 s 3
HI(t)zﬁ:1+2t+2t +217+---

El polinomio de Hilbert correspondiente es
() = x-0 + x—1 _o
pi(x) = 0 0o |==

hi(d)=2 parad>D0. A

Y en efecto,

24.19. Ejemplo. En el ejemplo 24.5 hemos calculado que para el ideal monomial I = (xz, yz) < klx, y,z] la
serie de Hilbert viene dada por

-2 +t+1 s 3 a4
HI(I)ZW=1+3t+4t +5°+61" +---

El polinomio de Hilbert correspondiente sera

x+1 X x—-1
pI(x)z( 1 )+(1)—( 1 ):(x+1)+x—(x—1):x+2. A
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24.20. Ejemplo. Para dar un ejemplo mas interesante, consideremos el ideal
I=x*+yt+ 2t v wh cklx, y, 2, wl.

Es fécil calcular la serie de Hilbert correspondiente (la base de Grobner reducida respecto a cualquier orden
monomial es G = {x* + y* + z* + w*}):

Ho() = 1-t* B+ +r+1
B a=nr ™ a-o?

Luego, el polinomio de Hilbert correspondiente viene dado por

X+2 x+1 X x—1 1 P
pr(x) = + + + :5((x+2)(x+1)+(x+l)x+x(x—l)+(x—1)(x—2)):2x +2.

=14+4r+1062+202 +341* +526° + 7415 + 1004 + - --

2 2 2 2

1-t4

También podriamos escribir usando la expresién o

W= X3 o (F ! —l((x+3)(x+2)(x+1)—(x—1)(x—2)(x—3))—2x2+2 A
PIXI=1 4 3 | 3 - '

Ejercicio 67. Calcule el polinomio de Hilbert para los ideales del ejercicio 60. ;Para cudles valores de d se
cumple h;(d) = pr(d)?

Ejercicio 68. Hemos probado en clase que para la serie de Hilbert

amt™+---+ayt+ag
Hi=Y hdt?=
0= 1-p"

el polinomio de Hilbert p; € Q[x] cumple
pr(d) = h;(d) parad>0.

Demuestre que esto sucede precisamente para d > m — n.

24.5 Series de Hilbert en Macaulay2

He aqui algunas de las funciones de Macaulay2 relacionadas con series de Hilbert. Sea I un ideal en algin
anillo de polinomios k[x1,..., x,].

s hilbertFunction (d,I) — devuelve la funcién de Hilbert h;(d).

i : R =QQ[x,vy];
i : for d in 0..10 list hilbertFunction (d, ideal (x*2-y))
o={1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2}

o : List

= hilbertSeries (I) — devuelve la serie de Hilbert H;(#) como una expresion de la forma

artf+--+at+ag
1-n"

Si queremos reducir esta fraccién y escribirla como ﬁ, donde (1-1)1 f, se puede usar la funcién
reduceHilbert.
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i : R =0QQ[x,vy];

i : hilbertSeries ideal (x"2-y)

0 : Expression of class Divide

i : reduceHilbert (o00)

o : Expression of class Divide

25 Digresion: subalgebras de k-algebras finitamente generadas

Sean
A=kix1,...,xx)/1

una k-algebra finitamente generada y ay,..., a,, € A algunos de sus elementos. La subédlgebra
klaj,...,an] S A

generada por ay,...,a,;, es también finitamente generada. Para los calculos seria ttil expresar k[a,..., an]
como un cociente de anillo de polinomios. Notamos que los elementos a;, ..., a,, Se representan por algunos
polinomios

g1,--,8meEklxy,...,xpnl.

Luego, klay, ..., an] es precisamente la imagen del homomorfismo

¢ klty,..., tm] = klxy,..., x5/,
h**é?

Entonces, por el primer teorema de isomorfia,
klay,...,am] 2 klty,..., tml/ ker .
Necesitamos un algoritmo™ para calcular el ntcleo de ¢.
25.1. Proposicion. SiI=(hy,..., hs) para algunos polinomios hy, ..., hs € k[x1,...,xy,], consideremos el ideal
Ji=(hy,....,hs, 81— 11,.- ., 8m—tm) Skltr,..., tm, X1,..., Xnl.

Luego,
ker¢p = Jnklty,..., tml.

“Esta seccidn probablemente debe aparecer antes, con la discusion de k-algebras finitamente generadas y eliminacién.
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Demostracion. Para todo polinomio f € k[#1,..., f;;] se tiene por la definicién de J

f(g1. 8m)—ftr,...,tm) €.

Ahora si f € ker ¢, entonces f(g1,...,gm) € I, y por la ecuacién de arriba f(z1,..., t) € J. Viceversa, asumamos
que f € Jnklty,..., tm]. Esto quiere decir que

flo,..tm)= > pihi+ Y. qjgi—t)

1<i<s 1<sj=m

para algunos polinomios p;, q; € klt1,..., tm, X1,..., X,]. Al sustituir g; en lugar de ¢; en la identidad de arriba,
nos queda

f(glr---rgm) = Z Pi(gl;-")gmrxly--~rxn)!li(xlr---yxnleI'

l<iss -

€klx1,...,Xp] el

Esto quiere decir que f € ker¢. [ ]
25.2. Ejemplo. Asumamos que chark # 2 y consideremos la k-algebra

. kix,y, zl]
T2+ 242 -1, x+y+2)

Calculemos la subalgebra k[x,y]. Seglin la proposicién de arriba, el nticleo del homomorfismo

b kit ul — kix,y, z]
Y (x2+y2+22-1, x+y+2)
t—X,
u—7y

viene dado por
P+ +22 -1, x+y+z,x—t, y—wnklt,ul.

Hemos aprendido a calcular estos ideales en §18.1: basta calcular una base de Grobner respecto al orden
lexicografico con x > y > z > t > u y quitar los elementos donde aparecen x, y, z.

i : R =0QQ[x,y,z,t,u, MonomialOrder => Lex];
i : groebnerBasis ideal (x"2 + y”2 + z~2 - 1, x+y+z, x-t, y-u)
o = | 2t2+2tut2u2-1 z+t+u y-u x-t |

1 4
o : Matrix R <--- R

O de una vez,

i : eliminate ({x,y,z}, ideal (x"2 + y~2 + z~2 - 1, x+y+z, x-t, y-u))

2 2
o = ideal(2t + 2t*u + 2u - 1)

o : Ideal of R
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Entonces,
kerp = 2% +2tu+2u® - 1).

De hecho, en Macaulay2 se puede definir un homomorfismo de k-algebras y calcular su nticleo usando
la funciéon kernel (¢).

.

: £ =map (QQ[x,y,z]/(x"2+y"2+z~2-1, x+y+z), QQ[t,u], {x,v});

QQ[x, v, z]
o : RingMap --------------------"-"-------- <--- QQ[t, u]
2 2 2
(x +y +z -1, x+y+ 2)
i : kernel (f)
2 2

o = ideal(2t + 2t*u + 2u - 1)

o : Ideal of QQ[t, u]

La sintaxis para definir un homomorfismo
kity,...,tmll ] — klx1,..., x5/ 1
es la siguiente:

map Cklxi,...,xnl/ I, klt,...,t;d/T, { &1oor8m 3)

donde el tercer argumento es la lista de imagenes de los generadores n,..., . Note que aqui el primer
argumento es el codominio del homomorfismo y el segundo es el dominio. Para mas informacion, consulte la
documentacién de Macaulay2 sobre el tipo RingMap (por ejemplo, escriba “help RingMap” en la sesion
interactiva).

Entonces, tenemos la subalgebra

klx, yl . klx,y, 2]
@x2+2xy+2y2-1) (2+y2+22-1,x+y+2)

Geométricamente, esta inclusiéon corresponde a la proyecciéon

V2 +y2+22 -1, x+y+2) — VRx* +2xy+2y* - 1),
(x,y,2) = (x, ).

Notamos que V(x? + y? + z% — 1, x+ y + z) es la interseccion de la esfera unitaria V(x? + y* + z2 — 1) con el plano
V(x+ y+ z),y su proyeccién al plano xy es precisamente el elipse V(2x? + 2xy +2y% —1). A

Ejercicio 69. Calcule la subalgebra
klx,y] c kix,y, 2/ (% + y2 -2, x+ y+2).
Ejercicio 70. Usando los métodos de arriba calcule que para el homomorfismo
¢: klx,y,2) = klt], x—,y—1tz—1

se tiene

ker¢ = (y2 - Xz, yz—x3, z2 —xzy).
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26 Normalizacion de Noether

Recordemos algunas definiciones y resultados relacionados con extensiones integrales de anillos. Hemos
visto este material en el curso de dlgebra conmutativa, pero voy a dar también las referencias correspon-
dientes en los libros de Eisenbud y Atiyah—Macdonald.

26.1. Definicion. Sea A < B una extension de anillos. Se dice que un elemento b € B es integral sobre A si
existe un polinomio ménico
f=x"+ap 1 x" '+ +a;x+ag€ Alx]

tal que f(b) =0. Se dice que A < B es una extension intergral si todo elemento de B es integral sobre A.
Recordemos la siguiente caracterizacién de integridad.

26.2. Lema. Un elemento b € B es integral sobre A si 'y solamente si A[b] es un A-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Véase [Eis2004, Corollary 4.6] o [AM 1969, Proposition 5.1]. [ ]

26.3. Teorema. Para una extension de anillos A < B, los elementos de B que son integrales sobre A forman una
A-subdlgebra de B. En particular, si B estd generado como A-dlgebra por elementos integrales sobre A, entonces
B es integral sobre A.

Demostracion. Véase [Eis2004, Theorem 4.2] o [AM 1969, Corollary 5.3]. [ |

26.4. Lema. Para extensiones de anillos A< B € C, si B es integral sobre Ay C es integral sobre B, entonces C
es integral sobre A.

Demostracion. Véase [AM1969, Corollary 5.4] [ |
Recordemos el siguiente resultado importante.
26.5. Teorema de Cohen-Seidenberg (“going up”). Sea A < B una extension integral de anillos.
1) Para todo ideal primo p c A existe un ideal primo q < B tal que qn A =p.
2) Sipara dos ideales primos q < q' « B se cumple qn A=q'n A, entonces q=¢'.

Demostracion. Véase por ejemplo [Eis2004, Proposition 4.15, Corollary 4.18] o [AM1969, Theorem 5.10, Co-
rollary 5.9]. [ ]

El teorema de Cohen-Seidenberg nos permite concluir que las extensiones integrales preservan la di-
mension.

26.6. Lema. Si A< B una extension integral de anillos, entonces
dim A=dimB.
Demostracion. Una cadena de ideales primos
PoChi & ChncA
se levanta gracias a la primera parte de 26.5 a una cadena de ideales primos
GO&Nn& - &ancB,

tales que q; n A = p;, y en particular las inclusiones de arriba son propias. Viceversa, dada una cadena de
ideales primos
Q&En& - SancB,
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se obtiene una cadena de ideales primos
PoCP & Chnc A,
donde p; := q; n Ay las inclusiones son estrictas por la segunda parte de 26.5. [ ]

26.7. Comentario. Para k-algebras finitamente generadas el tltimo resultado puede ser deducido de 22.10
sin recurrir a 26.5.

26.8. Ejemplo. Consideremos la k-algebra A := k[x,y]/(x® — y?) y la subélgebra k[y]. Notamos que k[y] es
precisamente la imagen del homomorfismo inyectivo

kit] = klx, y1/ (x> =%, t—7,

asi que k[y] = k[z]. El elemento x € A satisface la relacién ménica x° —73 =0, asi que es integral sobre k[3y].
Podemos concluir que k[y] < A es una extension integral. De la misma manera se demuestra que k[x] < A es
una extensién integral.

Consideremos ahora la k-4lgebra B := k[x, y, z]/ (x — z%, y — z°). El homomorfismo natural

kix, yl — klx,y,2] - klx, 3,21/ (x - 2%, y — 2°)
induce un homomorfismo inyectivo
klx, y]/(x3 - yz) — klx,y,2]/(x— Z2, V- 2.
El elemento z € B satisface las relaciones
que significan que z es integral sobre A. Entonces, B = A[z] es integral sobre A. Tenemos entonces una cadena

de extensiones integrales
klt]Z k[ylc Ac B,

y de hecho
dimk[t]=dimA=dimB =1,

lo que coincide con el resultado de 26.6.
Geométricamente, el homomorfismo inyectivo A — B corresponde a la proyeccién natural

V(x-2z2,y-2°) - V(x® - y?),
(x, y,2)— (x,),

donde V(x - z?,y — z°) es la ctibica torcida. A

108



Ejercicio 71. Consideremos las k-algebras
A=kix, yl/ (x> (x+1)—y?), B:=klx,y,2l/(x-2°+1,y— 2>+ 2).
Demuestre que se tiene un homomorfismo inyectivo natural A— B,y B es integral sobre A.

Al homomorfismo A — B del ejercicio anterior corresponde la proyeccidon natural entre los conjuntos

algebraicos
Vix-22+1,y-22+20cA3(k) v V& (x+1)-y%) cA%(k).

26.1 Normalizacion de Noether

Como hemos visto en el teorema 22.10, si A es una k-algebra finitamente generada de dimension d,
entonces existen elementos algebraicamente independientes a;,..., a4 € A. El siguiente resultado nos dice
que estos elementos pueden ser escogidos de tal manera que k[a;,...,a4] S A es una extension integral.

26.9. Teorema de normalizacion de Noether. Sea A = k[xy,...,x,]/I una k-dlgebra finitamente generada
no nula. Entonces, existen elementos
ay,...,ag €A

tales que
1) ay,...,a4 son algebraicamente independientes sobre k;
2) Aes una extension integral de klay,...,a4l;
3) Aes finitamente generado como un modulo sobre klay, ..., aq);
4) d=dimA.

Antes de lanzarnos en la prueba, expliquemos cudl es el punto de lo que vamos a hacer. En el ejemplo
26.8 de arriba teniamos A = k[x, yl/(x> — y?), y alli es facil ver que A es integral sobre k[x] y también sobre
k[y]: tenemos una relacién integral de y sobre k[x] dada por 7> —X° = 0, y de la misma manera una relacién
integral de X sobre k[y]. Sin embargo, no es siempre posible obtener una dependencia integral directamente.
Por ejemplo, en el caso de A = k[x1, x2]/(x1x2—1), el polinomio f = x; x,—1 no nos da una dependencia integral
de x; sobre k[x1], ni de X sobre k[x,] (de hecho, tales dependencias integrales simplemente no existen). La
siguiente prueba consiste en un truco que permite sustituir x, por otra expresién y, en x;x, — 1 para poder
sacar una dependencia integral de x; sobre k[y,] € A.
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Demostracion. Procedamos por induccion sobre n. La base de induccidén es el caso cuando n = 0. Para el paso
inductivo, notamos que si I = 0, entonces bastaria tomar a; = x; para i = 1,..., n. Asumamos entonces que
0# I C A. Todo polinomio no nulo f € I puede ser escrito como

_ i i
f= X Ciin Xy Xy,
(i1y.yin)€S

donde S =N" es un conjunto finito no vacio. Escojamos § > deg f y pongamos

i-1 .
8 2,.

Yii=xi—x] , i=2,..,n.

Ahora

5 52 sn-1 S(i1eearin)
F=fLya+x0, 34X o, yn+X0 )= Y. Cipin (xl Pt g in (XL Vs, V) |
(i1 yrerin)€S

donde

S(i1,eneyin) =i+ 128+ 0i38% + -+ 0,6,

y los polinomios g, ,...;, cumplen
degxl (gil,...,i,,) < S(ilv ey ll’l)

Notamos que la funcién
(ilw--y ln) — S(ilw--y ln)

es inyectiva sobre S por nuestra eleccién de 8, y por ende existe nico (iy,...,i,) € S tal que el valor N :=
s(iy,..., in) es el maximo posible. El polinomio f no es constante, asi que N > 0. Podemos escribir

N
f:Cil,...,inxl +h(x1,J/2,-~-,J/n),

donde deg,, (h) < N. Luego,
(26.1) Xy et R, ya,. ) €L

Consideremos la k-algebra
C:=k[}z,....7nl S A.

Tenemos
A=C[x1],

donde x; es un elemento integral sobre A gracias a la relacion (26.1). Esto implica también que A es un
modulo finitamente generado sobre C (véase el lema 26.2). Entonces, A es integral sobre C. Ahora por in-
duccidn, existen elementos by, ..., b, € C algebraicamente independientes sobre k tales que C es integral
sobre k[by,...,by] y €s un mddulo finitamente generado sobre k[b;,..., b,]. Luego, A cumple las mismas pro-
piedades sobre k[by,..., b,] (véase el lema 26.4).

Notamos que si ay,...,a, son algebraicamente independientes, entonces

dimk[a,,...,a;] =dimk[x,,...,x4] =d.
Ahora si A es integral sobre klay,...,a4], entonces
dim A=dimklay,...,a4l =d
gracias al lema 26.6. [ ]

La prueba de arriba es constructiva y contiene un algoritmo para obtener los elementos a,..., a4 € A.
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26.10. Ejemplo. Consideremos A = k[xy, x2]/(x1x, —1). La prueba del teorema de arriba nos sugiere consi-
derar el polinomio

f =X1X2 — 1.
Este tiene grado 2, asi que podemos poner § =3y

Yo i=Xp— x?.
Ahora

f=x (x§’+y2) :x‘ll+x1y2.
Esto demuestra que X7 € A es integral sobre C := k[y,] = k[t]. Entonces, nuestra prueba de la normalizacién
de Noether nos dice que A es integral sobre k[a], donde a =X, — x;*. Luego,
k[x%z - %1"1 = k(1] / ker ¢,
donde
¢: klt] = klx1, x2]/ (x1x2— 1), £ xp—x].

Uno puede comprobar que este homomorfismo es inyectivo:
kerg = (x1x2 — 1, X2 — x1 — £) N k[t] = (0),

asi que
k(X - %11 = klal. A

El elemento x, — x{ que surgié en el Gltimo ejemplo es algo aleatorio, y de hecho la normalizacién de
Noether tiene otra prueba mas natural que vamos a ver a continuacién.

26.2 Normalizacion de Noether: forma lineal

26.11. Ejemplo. Continuando el ejemplo de A = k[x;, x2]/(x1 X2 — 1), notamos que las extensiones k[xX;] c Ay
k[x2] = Ano son integrales. He aqui un modo geométrico de verlo. Por ejemplo, si la extension k[x7] = A fuera
integral, entonces por el teorema de Cohen-Seidenberg habria un ideal primo p c A tal que p n k[x1] = (7).
Pero X es invertible en A, su inverso siendo X, asi que sobre el ideal primo (x7) < k[x;] no puede haber
ningln primo en A.

De hecho, la inclusién k[x;] < A corresponde a la proyeccion

¢: V(xixp— 1) — Al (K),
(t,r -1,
y el problema es que el punto 0 no esté en la imagen de ¢.

Podemos tomar la proyeccion ortogonal sobre la recta x; + x, = 0. Cuando char k # 2, tal proyeccion se
define mediante el morfismo

V(x1x2 — 1) — A%(K)/ (x1 + Xx2),
X1 — X2 X2—X1 )

(X1, x2) — (T’ 2
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Si nos preocupa la caracteristica 2, podemos tomar el morfismo
(%, ) = (x1 — X2, 02 — x1) .

Tenemos el homomorfismo correspondiente
klt] = klxy, %)/ (1 + x2) — Klx1, 21/ (x1 %2 = 1),

donde ¢+~ x;. La imagen de este homomorfismo es k[x; —x2] < A. Notamos que A es integral sobre k[x] —X>]
gracias a las relaciones
T-@ X)X - l=% + (- X - 1=0. A

El dltimo ejemplo sugiere que la normalizacion de Noether puede ser mejorada de la siguiente manera.

26.12. Teorema. Asumamos que el cuerpo base k es infinito. Sea A = k[xy,...,x,]1/I una k-dlgebra finitamente
generada no nula. Entonces, existen n elementos

ay,...,aq€ A

que cumplen las condiciones del teorema de normalizacién de Noether y que pueden ser elegidos como combina-
ciones lineales

ai=X;j+ Z Ci,jXj
d+1<j<n

para algunos c; ; € k.

Demostracion. Vamos a seguir la prueba de 26.9, solo necesitamos modificar un poco el paso inductivo.
Consideremos un polinomio no nulo

f= > ci.in x{‘ ceximer

(i1,.yin)€S

Pongamos
Yii=Xxi—cix, parai=1,...,.n—1

para algunos c; € k (Qque vamos a escoger mas adelante). Ahora

_ _ i1 in-1 ,.8(i1,..0ip)
f=fn+caxp,ys+CXnco X)) = Y, Cipiy (cl €y Xy " +gi1,...,i,,(y1,yz,...,xn)),
(i1,erin)€S

112



donde

S(il,...,in)IZ i1+i2+"'+in,

y los polinomios g, ,...;, cumplen

degxn(gl'l ..... in) < S(il»---,in)-
Sea f, € klx1,...,x,] la parte homogénea de f de grado d := deg f. Tenemos entonces
f:fd(clyu-ycn—lrl)’xZ""h(J/ly--u,Vn—l;xn);

donde deg, (h) <d. Ahora dado que el cuerpo k es infinito (!), podemos escoger algunos elementos cy,...,c,-1 € k
de tal manera que fy(ci,...,cn-1,1) # 0. En este caso la identidad de arriba nos dira que x, es integral sobre
la subalgebra
C:= k[ﬁ,...,ynfﬂ.
Luego, A = C[x,] es integral sobre C. [ ]
26.13. Ejemplo. Volvamos al dlgebra A = k[x1, x2]/(x1x, — 1) para entender coémo funciona el argumento de
arriba. Podemos considerar el polinomio
f=x120-1
y hacer una sustitucién lineal y; = x; — cx,. Luego,
fx1,x) = fy1+cxz,x) = (1 +cx2) xp— 1= ng +y1%2— 1.

Entonces, para obtener una dependencia integral de x; sobre k[y,], basta tomar cualquier ¢ # 0. En particular,
podemos considerar ¢ = —1, lo que nos dird que A es integral sobre k[y,] = k[x] + X2]. A

26.14. Ejemplo. La hip6tesis que el cuerpo k es infinito es importante. Consideremos por ejemplo
A= k[xl,xZ]/(xf X2+ X1 x% +1).
En este caso X1, X2, X1 + X, son invertibles en A:
o=@ R AR,
% l=-@R ),
Gr+%) ' = -T2

Esto significa que A no puede ser integral sobre las subalgebras k[x1], k[Xz], k[x7 + X2]. Ahora si k =F,, en-
tonces las inicas combinaciones lineales no triviales de X7 y X; son estas tres, y la normalizacién de Noether
en la forma lineal no existe.

X2
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Nuestra prueba de arriba no va a funcionar porque para
2 2
f=x1x+x1x5+1

la parte homogénea de grado mayor sera
2 2
fo=x1x+x1%5,

y este polinomio se anula en todo xi, x; € F». A

Sin entrar en los detalles (lamentablemente, este no es precisamente un curso de geometria algebraica),
la normalizacién de Noether en la forma establecida arriba significa que para k algebraicamente cerrado, un
conjunto algebraico V(f) c A" (k) puede ser proyectado a algin hiperplano H < A" (k) de tal manera que para
todo punto x € H la preimagen p~!(x) es finita y no vacia.

Ejercicio 72. Consideremos la k-algebra A:= k[x1, x2]/(x; x% + xfxz +1). Encuentre

a) una normalizacién de Noether para k = F, (recuerde que esta no puede ser lineal),

b) una normalizacion de Noether para k = Q de la forma a = ¢; x; + c; x, para cj, ¢ € Q.
Ejercicio 73. Encuentre una normalizacion de Noether en la forma lineal para la k-4lgebra

. 2.2 2.2
A= k[x1, x2, x3)/ (x] X5, X7 x3).

26.3 Normalizacion de Noether en Macaulay2

Para calcular la normalizacién de Noether en Macaulay2, existe el paquete NoetherNormalization.
Para usarlo, primero hay que ejecutar el comando

LloadPackage "NoetherNormalization";

Este paquete provee la funcionnoetherNormalization (I) onoetherNormalization (kix,...,x,1/1)
que calcula una normalizacién de Noether para k[x,...,x,]/1. A saber, para encontrarla, se busca un auto-
morfismo lineal

¢: klx,...,xp] = klx1,..., Xnl,

Xi— Z Cij x]'
j
y variables x;,,..., x;, tales que son algebraicamente independientes y k[x1,...,x,]/¢(I) es integral sobre la
subdlgebra k(x;,...,%;,]. Los coeficientes c;; se buscan de modo aleatorio, y como hemos visto arriba, esto

en general no funciona si k es un cuerpo finito.

26.15. Ejemplo. Calculemos una normalizacién de Noether de Q[x, y]/(x® — y?) (ejemplo 26.8).

i : noetherNormalization (QQ[x,y]/(x"3-y~2))

32
o = (map(QQ[x, vI1,Q0[x, vI1,{x, y}), ideal(x -y ), {v})

o : Sequence

Notamos que el automorfismo ¢ en este caso es la aplicacion identidad. A
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26.16. Ejemplo. Tratemos de calcular una normalizacién de Noether de k[x, y1/(x? y+xy?+1) (ejemplo 26.14)
para k=F, y Fs3.

i : noetherNormalization (ZZ/2[x,y]/(x"2*y + x*y~2 + 1))
--warning: no good linear transformation found by noetherNormalization

7Z 77 2 2
= (map(_itxi y]’-i[x’ y],{x + v, X})’ ideaL(X v + X*y + 1)’ {y})

o
1

o : Sequence
i : noetherNormalization (ZZ/3[x,y]/(x"2*y + x*y~2 + 1))
Y74 y4 3 2
o = (map(--[x, vy],--[x, yI.{x + vy, x}), ideal(- x + x*y + 1), {y})
3 3

o : Sequence

Aqui primero Macaulay2 nos avisa que una normalizacién no fue encontrada en el caso de k = F,. Esto
sucede porque noetherNormalization analiza combinaciones lineales de las variables, 1o que no puede
funcionar en este caso particular (véase el ejemplo 26.14).

Para k = F3 fue encontrado el automorfismo

$:x—x+y, y—x
y una normalizacién de Noether de
kix, y1/1 = kix, yl/¢(D) = kix, yI/ (x> — xy? = 1)

la salida significa que el dlgebra k[x, y]/ (x> — xy? — 1) es integral sobre k[y]. En efecto, se tiene la relacion

3—??2— 1=0en k[x,y]/(xs—xyz—l).

X
Notamos que ¢~ (x) = y, ¢~ () = x—y, asi que en términos de k[x, y]/I, lo que fue calculado significa que
k[x,y] = k[y,x—7] es integral sobre la subalgebra k[x -], puesto que

73—?(f—?)2—1:0en k[x,y]/(x2y+xy2+1). A

26.17. Comentario. No hay que confundir una normalizaciéon de Noether de A con la nocién de la ce-
rradura integral , que a veces también se conoce como la normalizacién. Para una R-algebra A que es un
dominio, se pueden considerar los elementos de Frac A integrales sobre A. Estos forman una R-subalgebra
AcFrac A que se llama la cerradura integral de A. Cuando A = A, se dice que A es integralmente cerrada
o normal.

Por ejemplo, el dlgebra A = k[x, y]/(x® — y?) no es integralmente cerrada, y su cerradura integral fue des-
crita en 26.8. La importancia geométrica de este concepto se refleja en el hecho de que para una curva C,
el 4lgebra I'(C) es integralmente cerrada siy solo si C no tiene singularidades. La curva y?> = x° tiene una
caspide en el origen, mientras que la ciibica torcida “resuleve” esta singularidad.

Para calcular la cerradura integral en Macaulay2, existe la funcién integralClosure. He aqui un pe-
queno ejemplo:

*Si tuviera més tiempo, definitivamente hablaria de la cerradura integral y su calculo.
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i : integralClosure (QQ[x,y]/(x"3-yA2))

o : QuotientRing

Aqui la salida es la Q-4lgebra
Qlw, x, I/ (wy — x*, wx -y, w? - x).

Notamos que
(wy—xz, wx-y, w? —x) = (x— w?, y- w?),

asi que Macaulay2 encontr6 la cdbica torcida (véase el ejemplo 26.8).

27 Series de Hilbert y dimension

Volvamos al estudio de la serie y polinomio de Hilbert. He aqui una pequena tabla de ideales y sus series
y polinomios de Hilbert.

! H (1) pi(x) dim A
(0) c klx1,...,%5] ﬁ _ dgo (d::;l) £ (x;ﬁl) "
—t* 3,42
(x4+y4+z4+ w4)ck[x,y’z, w] (i_§)4 _ 1t 4(—1t_4t-)g+1 22242 3

=1+41+102 42083 +341* +---

3_52 _ 2
(xz,y2) € klx, y, 2] Lt = = x+2 2
=1+3t+42+563 +614 + .-
2 2 2 —2+1 _ 1+t
(x*+y°—2z°) cklx,y, 2l 0% = 012 2x+1 2
=1+3t+52+73+94 +---
2 1?41 _ 1
(x? - y) c klx, ] Gor = T 2 1
=1+2t+22+283 4214 +---
(x? -y, x> —2) c klx, y,2] 2030041 - 2041 3 1

(1-1)3 1-¢

=1+3t+32+33 434 +---

Se nota que
dim(k[xy,...,x,1/1) =degpr+1,

y que la dimensién es el minimo nimero § tal que la serie de Hilbert puede ser escrita como

f(

Hi(t) = ——,
(1) 0=
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donde f(r) € Z[t]. La minimalidad de é significa que f(1) # 0 (sino, f(z) tendria un factor (1 - t)). Primero
aclaramos la relacion entre 6 y el grado del polinomio de Hilbert.

27.1. Proposicion. Para un ideal I < k(x,,...,x,], sea § el niimero tal que la serie de Hilbert puede ser escrita
como

f@)
Hi()= ———,
1(1) G
donde f(1) # 0. Entonces,
6 =degpr+1.

Demostracion. Escribamos
f(  apt"+--+at+ag

1-n0 (1-n?
donde f(1) #0. Ahora como en la prueba de 24.16, podemos expresar el polinomio de Hilbert mediante

x—i+6-1
pr= ). ﬂi( 5—1 )

O<i<sm

Hi(t) =

Notamos que
(x—i+6—1) x0-1

5-1 |-

Esto significa que deg p; < 5 — 1. Por otra parte, el coeficiente de x°~! del polinomio p; es igual a

ai  f()
)y (6—1)!_(5—1)!7&0'

0<i=m
Podemos concluir que degp; =6 —1. [ |
Recordemos que el polinomio de Hilbert se caracteriza por
p1(d) = hy(d) parad > 0.
En algunos célculos ya hemos ocupado la funcién de Hilbert alternativa

hi(d) := dimy(k[x1,...,Xp)/ Deqg = {f | f € klx1,...,Xp), deg f < d}.

Tenemos ~ ~
hi(d) = hi(d) — hi(d -1).

Seria conveniente trabajar con otro polinomio de Hilbert caracterizado por
pr(d)=hi(d) parad>0.
Tenemos entonces
pr(x) = pr(x) - prlx-1).
Notamos que si pj(x) = ¢, x™ +---, entonces

m-1

Prx)—prx—1)=mcyx +oee,

asi que
degpr(x) =degpr(x) +1.

A partir de ahora nuestro objetivo sera probar que

§=degp;(x)+1=degpr(x) = dim(k[xi,..., xnl/D.
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27.2. Lema. Supongamos que para dos ideales
Icklxy,....,xm] Yy J<kly, ..., ynl

se tiene
kixi,...,xml/ IZ kiy1,...,ynll].

Luego,
degp;=degpj.

Demostracion. Consideremos un isomorfismo de k-algebras
& klxt,..., X[ T = klyn, ..., yullJ.
Entonces, existen polinomios fi,..., f, € k[x1, ..., X tales que ¢(f;) = y;. Pongamos
N :=max{deg fi,...,deg f}.

Luego, para todo d se tiene
(KLY, Yl Dza € @ (kL. X Dva).

Esto nos da la desigualdad 7;(d) < h;(Nd), y luego
ps(d) < pr(Nd) parad> 0.
Esto implica que deg p; < deg p;. De la misma manera se obtiene la otra desigualdad deg p; < degp;. [ |
27.3. Teorema. Para toda k-dlgebra finitamente generada A := k[xy,...,x,]/1 se tiene
dim A = degpj.

Demostracion. Podemos asumir que A # 0; en el caso contrario la identidad se cumple por las convenciones
sobre dim0 y deg0. La normalizacion de Noether nos da elementos ay, ..., as € A tales que la extension

C:=klay,...,as]S A

es integral, § = dim A, y ademds A es un C-moédulo finitamente generado. Lo dltimo significa que existen
elementos by,...,b, € A tales que
A=C-b1+---+C-by.

Podemos asumir que b; = 1 y otros elementos by,..., b, estan representados por polinomios de grado > 0.
Consideremos el homomorfismo de k-algebras

(,b: k[J/l»---,y& Zl)-“rzr] _)Ay
Yi— ai,

Zj'—>bj.
Puesto que ¢ es sobreyectivo,
A=klxy,...,x )/ I Z kly1,..., Vs 21,..-,2711 ], donde J =ker .

Por el lema anterior, tenemos entonces deg p; = deg p;, y nuestro objetivo serd probar que degp; = 6.
Recordemos que h;(d) es la dimension del espacio k-vectorial

Bg:={f+J| fekiy,.... V5 21,..., 2], deg f < d}.
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Alli se tiene un subespacio mas pequeno

Ceq:={f+JI| fekiy,...,y5], degf < d}.

Recordemos que J =ker¢ y ¢(y;) = a;, donde los elementos a; son algebraicamente independientes, asi que
en este caso
C<aZ{fIfeklyn....ysl, degf<d} = k(Y[ - ys° lar+---+as < d).

Ya hemos usado muchas veces que el nimero de monomios en § variables de grado total § es igual a
(54", y la funcién generatriz de estos nimeros es

H(O)ck[y1 ..... y5](t) = m
El calculo de los monomios de grado total < d es parecido, pero también bastaria notar que la funcién ge-

neratriz sera )

- (1- t)6+1 ’

asi que el ntimero de estos monomios es (“°).

Ahora de la relacién C.,4 < B sale la desigualdad
7 a+oé
h](d) = dimk(Bsd) = dimk(Csd) = ( 5 )

Para los polinomios de Hilbert, esto significa que
prd) = (d;é) para d >0,

y luego
degp;(x) = deg (x;6) =4.
Nos falta establecer la otra desigualdad.

Los elementos by, ..., b, son generadores de A como un C-mddulo, y en particular tenemos

bibj = Z aij[ bk

1<l<r

para algunos a;j, € C. Sea e >0 un numero tal que a; ¢ € C<, para todo 1<, j,¢ < r. Tenemos en particular

bibj € Z Cge'bk.

1<l<r

Por induccién se sigue que para todo s =1,2,3,... se cumple

bi,--bi € Y. C<(s-1ye-bk.

1<sfl<r

Ahora se tiene
BogSCeq-bi+ ), Y Ceg-s Ces—1)e-bi.

lss<dls<fl<r

Notamos que
d-s+(s—1)e<ed paratodol=<s<d.
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Tenemos entonces

Esto nos da la desigualdad
~ a+o6
hj(d) = dimy(B<g) < Z( Z Ceed- bk) <r-dimg(Ceg)=71- (e 5 )
1=/l=r

De nuevo, podemos pasar a la desigualdad para el grado de los polinomios de Hilbert correspondientes

0
degp; < deg(ex; ) =90.

Esta es la otra desigualdad deseada. [ ]

27.1 Calculo de dimension (bis)

Recordamos que la serie de Hilbert depende solamente de (LT ([)), si el orden monomial respeta el grado
(véase 24.10). Entonces, el Giltimo teorema implica el siguiente resultado importante.

27.4. Corolario. Fijemos algiin orden monomial < sobre k[xi, ..., x,] que respete el grado . Luego, para cualquier
ideal 1< klx1,...,x,] se tiene

dim(k(x1,...,x,]1/ 1) =dim(k[x3,..., x,1/ (LT (I))).

Ahora recordemos que en 22.15 hemos probado que la dimensién de k[x;,..., x,]/I es el maximo niimero
6 tal que existen variables {x;,, ..., x;,} S {x1,..., x,} que cumplen

Inklxi,...,xi;] =0.

En general, el calculo de estas eliminaciones es bastante pesado, pero gracias al tltimo corolario, el proble-
ma se reduce al caso de ideales monomiales J = (LT (1)), para cuales Jnk[x;,, ..., x;;] = 0 significa nada mas que
en cada uno de los generadores monomiales de J aparecen variables distintas de x;,..., x;;.

27.5. Ejemplo. Consideremos nuestra k-algebra preferida
k[x)yy Z]/(xz - y, x3 - Z).

La base de Grobner reducida respecto al orden grevlex es

2

G={x2—y,xy—z,y - Xxz}.

Luego,
J:=(LT(D) = (x?, xy, y°).

De aqui se ve que
Jnkixl=Jnklx,zl = (%), Jnklyl=Jnklyz =%, Jnklzl=0, Jnklx,yl=].

Entonces, la dimensién es igual a 1. A

*De hecho, el resultado es vélido para cualquier orden monomial =.
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A Algunas funciones de Macaulay2

La ultima salida en la sesion interactiva

Igualdad
Desigualdad

R = QQ[x,y1;
1 ideal(y”"2,y"2-x73) == ideal (y"2,x"3)
true

: ideal(y”2,x73) = ideal (y"2,x72)

= true

O F O Kk
1

x+y
x*y

Suma (en particular, de ideales)
Producto (en particular, de ideales)

/8

Divisién exacta (en el cuerpo de fracciones)

i : R = QQ[x];
i1 xM6/(xA2-x+1)

Y4
QQ
ZZ/p
GF ¢

Anillo 7z

Cuerpo Q

Cuerpo Z/pZ (donde p debe ser primo)
Cuerpo finito F,
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toField(R) Declara que R es un cuerpo

i @ R = QQ[i]/(iN2+1);

i 1/(1+1)
1
o= _____
i+ 1

o : frac R

i : R = toField (QQ[i]/(ir2+1));

i 1/(1+1)
1 1
o=--i+ -
2 2
o:R
matrix {{aoo,..-,don}, ---> Matriz (a;;)
amo,..., a4
Lamo mn}} it matrix {{1,2},{3.4}}
o=112]
[ 34|
2 2
o : Matrix ZZ <--- ZZ
M_(i,j) Entrada (i, j) de la matriz M. Las filas y columnas se numeran a
partir de 0.
i @ M= matrix {{1,23},{3,4}};
2 2
o : Matrix ZZ <--- ZZ
i M_(0,0)
o=1
R[x,y,z] Anillo de polinomios con coeficientes en R en x,y,z
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R/I Anillo cociente R/1I.

i : R = ZZ[1]/(iN2+1);

i (3+2%1)*(3-2%1)

o =13

o: R

i: S = QQ[x,y,z]/(x"2-y,x"3-2);
1 (x+y)n2

0 =x¥z +y + 2z

o: S

.

: S = QQ[x,y,z,MonomialOrder=>GLex]/(x"2-y,x"3-2);

1 (x+y)N2
2

o=y +y+ 2z

o:S
degree(x, f) Grado de f respecto a la variable x
Lex Orden lexicografico
GLex Orden lexicografico graduado
GRevLex Orden lexicografico inverso graduado

i : R =0QQ [x,y,z,MonomialOrder=>GLex];

[y

T OXA2¥y > zA3
0 = true

i xA2*%y > zN4
= false

o
|

<, <=, > >= Comparacion (en particular, de monomios)
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LeadMonomial (f)

leadCoefficient(f)

LeadTerm(f)

Monomio mayor de f
Coeficiente mayor de f
Término mayor de f

i
i
i

R
f
LeadMonomial (£)

: leadCoefficient(£f)

5

: QQ

: leadTerm(£f)

22
5x vy

: R

quotientRemainder(f,g)

Cociente y el resto de division de f por g

fllg Cociente de la divisién con resto
f%g Resto de division

gcd(a,b) mcd(a, b)

Lem(a, b) mcm(a, b)

diff(x,f) Derivada parcial %

ideal(fi,.... fs)

Ideal generado por fi,..., fs

monomialIdeal (x*W,..., x%9)

Ideal monomial generado por x*W, ..., x¥¥) (se calculan automa-
ticamente los generadores minimales).
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gens(I) Matriz fila de los generadores del ideal 1
I * Lista de los generadores de I
I i El i-ésimo generador de I

i R =QQ[x,y,z];
i : I = ideal (x"2-y,x73-2);
o : Ideal of R

i: gens I

o = | x2-y x3-z |
1 2
o : Matrix R <--- R
i I *
2 3
o={x -y, x -2z}
o List
i:I0
2
0=X -y
o: R
groebnerBasis(I) La base de Grobner reducida para I
intersect(h,...,I5) Interseccion de ideales I; n--- N I

i : R =0QQ[x,y,z];

i : intersect (ideal(x,y), ideal(x,z), ideal(y,z))
o = ideal (y*z, x*z, x¥*y)

o : Ideal of R

radical(I) Radical de un ideal I

i : R =0QQ[a,b,c,d];
i : radical (ideal (a”2 + b*c, d"2 + b*c, (a+d)*b, (at+td)*c))

2
o = ideal (a + d, b*c + d )

o : Ideal of R

117 Ideal cociente (I: )

i @ R = QQ[x,y];

i : ideal (x*2 - x*y) : ideal (x)
o = ideal(x - vy)

o : Ideal of R
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dim(R) Dimensién de Krull de R

dim(I) Dimensién de Krull de R/1
i+ R =0QQ[x,y,z];
i : dim R
o=23

i : dim ideal (x"2-y, x"3-z)

o=1
hilbertFunction(d,I) Funcidn de Hilbert h;(d)
hilbertSeries(I) Serie de Hilbert H; (1)
reduceHilbert(H(r)) Serie de Hilbert H(t) en la forma reducida
i R =Q0[x,y,z];
i : for d in 0..10 list hilbertFunction (d,ideal(x*z,y*z))
o=4{1, 3, 4,5,6, 7,8, 9, 10, 11, 12}
i : hilbertSeries ideal(x*z,y*z)
2 3
1-2T +7T
0 = —cmmmmmemeee
3
a-m

2
1+T-T
O = —mmmmmeeen
2
a-mon

isPrime(I) Verifica si I es un ideal primo
isPrimary(I) Verifica si I es un ideal primario

i : R = QQ[x,vy];

i : isPrime (ideal(x"2,y))

o = false

i : isPrimary (ideal(x”2,y))

0 = true
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primaryDecomposition([I) Una descomposicidn primaria de I
associatedPrimes(I) Primos asociados con I
minimalPrimes(I) Primos minimales asociados con I

i R =0Q0[x,vyl;
: I = ideal (x"2, x*y);
i : primaryDecomposition (I)

NN

2
o = {ideal x, ideal (x , y)J}
o : List

i : associatedPrimes (I)
o = {ideal x, ideal (x, y)J}
o : List

i : minimalPrimes (I)
o = {ideal x}
o : List

map(B, A, { &,.-,8m }) Homomorfismo A — B definido por ¢; — g;, donde #,..., 1, son
generadores de A

kernel (¢) Nucleo de ¢

[y

: £ = map (QQ[x,vy,z]/(x"2+y~2+z72-1,x+y+z), QQ[t,u], {x,vy}D;
i : kernel (f)
2 2

o = ideal(2t + 2t*u + 2u - 1)
o : Ideal of QQ[t, u]

{a, b, c} Lista con elementos a, b, c

(a, b, ¢) Sucesion con elementos a, b, ¢

#L El nimero de elementos en L

L#i El i-ésimo elemento de L

(a..z) Sucesion de elementos de a a z
i (1..10)

o=¢(1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10)
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remove(L,i)
append(L, x)

Quitar el i-ésimo elemento de la lista/sucesion L
Anadir x a la lista/sucesién L.

for i from a to b do
for x in L do
while .. do

i L={1,2,33};
i : remove(L,1)
o= {1, 3}

o : List

i : append(L,4)
o={1, 2, 3, 4}
o : List

Ciclos

for i in I list g;

La lista {a;} paraiel

i : for i in 0..10 list in2
o={0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}

if .. then
if .. then .. else

Expresiones condicionales
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B Algunos algoritmos basicos implementados en Macaulay2

El cédigo de este apéndice sirve solo para entender los algoritmos basicos y aprender a programar. Nor-
malmente todo lo necesario ya estd implementado en Macaulay2.
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B.1 Division.m2: division con resto en k[x;,..., x;]

-- divRemMultivar
-- Entrada: £, (£_1, ..., f_s)
-- Salida: (q_1, ..., g_s), T

divRemMultivar = (f£,£fs) -> (
-- pongamos q_1 :=0, ..., g_s := O:
g := new MutableList from (#fs : 0);

r = 0;
p := £
while p != 0 do (
i:=0;
divisionoccured := false;
while i < #fs and divisionoccured == false do (

if leadTerm(p)%leadTerm(fs#i) == @ then (
g#i = g#i + leadTerm(p)//leadTerm(fs#i);
P = p - leadTerm(p)//leadTerm(fs#i) * fs#i;
divisionoccured = true

D)
else
i=1i+1
J;
if divisionoccured == false then (

r = r + leadTerm(p);
p = p - leadTerm(p)
)
DN

(toSequence q, 1)

DF

-- Ejemplo:

-- R = QQ[x,y, MonomialOrder=>Lex];

-- divRemMultivar (x*y”~2 + 1, (x*y + 1, y+1))

-- divRemMultivar (xA2*y + x*y"2 + yr2, (x*y-1, y"2-1))
-- divRemMultivar (xA2*y + x*y~2 + y~2, (y*2-1, x*y-1))
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B.2 Buchberger.m2: algoritmo de Buchberger

load "Division.m2";

S=(f,9) ->(
xg := lem (leadMonomial (f),leadMonomial(g));
xg//leadTerm(£)*f - xg//leadTerm(g)*g

DF

buchberger
gs := fs;
changed :

fs -> (

true;

while changed do (
changed = false;

gs’ := gs;

for i from @ to #gs-1 do (
for j from i+l to #gs-1 do (
r := (divRemMultivar (S(gs#i,gs#j), gs))#1;
if r != @ and not member(r,gs’) then (
gs’ = append(gs’,r);
changed = true
D)
D)
DY
gs = gs’
DN

gs
)
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minimalizeBasis = gs -> (
gs = apply (gs, f->f//leadCoefficient(f));
minimal = false;

while not minimal do (
minimal = true;

for i from @ when i<#gs and minimal do (
for j from @ when j<#gs and minimal do (
if i != j and leadTerm(gs#i)%leadTerm(gs#j) == 0 then (
gs = remove(gs,i);
minimal = false

reduceBasis = gs -> (
gsm := new MutableList from minimalizeBasis(gs);
for i from @ to #gsm-1 do
gsm#i = (divRemMultivar (gsm#i, remove(gsm,i)))#1;
toList gsm
DK

myGroebner = fs -> matrix {sort reduceBasis buchberger fs};

-- Ejemplo:

-- R = QQ[x,y,z,MonomialOrder=>GLex];

-- myGroebner (xA5+yA4+zA3-1, xA3+yA3+zA2-1)

-- Para comparar con los calculos de Macaulay2:

-- groebnerBasis (ideal (x"5+yA4+z73-1, xA3+y"3+z/72-1))
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