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Ejercicios teóricos
Ejercicio 1 (2 puntos). Sea A una k-álgebra finitamente generada. Demuestre que

dim A = 0 ⇐⇒ dimk A <∞

(aquí “dim” denota la dimensión de Krull y “dimk” denota la dimensión de k-espacio vectorial).

Ejercicio 2 (2 puntos). Consideremos un ideal I ⊆ k[x1, . . . , xm]. Sea Ĩ el ideal generado por los elementos
de I en k[x1, . . . , xm , y1, . . . , yn]. Describa la relación entre las series de Hilbert HI (t ) y H Ĩ (t ).

Ejercicio 3 (2 puntos). Hemos probado en clase que para la serie de Hilbert

HI (t ) = ∑
d≥0

hI (d) t d = am t m +·· ·+a1 t +a0

(1− t )n

el polinomio de Hilbert p I ∈Q[x] cumple

p I (d) = hI (d) para d ≫ 0.

Demuestre que esto sucede precisamente para d > m −n; es decir,

máx{d | p I (d) ̸= hI (d)} = m −n.

Ejercicio práctico
Se puede usar Macaulay2 para comprobar los cálculos, pero no se puede referir al programa en las solu-

ciones. Todos los pasos deben ser justificados.

Ejercicio 4 (4 puntos). Sea k un cuerpo. Consideremos el ideal

I := (x y2, x2 y z2) ⊂ k[x, y, z]

y la k-álgebra correspondiente
A := k[x, y, z]/I .

1) Encuentre una descomposición primaria minimal de I y los primos asociados, minimales y encajados.

2) Calcule la serie de Hilbert HI (t ) y el polinomio de Hilbert p I (x).

3) Calcule la dimensión de Krull de A.

4) Encuentre una normalización de Noether para A.


