Capitulo 1
Permutaciones

Para motivar los axiomas de grupo, en este capitulo vamos a considerar solamente grupos de permu-
taciones, también conocidos como grupos simétricos.

1.0.1. Definicién. Sea X un conjunto. Si f: X — X es una biyeccién, se dice también que f es una permu-
tacién de los elementos de X. El conjunto de todas las permutaciones de los elementos de X se denota por
Sx.

1.0.2. Observacién. La composicion de aplicaciones define una operacion binaria sobre Sx

SXxSX—>SX,

(& f)rgof
que satisface las siguientes propiedades.
G1) La operacion o es asociativa: para cualesquiera f,g,h € Sx tenemos
(hog)of=ho(gof)
G2) La aplicacion identidad idx es el elemento neutro respecto a o, es decir
idxof=f=foidx
para todo f € Sx.

G3) Para toda permutacion f € Sx existe una permutacion inversa f~': X — X que satisface
fofl=idx=f"lof.

Demostracion. Hemos visto estos resultados en el capitulo anterior. La composicién de dos permutaciones
es también una permutacién, y por lo tanto la operacién (g, f) — g o f estd bien definida. La propiedad
G1) significa nada méds que la composicién de aplicaciones es asociativa. Luego, la propiedad G2) es la
composicién con la aplicacion identidad. Por fin, una aplicacién f: X — X es biyectiva si y solamente si
existe la aplicacién inversa f~!: X — X, y esto nos da G3). [

Las propiedades G1)-G3) significan que Sx es un grupo. Es una estructura algebraica que vamos a
definir en el siguiente capitulo y estudiar durante todo el semestre.

1.0.3. Observacion. Sx satisface las siguientes propiedades:
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Al) idx(x) = x para todo x € X.

A2) (gof)(x) =g(f(x)) paratodox € Xy f,g € Sx.

Demostracion. Al) es nada mas la definicién de la aplicacion identidad y A2) es la definicién de la compo-
sicién de aplicaciones. |

Las propiedades Al) y A2) significan que Sx actiia sobre X. Las acciones de grupos sobre conjuntos
serdn de mucha importancia mds adelante.

1.0.4. Definicién. Sx junto con la operacién binaria o es el grupo simétrico sobre X.

Normalmente para el grupo simétrico el signo de composicién o no se escribe: “gf” significa “g o f”.
Lo vamos a omitir a partir he ahora. Serd muy ttil pensar en la composicién be biyecciones como una
especie de multiplicacién no conmutativa (en general fg # gf).

1.1 El grupo simétrico S,

Un caso particular de interés es cuando X es un conjunto finito de n elementos. Podemos suponer que
X={12,...,n}.

1.1.1. Notacién. Para un nimero natural 7, el grupo simétrico sobre {1,2,...,n} se denota por

Sni=5012,.n)-

1.1.2. Ejemplo. El caso tonto es el de n = 0 que corresponde a... las permutaciones del conjunto vacio.
Hay una aplicacién tnica @ — @. Para n = 1 tenemos un conjunto de un elemento {1} y una aplicacién
unica id: {1} — {1}. El primer caso no trivial es de n = 2. El conjunto {1,2} tiene dos permutaciones: la
permutacién identidad

d:l—1,2—2

y la permutacién que intercambia 1 y 2:
c:1—2,2+—1.

Las composiciones de estas permutaciones son
idid =id, cid=idoc =0, o¢o=1id.
A

1.1.3. Notacién. Una permutacién ¢ € S, puede representarse mediante una tabla donde en la primera
fila estdn los nameros i = 1,2,...,n y en la segunda fila estdn sus imagenes correspondientes o (i) €
{1,2,...,n}:

(o) o ot - oln)

Notamos que el hecho de que ¢ sea una biyeccion {1,2,...,n} — {1,2,...,n} significa precisamente
que los numeros o(1),0(2),...,0(n) no se repiten.

1.1.4. Ejemplo. Los elementos de S, pueden ser representados por las tablas

. 12 12
1d_<1 2)' ”‘(2 1)‘
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El grupo simétrico S3 consiste en 6 elementos dados por

(11) id — 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
' “\1 2 3)7\213/)7\132)\321)”\231)"\312)°
Notemos que en general, dos permutaciones ¢, T € S; no conmutan; es decir,

0T # 10.

En el caso de S3 tenemos

123\ (123 12 3
(1.2 (2 1 3)'(1 3 2)‘(2 3 1)'

mientras que
123\ (123 123
(1.3) <1 3 2)’(2 1 3)‘(3 1 2)'

1.1.5. Observaciéon. Tenemos
|Sy| = n!

Demostracion. La base de induccion es |Syg| = |S1| = 1. Luego, supongamos que |S,_1| = (n — 1)!. Cada
elemento o € S;,_1 corresponde a una lista sin repeticiones de los ntiimeros entre 1 y n — 1:

c(1),0(2),...,0(n—1).

Todos los elementos de S, se obtienen poniendo el ntimero 7 en una posicién, y hay precisamente n
posibilidades. Entonces,
|Sp| =n-|Sy—1| =n-(n—1)! =n!

1.2 Permutaciones ciclicas

1.2.1. Definiciéon. Para 1 < k < n sean iy, iy, 13, ..., i, algunos nimeros distintos entre 1y n. Definamos una
permutacién o por

O'(il) = iz,
U(iz) = i3,
U—(ikfl) = ik/
o(ix) =11

U(]) :] paraj é {i1/i2/i3/~--/ik}'

Entonces, se dice que ¢ es una permutacion ciclica de orden k o un k-ciclo y se escribe

o= (ipip « Qg1 i)
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N

i i

ir—1

Note que el orden k es el minimo ntimero tal que

o---0=id.
N——"

k

La permutacién identidad id se considera como la permutacién ciclica de orden 1, ya que esta corres-
ponde a (i) para cualquier i € {1,...,n}.

1.2.2. Definicién. Los 2-ciclos ¢ = (i j) reciben el nombre especial de transposiciones.
Note que la transposicion (i j) intercambia i con j y deja otros elementos intactos.
En un ciclo, los indices en los paréntesis pueden ser permutados ciclicamente y el resultado no cambia:
(123)=(231)=(312).

Por esto normalmente se escoge la presentacion (i ip - --i;_q ix) donde i; es el nimero minimo (en el
ejemplo de arriba es (1 2 3)).

1.2.3. Ejemplo. El grupo simétrico Sz consiste en permutaciones ciclicas; sus elementos, enumerados en
(1.1), también pueden ser escritos como

id, (12), (23), (13), (123), (132).
Compilemos la tabla de composicién de permutaciones en S3 en términos de ciclos. Escribamos una

tabla de 6 x 6 indexada por los elementos de S3 donde en la intersecciéon de la fila ¢ y la columna T esta
oT:

o‘ T

(o .« e oT

Por ejemplo, las férmulas (1.2) y (1.3) pueden ser escritas como
(12)(23)=(123), (23)(12)=(132).

Haciendo célculos similares, se obtiene
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o id (12)  (23) (13) (123) (132)

id id  (12)  (23) (13) (123) (132)
(12) | (12) id  (123) (132) (23) (13)
(23) | (23) (132) id  (123) (13) (12)
(13) | (13) (123) (132) id  (12) (23)

(123) | (123) (13) (12) (23) (132) id

(132) | (132) (23) (13) (12) id (123)

Note que los elementos no se repiten en ninguna columna o fila. No es una coincidencia: en general,

cr=07=>1="7

cT=0Tt=>0=0,
ya que toda biyeccién es cancelable por la izquierda y por la derecha. A

1.2.4. Observacién. La permutacién inversa a un k-ciclo es también un k-ciclo, dado por

(i o) = (i gy oo i) = (g gy oo i),
o1 , &
g/> I \
9% i2
—1\ 7 T )1
i1 .
U
\i/
o1
1.2.5. Definicién. Se dice que dos ciclos o = (i1 i -+ i) y T = (j1 ja --- je¢) en S, son disjuntos si

{in, i,y O o, 0oy = @.
1.2.6. Observacién. Dos ciclos disjuntos cualesquiera conmutan entre si:
oT = T0.
Demostracion. En general, si una permutacién o afecta los ntmeros {iy, iy, ..., i} (es decir, o(i) = i para

i ¢ {i,i,...,0}) y T afecta {j1,/2,...,j¢}, estd claro que {iy,ip,...,ix} N {j1,j2, .., je} = @ implica que
0T = T0. [ |
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No todas las permutaciones son ciclicas. Por ejemplo, la permutacién

_ (123 4y g
=\2 1 4 3 4

es una composiciéon de dos ciclos disjuntos:

o=(12)(34)=(34)(12).

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.
1.2.7. Proposicién. Toda permutacion o € Sy, puede ser escrita como una composicion de ciclos disjuntos.

Demostracion. Consideremos la lista maxima
i1:=1,ip:=0(), i3:=0(ia), ig:=0(i3), ..., ix = 0(ix_1)
tal que iy, iy, ..., ik son nimeros distintos; es decir, terminemos la lista cuando
o(ix) =iy paraalginl < ¢ <k.

Ahora si £ # 1, tenemos
o(ix) = o(ig-1),

pero iy # i;_1 y esto contradice la inyectividad de ¢. Entonces, ¢ = 1, y hemos obtenido un ciclo. (5i
o(1) = 1, acabamos de encontrar un ciclo de orden 1, pero es conveniente considerarlo como un ciclo
legitimo para simplificar el algoritmo.)

Luego podemos considerar el nimero minimo j; tal que j; ¢ {i,...,i}. De la misma manera, vamos

a obtener otro ciclo que empieza por j; y que es disjunto con el ciclo (iy iy - ).
Repitiendo este proceso, encontramos que todos los elementos pertenecen a algtin ciclo, y estos ciclos
son disjuntos. |

1.2.8. Ejemplo. Consideremos la permutaciéon
02(123456789 10>
4 71 3 8 6 52 10 9
Empezando por 1, tenemos una sucesién
l—=4—3—1
Esto nos da un ciclo (1 4 3). Nos quedan los numeros 2,5, 6,7,8,9,10. Empezando por 2, se obtiene
27582
y otro ciclo es (27 5 8). Luego, 6 es un punto fijo: tenemos ¢ (6) = 6 y un ciclo (6). Nos quedan 9 y 10:
9—10—9

lo que nos da una transposicion (9 10). Entonces, la descomposicion en ciclos disjuntos es dada por

o= (143)(2758)(910)
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(el ciclo (6) no cambia nada y se omite, como todos los ciclos de orden 1).

A

1.2.9. Definicién. Para o € S, consideremos su descomposicién en ciclos disjuntos. La sucesion de érdenes
de estos ciclos se llama el tipo de ciclo de o.

Todos los tipos de ciclo posibles en S, corresponden a las particiones de n en una suma de nimeros
positivos. Por ejemplo, para n = 4 tenemos las siguientes opciones.

TH14141 & (o) (o) () (o) =id
14142 < (o)(o)(ee)=(00)
242 ¢+ (ee)(e0)
143 < (o)(e 0o 0)=(0 0 0)
4 < (oo o)

El nimero de particiones de n se denota por p(n) y se llama la funcién de particiones. La tabla de
abajo presenta algunos valores de p(n). Sus propiedades se estudian extensivamente en combinatoria y
teoria de ntimeros.

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pm): 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

n: 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
p(n): 56 77 101 135 176 231 297 385 490 627

1.2.10. Ejemplo. Con un poco de cuidado para no olvidar ninguna permutacién y no escribirla dos veces,
encontramos la lista completa de las permutaciones en Sy:

id,
(12), (13), (14), (23), (24), (34),
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(12)(34), (13)(24), (14)(23),
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

Para comprobar, calculemos el niimero de elementos:

1+6+8+3+6=24=4!

1.2.11. Proposicién. En S, hay
n!
[Tp Mgt - M

permutaciones con la descomposicion en ciclos disjuntos de la forma
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(1.4) g=(8)---(e) (08)---(00) (00 e)  -(oea) -

N,

M; puntos fijos My transposiciones M3 ciclos de orden 3
(aqui My + My -2+ M3 -3+ - =n).

Demostracion. Hay n! posibilidades de colocar los ntimeros {1,...,n} en lugar de e en (1.4). En cada serie
de My ciclos de longitud ¢, podemos escribir los ciclos en otro orden, y el resultado no cambia, asi que hay
que dividir n! por [], M,!. También para cada ciclo de longitud ¢, hay ¢ modos equivalentes de escribirlo
permutando los indices ciclicamente. Por esto hay que dividir todo por [T, #Mr. |

1.2.12. Ejemplo. Si nos interesan los k-ciclos en S, (donde 1 < k < n), tenemos

My=(n—-k), My=-=M_1=0, Mc=1 M1=Mo=-=0
y la férmula nos da
n!

(n—k)!-k

En particular, hay
nn—-1) (n

2 - \2

transposiciones. A

1.2.13. Ejemplo. En S5 tenemos
= la permutacién identidad id,
= 10 = 35’—'2 transposiciones (e o),

» 20 = 35 ciclos (e o o),

30 = 3 ciclos (e o o o),
» 24=F ciclos (e o o e 9),

= 15 = 52, permutaciones (e o) (e o),

» 20 = 2. permutaciones (e o) (o ® o).

A

1.2.14. Definicién. Para o, T € S, la permutacién ot~ ! € S, se llama la conjugacién de ¢ por T.

1.2.15. Observacién. Para dos permutaciones o, T € Sy, si

cri,
entonces
ot L (i) = ().
Demostracion.
-1 . -1 . . .
ot (1(i) = (ret 7)(i) = (10) (i) = (j)-

|
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1.2.16. Corolario. Si

o=(i1ip -+ i)
es un k-ciclo, entonces para toda permutacion T € Sy, la conjugacién de o por T es también un k-ciclo dado por
T(ivip - i) T 1= (i) Ti2) - T(ii)).

En general, la conjugacién no cambia el tipo de ciclo de una permutacién. Dos permutaciones 0,0’ € S, son
conjugadas (¢! = tot~! para alguna permutacién T € S,) si y solamente si tienen el mismo tipo de ciclo.

Demostracion. Todo esto esta claro de la observacién precedente: la conjugacién nada mds cambia la nu-
meracién de nuestros elementos {1,2,...,n}. Para una permutacién

c=(o0 -e)(0e - 0)---(e0 .- )
la conjugacién por T nos da
T ' =T(e e - 0)T IT(0e e ---0)T l...T(e 0 - @)T ],
y aqui para cada k-ciclo (e e --- o) en la descomposicién su conjugado T (e e --- )T~ ! es también un

k-ciclo. Si al principio los ciclos son disjuntos, los conjugados son también disjuntos, puesto que T es una
biyeccién.

Ahora si 0 y 0’ son dos permutaciones que tienen el mismo tipo de ciclo, esto significa que son idénticas
salvo renumeracion de los elementos {1,2,...,n}. Esta renumeracién se realiza por cierta permutacion
TESyyo =tot L u

1.3 Signo y el grupo alternante A,

Cuando alguno me muestra un signo, si ignoro lo
que significa no me puede ensefiar nada; pero si lo
sé, ;qué es lo que aprendo por el signo?

San Agustin, “El Maestro”, Capitulo X

1.3.1. Definicién. Para una permutaciéon ¢ € S, cuando para algunos i < j se tiene o(i) > o(j), se dice

que hay una inversién. El ntimero
sgno = (71)#de inversiones
se llama el signo de ¢. Se dice que ¢ es par si sgno = +1 e impar si sgno = —1.

1.3.2. Ejemplo. Para S3 tenemos

@
N

permutacion inversiones signo

G ; g) no hay +1 (par)
(; i g) 2>1 -1  (impar)
G g g) 3>2 -1  (impar)
(é ; i) 3>2,3>1,2>1 -1 (impar)
<; ; i) 2>1,3>1 +1  (par)
<1 i 3) 3>1,3>2 +1 (par)
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A

1.3.3. Digresién. El signo de permutacion aparece en la famosa férmula para el determinante de una
matriz A = (x;j)1<ij<n’

(1.5) detA = Z SN - X1 5(1) X2,0(2)  * * X (n)-

oeS,

Por ejemplo, en S, tenemos dos permutaciones: la permutacion identidad de signo +1 y la transposiciéon
(12) de signo —1. Esto nos da

X1 X12
det = X11 X22 — X12 X21.
X21  X22

Sin embargo, la expresion (1.5) es horrible y no explica el significado geométrico del determinante, ni sirve
y
para hacer célculos practicos (jla suma es sobre n! términos!).

1.3.4. Observacién. Todo k-ciclo es una composicién de k — 1 transposiciones:
(irip - i) = (i1 12) (2 i3) (i3 ig) - - - (i1 i)
1.3.5. Corolario. Toda permutacién o € S, es una composicion de transposiciones (no necesariamente disjuntas).

Demostracion. Sigue de la descomposicién de permutaciones en ciclos disjuntos (1.2.7) y luego descompo-
sicién de cada ciclo en transposiciones (1.3.4). |

El dltimo resultado es muy natural: intuitivamente debe de ser claro que para permutar n elementos
de cualquier modo, es suficiente hacer una sucesién de intercambios por pares. De hecho, se puede hacer
una sucesién de intercambios de elementos adyacentes.

1.3.6. Observacion. Toda transposicion (a b) con b —a = k puede ser escrita como una composicién de 2k — 1
transposiciones de la forma (i i+ 1).

1.3.7. Ejemplo. Tenemos
(14)=1(12)(23)(34)(23)(12).

172 3 4
2 173 4
2 3 1774
2 374 1
274 3 1

A

Demostracion de 1.3.6. La idea debe de ser clara a partir del ejemplo de arriba. Para formalizar la demos-
tracién, usamos la induccién sobre k. La base de induccién es el caso de k = 1 y el paso inductivo resulta
de la férmula

(ab)=(aa+1)(a+1b)(aa+1).
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El mismo argumento formulado en otras palabras: a partir de (b — 1 b) se puede hacer una sucesion de
k — 1 conjugaciones

(b—2b-1)(b—1b)(b—2b—1) = (b—2b),
(b—3b—2)(b—2b)(b—3b—2) = (b—3b),
(b—4b—3)(b—3b)(b—4b—3) = (b—4b),

hasta que se obtenga (a b).
1.3.8. Corolario. Todo elemento de S, puede ser expresado como un producto de transposiciones
(12), (23), (34), ..., (n—1n).
Demostracion. Sigue de 1.3.5y 1.3.6. [

1.3.9. Observacién. Transposiciones cambian la paridad: si T es una transposicion y o € Sy, es cualquier permuta-
cion, entonces

sgn(to) = —sgno.

Demostracion. Esta claro que cuando ¢ es de la forma (i i + 1), el signo cambia al opuesto. Luego, hemos
visto en 1.3.6 que toda transposicion (a b) es una composicion de 2k — 1 transposiciones de esta forma,
donde k = b — a. El nimero 2k — 1 es impar. [

Como hemos visto en el ejemplo 1.3.2, en S3 hay 3 pares y 3 impares permutaciones. Esto no es una
coincidencia.

1.3.10. Corolario. Paran > 2 el niimero de permutaciones pares en Sy es igual al niimero de permutaciones impares.

Demostracion. Consideremos la aplicacion

¢: Sp — Sy,
cg—(12)0.

Es una biyeccion (de hecho ¢ o ¢ = id) que segtin 1.3.9 aplica toda permutacién par a una permutacién
impar y viceversa. u

1.3.11. Corolario. La paridad de una permutacién o es precisamente la paridad de la longitud de alguna descompo-
sicidn en transposiciones: si

C=Tk T,

para algunas transposiciones T;, entonces
sgno = (—1).

1.3.12. Corolario. Para dos diferentes descomposiciones en transposiciones
los niimeros k y £ necesariamente tienen la misma paridad: k = ¢ (méd 2).

11
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1.3.13. Digresién. A veces 1.3.11 se toma por la definicion del signo, pero luego hay que demostrar que
esta férmula tiene sentido; es decir deducir 1.3.12 sin usar el signo. He aqui una breve explicacién en
términos del tipo de ciclo de o, que es evidentemente un invariante de ¢, a diferencia de la longitud de
una descomposicién en transposiciones. Para toda transposicién T = (i j) hay dos posibilidades.

1) iy j pertenecen al mismo ciclo. En este caso en ¢ este ciclo se descompone en dos.

2) iy j pertenecen a diferentes ciclos (posiblemente de orden 1). Entonces se ve que en 7o estos dos
ciclos se unen en uno.

En ambos casos el niimero de ciclos disjuntos cambia su paridad para To. Ahora si tenemos
/ /
U:Tk...'l'l :TE...Tl’
entonces se ve que los ntimeros k y ¢ deben tener la misma paridad.
1.3.14. Observacién. Para dos permutaciones o, T € Sy se tiene
sgn(oT) =sgno-sgnT.
Demostracion. Esta claro de la interpretacion del signo en 1.3.11. u

1.3.15. Corolario. Tenemos
sgn(c!) = sgno.

Demostracion.

sgno-sgn(oc ') =sgn(oo ') = sgn(id) = +1.
|

1.3.16. Definicién. Al conjunto de las permutaciones pares en S, lo llamamos grupo alternante y lo
denotamos por Aj:

Ap:={0 €S, |sgnoc=+1} CS,.
Tenemos las siguientes propiedades:
» id € A, (puesto que sgn(id) = +1),
m sig, T € Ay, entonces 0T € A, (véase 1.3.14),
= sic € Ay, entonces 0 € A, (véase 1.3.15).

= conjugando las permutaciones de A, por las permutaciones de S;, se obtienen también permutacio-
nes de A,: paratodoo € A, y T € S, tenemos ot 1l e A,

(De hecho, sgn(tot™!) =sgnt-sgno-sgn(t!) =sgno.)
Ademéds, hemos calculado en 1.3.10 que
|Au| = [Su]/2 = n!/2.

12
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1.3.17. Ejemplo.
Ay = {id},
Az ={id, (123), (132)}.

En S4 las permutaciones son de la forma

id, (ee), (e ee) (ee)(ee) (oo oo

Luego, todas las transpocisiones son impares. Los 3-ciclos son pares, ya que son productos de dos trans-
posiciones:

(ij k)= (i) (k)
Los 4-ciclos con impares, siendo productos de 3 transposiciones:
(ijk €)= (i) (k) (ko).
Entonces, los elementos de A4 son
id,
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(12)(34), (13)(24), (14)(23).

De hecho, en la lista de arriba tenemos 1+ 8 +3 = 12 = 4!/2 permutaciones. A

13
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1.4 Ejercicios

Ejercicio 1.1. Encuentre la descomposicién en ciclos disjuntos para la permutacion
12345678910€S
7 65142310 8 9 10
Y su signo.

Ejercicio 1.2. Calcule la descomposicién en ciclos disjuntos del producto de ciclos
(12)(253)(1573264)(476) €Sy

Y su signo.

Ejercicio 1.3. Demuestre la formula para el signo de un k-ciclo:
sgn(iniz -+ i) = (=1}

En general, si o € Sy, afecta m elementos (en el sentido de que o (i) # i para m niimeros i) y tiene una descomposicion
en s ciclos disjuntos, entonces
sgno = (—1)"".

Por ejemplo,
c=(12)(364)(5118)

afecta 1,2,3,4,5,6,8,11, entonces m = 8, y en la expresion de arriba hay s = 3 ciclos disjuntos. Entonces, sgno =
(—1)83 = —1.

Ojo: segtin nuestra terminologia, el dltimo ejercicio nos dice que una permutacién ciclica de orden par
k es impar (tiene signo —1) y viceversa.

Para realizar cualquier permutacion, se puede fijar algtin elemento y cada vez hacer intercambios solo
con este.

Ejercicio 1.4. Fijemos algiin elemento de {1,...,n}, por ejemplo 1. Demuestre que toda transposicion (i j) puede
ser escrita como una composicién de transposiciones de la forma (1 k). Deduzca que toda permutacién o € S, para
n > 2 es un producto de transposiciones

(12), (13), ..., (1n).

De hecho, para expresar cualquier permutacién, es suficiente usar una sola transposicién, un n-ciclo y
su inverso.

Ejercicio 1.5. Demuestre que todo elemento de Sy, puede ser expresado como un producto de
(12), 12 ---n), (12 --- n)"L.

Indicacion: use que los elementos de S, se expresan como productos de transposiciones de la forma (i i+ 1) y la
formula o (iy iy -+ i) o™t = (o(iy) o(in) -+ o(ig)).

En los siguientes ejercicios vamos a demostrar un resultado similar para los grupos alternantes.
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CAPITULO 1. PERMUTACIONES 1.4. EJERCICIOS

Ejercicio 1.6. Sean i, j, k, ¢ mimeros distintos. Verifique las relaciones para la composicion de transposiciones
(i) (k) = (ijk),
(i) (k&) = (ijk) (G k£).
Deduzca que para n > 3 todo elemento de Ay, es una composicion de ciclos de orden 3.

Ejercicio 1.7. Demuestre que para n > 3 todo elemento de A, es una composicién de ciclos de la forma (11 j).
Indicacion: use el ejercicio 1.6.

Ejercicio 1.8. Demuestre que para n > 3 todo elemento de A, es una composicion de ciclos de la forma (1 2 7).
Indicacion: use el ejercicio 1.7.

Ejercicio 1.9. Demuestre que para n > 3 todo elemento de A, es una composicion de ciclos de la forma (ii+1i+2).
Indicacion: note que es un andlogo de la descomposicién de los elementos de S,, mediante las transposiciones de la
forma (i i+ 1). Para i > 3 demuestre la identidad

(12i)=(12i-2)(12i-1)(i—2i—1i)(12i—2)(12i—1)
Luego, proceda por induccién sobre i y use el ejercicio 1.8.
Ejercicio 1.10. Demuestre que para n > 3 todo elemento de A, puede ser escrito como el producto de
» (123),(23 ---n), (23 --- n)~1, sines par;
» (123),(12---n), (12 -+ n)71, sinesimpar.
Indicacion: use la formula o (iy iy -+ i) o~ = (c(iy) o(ip) --- o(iy)) y el ejercicio 1.9.

La moraleja de los ejercicios de arriba: aunque S, y A, tienen muchos elementos, estos se expresan en
términos de solamente dos de ellos (y sus inversos).
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