Capitulo 10
Productos de grupos

En este capitulo vamos a investigar la construccién del producto directo y semidirecto de grupos. Este
es un modo de construir un grupo G a partir de dos grupos H y K. Luego, en §10.3 vamos a definir la
nocién de extensiéon de un grupo por otro. Resulta que los productos directos y semidirectos son casos
muy espectiales de extensiones. En §10.4 vamos a probar que todo grupo abeliano finitamente generado
es isomorfo a un producto de grupos ciclicos. Finalmente, la seccién §10.5 presenta un ejemplo muy
importante de grupos abelianos finitamente generados: el grupo de puntos racionales de una curva eliptica.

10.1 Productos directos

10.1.1. Definicién. Para dos grupos H y K su producto directo (o simplemente producto) es el conjunto
Hx K :={(h,k) | h € H,k €K}

dotado de la operaciéon
(h1,k1) - (ho, ko) := (b2, kikz).

Ya que H y K son grupos, H x K es también un grupo. La identidad es (15, 1x) y los elementos inversos
son (b, k)=t = (=1, k7 1).
De la misma manera, para una familia de grupos (H;);cj, se define el producto

[TH: == {(hi)ie1 | hi € H;}
i€l
respecto a la operacién
(hi)icr - (Mi)ier = (i hj)ier-
Si Ay B son grupos abelianos, estd claro que el producto A X B es también un grupo abeliano. En
general, si (A;);cs es una familia de grupos abelianos, entonces su producto [];c; A; es abeliano.

10.1.2. Ejemplo. Para el producto
7/2Z x 7./2Z = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) }

la tabla de adicién viene dada por

~

OO\)AHH
_ O = OO

— |~~~
~
— — — — |

(1,1)
(1,1)
(1,0)
(0,1)
(0,0)

~



10.1. PRODUCTOS DIRECTOS CAPITULO 10. PRODUCTOS DE GRUPOS

Recordemos la tabla de multiplicacién del grupo

= {id, (12) (34),(13) (24), (14) (23)}.

o | id (12)(34) (13)(24) (14)(23)

id id (12)(34) (13)(24) (14)(23)
(12)(34) | 12)(34) id (14)(23) (13)(24)
(13)(24) | 13)(24) (14)(23) id (12) (3 4)
(14)(23) | (14)(23) (13)(24) (12)(34) id

Podemos convencernos a simple vista de que
V=2Z/2Z xZ/27Z.
A

10.1.3. Ejemplo. ;Cuando el producto de dos grupos ciclicos finitos es también ciclico? Para un elemento
(a,b) € Z/nZ x Z/nZ tenemos

ord(a,b) = min{k | k-(a,b) = (k-a,k-b) = (0,0)} = min{k | k|orda, k| ordb}
orda-ordb

= mem(ord a,ord b) = med(ord a, ord b)

Luego, el grupo Z/mZ x Z /nZ. es ciclico si y solamente si este posee un elemento de orden
|Z/mZ x Z/nZ| = mn.

Este elemento tiene que ser de la forma (a,b) donde a es un generador de Z/mZ (es decir, orda = m) y
b es un generador de Z/nZ (es decir, ord a = n) y ademads necesitamos tener med(m,n) = 1. Entonces, el
producto de dos grupos ciclicos es también ciclico si y solamente si los ordenes de grupos son coprimos:

Z/nZ X Z/nZ =Z/mnZ <— mcd(m,n) =1.

Por ejemplo,
Z/2Z XZ/3Z =7Z/6Z, Z/2Z XxZ/27Z *Z/4Z.

De hecho, las consideraciones de arriba pueden ser resumidas de manera mas precisa.

10.1.4. Proposicién (Teorema chino del resto). Sean m y n dos niimeros naturales coprimos. Entonces existe un
isomorfismo candnico

Z/mnZ = Z.)mZ x Z./nZ,
[a]imn > ([a]m, [a]n).
Demostracién. Consideremos el homomorfismo candnico

fi1Z —Z/mZ xZ/nZ,
a— ([a]m, [a]n)

inducido por las proyecciones canénicas Z — Z/mZ y Z — Z./nZ. Tenemos

ker f = mZ NnZ = mem(m, n)Z.
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CAPITULO 10. PRODUCTOS DE GRUPOS 10.1. PRODUCTOS DIRECTOS

Ya que m y n son coprimos, mem(m, n) = mn. Luego, f induce un monomorfismo

F:Z/mnZ S im f — Z/mZ x Z/nZ.

Pero
|Z/mnZ| = |Z/mZ x Z/nZ| = mn,

asi que f tiene que ser un isomorfismo. [
10.1.5. Corolario. La funcién ¢ de Euler es multiplicativa en el sentido de que
p(mn) = p(m) - ¢(n), si med(m,n) =1.

Demostracion. ¢(mn), ¢(m), ¢(n) representan el ntimero de generadores de Z/mnZ, Z/mZ, Z./nZ res-
pectivamente. Bajo el isomorfismo

Z)mnZ = Z.)mZ x Z.] nZ

se ve que [a], es un generador de Z/mnZ si y solamente si [a],, es un generador de Z/mZ y [al, es un
generador de Z/nZ. [

10.1.6. Proposicion. Sin es un mimero natural cuya factorizacion en primos es

k ky
n:pll...pgl"

onn1-2)(1-3)

Demostracion. Gracias a la multiplicatividad, tenemos

entonces

¢(n) = p(pi) -+ p(pi).

Luego de esto, se puede calcular directamente

kiy — ki 1_1)
¢(p;") Pl( o

(véase el capitulo 4). [ |
10.1.7. Ejemplo. Tenemos

$(198) = ¢p(2-3%-11) = ¢(2) - p(3%) - p(11) = 1-6 - 10 = 60.
Otro ejemplo: 2018 = 2 - 1009 donde 1009 es primo, y por lo tanto ¢(2018) = 1008. A

El producto directo estd dotado de dos homomorfismos canénicos (proyecciones)

HM sk Xk

h +—— (hk) —— k
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10.1.8. Observaciéon (Propiedad universal del producto). Sea G un grupo junto con dos homomorfismos
¢: G — Hyy: G — K. Entonces, existe una tinica aplicacion (i) G — H x K tal que

(10.1) PR

Demostracion. A nivel de conjuntos, la tinica opcién posible es

<¢):G—>H><K,
¥

g (¢(g), ¥(g)),

y es un homomorfismo de grupos, puesto que ¢ y ¢ lo son. |

La propiedad universal del producto nos dice que los homomorfismos G — H X K corresponden a
pares de homomorfismos G — H y G — K: existe una biyeccién natural

Hom(G, H x K) = Hom(G, H) x Hom(G, K),
¢ = (pro ¢, pro¢).

La misma propiedad universal se cumple para productos infinitos. A saber, tenemos homomorfismos
candnicos de proyeccién

pi: HHZ — Hi/
il
(hi)ier — hi

Si G es un grupo dotado de homomorfismos ¢;: G — H;, entonces existe un homomorfismo tnico ¢: G —
[lic; Hi tal que p; o ¢ = ¢;:

G
a!iq) ¢
ILeIfL"‘§79 }L

En otras palabras, hay una biyeccién natural

Hom(G, [ [ H;) = [ [Hom(G, H;).

iel i€l

10.1.9. Observacién. El producto de grupos es asociativo en el sentido de que para tres grupos Hy, Hy, H3 hay
isomorfismos naturales

(H1XHQ)XH3gH1X(H2XH3)gH1XH2XH3.
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CAPITULO 10. PRODUCTOS DE GRUPOS 10.1. PRODUCTOS DIRECTOS

Demostracion. Seria instructivo probarlo usando tinicamente las propiedades universales. Por ejemplo, el

grupo
(Hy x Hy) x H3

esta dotado de dos homomorfismos
H1XH2<Q(H1XH2)XH3£3—>H3

que satisfacen la propiedad universal correspondiente. Por otro lado, el grupo H; x H estd dotado de dos
homomorfismos
H & H < Hy B2 Hy

que satisfacen la propiedad universal correspondiente. Ahora dado un grupo G y tres homomorfismos
¢$1: G = Hi, ¢2: G = Hy, ¢3: G — Hs, existe un homomorfismo tnico ¢, = (i;) G — Hy x Hp que
satisface

piodiz=¢1, p2od12= ¢
y luego un homomorfismo tinico ¢ = (4;}32): G — (Hy x Hp) x Hj que satisface

pPr2o¢ =12, p3od = ¢s.

En este caso
pioprod=¢1, propnrod=d¢s, pzoP=¢s.

Entonces, (Hy X Hp) x Hj junto con los homomorfismos
ploplzi(Hlez)XHg,—)Hl, szplzi(Hlez)XHg—)Hz, pg:(Hlez)XHg%Hg,
satisface la propiedad universal de H; x Hp x Hj. Por ende hay un isomorfismo

(H1XH2)><H3%H1XH2XH3.

10.1.10. Observacién. Existe un isomorfismo canonico H x K = K x H.

Demostracion. Este isomorfismo viene dado por (i, k) — (k, h). También se puede notar que H x Ky K x H
satisfacen la misma propiedad universal (es simétrica en H y K). [

10.1.11. Comentario. Cuando se trata de grupos abelianos, normalmente se habla de la suma directa que
se denota por
A®B={(ab)|ac A be B}.

Esta viene con las inclusiones

in: A— ADB,
aw (a,0)

iBZ B—>A@B/
b~ (0,b)
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que satisfacen la propiedad universal

C
A—— A®B +— B

ia ip

(donde C es también un grupo abeliano). Lo vamos a estudiar en el contexto més general para médulos
sobre anillos.

10.1.12. Observacion. H y K se identifican con los subgrupos normales
Hx{1x}:={(h1x) |he H} y {1} xK:={(1n k) |k € K}
de H x K.
Demostracion. Evidente de la definicién del producto sobre H x K. |

10.1.13. Proposicién. Supongamos que G es un grupoy H, K C G son dos subgrupos normales tales que HN K =
{1} y todo elemento de G puede ser escrito como hk donde h € H y k € K. Entonces,

G=HxK.
Demostracion. Primero, notamos que hk = kh. En efecto, usando que H y K son normales,

hkh 'kt =h(kh k) = (ikn Dkt e HNK = {1}
€H €K

Esto significa que
(hky) - (h2kz) = (hiha) - (kikz)

para cualesquiera hy, hy € H, kq,ky € K. También podemos comprobar que todo elemento de G se expresa
de modo 1inico como hk. Si tenemos hk = I'k’, entonces

Wlh=Kk'e HNnK = {1},
y luego h = h' y k = k’. Todo esto significa que

H x K — G,
(h, k) — hk

es un isomorfismo de grupos. u

10.1.14. Comentario. Cuando G tiene dos subgrupos H y K que satisfacen las condiciones de 10.1.13, a
veces se dice que G es el producto directo interno, mientras que la construcciéon de H x K de 10.1.1 se
llama el producto directo externo de H y K.

10.1.15. Ejemplo. Todo ntimero complejo no nulo puede ser escrito de modo tinico como re? V=1 donde
r > 0 es un ndmero real y 0 < ¢ < 27. De aqui sigue que

C* = Ryo xS,
donde S! := {z € C | |z| = 1} es el grupo del circulo. A
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10.1.16. Ejemplo. Consideremos el grupo GL,; (R) de matrices reales invertibles de determinante positivo.
Este contiene como sus subgrupos normales el grupo SL,(R) y el grupo de matrices escalares

R.o = {Al| A > 0}.

Toda matriz A € GL;} (R) puede ser escrita como AA’ donde A’ € SL,(R) y A > 0 (tomemos A = v/det A
y A’ = A= A). Notamos que R~ N SL,(R) = {I}. Entonces,

GL; " (R) 2 Rsg x SL, (R).

10.2 Productos semidirectos

Hemos visto que un grupo G es un producto directo si y solamente si en G hay subgrupos normales H
y K tales que HNK = {1} y G = HK. Podemos considerar una coleccién mds debil de condiciones:

1) sean N y H dos subgrupos de G donde N es normal,
2) supongamos que NN H = {1},
3) supongamos que G = NH.

Entonces, usando el mismo argumento de 10.1.13, se deduce que todo elemento de G puede ser escrito
de modo tnico como nh donde n € N y h € H. Véamos coémo se multiplican estos elementos. Tenemos

(n1hy) - (nohy) = ny (nahy) - (hihy),
donde hynahy 1€ N, puesto que N es normal. Esta férmula puede ser escrita como
(10.2) (n1h1) - (n2h2) = (n1 - Iy, (n2)) - (hiha),

donde I, es el automorfismo de conjugacién x — hx h™! que se restringe a N gracias a su normalidad. La
férmula (10.2) se generaliza a la siguiente construccion.

10.2.1. Definicién. Sean N y H dos grupos y sea

¢: H— Aut(N),
¢ = Py

un homomorfismo. Entonces, el producto semidirecto N x4 H es el conjunto
NxH={(nh)|neN,heH}

dotado de la operacion

(10.3) (n1,h1) - (n2, h2) = (m1 P, (n2), hiha).

10.2.2. Observacién. Respecto a la operacién de arriba, N Xy H es un grupo.
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10.2. PRODUCTOS SEMIDIRECTOS CAPITULO 10. PRODUCTOS DE GRUPOS

Demostracion. Primero, hay que ver que la operacién es asociativa. Tenemos

(1, 110) - (m2,12) ) - (13, hs) = (1 @, (12), aha) - (13, hs) = (m1 @, (12) @y (), k)
= (n1 ¢, (n2) Pn, © Pny (13), hhahs) = (n1 Py, (n2 Py, (n3)), hihahs)
= (n1,h1) - (2 ¢p, (n3), hohz) = (n1,hy) - ((”2/ hy) - (n3, hs))-

Aqui hemos usado las identidades

Puk = PpoPr y  Pu(mn) = ¢y(m) y(n)

para cualesquiera i,k € H'y m,n € N, que provienen del hecho de que / — ¢}, es un homomorfismo y
cada ¢;,: N = N es también un homomorfismo .
La identidad en N x4 H es (1y,1g):

(n,h)- (1N, 10) = (npu(In), b - 1) = (n, h),
y de la misma manera
(In,1m) - (n,h) = (AN - ¢1y (), 1 - h) = (I -id(n), h) = (1, h).
Los elementos inversos vienen dados por
(n, 1) = (o (n™ ), H7H).
En efecto,
(1, 1) - (@ (1), H7Y) = (0. (@ (7)), 1Y) = (n @y (n™0), A1)
= (nn,hht) = (1n,1n)
y también
(1 (1), 1) - (1, 1) = (o (71 @y (), ) = (@1 (™ ), 1)
= (¢p-1(In), 11) = (In, 1H)-
[

10.2.3. Comentario. Cuando el homomorfismo ¢: H — Aut(N) es trivial (es decir, ¢, = idy para todo
h € H), entonces N x4 H es el producto directo N x H.

10.2.4. Observaciéon. N y H se identifican con subgrupos N x {1g} y {In} x H de N x4 H. El subgrupo
N x {1y} es normal, y se tiene
N xg H/N x {1y} = H.

Demostracion. Todo esté claro de la férmula del producto (10.3). Para calcular el grupo cociente N x4
H/N x {1y}, podemos considerar el homomorfismo

N iy H — H,
(n,h) —h

que es sobreyectivo y tiene N x {1y} como su nucleo. [
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10.2.5. Proposicién. Sea G un grupo y sean N, H sus subgrupos. Supongamos que N es normal, NN H = {1} y
G = NH. Entonces, G = N x| H, donde I: H — Aut(N) asocia a cada h € H el automorfismo I;: n — hnh™ 1,

Demostracion. De la discusién al inicio de esta seccién sigue que

Nx;H — G,
(n,h) — nh

es un isomorfismo de grupos. u

10.2.6. Ejemplo. En el grupo diédrico D, todo elemento es de la forma ' o bien fr' = r~if. El subgrupo
de rotaciones (r) es normal, siendo un subgrupo de indice 2. Ademas (r) N (f) = {id}. En vista de lo
anterior, se concluye que Dy, 2 (r) x (f), donde f acttia sobre (r) por la conjugacién r' — frf=t =r=". a

10.2.7. Ejemplo. Sea V un espacio vectorial. El grupo afin Aff(V) es el grupo de aplicaciones

¢A,M:V_>V/
X = Ax + u,

donde A € GL(V) y u € V. Es un subgrupo del grupo de biyecciones V — V: tenemos
PBwoPays(x) =B(Ax+u)+v=BAx+Bu+v=¢papu+o(X).
Luego, la identidad es la aplicacién ¢; g y los inversos vienen dados por
¢Z,lu = Qa1 a1y

Notamos que GL(V) se identifica con el subgrupo H := {¢a0 | A € GL(V)} y el grupo aditivo V se
identifica con el subgrupo N := {¢;, | u € V}. El ultimo es normal. Tenemos NN H = {¢10}, y todo
elemento de Aff(V) puede ser escrito como una composiciéon de N y H. Se sigue que

Aff(V) =2V x GL(V).
Aqui GL(V) actta sobre V de la manera habitual:

-1
47A,O o (PI,u o (PA,O = 47A,O o 47I,u o (PA*l,O = (PI,Au-

10.2.8. Ejemplo. Toda matriz en el grupo GL, (k) puede ser escrita como
x
A- . =: A-diag(x,1,...,1)
. 1

donde det A =1y x € k*. Las matrices de determinante 1 forman un subgrupo normal SL, (k), mientras
que las matrices diag(x,1,...,1) forman un subgrupo isomorfo a k* (que no es normal). La interseccién
de estos dos subgrupos es trivial. Se sigue que

GL;, (k) 22 SL; (k) » k™.
Aqui x € k* actta sobre SL,, (k) mediante la conjugacion por diag(x,1,...,1). A
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10.3 Sucesiones exactas cortas y extensiones

10.3.1. Definicién. Una sucesién exacta corta de grupos es una sucesién de homomorfismos

1-HL5ch k=1
donde

1) i es un monomorfismo,

2) p es un epimorfismo,

3) imi = ker p.

En este caso se dice que G es una extensién de K por H.

10.3.2. Comentario. En una sucesion exacta corta “1” denota el grupo trivial {1}. Los homomorfismos
triviales 1 — H y K — 1 significan que ker(H — G) = im(1 — H) = {1} eim(G — K) = ker(K — 1) = K.
Cuando se trata de grupos abelianos aditivos, en lugar de “1” se escribe “0”.

10.3.3. Ejemplo. Cuando hay un monomorfismo i: H — G, el grupo H puede ser identificado con su
imagen i(H) C G. Ademas, la condicion im i = ker p significa que i(H) es un subgrupo normal, siendo un
ntcleo. El primer teorema de isomorfia implica que G/ ker p = G/i(H) = K. Entonces, esencialmente, toda
sucesion exacta corta corresponde a la situacién cuando H es un subgrupo normal en G, el homomorfismo
i: H»— G es la inclusién y el homomorfismo p es la proyeccién canénica sobre el grupo cociente:

1-H5G65 6/H-1
(Note que en este caso imi = ker p.) A
10.3.4. Ejemplo. Para un producto semidirecto N x H tenemos una sucesion exacta corta

()

h)—h

1—-> N H—1

Un caso particular es cuando ¢ es trivial y se trata del producto directo N x H. A
10.3.5. Ejemplo. Tenemos la siguiente sucesién exacta corta:

2—[2]4

O—>Z/ZZ[1]—>

412

Z/AZ [1]—> Z/2Z — 0

10.3.6. Ejemplo. Tenemos una sucesién exacta corta

3—[2]s

O—>Z/3Z[1]—>

612

Z/6Z [1]—> Z/27Z — 0

y la sucesién exacta corta
1—>A3—>S3—>{:|:1}—>1

Dado que A3 = Z/3Z y {£1} = Z/27Z, ambas sucesiones exactas cortas representan extensiones de
Z./2Z. por Z./3Z, pero son muy diferentes: la primera es abeliana y la segunda no lo es. A
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10.3.7. Lema. Consideremos un diagrama conmutativo de homomorfismos de grupos

p

1 H—5G K 1
J{id lf J{id
1 H-'s¢ T,k 1

donde las filas son sucesiones exactas cortas. Luego, f: G — G’ es un isomorfismo.

Demostracion (“caza de diagramas”). Primero comprobemos que f es inyectivo. Si para algtn g € G se cum-
ple f(g) = 1, entonces p(g) = p'(f(g)) = 1,y por lo tanto g € ker p = imi. Tenemos entonces g = i(h) para
algtin h € H. Entonces, i’(h) = f(i(h)) = 1. La inyectividad de ' implica que h = 1. En fin, ¢ = i(h) = 1.
Para ver que f es sobreyectiva, tomemos ¢’ € G’. Necesitamos encontrar un elemento ¢ € G que
f(g) = ¢’ Consideremos p’(g’) € K. Ya que p es sobreyectivo, existe g1 € G tal que p(g1) = p'(¢'). Luego,

P& flg) ) =pE)Poflg) ! =pE)pg) =pE)vig) =1

Podemos concluir que ¢ - f(g1) ! € kerp’ = imi’ y que existe h € H tal que i’ (h) = ¢’ - f(g1) ~!. Tomemos
g :=1i(h) - g1. Luego,

f(8) = foilh)- f(g1) =i'(h)- f(g1) =8 f(g1) ™" - f(81) =§"
|
10.3.8. Comentario. El resultado de arriba tiene la siguiente generalizacién: en el diagrama conmutativo

i P

1 H G K 1
ool
1 S LN ¥ 1

1) si f y h son monomorfismos, entonces g es también un monomorfismo;

2) si f y h son epimorfismos, entonces g es también un epimorfismo.

En particular, si f y h son isomorfismos, g es también un isomorfismo. Esto lo he probado solo para el
caso de H = H, K’ = K, f = idy, h = idk para simplificar la notacioén. La version general no nos va a
Servir.

10.3.9. Proposicion. Consideremos una sucesion exacta corta de grupos
1-HLGh k=1
Las siquientes condiciones son equivalentes.
1) Existe un homomorfismo de grupos r: G — H tal que r oi = idp.

2) Existe un isomorfismo f: G S HxK que forma parte del diagrama conmutativo

P

1 H i G K 1
(10.4) l“ %Jf Jm
1 H HxK K 1
h—(h,1) (hk)—k
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Demostracion. En la implicacion 1) = 2) el isomorfismo f viene dado por

f:G—= HxK,
g+ (r(g),p(g))

Es un homomorfismo, puesto que r y p son homomorfismos. Es facil comprobar que f: ¢ — (7(g), p(g))
hace conmutar el diagrama (10.4). En fin, el lema 10.3.7 implica que f es un isomorfismo.

Para probar 2) = 1), notamos primero que la conmutatividad del segundo cuadrado significa que
f(g) = (h,p(g)) para algun h € H. Pongamos r(g) = h. Dado que f es un homomorfismo, r es también
un homomorfismo G — H. Luego, la conmutatividad del primer cuadrado significa que r(i(h)) = h para
todo h € H. u

10.3.10. Ejemplo. La sucesién exacta corta

it [1]3—[2] [1e[1

0—2/32 —2""%7/6Z —>Z/ZZ —0

admite un homomorfismo r: Z/6Z — Z/3Z tal que r o i = idy /3. Esta viene dada por [1]¢ — [2]3. Esto
nos da un isomorfismo Z./6Z = 7Z./3Z x Z./27Z. A

10.3.11. Ejemplo. Se ve que la sucesién exacta corta

0=z 22 7 7 /nZ — 0

no admite un homomorfismo r: Z — Z tal que ¥ oi = idz. Y de hecho, si tal aplicacién existiera, tendria-
mos Z = Z x Z/nZ lo que es falso (a diferencia de Z, el grupo Z x Z/nZ tiene elementos no triviales
de orden finito). A

10.3.12. Proposicién. Consideremos una sucesion exacta corta de grupos
15NSGB H-1
Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) Existe un homomorfismo de grupos s: H — G tal que p o s = idp.

o~

2) Existe un homomorfismo ¢: H — Aut(N) y un isomorfismo f: N xy N — G que hace parte del diagrama

conmutativo

1 N n—(n,1) N o H (n,h)—h H 1
(10.5) Jid glf Jid

1 N i G P H 1

Cuando se cumplen estas condiciones, se dice que la sucesion exacta corta es escindida .

Demostracion. Para ver la implicacién 1) = 2) notamos que H actia sobre N por la conjugacion en el
siguiente sentido. Se puede identificar N con el subgrupo i(N) C G, que es normal, siendo el ntcleo de p.
Luego, dado que pos = idy, se ve que s: H — G es un monomorfismo, y gracias a esto H se identifica
con el subgrupo s(H) C G. Ya que i(N) es normal, conjugando sus elementos por los elementos de s(H),
se obtienen elementos de i(N).

*“split” en inglés.
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La accién de s(h) € s(H) sobre i(N) viene dada por
(106) i(n) v () - i(n) - 5(0) 1 == i(gu(n)),

donde ¢ (n) € N. Esto define un homomorfismo
¢: H — Aut(N),
h—= ¢n

—el lector puede verificar todos los detalles usando la férmula (10.6), pero salvo la identificacion de N con
i(N) y H con s(H), se trata de la accioén habitual por la conjugacién, y hemos comprobado en el capitulo
anterior que en este caso la accién es por automorfismos. Ahora usando ¢, podemos construir la suma
semidirecta N Xy H, y luego considerar la aplicacion

f: N ><l¢ H— G,
(n,h) — i(n)-s(h).
Esto es un homomorfismo: en G se cumple
i(n1) - s(h) -i(n2) - s(ha) = i(m1) - s(h1) - i(n2) - s(hn) ™" - s(ha) - s(ha)
= i(n1) - i(gn, (n2)) - s(hha) = i(ny Py, (n2)) - s(aha),

lo que corresponde a la multiplicacién en N x4 H. Se ve que el homomorfismo f que acabamos de definir
hace conmutar el diagrama (10.5), y el lema 10.3.7 nos dice que f es necesariamente un isomorfismo.

Para probar 2) = 1), definamos s(h) := f(1,h). Esto es un homomorfismo s: H — G, dado que f lo
es. Luego, de la conmutatividad del segundo cuadrado se sigue que pos(h) = po f(1,h) = h para todo
h e H. u

10.3.13. Ejemplo. Tenemos una sucesion exacta corta
1= (r) = Dy & (f) =1

Donde el subgrupo (f) = {id, f} se identifica con el grupo cociente D, /(r). La inclusién de subgrupo
s: (f) — Dy, satisface pos = id. A

10.3.14. Ejemplo. Tenemos una sucesién exacta corta

1 SLy(k) — GLy (k) 25 k¢ — 1

Luego, hay un homomorfismo

k* — GL,(k),

X

X =

y el determiante de la dltima matriz es igual a x. A

Notamos que cuando el grupo G que estd en el medio es abeliano (y por ende N y H, siendo su
subgrupo y grupo cociente), la férmula (10.6) que define a ¢y, implica que ¢y, (n) = n para cualesquiera
h € Hyn € N. Esto nos lleva al siguiente resultado.

13
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10.3.15. Corolario. Consideremos una sucesién exacta corta de grupos abelianos

0sALBACo0
Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) Existe un homomorfismo de grupos r: B — A tal que r oi = id 4.
2) Existe un homomorfismo de grupos s: C — B tal que pos = idc.
3) Existe un isomorfismo f: B S AxC que forma parte del diagrama conmutativo

P

0 A d B C 0
J{id %J/f J{id
0 A AxC C 0
ar—(a,0) (a,c)—c

10.3.16. Digresion. Se puede definir una equivalencia de extensiones de grupos

0-ALBhcs0y 0045 Beso

como un homomorfismo B — B’ que hace conmutar el diagrama

0 A i B NG 0
lld lg lld
0 A" sp_ P ,C 0

Como sabemos, en este caso B — B’ es autométicamente un isomorfismo, y en particular se ve que se trata
de una relacién de equivalencia sobre las extensiones de C por A.

Cuando se trata de grupos abelianos, las extensiones médulo esta equivalencia también forman un
grupo abeliano que se denota por Ext(C, A) y se denomina el grupo de extensiones de C por A. El
elemento nulo de este grupo corresponde a la clase de equivalencia de la sucesion exacta escindida

(a,0) (a,c)

0 AL Axc 225 c 50

El calculo de los grupos Ext(C, A) pertenece a la rama de las matemaéticas conocida como 4lgebra homo-
légica.

10.4 Grupos abelianos finitamente generados

Recordemos que un grupo abeliano (aditivo) A es finitamente generado si existe una coleccién finita
X1,...,Xx € A de generadores:

A= (xl,...,xk> = { Z n;x;
1<i<k

n; € Z}

10.4.1. Definicién. Digamos que x1,...,x; es una base de Asi A = (x1,...,x) y
nyxy 4+ -+ mxe =0,

para algunos n; € Z, entonces n;x; = 0 para todo i.

14
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10.4.2. Comentario. Esta condicién es mds débil que tener n; = 0 para todo i. La tltima serfa la definicién
correcta de una base, pero para esta seccién vamos a usar la definicién provisional de arriba.

10.4.3. Observacion. Si xq,...,x; es una base de A, entonces
A= <X1> X oo X <Xk>.
Demostracién. Consideremos el homomorfismo

(x1) X -+ X (x) = A,

(nlxl,...,nkxk)»—> Z n;Xx;.
1<i<k

Es sobreyectivo, dado que xj, ..., x; son generadores de A. Luego, es inyectivo por la definicion de la base:

Yo omixi— Y njx; <= ) (nj—nj)x; =0 <= n;x; = njx; para todo i.
1<i<k 1<i<k 1<i<k

10.4.4. Proposicién. Todo grupo abeliano finitamente generado posee una base y por lo tanto es isomorfso a un
producto directo de grupos ciclicos.

Para la prueba, vamos a usar el siguiente resultado auxiliar.

10.4.5. Lema. Supongamos que x1, ..., Xy son generadores de A. Entonces para cualesquiera cy, ..., c, € N tales
que med(cy, ..., cx) = 1 existen generadores y1, ..., yx de A tales que

Y1 =0C1X1+ -+ CpXg.

Demostracion. Usemos induccién sobre ¢ := ¢y + - - - + cx. La base de induccién es ¢ = 1. En este caso, sin
pérdida de generalidad, c; =1y ¢, = - -+ = ¢y = 0, asi que podemos tomar y; = x;.

Ahora si ¢ > 1, entonces existen dos ¢; que no son nulos. Sin pérdida de generalidad, ¢c; > ¢ > 0.
Notamos que

1) A= (x1,x1+x2,X3,...,Xk),
2) med(c1 — ¢, ¢2,¢3,...,¢) =1,
3) (1 —c)+ecates+- -+ <c.
Luego, por la hipétesis de induccién, existen generadores vy, ..., yx tales que
y1 = (c1 —c2)x1 +cp (%1 +x2) +c3x3+ - - - + X = c1x7 + - - - + CpXg-
[

Demostracion de 10.4.4. Usemos induccién sobre el nimero de generadores de A. La base es el caso cuando
A puede ser generado por un elemento y es ciclico.

Supongamos que A puede ser generado por k > 1 elementos. Escojamos generadores x1, ..., x; donde
ord x; es el minimo posible. Vamos a probar que A = (x1) X (xp,...,Xk). Supongamos que

A r\;'_g <X1> X <XZ,. . .,Xk>.
Esto significa que (x1) N (x,..., %) # {0} y que existe una relacién

nyxy +noxp + -+ mx =0

15



10.4. GRUPOS ABELIANOS FINITAMENTE GENERADOS ~ CAPITULO 10. PRODUCTOS DE GRUPOS

donde n1x1 # 0. Reemplazando x; por —x; si necesario, podemos suponer que #; > 0. Ademds, sin pérdida
de generalidad, n; < ord x;. Consideremos

d:=mcd(ny,...,n,) >0, c¢;:=n;/d.

Luego, mcd(cy,...,cx) = 1y por el lema de arriba existen generadores v, ...,y tales que y; = c1x1 +
-+ -+ cpxy; es decir,
dy1 = mxg + -+ mxg = 0.
Esto significa que
ordy; <d <mny < ordx.

Esto contradice nuestra elecciéon de x1, ..., xi.
Entonces,
A (x1) X (x2,..., Xg).
Procediendo por induccién de esta manera, podemos descomponer (x2,..., %) en un producto directo de
grupos ciclicos. |

10.4.6. Comentario. Hay muchas pruebas diferentes de 10.4.4. El argumento de arriba tiene ventaja de ser
muy breve, pero no es constructivo. La fuente que segui son los apuntes de J.S. Milne sobre la teoria de
grupos: http://jmilne.org/math/CourseNotes/gt .html

Podemos formular un resultado més preciso.

10.4.7. Teorema. Todo grupo abeliano finitamente generado no nulo A es isomorfo a un producto directo de grupos
ciclicos
Z/pNZx - XTI T X X
N——

7

El miimero r estd bien definido y se llama el rango de A. Los nmiimeros p;' son potencias de niimeros primos (1o
necesariamente distintos) y también estdn definidos de modo vinico para A.

Demostracion. Segun 10.4.4, todo grupo abeliano finitamente generado es un producto directo de grupos
ciclicos. Cada uno de los factores ciclicos finitos es isomorfo a Z/nZ. Tomando la factorizacién en nimeros
primos n = pllCl e plgs y aplicando el teorema chino del resto, se obtiene

Z/nZ =7/ 7 x - xZ/p-Z.
Esto establece la existencia de isomorfismo

(10.7) ASZ/PNZx - XZ/psZxTx - xZ
———

r

para todo grupo abeliano finitamente generado A. Nos falta ver que los nimeros r y pf" estdn bien defini-
dos.
Serfa ttil separar la parte finita Z/ pkl,Z XX Z/ pISfSZ de la parte infinita Z X --- x Z. Para esto
1 - ==

r
podemos considerar el subgrupo de torsién

Aprs:={a€ A|ln-a=0paraalginn =1,2,3,...}.
Tenemos
Ators gAZ/PQ(]Z Xoees XZ/P?Z, Atf = A/ Apys EZ X - X Z

~—
r
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(“tf” significa “torsion free”, “libre de torsién”). Ahora sea p cualquier ntimero primo. Consideremos el
grupo
pAypi={p-alac Ay} C Ay.
El grupo cociente
A/ pAyy ZZ/pZ x - X Z/pZ =TFp x --- xF,

r r
es un espacio vectorial sobre IF, y
dimp, (Air/pAis) = .

Entonces, r no depende de un isomorfismo particular (10.7), sino es un invariante de A.

. . ki . .
Para ver la unicidad de los nimeros p;’, podemos analizar por separado cada primo. A saber, para
cada primo p consideremos el subgrupo de p-torsién

Alp¥l:={ac A|p"-a=0paraalginn =0,1,2,3,...}.

Seré suficiente ver que en
Ap®| = Z/p"Z x - x Z/p"Z

los ntimeros p'i estén bien definidos. Procedamos por induccién sobre £ = ¢1 + - - - + £;. Si £ = 1, entonces
A[p®| = Z/pZ. Para el paso inductivo, podemos considerar el subgrupo pA[p®] C A[p*]. Luego,

Por la hipétesis de induccion, los ndmeros ¢; — 1 estdn bien definidos. La tinica excepcién son los factores
Z./ pZ que corresponden a {; = 1 que van a desaparecer. El nimero de estos factores puede ser recuperado
de la relacién }; ¢; = /. [ |

10.4.8. Corolario. Todo subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado es finitamente generado.

Para grupos no abelianos, el tltimo resultado no se cumple. Un grupo no abeliano finitamente generado
puede tener subgrupos que no son finitamente generados.

10.4.9. Ejemplo. Hay tres grupos abelianos no isomorfos de orden 8:
Z7/82, Z|AZ xZ/27Z, Z/2Z xZ]/2Z xZ/27Z.
Para encontrar los grupos abelianos de orden 100, podemos factorizar 100 = 22 - 52. Entonces, tenemos

Z/100Z = Z/25Z. x Z./4Z, Z /257 x Z/2Z x Z./27Z,
Z/5Z x Z./5Z X Z./]4Z, Z/5Z X Z/5Z x Z.[2Z X Z./27Z.

10.4.10. Comentario. En la expresién

AZZ/PRZx - XZ/pZxZ X xZ
N—————’

r

, ki ) . . . . . . .
los niimeros p;' y r estdn bien definidos, pero el mismo isomorfismo depende de una base particular y por
lo tanto no es canénico en ningtn sentido.
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10.5 Perspectiva: el grupo de Mordell-Weil

Finalizamos nuestra discusién de grupos abelianos finitamente generados con un ejemplo muy impor-
tante y no trivial. Sea E la curva plana definida por una ecuacioén ctibica

¥=x>+Ax+B,

donde A y B son algunos coeficientes racionales. Esta curva puede tener una ctispide o un nodo como las
curvas en el dibujo de abajo; en este caso se dice que E es singular.

3

ctibica singular y? = x ctibica singular y? = x% — 3x + 2

La curva no sera singular precisamente cuando

4A%4+27B% £0.

En este caso se dice que E es una curva eliptica. Sobre los puntos de E se puede definir la siguiente
operacién. Para dos puntos P, Q € E, sea { la recta que pasa por Py Q (si P = Q, se considera la tangente
que pasa por P) y sea R el tercer punto de interseccion de ¢ con E. Sea ¢’ la recta vertical que pasa por R.
Entonces, el punto P @ Q es el otro punto de interseccién de E con v,

18
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el

<

Y

P@Q/

Un caso excepcional es cuando P = (x,y) y Q = (x, —y). En este caso se dice que el tercer punto de
interseccion “esta al infinito” y se escribe P & Q = O. Aqui O es un punto que se afiade al plano afin; para
este punto se define

PO=0@P=P

para todo P. En el resto de casos, las coordenadas del tercer punto de interseccién R pueden ser calculadas
directamente.

1. Si P = (xp,yp) y Q = (xg,yo) donde xp # x(, entonces se puede calcular que el tercer punto de
interseccion R = (xg, yr) tiene coordenadas

2
Yp—YQ yr —¥Yg
xR=<xPxQ> — Xp — XQ, yR:xpfo (xr —xq) +yo-

2. Si P =Q = (xp,yp), entonces

(3x% + A)? 3xp+ A
XR = T—leﬁ/ YrR = ﬁ(xli—xp)ﬁ-yp.

10.5.1. Teorema. Sea E una curva eliptica definida por la ecuacion
v =x>+ Ax+B,

donde 4 A3 + 27 B> # 0. Denotemos por E(Q) los puntos con coordenadas racionales que estdn en la curva, junto
con el punto O:

E(Q):={(x,y) €cQ®|y* =x>+Ax+B}U{O}.

Este se llama el grupo de Mordell-Weil de la curva eliptica E.
Entonces, E(Q) es un grupo abeliano respecto a la operacion @.
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Bosquejo de demostracion. De las férmulas de arriba se ve que si P y Q tienen coordenadas racionales, en-
tonces P & Q también tiene coordenadas racionales.

Por la definicién, O es el elemento neutro. El elemento opuesto a P = (xp,yp) es —P = (xp, —yp). La
operacion es simétrica en Py Q, asi que P& Q = Q & P para cualesquiera P, Q € E(Q).

La tnica cosa que no estd clara es la asociatividad: P& (Q @ R) = (P ® Q) & R. La tnica prueba
comprensible y convincente usa geometria algebraica y la omitiré. |

Un teorema cldsico de Siegel dice que una curva eliptica tiene un nimero finito de puntos enteros. El
ndmero de puntos racionales puede ser infinito. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado, conocido
oq¥
como el teorema de Mordell-Weil .

10.5.2. Teorema. El grupo E(Q) es finitamente generado.

Esto significa que
E(Q) =7 x E(Q)tars/

donde r es un namero natural, llamado el rango de la curva eliptica, y E(Q)¢ors €s algin grupo finito. En
otras palabras, existen algunos puntos

Pi,...,P,Q1,...,Qs

tales que todos los puntos racionales de la curva pueden ser obtenidas a partir de estas usando la operacién
D.

10.5.3. Ejemplo. Para la curva y?> = x> + 1 podemos calcular que el punto (2,3) es de orden 6:
2-(2,3)=(0,1), 3-(2,3) =(—-1,0), 4-(2,3) =(0,—1), 5-(2,3) = (2,-3), 6-(2,3) =O.

Todo esto se ve del dibujo de abajo. Note que (0, £1) son puntos de inflexion.

curva eliptica y? = 23 + 1

“Lours ]. MorDELL (1888-1972) prob6 el resultado en 1922 y ANDRE WEIL (1906-1998) obtuvo una generalizacién en 1928.
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De hecho, no hay otros puntos racionales y el grupo E(Q) es ciclico de orden 6. A

10.5.4. Ejemplo. Resulta que para la curva y?> = x> — 4 x + 4 el grupo E(Q) es isomorfo a Z. Su generador
es P = (2,—2). Tenemos, por ejemplo

2.P=(0,—2), 3-P=(-22), 4-P=(1,1), 5-P=(6,14), 6-P = (8,—22).
A

En 1978 el matematico estadounidense BARRY MAZUR demostré que el subgrupo E(Q);ors €s isomorfo
a uno de los siguientes grupos:

Z/nZ,donden =1,2,3,...,9,10,12,
Z/27Z x Z./mZ,donde m = 2,4,6,8,

y ademads, cada uno de los grupos mencionados surge como el subgrupo de torsién de alguna curva
eliptica.

El nimero r es mds misterioso. Una curva eliptica aleatoria suele tener rango 0 o 1. Una conjetura
dice que r puede ser arbitrariamente grande, pero es muy dificil construir ejemplos particulares. El tltimo
récord pertenece al matematico estadounidense Noam ELKIES: es una curva de rango > 28.

Aparte del interés tedrico, el grupo abeliano E(Q) tiene aplicaciones en criptografia.
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10.6 Ejercicios

Ejercicio 10.1. Enumere todos los grupos abelianos de orden 666 salvo isomorfismo.
Ejercicio 10.2. Sea n > 3 un mimero natural impar. Consideremos el grupo diédrico
Dy, = {id,r, .. .,rznfl,f,fr,frz, .. .,frzn*l}

(las simetrias del 2n-dgono regular) y sus subgrupos H := (r?, f) y K := {1,7"}.

1) Demuestre que H = D, y K = Z/27Z.

2) Demuestre que Dy, = H x K.

3) Sin es par, demuestre que Do, 2 Dy, X Z./27Z.
Ejercicio 10.3. Demuestre que la sucesion

n—(n,—n)

0z 0, 711 /p) x 7, S,

Q-0

es exacta. Aqui Z[1/p] es el subgrupo de Q formado por las fracciones con potencias de p en el denominador y Zp)
es el subgrupo de fracciones con el denominador no divisible por p.

Ejercicio 10.4. Demuestre que si Q = A X B para algunos grupos abelianos A y B, entonces A =00 B = 0.
Sugerencia: supongamos que A y B son subgrupos no triviales de Q. Demuestre que AN B # {0}.

Ejercicio 10.5. Demuestre que Q/Z = Z[1/p|/Z X Z )/ Z.

Ejercicio 10.6. Consideremos el grupo alternante A4 y sus subgrupos
V:={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}

y H := ((123)). Demuestre que Ay es el producto semidirecto de V y H.

Ejercicio 10.7. Demuestre que para n > 5 el grupo alternante A, no puede ser isomorfo a un producto semidirecto
N %y H donde N y H no son triviales.

Ejercicio 10.8. Sea Isom(IR?) el grupo de isometrias del plano euclidiano. Demuestre que
Isom(R?) 2 R? x4 O2(R),
donde R? es el grupo aditivo R x R y el homomorfismo
¢: O2(R) — Aut(RR?)

viene dado por la multiplicacién de vectores (;) € R? por matrices A € Oy(R):

o))

Ejercicio 10.9. Demuestre que O, (R) = SO, (R) xg {£1} para algiin homomorfismo ¢: {+1} — Aut(SO,(R)).
Indicacion: demuestre que la sucesién exacta corta

1 SOu(R) 5 04(R) & {1} > 1

(donde i es la inclusién de subgrupo y p es la proyeccién sobre el grupo cociente) admite un homomorfismos: {£1} —
Ou(R) tal queios = id.
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Ejercicio 10.10. Encuentre todas las posibles extensiones de Z./2Z por Z./2Z.
0—=2/2Z — A— Z/2Z — 0

salvo isomorfismo.

Ejercicio 10.11. Demuestre que toda sucesion exacta corta de grupos abelianos
0—+A—=B—+Z—0

es equivalente a la extension

0= A a—(a,0) Ax7Z (an)—n

Z—0
Indicacion: demuestre que todo epimorsifino p: B — Z admite un homomorfismo s: Z — B tal que p os = idz.

Ejercicio 10.12. Sea A un grupo abeliano que satisface la siguiente propiedad: todo monomorfismo de grupos abelia-
nos i: A »— B admite un homomotfismo r: B — A tal que r oi = id 4. En este ejercicio vamos a demostrar que A
es divisible.

Sean=1,23,...ya € A

1) Demuestre que C := {m -a, —mn) | m € Z} es un subgrupo de A x Z.
2) Consideremos el grupo cociente (A x Z)/C y el homomorfismo

it A— (Ax2)/C,
x— (x,0)4+C

(esto es la composicion de la inclusion de A como un subgrupo A x 0 C A X Z con la proyeccion sobre el
grupo cociente). Demuestre que i es un monomorfismo.

3) Demuestre que
i(a)=(0,n)+C=n-((0,1)+C) en(Ax2Z)/C.

4) Por la hipdtesis sobre A, existe un homomorfismo r: (A x Z)/C — A tal que roi = id 4. Usando esto,
encuentre un elemento b € A tal que a = n - b. Concluya que A es divisible.

Ejercicio 10.13. Recordemos que dos sucesiones exactas cortas (extensiones de grupos)
. . ’
0-ALBLco0 vy 00AaLB L oo

son equivalentes si existe un homomorfismo f: B — B’ tal que el diagrama

1 A i B P C 1
lid lf lid
1 A ! B P C 1

es conmutativo (hemos probado que en este caso f es un isomotrfismo).
Sea p un mimero primo. Consideremos una sucesion de homomorfismos

(Up—=lpl,2 0 W=y
0—=2/pZ —— Z/p°Z —— Z/pZ — 0
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10.6. EJERCICIOS CAPITULO 10. PRODUCTOS DE GRUPOS

1) Demuestre que para todon =1,2,...,p — 1 es una sucesion exacta corta.

2) Demuestre que estas sucesiones no son equivalentes para diferentesn =1,2,...,p — 1.

Ejercicio 10.14. Sea
1-H—-G—-K—=1

una sucesién exacta corta de grupos finitos. Demuestre que |G| = |H| - |K]|.

Ejercicio 10.15. Se dice que una sucesién de homomorfismos

12 Gy 2 G 2 Gy o G D Gy D1

es exacta siim f; = ker f;_1 para todoi =1, ...,n. Es una generalizacion de la nocion de sucesién exacta corta

186,26, 86, 21

Demuestre que para una sucesion exacta de grupos finitos se cumple

[T 16tV =1.

0<i<n-—1

Esto generaliza la formula del ejercicio precedente.
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