Capitulo 11
Anillos

Ya introducimos anillos y cuerpos en el capitulo 3. Ahora vamos a estudiar otros conceptos relacionados
y ver mds detalles. Recordemos del capitulo 3 que un anillo R es un conjunto dotado de dos operaciones
+ (adicién) y - (multiplicacion) que satisfacen los siguientes axiomas.

R1) R es un grupo abeliano respecto a +; es decir,
Rla) la adicién es asociativa: para cualesquiera x,y,z € R tenemos
(x+y)+z=x+(y+2)
R1b) existe un elemento neutro aditivo 0 € R (cero) tal que para todo x € R se cumple
O+x=x=x+0;
Rlc) para todo x € R existe un elemento opuesto —x € R que satisface
(—x)+x=x+(—x)=0;
R1d) la adicién es conmutativa: para cualesquiera x,y € R se cumple
xty=y+x
R2) la multiplicacién es distributiva respecto a la adiciéon: para cualesquiera x,y,z € R se cumple
x-(y+z)=xy+xz, (x+y)-z=xz+yz;
R3) la multiplicacién es asociativa: para cualesquiera x,y,z € R tenemos
(x-y)-z=x-(y-2);
R4) existe un elemento neutro multiplicativo 1 € R (identidad) tal que para todo x € R se cumple
l-x=x=x-1
Ademas, si se cumple el axioma
R5) la multiplicacion es conmutativa: para cualesquiera x,y € R se cumple
Xy = yx.
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CAPITULO 11. ANILLOS

se dice que R es un anillo conmutativo. Al estudio de algunas propiedades especiales de anillos conmu-
tativos estard dedicado el siguiente capitulo.

Advertencia para el lector: algunos libros de texto consideran anillos sin identidad (anillos que no
satisfacen el axioma R4)), pero en este curso la palabra “anillo” siempre significa “anillo con identidad”.

Recordemos algunos ejemplos de anillos que hemos visto.
1) Los ntmeros enteros Z, racionales Q, reales R, complejos C. Los tltimos tres son cuerpos.

2) Paran =1,2,3,... y para p un ndmero primo los conjuntos

Z[%] - {% €Q ‘ acZ, k:o,l,z,...}, Z, = {% €Q ’ pJ[b}

son anillos. Esto es un ejemplo de localizacién que vamos a estudiar mds adelante en el curso.
3) El anillo Z/nZ de los restos médulo n. Cuando n = p es primo, F, := Z/pZ es un cuerpo.
4) Los anillos aritméticos como los enteros de Gauss

ZIV-1]:={a+bV-1|abecZ}

los enteros de Eisenstein
23] :={a+b(3|abeZ}

(donde {3 := eznmm) y el anillo
Z[V2] = {a+bV2|a,bec Z}.

5) El anillo de polinomios R[X], donde R es un anillo conmutativo.

Esta construccién puede ser generalizada al anillo de polinomios en 1 variables R[Xj, ..., X,]. En
este caso los elementos son las expresiones formales de la forma

f= Y ay i, XX,

i1yein >0
donde a;,, _;, = 0, salvo un ntimero finito de (iy,...,i,). Las sumas y productos estan definidos por

( Yoooa, i, Xi Xil”) + ( Yo by, X Xi{’) = Y (@i, iy, ) X)X

1'1,-4-,1}120 il,---,in >0 il,-win >0

y

(£ o) (o)

1,004 >0 J1seerjn=>0

— b ky k
T 2 Z allr"'rln b]l,---,]n Xl T X”n'
k1, kn>0 (k1,eekn)=
((1yeeesin)+ (1eerfin)

6) Si quitamos la condicién que a;,, ; = 0, salvo un nimero finito de (iy,...,i,), se obtiene el anillo
de las series formales de potencias en n variables R[Xy,..., X,].

7) Los anillos de matrices M, (R), donde R es un anillo conmutativo.

Todos los anillos de arriba son conmutativos, salvo el anillo de matrices M, (R) para n > 1.
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CAPITULO 11. ANILLOS 11.1. SUBANILLOS

11.1 Subanillos

11.1.1. Definicién. Sea R un anillo. Se dice que un subconjunto S C R es un subanillo de R si
1) S es un subgrupo abeliano de R respecto a la adicién,
2) 1€8,
3) S es cerrado respecto a la multiplicacién: xy € S para cualesquiera x,y € S.

El lector puede comprobar que en este caso S es también un anillo respecto a las mismas operaciones
que R.

11.1.2. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. Identificindolo con los polinomios constantes

2 A, i Xil . Xf{‘, aj,,..i, = 0 para (i1,...,in) # (0,...,0),

il/---rin >0

podemos decir que R es un subanillo de R[Xj, ..., X;]. De la misma manera, por la definicién, los polino-
mios forman un subanillo de R[Xj, ..., X,].

RCR[Xy,...,Xn] C R[X4,...,Xa]-

A
11.1.3. Ejemplo. Tenemos una cadena de subanillos
1 5
ZcZN@cZ[ZchRcC
donde
1 5 1 5
Z[V5) = {a+bV5|ab e Z}, z[ +2‘[} = {a+b +2‘[ ‘ a,b e Z}.
A
11.1.4. Ejemplo. Paran =1,2,3,... y para p un nimero primo los conjuntos
1 a a
Z[ﬂ - {ﬁ €0 ‘ acz, k_o,1,2,...}, Z, = {E cQ ’ abez, pj(b}
son subanillos de Q. A

11.1.5. Ejemplo. Consideremos el anillo de las aplicaciones f: R — R respecto a las operaciones punto

por punto
(f+8)(x) = f(x) +g(x),  (f-8)(x):= f(x)-g(x).
Las aplicaciones continuas R — R forman un subanillo. A

11.1.6. Ejemplo. Para un anillo R consideremos el subconjunto de los elementos que conmutan con todos
los elementos:

Z(R) := {x € R | xy = yx para todo y € R}.
Es un subanillo de R, llamado el centro. Notamos que R es conmutativo si y solamente si R = Z(R). A

11.1.7. Ejemplo. Z y Z/nZ no tienen subanillos propios. En efecto, si R C Z es un subanillo, entonces
1 € R, y el minimo subgrupo abeliano de Z que contiene a 1 es todo Z. De la misma manera, para un
subanillo R C Z/nZ tenemos necesariamente [1], € R, pero para todoa =1,2,3,4,... se cumple

[a]p = Un+ -+ [1n.
—_——

11.1.8. Observacion. Sea R un anillo. Si R; C R son subanillos, entonces (; R; es un subanillo.
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11.2. HOMOMORFISMOS DE ANILLOS CAPITULO 11. ANILLOS

11.2 Homomorfismos de anillos

Un homomorfismo de anillos es una aplicaciéon que preserva las operaciones de adicién y multiplica-
cién. Ya que no todos los elementos de R son invertibles, de la identidad f(xy) = f(x) f(y) en general no
se puede deducir que f(1g) = 1s. La ultima condicién hace parte de la definicién de homomorfismo de
anillos.

11.2.1. Definicién. Sean R y S anillos. Se dice que una aplicaciéon f: R — S es un homomorfismo si se
cumplen las siguientes condiciones:

1) f es un homomorfismo de grupos abelianos respecto a la adicion; es decir, f(x +vy) = f(x) + f(y)
para cualesquiera x,y € R;

2) f preserva la identidad: f(1g) = 1s;

3) f preserva la multiplicacién: f(xy) = f(x) f(y) para cualesquiera x,y € R.
Un homomorfismo f: R — R se llama un endomorfismo de R.
11.2.2. Ejemplo. La proyeccién canénica
Z—Z/nZ, ar—|a],

es un homomorfismo de anillos. De hecho, Z /nZ es un ejemplo de anillo cociente que vamos a introducir
mds adelante. A

11.2.3. Ejemplo. Para todo anillo R existe un homomorfismo tnico R — 0 al anillo nulo. A

11.2.4. Ejemplo. Para todo anillo R existe un homomorfismo tnico f: Z — R desde el anillo de los enteros.
En efecto, por la definicién, f(1) = 1g, y luego para todo n € Z se tiene

1R++1R/ n>0/
N——
n
f(?’l): _(1R+"'+1R)/ n <0,
—_———
—n
0, f=0.
El elemento f (1) € R por abuso de notacién también se denota por n. A

11.2.5. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. Para ¢ = (cy,...,¢,) donde ¢; € R tenemos el homomorfis-
mo de evaluacién

eve: R[Xy,...,Xu] = R,
f Hf(C],...,Cn).

P i i
Aquisi f =Y, >0, Xi' - Xji', entonces

f(cll.‘./cn) = Z ai],...,in Cl]l ..~CZT.

i]n--/in >0

11.2.6. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Se cumplen las siguientes propiedades.
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CAPITULO 11. ANILLOS 11.2. HOMOMORFISMOS DE ANILLOS

1) f(Or) = 0s,
2) f(—x) = —f(x) para todo x € R,

3) se cumple f(x~1) = f(x)~! para todo x € R, y de este modo f se restringe a un homomorfismo de grupos

fX:eR* = 8%
RX——JiX—»SX
[
R——— S

Demostracion. Las partes 1) y 2) ya las probamos para homomorfismos de grupos. La parte 3) es un analogo
multiplicativo de 2) y se demuestra de la misma manera:

) fx) = fxtx) = f(Ar) =15, f(x) f(x71) = fxx™h) = f(1r) = 1.
|

11.2.7. Definicién. Se dice que un homomorfismo de anillos f: R — S es un isomorfismo si existe un
homomorfismo de anillos f~': S — Rtalque flof =idgy fo f~! = ids.
Un isomorfismo f: R — R se llama un automorfismo de R.

11.2.8. Ejemplo. La conjugacién compleja

z=x+yV-1—=z:=x—yv/—1
es un automorfismo de C. A
11.2.9. Observacién. Todo homomotfismo de anillos f: R — S es un isomorfismo si y solamente si es biyectivo.

Demostracion. Si f es un isomorfismo, entonces f admite un homomorfismo inverso f~!: S — R, asi que
es una biyeccién.

Viceversa, supongamos que f es un homomorfismo biyectivo. En este caso existe una aplicacién inversa
f~': S — Ry hay que comprobar que es un homomorfismo de anillos. Dado que f(1g) = 15, tenemos
f~1(15) = 1g. Luego, para x,y € S

fHay) = o f7H ) fof W) =@ W) =10 f W)

Con el mismo truco se demuestra que f~'(x +y) = f1(x) + f1(y). |
11.2.10. Observacién (Imagen y preimagen). Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.

1) Laimagen im f := {f(x) | x € R} es un subanillo de S.

2) Si S C S es un subanillo, entonces su preimagen

FUS) = {x e R | f(x) € 8}
es un subanillo de R.
Demostracion. La parte 1) se sigue de las identidades
fx+y) =f)+fy), f(r)=1s, flxy) =f(x)f(y).

En la parte 2), si x £y € f~1(5), entonces f(x),f(y) € S'. Luego, x £y € f~1(S’), dado que f(x =+
y) = f(x) £ f(y) € S'. De la misma manera, xy € f~1(S), dado que f(xy) = f(x) f(y) € S'. Tenemos
f(0r) =05 € Sy f(1g) =15 € S, y por lo tanto O, 1g € f~1(5'). |
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11.3. ALGEBRAS SOBRE ANILLOS CAPITULO 11. ANILLOS

11.2.11. Proposicién. Sea R un anillo. Consideremos el homomotfismo f: Z — R. Entonces, im f es el minimo
subanillo de R. Hay dos posibilidades.

1) im f = Z. En este caso se dice que R es un anillo de caracteristica 0.
2) im f =2 Z/nZ paraalgiin n = 1,2,3, ... En este caso se dice que R es un anillo de caracteristica n.

Demostracion. Tenemos
imf={lg+---+1x |m=0,1,2,3,...}.
m
Notamos que todo subanillo S C R necesariamente contiene O y 1, y siendo cerrado respecto a la suma,
también contiene todos los elementos £1 4 - - -+ 1. Entonces, im f C S para cualquier subanillo S C R.

m

Hay dos posibilidades.

1) El orden de 1R en el grupo aditivo de R es infinito. En este caso im f = Z y el isomorfismo viene
dado por
Z —imf, 1 1g.

2) El orden de 1y en el grupo aditivo de R es finito y es igual a algtin ntimero n = 1,2,3,... En este
caso im f = Z/nZ y el isomorfismo viene dado por

Z/nZ —imf, [1], — 1g.
|

11.2.12. Ejemplo. Los anillos Q, Q[X], M,y (Z) y Z[X;, . .., Xiu] son de caracteristica 0. Los anillos M,,(Z/nZ)
y Z/nZ[X, ..., Xm] son de caracteristica n. El cuerpo finito IF, tiene caracteristica p. A

11.2.13. Observacion. Si R es un anillo no nulo sin divisores de cero (xy = 0 implica que x = 0 0 y = 0), entonces
la caracteristica de R es igual a 0 o es un niimero primo p.

Demostracion. El anillo Z/nZ tiene divisores de cero si y solamente si n es un ntimero compuesto. |

11.3 Algebras sobre anillos

11.3.1. Definicién. Sea R un anillo. Una R-algebra es un anillo A junto con un homomorfismo de anillos
«: R — A. En este caso por abuso de notaciéon parar € Ry x € A

(11.1) en lugar de “a(r) - x” se escribe simplemente “r - x”.

Para dos R-algebras a: R — Ay f: R — B un homomorfismo es un homomorfismo de anillos f: R —

B que hace conmutar el diagrama
AT .
N4
R

Notamos que la tltima condicién f o« = § implica que para todo r € Ry x € A se cumple

foa(r)- f(x) = B(r)- f(x).

Puesto que f es un homomorfismo, esto es equivalente a f(a(r) - x) = B(r) - f(x) o, usando la notacién

(11.1),
flr-x)=r-f(x).
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CAPITULO 11. ANILLOS 11.3. ALGEBRAS SOBRE ANILLOS

11.3.2. Ejemplo. Todo anillo tiene una estructura tnica de Z-algebra: existe un homomorfismo tnico
Z — R. Un homomorfismo de Z-algebras es la misma cosa que homomorfismo de anillos:

De nuevo, usando la notacién (11.1), paran € Z y r € R tenemos

r+---4r, sin >0,
ner= —(r—T—~~~+r), sin <0,
0, ' sin=0.
A
11.3.3. Ejemplo. Los nimeros complejos forman una R-dlgebra: tenemos un homomorfismo
a: R —C,
X x+0v-1
Notamos que para x € R se tiene
x-(u4ovV-1)=xu+xov-1
A

11.3.4. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. Los anillos de polinomios R[X3, ..., X,] y series formales
de potencias R[[Xl,. .., Xnﬂ son R-algebras. En el caso de polinomios, el homomorfismo

a: R — R[Xq,..., X

asocia a los elementos de R los polinomios constantes correspondientes. En este caso

r- 2 ailr---rin lell e X;’ln = 2 (r : ail,--.,in) Xlll T Xll’ln

1eesin i1in
De modo similar, tenemos para las series de potencias

a: R — R[Xy,..., %]

11.3.5. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. El homomorfismo

’
a: R — My(R), r—

7

que asocia a los elementos de R las matrices escalares correspondientes define estructura de R-algebra
sobre M, (R). En este caso

re(x) = (rxij).



11.3. ALGEBRAS SOBRE ANILLOS CAPITULO 11. ANILLOS

Ahora podemos finalmente aclarar qué es el anillo de polinomios R[Xj, ..., Xy].

11.3.6. Proposicién (Propiedad universal del dlgebra de polinomios). Sea R un anillo conmutativo y sea A
una R-dlgebra conmutativa. Consideremos elementos x1,...,x, € A. Existe un homomorfismo tinico de R-dlgebras
fiR[Xq,...,Xn] = Atal que f(X;) =x;parai=1,...,n.

Demostracion. Si f: R[Xy,...,Xu] — A es un homomorfismo de R-4lgebras, entonces para todo polinomio
tenemos

f ( Z uilr'“/in Xlll o X;l”) - Z f (ail/'“/in lel U XZ’)

i1 rin >0 i1erin >0
= Y g XX =Y, f(X)T e f(Xn) ™
i1 rin >0 i1yein >0

Esto significa que f esta definido de modo tnico por las imégenes f(X;) € A. Ademds, se ve que especi-
ficando f(X;) = x; para elementos arbitrarios x1,...,x, € A se obtiene un homomorfismo de R-algebras
fiR[Xq,..., Xn] = A. |

11.3.7. Corolario. Sea R un anillo conmutativo. Consideremos elementos x1, ..., x, € R. Existe un homomorfismo
tinico de anillos f: Z[Xy,...,Xu] — R tal que f(X;) = x;parai=1,...,n.

Demostracion. Recordemos que anillos son Z-algebras. |

Como siempre, las palabras “propiedad universal” significan que R[Xj, ..., X;] estd definido de modo
tnico salvo isomorfismo tinico por esta propiedad. En efecto, supongamos que A es una R-dlgebra con
algunos elementos x1, . .., x, que satisface la misma propiedad universal. Entonces, existe un tinico homo-
morfismo de R-dlgebras f: R[Xy,...,X,] — A tal que X; — x; y un tnico homomorfismo de R-algebras
g: A — R[Xy,..., Xy] tal que x; — X;. Luego, necesariamente g o f = idgx,, x, ¥ f°og = ida:

Xt X; X;
o Ft=id
T 5 7
R[Xy,..., Xy] ----- }————> A -—--- F R[Xy,..., Xy]
\ Ta/
R



CAPITULO 11. ANILLOS 11.4. EL ALGEBRA DE GRUPO

11.3.8. Comentario. Es importante que A sea conmutativa. En el caso contrario, los elementos f(X;) no
necesariamente conmutan entre si, mientras que X; conmutan en R[Xy,...,Xy]- La propiedad universal
similar respecto a dlgebras no conmutativas caracteriza a los “polinomios en variables no conmutativas”
(aunque suena exético, es un objeto natural e importante).

Sin embargo, para polinomios en una variable tenemos la siguiente propiedad universal: si A es una
R-algebra, no necesariamente conmutativa y x € A, entonces existe un homomorfismo tinico de R-algebras
f:R[X] = Atal que f(X) = x:

f(zﬂixl) =Y a4 f(X)".

i>0 i>0

11.3.9. Comentario. El anillo de series formales R[Xj, ..., X,] también se caracteriza por cierta propiedad
universal, pero es un poco mas complicada y por esto la omitimos.

11.3.10. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo y sea n = 2,3,4, . .. Tenemos isomorfismos

R[X1,..., Xp 1][Xu] = RIXy, ..., Xa],
R[X1,..., X 1][Xa] 2 R[X4, ..., Xu].

Idea de la demostracién. Todo elemento Y ;  : ~o4i,. i, Xil ¢ puede ser escrito como ) ;> f; Xi, donde
en f; aparecen las variables Xy, ..., X;,_1. Dejo los detalles al lector. ]

11.4 El algebra de grupo

11.4.1. Definicién. Sea G un grupo y sea R un anillo conmutativo. Definamos

R[G] := {sumas formales ) agg ’ ag € R, ag = 0 salvo un nimero finito de g € G}.
8€G

Definamos la suma mediante

(2“88) + (2 bgg) =) (ag+bg)g

g€G 8€G geG

y el producto mediante la multiplicacién en G y la distributividad formal:
(Z ) (L bek) = ¥ an( X behk) = ¥ o (X s h(h7'g))
heG keG heG keG heG g€G
Y (T b= 5 (X ab)s

heG "heG 8€G 'hk=g



11.4. EL ALGEBRA DE GRUPO CAPITULO 11. ANILLOS

Aqui la segunda igualdad sigue del hecho de que el conjunto {h~!¢ | ¢ € G} estd en biyeccién con los
elementos de G. Entonces, podemos tomar como la definicién la identidad”

(Z ahh) : <k§;bkk) = 2 ( Z ahbk) g.

heG 8€G ‘hk=g

Se puede comprobar que R[G] es un anillo. El cero es la suma ), a5 ¢ donde ag = 0 para todo g € G
y la identidad es la suma donde a, = 1 (donde e € G es el elemento neutro de G) y a; = 0 para g # e.
Notamos que el anillo R[G] es conmutativo si y solamente si G es un grupo abeliano. El homomorfismo

R — R[G],
r, g=e,
r = agg, dg:i=
g;;g ¢ {0, g#e

define una estructura de R-algebra sobre R[G]|. Tenemos

reY agg=Y (rag)g.

g€eG geG
El élgebra R[G] se llama el 4lgebra de grupo asociada a G.
Notamos que cada elemento g € G corresponde a un elemento

1, h=g
a,8 € R[G], ay:= {
h;; 0, h#g

y esto nos da una aplicacién inyectiva G — R[G]. Respecto a esta inclusién, G C R[G]*.
Tenemos

B ag= Y aghg =Y appg (L agg)h=Y aggh= Y agg.

geG g€G 8€G g€G geG 8€G
Comparando estas dos expresiones, se puede calcular el centro de R[G] (haga el ejercicio 11.10).

11.4.2. Ejemplo. En el dlgebra Z[S3] calculamos

(1'(12)”'(23))2:1'&£+2'E)(23)+2'(23)(12)+4'@i
=id =(123) =(132) =id

=5-id+2-(123)+2-(132).
Si C3 = {e,g,4°} es el grupo ciclico de orden 3, entonces tenemos en Z[Cs]

(e+g+g) =et+g+g+g+8&+ & +8+ & + & =3-(e+g+8%).
~~ =~ =~

—e —=e =g

(Para una generalizacién, de este célculo, haga el ejercicio 11.9.) A

“Note que es parecida a la férmula

(Cax)-(Lox) =Y (¥ aby)x~

i>0 >0 k>0 “itj=k

(No es una coincidencia.)
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CAPITULO 11. ANILLOS 11.5. MONOMORFISMOS Y EPIMORFISMOS DE ANILLOS

11.4.3. Proposiciéon (Propiedad universal del dlgebra de grupo o adjuncién con A ~» A*). Sea R un anillo
conmutativo, G un grupo y A una R-dlgebra. Todo homomorfismo de grupos f: G — A se extiende de modo 1inico
a un homomorfismo de R-dlgebras f: R[G] — A:

G —— RIG]
fl ; af
A —— ;1
En otras palabras, hay una biyeccion natural
{homomorfismos de R-dlgebras R|G] — A} = {homomorfismos de grupos G — A™ }.
En particular, para todo anillo R hay una biyeccion natural
{homomorfismos de anillos Z|G| — R} = {homomorfismos de grupos G — R* }.

Demostracion. Sea «: R — A el homomorfismo que define la estructura de R-dlgebra. Sea f: R[G] - Aun
homomorfismo de R-algebras. Puesto que G C R[G]*, este homomorfismo se restinge a un homomorfismo
de grupos f: G — A*. Luego,

F(X %) = ¥ flage) = ¥ alag) £(g).

8€G geG g€eG
[

11.4.4. Corolario. Sea R un anillo conmutativo. Todo homomorfismo de grupos f: G — H se extiende de manera
candnica a un homomorfismo de R-dlgebras f: R[G] — R[H].

Demostracion. El homomorfismo de R-dlgebras en cuestiéon viene dado por

J?(Z “gg) = Z “gf(g)r

g€G 8€G

y es un caso particular del resultado anterior:

El dlgebra R[G] juega papel importante en la teoria de representacion de grupos finitos.

11.5 Monomorfismos y epimorfismos de anillos
11.5.1. Proposicién. Sea f: R — S un homomotfismo de anillos. Las siquientes condiciones son equivalentes.
1) f es inyectivo.
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11.5. MONOMORFISMOS Y EPIMORFISMOS DE ANILLOS CAPITULO 11. ANILLOS

2) Si S’ es otro anillo y hay homomorfismos g,g': R' — R tales que f o g = f o g', entonces g = g’
En este caso se dice que f es un monomorfismo.

Demostracion. La implicacién 1) = 2) se cumple para cualquier aplicacién inyectiva f. Para ver que 2) =
1), supongamos que f no es inyectiva y existen diferentes x,x’ € R tales que f(x) = f(x’). Primero
recordemos que para todo anillo R un homomorfismo f: Z[X] — R estd definido de modo tnico por
f(X) € R (véase el comentario 11.3.9). Consideremos los homomorfismos

g Z[X] - R, X—x

¢: Z[X] R, Xm—x.
Ahora fog = fog', aunque ¢ # ¢'. n

11.5.2. Ejemplo. Consideremos la propiedad dual para un homomorfismo f: R — S: si S’ es otro anillo y
hay homomorfismos ¢,¢': S — S’ tales que g o f = ¢’ o f, entonces g = ¢'. Esto se cumple si f es sobreyectivo.
Sin embargo, esta propiedad no necesariamente implica que f es sobreyectivo. Por ejemplo, consideremos
la inclusién i: Z — Q. Supongamos que g oi = g’ oi. Luego, para todo § € Q se tiene

g(g)==gw)-g<2>==§0ﬂ~g<2):=g’(z~b)-g<;> =g’(g)-§(w‘g<é)
()55 (1) =9 (-5 (+1) =5 ()50 =4 ()

Entonces, g = ¢'. A

11.5.3. Proposicién (Propiedad universal de la imagen). Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.

1) Existe una factorizacion de f por el monomorfismo candnico i: im f »— S (inclusion de subanillo):

R f S
F o «/{Z
im f
f:io]?.

2) Supongamos que hay otro anillo I junto con un monomorfismo j: I — Sy una factorizacion de f por I:

H !/
f=iof.
Luego existe un inico homomorfismo ¢: im f — I que hace conmutar el siquiente diagrama:

12
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(¢ es mono, puesto que i = jo ¢ lo es).

Demostracion. La parte 1) estd clara de la definicién de la imagen: ya que f toma sus valores en im f C S,
en realidad f puede ser vista como una aplicacién f: R — im f. Es un homomorfismo, puesto que f es un
homomorfismo. Su composicién con la inclusién del subanillo i: im f = S coincide con f.

En 2), la Ginica opcién para ¢ para que se cumpla ¢ o f = f’ es definir

¢:imf —1,
fx) = f(x).

Esta aplicacion esté bien definida: si tenemos f(x1) = f(x3), entonces
j(f (1) = f(x1) = fx2) = j(f'(x2)) = f(x1) = f'(x2).

También se cumple i = jo ¢. En efecto, para h = f(x) € im f tenemos

j((h) = j(f'(x)) = f(x).

11.6 Ideales

El la teoria de grupos, el grupo cociente se construye a partir de un subgrupo normal. Para anillos, los
cocientes se definen a partir de un ideal.

11.6.1. Definicién. Sea R un anillo y sea I C R un subgrupo abeliano de R respecto a la adicién.

1) Sirx € I para cualesquierar € Ry x € I, se dice que I es un ideal izquierdo en R.
2) Si xr € I para cualesquiera r € Ry x € I, se dice que I es un ideal derecho en R.

3) Si se cumplen las condiciones 2) y 3), entonces se dice que I es un ideal bilateral en R. Esto es
equivalente a asumir que rxr’ € I para cualesquierar,7’ € Ry x € .

11.6.2. Comentario. Tenemos —x = (—1) - x = x - (—1), asi que para comprobar que un subconjunto I C R
es un ideal, es suficiente comprobar que I no es vacio, cerrado respecto a la adicién, y cumple una de las
propiedades 1)-3) de la definicién de arriba.

13
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11.6.3. Comentario. Si R es un anillo conmutativo, entonces las condiciones 1)-3) son equivalentes. En este
caso se dice simplemente que I es un ideal en R.

11.6.4. Observacién. Sea R un anillo.

1) Si I € R es una familia de ideales izquierdos (resp. derechos, bilaterales), entonces (. Iy es un ideal izquierdo
(resp. derecho, resp. bilateral).

2) Si
LHCLCLRC---CR

es una cadena de ideales izquierdos (resp. derechos, bilaterales), entonces \Ji Iy es un ideal izquierdo (resp.
derecho, resp. bilateral).

Demostracion. Ejercicio para el lector. |

11.6.5. Ejemplo. 0 y R son ideales bilaterales para cualquier anillo R. A

11.6.6. Ejemplo. Consideremos el anillo de los ntimeros enteros Z. Como sabemos, sus subgrupos abelia-
nos son de la forma
nZ:={nalac?Z}

paran =0,1,2,3,...Se puede comprobar que nZ son ideales (al multiplicar un multiplo de n por cualquier
niimero entero se obtiene un multiplo de n). A

11.6.7. Observacién. Sea R un anillo.

1) Para un ideal izquierdo (resp. derecho, resp. bilateral) I C R se tiene I = R si y solo si u € I para algiin
elemento invertible u € R*.

2) Si R es un anillo conmutativo, entonces R es un cuerpo si y solo si 0 y R son los tinicos ideales en R.

Demostracion. En 1), notamos que si I = R, entonces 1 € I y 1 € R*. Viceversa, si u € R* es un elemento
tal que u € I, entonces para todo r € R

r=r-l=r(utu)=@ruHuel
Este argumento funciona si I es un ideal izquierdo. Para un ideal derecho, tenemos
r=1-r=@u Hr=u('lr)elL

En 2), si R es un cuerpo, entonces para todo ideal no nulo I si x € I y x # 0, entonces x € R* y
por ende I = R segun la parte 1). Viceversa, si 0 y R son los tinicos ideales en R, para x # 0 podemos
considerar el ideal

Rx:={rx|r € R}.

Tenemos Rx # 0, asi que Rx = R. En particular, rx = 1 para algin r € R, y este elemento r es el inverso
de x. n

11.6.8. Ejemplo. Sea X un conjunto no vacio y sea R un anillo. Entonces, las aplicaciones f: X — R forman
un anillo Fun(X, R) respecto a las operaciones punto por punto. Para un punto x € X sea I, el conjunto
de las aplicaciones tales que f(x) = 0:

Li:={f: X = R| f(x) =0}.
Esto es un ideal en Fun(X, R). En general, para un subconjunto Y C X, tenemos un ideal

I(Y)= () L={f: X—= R| f(x) =0 para todo x € Y} C Fun(X,R).
x€Y

14
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El dltimo ejemplo tiene muchas variaciones. Por ejemplo, se puede tomar R = R y X un subconjunto
de R y considerar las funciones continuas f: X — R. También se puede tomar un cuerpo k y el espacio
afin

A"(k) = {(xq,...,x4) | x; € k}

y en lugar de todas las funciones f: A" (k) — k considerar los polinomios f € k[Xj,..., Xy| que también
pueden ser evaluados en los puntos de A" (k).

11.6.9. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Para todo subconjunto X C A"(k) consideremos el conjunto de los
polinomios en n variables con coeficientes en k que se anulan en todos los puntos de X:

I(X) :={f € k[Xy,...,Xu] | f(x) =0 paratodo x € X} = ) I({x}).

xeX

Esto es un ideal en el anillo de polinomios k[Xj, ..., X,|. En efecto, si f;(x) = 0 para todo x € X, entonces
todas las sumas finitas ) ; g; f; se anulan sobre X. A

En este curso no vamos a ver muchos resultados sobre anillos no conmutativos, pero es bueno conocer
algunas definiciones basicas. El lector interesado puede consultar el libro [Lam2001].

11.6.10. Ejemplo. Las matrices de la forma (I 0> forman un ideal izquierdo en M;(R) que no es un

0
*

*
ideal derecho. Viceversa, las matrices < 0 0) forman un ideal derecho que no es izquierdo. A

11.6.11. Observacion. Sea k un cuerpo. Entonces, los iinicos ideales bilaterales en el anillo de matrices R = My (k)
son 0y R.

Demostracion. Denotemos por ¢;; la matriz que tiene ceros en todas las entradas y 1 en la entrada (i, j).
Notamos que
eij A ey = a]'k €iy.

Supongamos que I C R es un ideal bilateral no nulo. Sea A € I donde A es una matriz tal que aj # 0
para algunos 1 < j,k < n. Luego, la férmula de arriba nos dice que para todo 1 <7,/ < n se tiene

-1
Cip = ajk ei]-Aekg.

Puesto que I es un ideal bilateral, podemos concluir que todas las matrices e;; pertenecen a I. Luego, para
cualquier matriz B = (bjy) € M, (k) tenemos

B= Y byey

1<il<n

y esta matriz pertenece a I, siendo una suma de by e;y € I. Entonces, acabamos de probar que un ideal
bilateral no nulo en M,,(k) necesariamente coincide con todo M, (k). |

Para una generalizacion del tltimo resultado, haga el ejercicio 11.15.

11.6.12. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.

1) Si I C S es un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, resp. ideal bilateral), entonces f~1(I) es un ideal izquierdo
(resp. ideal derecho, resp. ideal bilateral) en R.

2) Si f es sobreyectivo e I C R es un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, resp. ideal bilateral), entonces f(I) es
un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, resp. ideal bilateral) en S.
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Demostracion. Veamos el caso de ideales izquierdos; el caso de ideales derechos y bilaterales es similar.
Tenemos f(0r) = Os € I, asi que Og € f~1(I). Si x,y € f~(I), esto significa que f(x), f(y) € I. Luego,
f(x+y) = f(x)+ f(y) € 1, asi que x +y € f1(I). Ahora si x € f~1(I), entonces f(x) € I, y luego
f(rx) = f(r) f(x) € I para cualesquiera r € R, asi que rx € f~1(I).
En la parte 2), tenemos 0s = f(Or) donde Or € I, asi que Og € f(I). Para x,y € I tenemos x +y € I, asi
que f(x), f(y) € f(I) implica que f(x)+ f(y) = f(x+y) € f(I). Parax € [ ys € S, dado que f es una
aplicacion sobretectiva, se tiene s = f(r) para algun r € R. Luego, s f(x) = f(r) f(x) = f(rx) € f(I). W

11.6.13. Comentario. Si f: R — S es un homomorfismo que no es sobreyectivo e I C R es un ideal,
entonces f(I) no tiene por qué ser un ideal en S. Considere por ejemplo la inclusion f: Z — Q.

11.7 Ideales generados

11.7.1. Definicién. Sea R un anillo y A C R un subconjunto.
1) El ideal izquierdo generado por A es el minimo ideal izquierdo que contiene a A:

RA:= () L
ICR
izquierdo
ACI

2) El ideal derecho generado por A es el minimo ideal derecho que contiene a A:

AR:= () L
ICR
derecho
ACI

3) Elideal bilateral generado por A es el minimo ideal bilateral que contiene a A:

RAR:= () L

ICR
bilateral
ACI

11.7.2. Comentario. Si A = {x,...,x,} es un conjunto finito, se usa la notacién
RA=Rx;+4+---4+Rx,, AR=x1R+---4+x,R, RAR = Rx1R—+---+ Rx,R.

11.7.3. Comentario. Notamos que cuando R es un anillo conmutativo, se tiene RA = AR = RAR, y
normalmente este ideal se denota por (A), o por (xy,...,x;) cuando A = {x1,...,Xx,} es un conjunto
finito.

11.7.4. Definicién. Si I C R es un ideal (izquierdo, derecho, bilateral) que puede ser generado por un
nimero finito de elementos, se dice que I es finitamente generado. Si I puede ser generado por un
elemento (es decir, I = Rx, xR, RxR respectivamente), se dice que I es un ideal principal.

11.7.5. Ejemplo. Todo ideal en Z es de la forma nZ para algin n = 0,1,2,3, ... El ideal nZ es el minimo
ideal que contiene a 7, asi que es exactamente el ideal generado por n. Entonces, todos los ideales en Z
son principales. A

Mas adelante vamos a estudiar los anillos conmutativos donde todos los ideales son finitamente gene-
rados o donde todos los ideales son principales.
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11.7.6. Observacién. Sea R un anilloy A C R un subconjunto.
1) Elideal RA consiste en todas las sumas finitas ) ;r;a; donde r; € Ry a; € A.
2) Elideal AR consiste en todas las sumas finitas Y ; a; r; donde v; € Ry a; € A.
3) Elideal RAR consiste en todas las sumas finitas y_; r; a; v} donde r;, v} € Ry a; € A.

Demostracion. Verifiquemos, por ejemplo, la parte 1). Si I es un ideal izquierdo tal que A C I, entonces
Y.;ria; € I para cualesquiera r; € R, a; € A. Ademads, se ve que

{;wi

es un ideal izquierdo: es cerrado respecto a las sumas: si };7;a; y }; r]’» a; son sumas finitas con r;, r;- €ERy

TZ'ER,IZ,‘EA}

a;, a} € A, entonces Y ;i a; + Y 1’; a} es una suma finita de la misma forma. Ademas, para todo v € R

rY riap=)Y (rr;) aj,
i i
asi que el conjunto es cerrado respecto a la multiplicacién por los elementos de R por la izquierda.
Las partes 2) y 3) se verifican de la misma manera. [

11.7.7. Corolario (Sumas de ideales). Sea R un anillo y sea Iy C R una familia de ideales izquierdos (resp.
derechos, resp. bilaterales). Entonces, el ideal izquierdo (resp. derecho, resp. bilateral) generado por los elementos de
Iy coincide con el conjunto

Y I == {sumas finitas Y x; | x; € I}
K K

y se llama la suma de los ideales Iy. Es el minimo ideal izquierdo (resp. derecho, resp. bilateral) en R tal que I C Y Ii
para todo k.

Demostracion. Por ejemplo, en el caso de ideales izquierdos, la observacion anterior nos dice que hay que
tomar las sumas finitas ) ;r;a; donde r; € Ry a; € Iy para algin k. Puesto que cada I; es un ideal
izquierdo, en este caso se tiene r;a; € I;. Las sumas de elementos del mismo ideal I también pertenecen
a Ix. Entonces, el conjunto de las sumas finitas ) ; #;a; coincide con el conjunto de las sumas finitas )  x
donde x; € . [ |

11.7.8. Observaciéon (Productos de ideales). Sea R un anillo y sean I,...,1, C R ideales izquierdos (resp.
derechos, bilaterales).

1) El ideal izquierdo (resp. derecho, bilateral) generado por los productos x1 - - - x,, donde x € I coincide con el
conjunto
L - - - Iy == {sumas finitas inl x| X € I}
i

y se llama el producto de los ideales 1, . . ., I.
2) SiLy,..., I, son ideales bilaterales, entonces
L L, ChLN- NI,
Demostracion. Por ejemplo, en el caso de ideales izquierdos, hay que considerar las sumas ) ; 7; x;, - - - X;
donde r; € R, pero I; es un ideal, asi que r; x;, € I;.

Si todo I; es un ideal bilateral, tenemos x;, - - - x; - - - x;, € I para todo k=1,...,n,asique I --- I, C I}
para todo k. u

n
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11.7.9. Ejemplo. Para dos ideales aZ, bZ C Z tenemos

aZ +bZ =d7Z, d=mcd(a,b),
aZ. - bZ = abZ,
aZNbZ =mZ, m=mecm(a,b).

aZ + bZ

A

11.7.10. Definicién. Sea R un anillo y sea I C R un ideal bilateral. Para n = 1,2,3, ... la n-ésima potencia
de I se define mediante

I":=]---1={sumas finitas ) x; ---x;, | x; €I}

n 1
que es equivalente a la definicién inductiva
=1, I":=1-1""

11.7.11. Ejemplo. Sea k un cuerpo y sea k[X] el anillo de polinomios correspondiente. El ideal generado
por X en k[X] viene dado por

I= (X) = {f € k[X] | deg f > 1} U{0}.

Luego, se ve que
I" = (X") = {f € k[X] | deg f > n} U {0}.

A

11.7.12. Ejemplo. En el anillo Z[X] consideremos el ideal I := (2, X) generado por los elementos 2 y X. Es
el ideal de los polinomios con el término constante par:

2,X)={2f+Xg|f,g€ZX]|} ={an X" +a, 1 X+ - +a1X+ay|n>0, a; € Z, ag es par}.

Luego,
> = { sumas finitas Z fi&i
i

firgi € I}.

En particular, dado que 2 € I y X € I, tenemos 4, X2 € %, y por lo tanto X? +4 € I?>. Notamos que el
polinomio X? + 4 no puede ser escrito como un producto fg donde f,g € I. A
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11.7.13. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Para una coleccién de polinomios f; € k[X3, ..., X,] consideremos el
conjunto de sus ceros comunes en A" (k):

V({fibier) = {x € A"(K) | fi(x) = 0 para todo i € I},

Diferentes colecciones {f;};c; pueden dar el mismo conjunto de los ceros. Para resolver este problema,
podemos definir para todo ideal | C k[Xj, ..., X;]

V(]) :=={x € A"(k) | f(x) =0 para todo f € J}.

Ahora
V({fitien) = V((fi)ier)
donde (f;)ic; denota el ideal en k[Xj,..., X,] generado por los polinomios f;. En efecto, en general, la

inclusién {fi}ic; € (fi)ies implica que V({fi}ic1) 2 V((fi)ier)- Viceversa, si x € V({f;}ic), entonces
fi(x) = 0 para todo i, y por ende todas las sumas finitas Y ; g; f; se anulan en x. A

Los ejemplos 11.6.9 y 11.7.13 nos dan dos operaciones [ y V:
4
{ideales | C k[Xj, ..., Xy|} —— {subconjuntos X C A"(k)}
I

Vamos a ver algunas relaciones entre ellas en los ejercicios 11.19 y 11.20. Su estudio pertenece al terreno
de la geometria algebraica. Para una introduccion, el lector puede consultar el libro [Ful2008].

11.8 El nucleo de un homomorfismo de anillos

Un ejemplo importante de ideales bilaterales es el nticleo de un homomorfismo de anillos.
11.8.1. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Entonces, el conjunto
ker f:={x € R| f(x) =0}
es un ideal bilateral en R, llamado el niicleo de f.

Note que en la teoria de grupos, si f: G — H es un homomorfismo, entonces ker f es un subgrupo
normal de G. Para un homomorfismo de anillos f: R — S, el nticleo ker f no es un subanillo de R, sino un
ideal.

Demostracion. Un homomorfismo de anillos es en particular de los grupos abelianos correspondientes, y
ya sabemos que el nicleo es un subgrupo abeliano. Falta comprobar que para cualesquiera x € ker f y
r- R se cumple rx, xr € ker f. En efecto, si f(x) = 0, entonces

flrx) = f(r) f(x) = f(r)-0=0, f(xr) = f(x) f(r) =0 f(r) = 0.
|

11.8.2. Observacion. Un homomorfismo de anillos f: R — S es inyectivo (es decir, un monomorfismo) si y solo si
ker f =0.

Demostracion. Ya lo verificamos para homomorfismos de grupos abelianos. [
11.8.3. Observacion. Sea k un cuerpo y R un anillo no nulo. Entonces, todo homomorfismo f: k — R es inyectivo.

Demostracion. Si R # 0, entonces f(1x) = 1gr # 0y 1 ¢ ker f. Pero las tnicas opciones son ker f = 0y
ker f = k. Entonces, ker f = 0. [
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11.9 Anillos cociente

11.9.1. Definicién. Sea R un anillo y sea I C R un ideal bilateral. El anillo cociente correspondiente R/
es el grupo abeliano cociente R/ I con la multiplicacién definida por

x+D-(y+1) =y +1).

Hay que verificar que el producto esta bien definido. Supongamos que x + I = x’ + [; es decir, x — x’ € I.
Luego, xy — X'y = (x — ')y € I, dado que I es un ideal derecho, y esto implica que xy + I = x’y + I. De
la misma manera, si y + I =y’ + I, esto significa que y — i’ € I. Esto implica que xy —xy' = x(y —y') € I,
puesto que I es un ideal izquierdo. De aqui se sigue que xy + I = xy’ + I. Notamos que en este argumento
es importante que I sea un ideal bilateral .

Dejo al lector verificar que los axiomas de anillo para el cociente R/I se siguen de los axiomas corres-
pondientes para R.

11.9.2. Ejemplo. En todo anillo R hay dos ideales evidentes: I = 0 e I = R. Al desarrollar las definiciones,
seveque R/0= Ry R/R=0. A

11.9.3. Ejemplo. El cociente del anillo Z por el ideal nZ es el anillo Z/nZ de los restos médulo n. A

11.9.4. Ejemplo. Tenemos R[X]/(X? +1) = C. En efecto, puesto que X> = —1 (méd X? + 1) en el cociente,
se ve que los elementos de R[X]/(X? + 1) pueden ser representados por los polinomios b X + a, donde
a,b € R. Luego,

(bX+a) (dX +c) =bd X>+ (bc + ad) X + ac = (ac — bd) 4 (bc +ad) X (m6d X% +1).
Esta férmula corresponde a la multiplicacién compleja, y por ende se tiene un isomorfismo

R[X]/(X2+1) S C
bX+a—a+bv-1.
A

11.9.5. Ejemplo (El cuerpo de cuatro elementos). Calculemos IF>[X]/(X? + X +1). Puesto que X?> = X +1
(méd X? + X + 1), todos los elementos del cociente pueden ser representados por los polinomios de grado
<1lenF[X]:

0, 1, X, +1.
La tabla de adicién correspondiente viene dada por
+ | 0 1 X X+1
0 0 1 X  X+1
1 1 0 X+1 X
X X X+1 0 1
X+1|X+1 X 1 0

Notamos que este grupo es isomorfo al grupo de Klein V = Z/27Z x Z/2Z. La tabla de multiplicacién
viene dada por

0 1 X  X+1
0 [0 O 0 0
1 (0 1 X X+1
X |0 X X+1 1
X+1|0 X+1 1 X

“De la misma manera, el producto sobre el grupo cociente G/ H esta bien definido solo cuando H es un subgrupo normal (véase
el capitulo 7).
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Se ve que todo elemento no nulo es invertible, asi que F2[X]/ (X% + X + 1) es un cuerpo de cuatro elemen-
tos. Su grupo de elementos no nulos es de orden 3 y en particular es ciclico. Esto coincide con el resultado
del capitulo 7 que dice que si k es un cuerpo, entonces todo subgrupo finito de k* es necesariamente
ciclico. A

Mas adelante en el curso vamos a construir todos los cuerpos finitos.
11.9.6. Proposicién (Propiedad universal del anillo cociente). Sea I C R un ideal bilateral. Sea

p: R—R/I,
x—=x+1

la proyeccién candnica sobre el anillo cociente. Si f: R — S es un homomorfismo de anillos tal que I C ker f,
entonces f se factoriza de modo iinico por R/ 1: existe un homomorfismo tinico f: R/I — S tal que f = f o p.

Demostracion. La flecha punteada f es necesariamente
x+ I f(x).

Es una aplicacién bien definida: si x + I = x’ 4 I para algunos x,x’ € R, entonces x — x’ € I, luego
x—x ekerfy

flx=x") =0 < f(x) = f(x).
La aplicacién f es un homomorfismo de anillos, puesto que f lo es. [

11.9.7. Corolario (Funtorialidad del cociente).

1) Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Sean I C Ry J C S ideales bilaterales. Supongamos que f(I) C J.
Entonces f induce un homomorfismo candnico f: R/1 — S/ [ que conmuta con las proyecciones candnicas:

I---s y ]

I 1

R % S

Lo
R/T L5 /]

2) La aplicacién identidad id: R — R induce la aplicacion identidad id: R/I — R/I:

21



11.9. ANILLOS COCIENTE CAPITULO 11. ANILLOS

3) Sean f: R — R’y g: R' — R" dos homomorfismos de anillos ysean I C R, I' C R, I" C R" ideales
bilaterales tales que f(I) C I' y g(I') C I". Entonces, go f =go f:

I - N (S &
A
R R’ 8 R
1
R/I 25 R/ -5 R"/1I”
e e
gof=gof

Demostracién. En 1) la flecha f existe y es tnica gracias a la propiedad universal de R/I aplicada a la

composicién R £> S — S/]. Los resultados de 2) y 3) siguen de la unicidad del homomorfismo inducido
sobre los grupos cociente. |

11.9.8. Proposicion (Primer teorema de isomorfia). Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Entonces,
existe un isomorfismo canémnico

o

f: R/ ker f — im
que hace parte del diagrama conmutativo

R—T s

|

Descifremos el diagrama: la flecha R — R/ ker f es la proyeccién canénica x — x + ker f y la flecha
im f — S es la inclusién de subanillo, asi que el isomorfismo f necesariamente viene dado por

frg+tkerf— f(g).

Demostracién. La flecha f viene dada por la propiedad universal de R/ ker f:

ker f

%

R—2L % imf

:L A
A

R/ ker f
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Luego, el homomorfismo f es evidentemente sobreyectivo. Para ver que es inyectivo, notamos que

flx)=fly) <= x—yckerf < x+kerf=y+kerf.

11.9.9. Ejemplo. Consideremos el homomorfismo de evaluacién

f: R[X] = C[X] = C,
= f(V-1).

Es visiblemente sobreyectivo. Su nucleo consiste en los polinomios en R[X] que tienen \/—1 como su
raiz; es decir, los polinomios divisibles por X2 + 1. Entonces, ker f = (X? + 1). Podemos concluir que
R[X]/(X?>+1) = C. A

11.9.10. Ejemplo. Sea p un nimero primo. Consideremos el anillo
a
Este es un subanillo de Q. Consideremos la aplicacién

f:Zy, — 2/,

que a una fraccién § € Z,) asocia el producto del resto [a]  por el inverso multiplicativo [b] ;kl (que existe,
dado que p 1 b). Notamos que la aplicacién esté bien definida: si § = 2 entonces [a]pk [b] ;kl = [a ]pk (b ];kl.
Esto es un homomorfismo de anillos: tenemos

F(R ) = (B ) —fortn e enbal = ([l el + Lo ] 0]

= e o], (e ol = £ (52) 47 ().

ay az\ apaz\ _ -1 _ -1 -1 _ a1y . az
F(52) = £ (52 =l bl = s o ol el =7 (5) o1 ().
Este homomorfismo es sobreyectivo: para [a]x € Z/ p*Z tenemos f (4) = [a] [1];,{1 = [a] . El nticleo

viene dado por
_qa 1 _fa o fa k
ker f = {E €z, ] )i (6] 50 = 0} = {E €z, \ a], = 0} = {E €z |vF1a}.
Este es precisamente el ideal ka(p) generado por p*. El primer teorema de isomorfia nos dice que

Zy)/ P 2Ly = 2/ P'Z.
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Ahora vamos a formular el segundo y el tercer teorema de isomorfia, pero los dejo como un ejercicio.

11.9.11. Teorema (Segundo teorema de isomorfia). Sean R un anillo, S C R un subanillo y I C R un ideal
bilateral. Entonces,

1) S+1:={x+y|x€S,yeI}esunsubanillo de R;
2) I es un ideal bilateral en S + I;
3) la aplicacion

S—=(S+1)/],
x—x+1

es un homomorfismo de anillos sobreyectivo que tiene como niicleoa S N 1.
Luego, gracias al primer teorema de isomorfia,
S/(SNI)=(S+1)/1.

11.9.12. Teorema (Tercer teorema de isomorfia). Sea R un anillo y sean I C | C R ideales bilaterales. Entonces,
la aplicacion

R/I = R/],
x+I1—x+]
estd bien definida y es un homomorfismo sobreyectivo que tiene como niicleo a
J/I:={x+1|x€]J} CR/L
Luego, gracias al primer teorema de isomorfia,
(R/I)/(J/I) = R/].
En fin, vamos a describir los ideales en el anillo cociente.

11.9.13. Teorema. Sea R un anillo y sea I C R un ideal bilateral. Denotemos por p: R — R/ I la proyeccién sobre
el anillo cociente dada por x — x + 1. Hay una biyeccién

{ideales bilaterales | C R tales que I C |} <+ {ideales bilaterales ] C R/},
J=p()=]/1,
p (D T
Esta biyeccidn preserva las inclusiones:
1) sil CJ1 C Ja, entonces J1/1C [/1;
2) siJ; € Jo € R/I, entonces p~'(I}) C p~(J2).
Demostracion. El hecho de que las aplicaciones estén bien definidas sigue de 11.6.12. El homomorfismo

p: R — R/I es sobreyectivo, asi que para todo ideal ] C R su imagen p(]) es un ideal en R/I. Para todo
ideal ] C R/I la preimagen p~!(J) es un ideal en R. Ademés, tenemos Og,; € ] para todo ideal ] C R/I 'y

p(Og/r) =1, asi que I C p~1(]).
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Hay que ver que las aplicaciones | — J/I 'y ] — p~!(]) son mutualmente inversas. Tenemos

p N/ I={x+T|xep (N} ={pkx) | px) €Tt =T

p tJ/I)={xeR|p(x)eJ/I}={xcR|x+1€]/I}=].

Esta claro que las dos aplicaciones preservan las inclusiones (esto es teorfa de conjuntos elemental). W

11.9.14. Ejemplo. Describamos los ideales en el anillo cociente Z/127Z. Segtn el teorema, estos correspon-
den a los ideales en Z que contienen a 12Z:

127 CnZ C Z.

Dado que 12Z C nZ significa que n | 12, tenemos n = 1,2,3,4,6,12. Entonces, los ideales en el cociente
son

z/12Z = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11]},
27./12Z = {[0], 2], [4], [6], [8], [10]},
3z2/12Z = {[0], 3], [6], [9]},
4z./12Z = {[0], [4], [8]},
62/127 = {[0], [6]},
127./127Z. = 0.
Tenemos las siguientes inclusiones de ideales:
7 Z./127Z
2Z/ 27./127.
37 37./127Z
47 / 47./127 /
\62 6Z./127Z
: :

11.10 Productos de anillos

11.10.1. Definicién. Sea R;, i € I una familia anillos. El producto [];c; R; es el conjunto

[ TR = {(xi)ict | xi € R}

iel
con la suma y producto definidos término por término:
(xi)ier + (Yidier = (xi + Yi)ier,
(xi)ier - (Vi)ier := (xi Vi)ier-
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Ya que las operaciones se definen término por término, los axiomas de anillos para los R; implican los
axiomas correspondientes para el producto [];c; R;. El cero es el elemento donde x; = 0 para todoi € Iy
la identidad es el elemento donde x; = 1 para todo i € I. Notamos que las proyecciones naturales sobre
cada uno de los R;:

pi: [ [Ri — Ri,
icl
(xi)ier — x;

son homomorfismos de anillos.
Cuando I = {1,...,n} es un conjunto finito, se usa la notacién Ry X - - - X R,.

11.10.2. Observacién (Propiedad universal del producto). Sea R;, i € I una familia de anillos y S cualquier
otro anillo. Para toda familia de homomorfismos de anillos { fi: S — R;}ic1 existe un inico homomorfismo de anillos
f:S =Tl Rital que pjo f = fiparatodoi € I.

S
i fi

s f

~

[lier Ri —— R

En otras palabras, hay una biyeccion natural entre conjuntos

{homomorﬁsmos S — HRI} = [ T{nomomorfismos S — R;},

i€l i€l
frrpiof.
Demostracion. La condicion p; o f = f; implica que f viene dado por
s (fi(s))ier-
Puesto que cada uno de los f; es un homomorfismo de anillos, esta formula define un homomorfismo de
anillos. |

11.10.3. Observaciéon. Sean Ry, R, Rz anillos.
1) Hay un isomorfismo natural de anillos Ry x Ry = Ry X Ry.
2) Hay isomorfismos naturales (R; x Ry) X R3 = Ry X (Ry X R3) = Ry X Ry X Rs.

Demostracion. Ejercicio para el lector. Esto se puede deducir de la propiedad universal del producto (véase
las pruebas correspondientes para los productos de grupos en el capitulo 10). |

11.10.4. Observaciéon (R ~» R* preserva productos). Sea R;, i € I una familia de anillos. Hay un isomorfismo
natural de grupos
X
(]_[ Ri) ~T[RS.
icl icl

Demostracién. Dado que el producto en el anillo [;c; R; estd definido término por término, un elemento
(xi)ics es invertible en [;c; R; si y solo si cada x; es invertible en R;. |

“Note que las inclusiones R; — [Tic; R; no son homomorfismos de anillos: la identidad no se preserva.
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11.10.5. Digresion (*). Otra prueba mas general y abstracta puede ser obtenida de 11.4.3. Para cualquier
grupo G y anillo R hay una biyeccién natural

{homomorfismos de anillos Z|G] — R} = {homomorfismos de grupos G — R* }.

Junto con la propiedad universal del producto de grupos y de anillos, esto nos da biyecciones naturales
para cualquier grupo G

{homom. de grupos G — HRiX} = [ [{homom. de grupos G — R/}

i€l icl

= [ [{homom. de anillos Z[G] — R;} = {homom. de anillos Z[G] — HRi}
i€l i€l

iel

= {homom. de grupos G — (H Rj) ) } .

X
Esto es suficiente para concluir que [;c; R/ & (Hie I Ri) , pero omitiré los detalles. El punto es que el
isomorfismo de 11.10.4 puede ser obtenido como una consecuencia formal de 11.4.3.

En el capitulo 10 hemos probado que si m y n son coprimos, entonces hay un isomorfismo de grupos
abelianos Z./mnZ = Z./mZ x Z./nZ. En realidad, esto es un isomorfismo de anillos, y ahora estamos listos
para probar una generalizacion.

11.10.6. Teorema chino del resto. Sea R un anillo conmutativo y sean Iy, . .., I, C R ideales tales que I + 1, = R
para k # £. Luego, hay un isomorfismo natural

R/(L++-I,) 2 R/ x -+ x R/I,.

Demostracion. Denotemos por py: R — R/ I las proyecciones candnicas x — x + I;. Estas inducen un
homomorfismo de anillos

R—R/L x---xR/I,

x—= (x+1I0,...,x+ 1).
Vamos a probar que es sobreyectivo y su ntcleo es igual al producto de ideales I; - - - I;.

Escribamos x = y (méd I) para x + I = y + . Para ver la sobreyectividad, necesitamos probar que
para cualesquiera x1,...,x; € R existe x € I tal que x = x; (m6d Ii) para todo k =1,..., n. Tenemos

R=R---R=(Lh+L)(h+DL) - (h+L)=I4+hLI3-1,

donde I C I;. De hecho, al desarrollar el producto de sumas de ideales (vése el ejercicio 11.13), se ve que
todos los términos pertenecen a Ij, salvo el tltimo término I, I3 - - - I,. Podemos concluir que

(11.2) L+LIz---I,=R

En particular, existen z; € Iy e y; € I I3--- I, tales que z; +y; = 1. Tenemos entonces y; = 1 (méd )
ey; = 0 (moéd I;) para k # 1. Usando el mismo argumento, podemos ver que existen vy,...,y, que
satisfacen

=1 (méd ), yr=0 (méd I;)sil #k.

El elemento
X:=x1Yy1+ -+ XnYn
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cumple la condiciéon deseada x = x; (mod I;) paratodok =1,...,n.
Ahora necesitamos calcular el ntcleo del homomorfismo x — (x + I1,...,x + I,). Esta claro que

ker(x = (x+L,...,x+ L)) =LN---NI,.
Vamos a probar que la hipétesis de que I 4+ I = R para k # £ implica que
Lhn---Nly=5L- I

La inclusién que se cumple en cualquier caso es Iy --- I, € I; N---NI,, y hay que probar la inclusién
inversa.

Procedamos por induccién sobre n. Supongamos que n =2 e Iy + I = R. Luego, existeny € [y yz € I
tales que y +z = 1. Para todo x € I; N I se tiene

x=x(y+z)=xy+xzel I

asique ;NI C I Ib.
Para n > 2, supongamos que el resultado se cumple para n — 1 ideales. Entonces,

hNn---N=hn(LNN---Nl)=hLNhLIz I

Sin embargo, [y + b I3--- I, = R (véase (11.2)), asique [ NIh Iz--- I, = I1 L I3--- I, por el caso de dos
ideales. u

11.10.7. Corolario. Siay,...,a, son niimeros coprimos dos a dos, entonces hay un isomorfismo de anillos
Z/ay - anZ 27/ mZ ¥ - X Z]a,Z.

Demostracion. Para dos ideales mZ y nZ en Z tenemos mZ -nZ. = mnZ y mZ + nZ. = dZ, donde d =
mcd(m, n). En particular, si m y n son coprimos, mZ + nZ = Z. Se cumplen las condiciones del teorema
anterior y se obtiene un isomorfismo

Z/ay- 0y 22/ MZ X - X Z[a,Z.

11.10.8. Corolario.

1) La funcién de Euler ¢p(n) = |(Z/nZ)* | es multiplicativa: si m y n son coprimos, entonces
¢(mn) = ¢(m) p(n).

2) Si n se factoriza en niimeros primos como le(1 e plg“, entonces
000 = ()9 = (1= ) (1= ).
Demostracion. Si m y n son coprimos, el isomorfismo de anillos
Z/mnZ =7 /mZ x 7./ nZ.
induce un isomorfismo de grupos
(Z/mnZ)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)",

como notamos en 11.10.4. De aqui sigue 1). La parte 2) se demuestra de la misma manera o por induccién
usando la parte 1). La férmula

o(r") = p* <1 - 1)

p
fue obtenida en el capitulo 4. |
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En el capitulo 10 hemos probado la multiplicatividad de la funcién ¢ de Euler usando que los elementos
de (Z/nZ)* son los generadores del grupo ciclico Z/nZ. La prueba de arriba es més natural.
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11.11 Ejercicios

Subanillos
Corto 1
23.08.18 Ejercicio 11.1. Verifique que hay una cadena de subanillos
1
zlV5 cz| +2\@] CR
donde
1 1
Z[V5) = {a+bV5 | a,b ez}, z[ +2\/5] = {a—i—b +2\@ ‘ a,b e z}.

Ejercicio 11.2. Consideremos el anillo de las funciones f: R — R respecto a las operaciones punto por punto

(f+8)(x) = f(x) +g(x), (f-&)(x):= f(x)-g(x).

Demuestre que hay una cadena de subanillos

{funciones constantes R — R} C {funciones polinomiales R — R}
C {funciones continuas R — R} C {funciones R — R}.

Homomorfismos de anillos

Ejercicio 11.3. Sea R un anillo conmutativo y M, (R) el anillo de las matrices de n X n con coeficientes en R.
¢ Cudles aplicaciones de abajo son homomotfistos?

1) La proyeccién

X11 X120 Xip
X21 X22 ottt X2
— X11-
Xnl Xn2  Xnn
2) La traza
X11 X120 Xin
X21 X222 o Xop

= X191+ X2 + -0+ Xupe
Xyl Xp2 0 Xnn
3) El determinante A — det A.
Ejercicio 11.4. Sea f: R — S un homomotfismo de anillos conmutativos y sean =1,2,3,...

1) Demuestre que f induce un homomorfismo de los anillos de matrices correspondientes f.: My(R) — M;(S)
dado por

X1 X2 vt X flxnn)  flxiz) - f(xn)

X1 Xx; e Xop flx21)  fx) -+ f(xon)

X1l Xn2 0 Xnn fxm)  flxn2) -+ f(xmn)
2) Demuestre que f induce un homomorfismo de grupos GL,,(f): GL,(R) — GL,(S).
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3) Demuestre que el diagrama de homomotfismos de grupos

GL,(R) -3¢ Rx

GL(h) | fo

X
GLn(S) —— S

conmuta.
(Sugerencia: use la formula det(x;j) = Yyes, SN0 * X15(1) * * * Xpo(n)-)

Ejercicio 11.5. Sea R un anillo conmutativo. Calcule Z(M,(R)), el centro del anillo de las matrices de n X n con
coeficientes en R.
(Véanse los ejercicios donde calculamos el centro del grupo lineal general GL,(R).)

Ejercicio 11.6.
1) Demuestre que un isomorfismo de anillos R — S se restringe a un isomorfismo de grupos R* — S*.

2) Demuestre que los anillos de polinomios Z.[X] y Q[X] no son isomorfos.

Ejercicio 11.7. Sea f: R — S un homomorfismo sobreyectivo de anillos. Demuestre que f(Z(R)) C Z(S).

Algebra de grupo

Ejercicio 11.8. Sea R un anillo conmutativo y G un grupo. Demuestre que

€:R[G] >R, Y agg— Y ag
g€G g€G

es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

Ejercicio 11.9. Sea R un anillo conmutativo y G un grupo finito. Consideremos t := Yo 1+ g € R[G]. Demuestre
2
que t= = |G| t.

Ejercicio 11.10. En este ejercicio vamos a calcular el centro del dlgebra de grupo R[G]|. Consideremos

x= ) agg€R[G]
8€G

1) Demuestre que x € Z(R[G]) si y solamente si hx = x h para todo h € G.

2) Deduzca que x € Z(R([G]) si y solamente si ag = a1 para cualesquiera g, h € G.

Entonces, el centro de R[G] consiste en los elementos Y o ag g cuyos coeficientes ag son constantes sobre las

clases de conjugacion de G.
Corto 2

. .. . . . . 30.08.18
Ejercicio 11.11. Sea R un anillo conmutativo y G un grupo. Consideremos el homomotfistmo

€:R[G] >R, Y agg— ) ag
8€G geG

1) Demuestre que el ideal I := ker € estd generado por los elementos g — e para § € G. Este se llama el ideal
de aumento.

2) En particular, si G = C, = {e,g,...,8" '} es el grupo ciclico de orden n generado por g, demuestre que
ker € estd generado por el elemento g — e.
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Ideales

Ejercicio 11.12. Sea R un anillo y S C R un subanillo.

1) Demuestre que para todo ideal I C R (izquierdo, derecho, bilateral) la interseccion I NS es un ideal en S
(izquierdo, derecho, bilateral).

2) Encuentre un ejemplo de S C R donde no todos los ideales de S son de la forma I N S.

Ejercicio 11.13. Sea R un anillo y sean I, |, K ideales bilaterales. Demuestre que I (] + K) = 1]+ 1Ky (I+])K =
IK + JK.

Ejercicio 11.14. Sea R un anillo. Para un ideal izquierdo I C R definamos el aniquilador por
Ann] := {r € R | rx = 0 para todo x € I}.

Demuestre que esto es un ideal bilateral en R.

Ejercicio 11.15. Sea R un anillo conmutativo y My, (R) el anillo de matrices correspondiente.

1) Sea I C R un ideal. Denotemos por M, (I) el conjunto de las matrices que tienen como sus entradas elementos
de I. Verifique que My, (1) es un ideal bilateral en M, (R).

2) Sea ] € M, (R) un ideal bilateral. Sea I el conjunto de los coeficientes que aparecen en la entrada (1,1) de las
matrices que pertenecen a |. Demuestre que I es un ideal en R.

3) Demuestre que | = My(I). (Use las mismas ideas de 11.6.11.)

Entonces, todo ideal en el anillo de matrices M,,(R) es de la forma My, (1) para algiin ideal I C R. Esto generaliza
el resultado de 11.6.11.

Nilradical y radical

Ejercicio 11.16. Sea R un anillo conmutativo.
1) Demuestre que el conjunto de nilpotentes
N(R) :={x e R | x" =0paraalgiinn =1,2,3,...}
es un ideal en R. Este se llama el nilradical de R.
2) Demuestre que en el anillo no conmutativo M, (R) los nilpotentes no forman un ideal.

Ejercicio 11.17. Sea R un anillo conmutativo. Supongamos que el nilradical de R es finitamente generado; es decir,
N(R) = (x1,...,x,) donde x; son algunos nilpotentes. Demuestre que en este caso N(R) es un ideal nilpotente:

N(R)"™ := N(R)---N(R) =0

-
para algin m =1,2,3, ...
Ejercicio 11.18. Sea R un anillo conmutativo y sea I C R un ideal. Demuestre que
VI:i={x €R|x" € Iparaalginn=1,2,3,...}
es también un ideal en R, llamado el radical de 1. (Note que el nilradical N(R) = /(0) es un caso particular.)
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Operaciones ly V

Ejercicio 11.19 (*). Sea k un cuerpo. Sean |, J1, ], ideales en k[Xy,..., Xn] y sean X,Y subconjuntos de A" (k).
Demuestre las siguientes relaciones.

0) (D) =k[Xy,...,Xu], V(0) = A" (k), V(1) = V(K[X1, ..., X,]) = @.
1) SiJy C Ja, entonces V(J2) € V(J1).
2) Si X C Y, entonces 1(Y) C I(X).
3) V() =V
4) ] C /] C IV(]). Demuestre que la inclusion es estricta para | = (X2 +1) C R[X].
5) X C VI(X).
6) VIV(]) = V(]) y IVI(X) = I(X).
Ejercicio 11.20 (*¥).
1) Demuestre que I(A"(k)) = (0) si k es un cuerpo infinito.

2) Note que XV — X € 1(A'(F,)), asi que esto es falso para cuerpos finitos.

Anillos cociente
Corto 3

Ejercicio 11.21. Sea R un anillo conmutativo y sea N(R) su nilradical. Demuestre que el anillo cociente R/N(R) 06.09.18
no tiene nilpotentes; es decir, N(R/N(R)) = 0.
Ejercicio 11.22. Sea R un anillo conmutativo y sea I C R un ideal. Demuestre que M, (R)/ My (I) = M,(R/I).
Ejercicio 11.23. Sea k un cuerpo y ¢ € k. Consideremos el homomorfismo de evaluacién
eve: k[X] =k, f— f(c).
1) Demuestre que kerev, = (X — c) es el ideal generado por el polinomio lineal X — c.

2) Deduzca del primer teorema de isomorfia que k[X]/(X —c¢) = k.

3*) De modo similar, demuestre que para cy,...,cy € k se tiene k[X1,...,Xn|/ (X1 —c1,..., Xn — ) = k.

Sugerencia: considere el automorfismo de k[ Xy, ..., Xn| dado por X; — X; + ;.
Ejercicio 11.24. Demuestre que el cociente Q[X]/(X? +5) es isomorfo al cuerpo
Q(V=5):={x+yV-5|xy€Q}
(en particular, verifique que Q(\/—5) es un cuerpo).
Ejercicio 11.25. Para el anillo de los enteros de Gauss Z[/—1] demuestre que

ZIV1)/A+V-1)=2Z/22, Z[V-1]/(1+2V/-1)=2Z/5Z.
Ejercicio 11.26. Consideremos el anillo de los enteros de Gauss Z[+/—1] y los ideales
I=(01+v-1), J=(1+2vV-1).
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11.11. EJERCICIOS CAPITULO 11. ANILLOS

1) Demuestre que I + | = Z[/—1].
2) Demuestre que I] = (1 —3+v/—1).

Sugerencia: note que en cualquier anillo conmutativo, se tiene (x) - (y) = (xy) para cualesquiera x,y € R.
3) Demuestre que Z[\/—1]/(1 —3v/—1) = Z/2Z x Z/5Z usando el teorema chino del resto.
Ejercicio 11.27. Demuestre el segundo teorema de isomotrfia para anillos.

Ejercicio 11.28. Demuestre el tercer teorema de isomorfia para anillos.

Productos de anillos
Ejercicio 11.29. Sean Ry S anillos y sean I C R, ] C S ideales bilaterales.

1) Demuestre que
Ix]:={(xy)|xel, ye]}

es un ideal bilateral en el producto R x S.

2) Demuestre que todos los ideales bilaterales en R x S son de esta forma.

Sugerencia: para un ideal bilateral A C R x S considere I = p1(A) y ] = p2(A) donde

R« Rxs P55

r«— (r,s) ——s
son las proyecciones candnicas.
Ejercicio 11.30.

1) Sean Ry S dos anillos no nulos. Demuestre que el producto R x S tiene divisores de cero.

2) Demuestre que el producto de dos anillos no nulos nunca es un cuerpo.

Sugerencia: para un ideal bilateral A C R x S considere I = p1(A) y ] = p2(A) donde

R(LRXSL)S

r +— (r,8) —— s

son las proyecciones candnicas.
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