Capitulo 12
Anillos conmutativos

En este capitulo vamos a ver algunas nociones béasicas del dlgebra conmutativa, la rama de algebra que
se dedica al estudio de anillos conmutativos.

12.1 Ideales primos y maximales

12.1.1. Definicién. Sea R un anillo conmutativo.
Se dice que un ideal p C R es primo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) p es un ideal propio: p # R,

2) para cualesquiera x,y € Rsi xy € p, entoncesx €poy € p.

Se dice que un ideal m C R es maximal si se cumplen las siguientes condiciones:
1) m es un ideal propio: m # R,

2) m es maximal respecto a la inclusién: para todo ideal I C R tal que m C I C R se cumple I = m o
I =R.

12.1.2. Comentario. Las letras p y m son p y m géticas. Esta notacién es comtn en dlgebra conmutativa y
viene de la tradicién alemana.

12.1.3. Notacién. Sea R un anillo conmutativo. El conjunto de los ideales primos en R se llama el espectro
de R y se denota por Spec R:
SpecR := {p C R | p ideal primo}.

El conjunto de los ideales maximales se llama el espectro maximal y lo vamos a denotar por’
Specm R := {m C R | m ideal maximal}.

12.1.4. Ejemplo. El anillo nulo 0 no tiene ideales propios y entonces Spec0 = Specm 0 = @. Mds adelante
vamos a ver que si R # 0, entonces SpecR # @ y Specm R # @. A

12.1.5. Ejemplo. En el anillo Z los ideales son de la forma nZ paran = 0,1,2,3,... Tenemos x € nZ siy
solamente si n | x. Luego, nZ es un ideal primo si

1) n#1,

“A diferencia de Spec R, esta notacién no es estdndar. En la literatura también aparece Spec-max R y Max R.
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2) para cualesquiera x,y € Zsin | xy, entoncesn | xon | y.

Estas condiciones se cumplen para n = 0. Si n # 0, estas condiciones se cumplen si y solo si n = p es
un nimero primo. Entonces,

SpecZ = {0} U{pZ | p primo}.
Un ideal nZ es maximal si
1) n#1,
2) para todo ideal mZ C Z tal que nZ C mZ C Z se cumple nZ = mZ. o mZ = Z.

Recordamos que nZ C mZ siy solo si m | n. Entonces, la condicién 2) dice que si m | n, entonces m = n
o m = 1. Esto significa precisamente que n = p es un namero primo. Entonces,

Specm Z = {pZ | p primo}.
A

En particular, este ejemplo demuestra que los ideales primos generalizan la nocién de niimeros primos.
Tenemos la siguiente caracterizacion de ideales primos.

12.1.6. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) p C R es un ideal primo,
2) el anillo cociente R/p es un dominio de integridad.

Demostracion. Por la definicién, p C R es un ideal primo si y solo si 1) p # Ry 2) xy € p implica x € po
y € p. En términos del anillo cociente R/p, esto es equivalente a

1) R/p #0,
2) si(x+p)(y+p):=xy+p=0,entoncesx+p=00y+p=0.

En otras palabras, R/p es un anillo conmutativo no nulo que no tiene divisores de cero. Es precisamente
la definicién de dominio de integridad. |

Los ideales maximales tienen una caracterizacién parecida.

12.1.7. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) m C R es un ideal maximal,
2) el anillo cociente R/m es un cuerpo.

Demostracién. Recordemos que un anillo conmutativo S es un cuerpo si y solo si sus tinicos ideales son 0
y S. Ademas, tenemos la siguiente descripcion de los ideales en el anillo cociente R/m:

{ideales I C R/m} = {idealesm C I C R},
T 7 1),
donde 7r: R — R/m denota la proyecciéon canénica x — x + m.
En particular, los ideales 0 y R/m en el cociente corresponden a los ideales | = m e I = R en R. El

anillo R/m no tiene otros ideales si y solamente sim C I C R implica I = m o I = R. Esto es precisamente
la condicién de la definicién de ideales maximales. |

*Aqui 0 denota la clase lateral 0 + p en el cociente R/p.
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12.1.8. Ejemplo. El anillo cociente Z/nZ es un dominio de integridad si y solosin = 0o #n = p es un
nimero primo y es un cuerpo si y solo si n = p. Esto coincide con nuestra descripciéon de los ideales
primos y maximales en Z.

7Z F, 3 Fs F;, T [y

o @ 6 6 @ @ @)

El espectro de R = Z con los anillos cociente correspondientes R/p

A
12.1.9. Corolario. Sea R un anillo conmutativo. Todo ideal maximal m C R es un ideal primo.
Demostracion. Si R/m es un cuerpo, en particular es un dominio de integridad. [
12.1.10. Corolario. Sea R un anillo conmutativo.
1) Elideal nulo 0 es primo en R si y solo si R es un dominio de integridad,
2) Elideal nulo O es maximal en R siy solo si R es un cuerpo.
Demostracion. R/0 = R. [ |

12.1.11. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos conmutativos.

1) Sip C S es un ideal primo, entonces f~'(p) es un ideal primo en R. En otras palabras, un homomorfismo de
anillos f: R — S induce una aplicacion entre los espectros

SpecS — SpecR, p > f1(p).

2) Si f es sobreyectivo y m C S es un ideal maximal, entonces f~1(m) es un ideal maximal en R.

Demostracion. Para un ideal I C S podemos considerar el homomorfismo

RL 57 s/1

donde 7r: s — s 4 I es la proyeccién sobre el anillo cociente. Tenemos
ker(mo f) = {r € R| f(r) € I} = f~1(1).
Luego, el primer teorema de isomorfia implica que
R/fYI)=im(mo f) C S/L

Ahora en la parte 1), si I = p es un ideal primo, entonces S/p es un dominio de integridad, y luego
im(7to f) 22 R/f~(p) es también un dominio de integridad, siendo un subanillo. Esto implica que f~!(p)
es un ideal primo en R.

En la parte 2), si f es un homomorfismo sobreyectivo, entonces im(7ro f) = S/I. Si I = m es un ideal
maximal, entonces S/m es un cuerpo, y luego S/m = R/f~!(m) es también un cuerpo y por lo tanto el
ideal f~!(m) es maximal en R. |
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12.1.12. Comentario. En general, para un homomorfismo de anillos f: R — S, si m C S es un ideal
maximal, entonces f ! (m) no tiene por qué ser un ideal maximal en R. Considere por ejemplo la inclusién
f:Z — Q. Elideal nulo 0 es maximal en @, pero 0 = f~1(0) no es un ideal maximal en Z. En este sentido
los ideales primos se comportan mejor que los maximales.

12.1.13. Proposicién. Sean R un anillo conmutativo, I C R un ideal y 7t: R — R/ la proyeccion correspondiente
sobre el anillo cociente. La biyeccion

{ideales ] C R/I} <> {ideales I C ] C R},
] (),
J]/1
se restringe a las biyecciones
SpecR/I <+ {p € SpecR | I C p},
SpecmR/I <+ {m € SpecmR | I C m}.

Demostracion. Para los ideales primos, ya vimos en 12.1.11 que si p C R/I es un ideal primo, entonces
71(p) C R es un ideal primo. Ademds, notamos que para un ideal primo I C p C R el ideal p/I C R/I
es también primo. En efecto,

p es primo <= R/p es un dominio; p/I es primo <= (R/I)/(p/I) es un dominio,
pero segun el tercer teorema de isomorfia,
(R/I)/(p/I) = R/p.

De la misma manera, si m C R/I es un ideal maximal, entonces 77~!(m) es un ideal maximal en R como
notamos en 12.1.11 (usando que 71: R — R/I es un homomorfismo sobreyectivo). Luego, para un ideal
I C m C R tenemos

m es maximal <= R/m es un cuerpo; m/I es maximal <= (R/I)/(m/I) es un cuerpo,
y de nuevo, es suficiente aplicar el tercer teorema de isomorfia

(R/I)/(m/I) = R/m.

El siguiente resultado establece la existencia de ideales maximales.
12.1.14. Proposicién. Todo anillo conmutativo no nulo posee un ideal maximal.

Para probarlo, necesitamos el lema de Zorn. El lector puede consultar el apéndice B para revisar el
enunciado.

Demostracion de 12.1.14. Sea R un anillo conmutativo no nulo y sea el conjunto de los ideales propios
I C R. Esto es un conjunto parcialmente ordenado respecto a la inclusién I C J. Por la hipétesis, R # 0, asi
que 0 € Py por lo tanto ? # @. Un elemento maximal en ? seria precisamente un ideal maximal en R.
Para deducir la existencia de un elemento maximal, tenemos que probar que toda cadena en ? es acotada.

Una cadena en © es una coleccién de ideales propios § = {I,} donde I, C Iz o Is C I, para cualesquiera
, B. Se ve que la unién I := |J, I, es también un ideal en R". Dado que 1 ¢ I, para todo «, tenemos 1 ¢ I,
asi que I es también un ideal propio e I € P. Tenemos I, C I para todo a. Este ideal I es una cota superior
para S. |

"De hecho, 0 € I, para todo &, asi que 0 € I. Para x,yy € I tenemos x € [y ey € I para algunos «, B. Sin pérdida de generalidad,
Iy C Ig, asi que x +y € Ig, dado que I es un ideal. Para todo r € Ry x € I se tiene x € I, para algtin &, y luegorx € I, C .
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12.1.15. Corolario. Sea R un anillo conmutativo y sea I C R un ideal propio. Entonces, R posee un ideal maximal
m C R tal que I C m.

Demostracion. Si I # R, entonces el anillo R/ no es nulo y segiin 12.1.14 posee un ideal maximal m C R/I.
Luego, como vimos en 12.1.13, este ideal corresponde a un ideal maximal m = 7~!(m) C R tal que
I Cm. [ |

He aqui otro resultado sobre los ideales que puede ser demostrado mediante el lema de Zorn.

12.1.16. Proposicion. Sea R un anillo conmutativo. Entonces, su nilradical coincide con la interseccion de los ideales
primos en R:
N(R):={reR|r" =0paraalginn=1,2,3,...} = () ».
PCR primo

Demostracion. Sea r € N(R) un nilpotente. Luego, " = 0 para algun n y por ende r"* € p para cualquier

ideal primo p C R, lo que implica que r € p. Entonces, r pertenece a cualquier ideal primo. Esto demuestra
la inclusién

NR)YS (]

pCR primo

Para probar la otra inclusién, vamos a ver que si ¥ ¢ N(R), entonces existe un ideal primo p C R tal
que r ¢ p. Supongamos entonces que r € R satisface " # 0 para todon = 1,2,3,... Sea P el conjunto de
los ideales I C R que no contienen ninguna potencia de r:

UNnlI=9, dondeU:={r'"|n=123,...}.

Esto es un conjunto parcialmente ordenado respecto a la inclusién. Notamos que 0 € P, asi que P # @.
Sea {I,} una cadena en P. Entonces, I := |J, I, es también un ideal, como ya notamos en la demostracién
en 12.1.14. Dado que U N I, = @ para todo «, tenemos U NI = @. Esto significa que I € ©P. El ideal I es
una cota superior para la cadena {I,}. Ahora el lema de Zorn implica que existe un elemento maximal en
P; es decir, un ideal p C R tal que*

HUNp=0Q,
2) sil C R es otro ideal que satisface UNI =@ y p C I, entonces [ = p.

La notacién “p” no es una coincidencia: ahora vamos a probar que esto es un ideal primo. Primero,
v ¢ p, asi que esto es un ideal propio. Ademds, si xy € p para algunos x,y € R, necesitamos probar que
X € poy € p. Supongamos que x £ p ey ¢ p para obtener una contradiccién. En este caso

(xX)+p2p, W) +p27
lo que implica que
Un((x)+p) #0, UN((y)+p) #2;
es decir, que existen algunas potencias
M=sxtpe()+p M=tytqgcy)+p
para algunos m,n > 1,s,t € R, p,q € p. Tenemos
M = (sx + p) (st +q) = stxy + sxq + tyq + pq.

Dado que p es un ideal y xy € p, este elemento pertenece a p. Sin embargo, esto contradice la propiedad
que UNp = @. Podemos concluir que p es un ideal primo.
Entonces, existe un ideal primo p C R tal que UNp = @, y en particular r € p. [

“Cuidado: es un ideal maximal respecto a la propiedad U N I = @, pero no es necesariamente un ideal maximal en el anillo R.

5



12.1. IDEALES PRIMOS Y MAXIMALES CAPITULO 12. ANILLOS CONMUTATIVOS

12.1.17. Ejemplo. Los ideales en el anillo Z /12Z corresponden a los ideales en Z que contienen a 12Z:
Z, 27,372, 47, 6Z, 127Z.
Los ideales primos en Z /127 corresponden a los ideales primos en la lista de arriba, asi que son

27./127 = {[0], [2], 4], [6], 8], [10]},
3z./122 = {[0], 3], (6], [9]}

Su interseccién es
27./12Z.N3Z/12Z = 6Z/12Z = {[0], [6] }

y se ve que [0] y [6] son precisamente los nilpotentes en Z/127Z. A

12.1.18. Ejemplo. Si R es un dominio de integridad, entonces (0) es un ideal primo y la intersecciéon de
todos los ideales primos p C R es necesariamente nula. Esto coincide con el hecho de que un dominio de
integridad no pueda tener nilpotentes. A

12.1.19. Corolario. Sea R un anillo conmutativo y sea I C R un ideal. Entonces, el radical de I coincide con la
interseccion de todos los ideales primos que contienen a I:

V= {reR|r elparaalginn =1,2,3,...} = ﬂ p-

PCR primo
ICp

Demostracién. Sir" € I para algiin n e I C p para un ideal primo p C R, entonces r € p. Esto demuestra
que /I pertenece a la interseccién. Viceversa, supongamos que r € p para todo ideal primo p tal que
I C p. Recordemos que los ideales primos I C p C R estan en biyeccién con los ideales primos en el anillo
cociente R/I. Esta biyeccién implica que r + I € p para todo ideal primo p C R/I. Entonces,

r+le () Bp=N(R/I).
PCR/I primo

Pero para r + I ser nilpotente en R/ significa precisamente que r € v/T. |

He aqui otra aplicacion méas del lema de Zorn.

12.1.20. Teorema (I.S. Cohen). Sea R un anillo conmutativo. Supongamos que todo ideal primo en R es finitamente
generado. Entonces, todos los ideales en R son finitamente generados.

Demostracion. Vamos a ver que si en R hay un ideal que no es finitamente generado, entonces en R hay un
ideal primo que no es finitamente generado.

Sea ? el conjunto de los ideales que no son finitamente generados, parcialmente ordenado respecto a
la inclusién. Por nuestra hipétesis, P # @. Para una cadena de tales ideales {I,} la unién I := |J, I, es
también un ideal y no es finitamente generado. De hecho, si I = (x1,...,x,) para x1,...,x, € R, entonces
X1,...,%; € I para algtn « (usando que {I,} es una cadena), lo que implicaria que el ideal I, = I es
finitamente generado.

Ahora segtn el lema de Zorn, existe un ideal p C R que es maximal respecto a la propiedad de no ser
finitamente generado:

1) p no es finitamente generado,

2) sip C I C R para otro ideal I que no es finitamente generado, entonces I = p.
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Vamos a probar que p es un ideal primo. Primero, es un ideal propio, puesto que R = (1) es finitamente
generado. Supongamos que xy € p para algunos x,y € R, pero x € p ey € p. Luego,

(x) +p 29,

asi que (x) + p es un ideal finitamente generado:
() +p = (W1, yn)

para algunos y1,...,¥» € (x) + p. En particular, tenemos

Yyi=rix+p;
para algunos r; € R, p; € p. Notamos que

(x)+p=(x,p1,...,Pn)-

De hecho, dado que y; € (x,p1,...,pn) para todo i, se cumple (y1,...,yn) < (X, p1,...,pn). Viceversa,

xe(x)+pypiepC (x)+pparatodoi=1,...,n,asique (x,p1,...,pn) C (x)+p = (Y1,---,Yn)-
Para un elemento arbitrario p € p tenemos en particular p € (x) +p = (x,p1,...,Pn), y por ende

(121) p:rx+rlpl+...+rnpn
para algunos #,71,...,t, € R. Luego,
rx=p—(rpr+-+rapa),

asi que
re{seR|sxep}

Notamos que el dltimo conjunto es un ideal y denotémoslo por I. Tenemos p C I, dado que p es un ideal e
y € 1, pero y ¢ p por nuestra hipétesis. Entonces, por la maximalidad de p, el ideal I debe ser finitamente
generado:

I= (Z],...,Zk)

para algunos zj, ...,z € I. Esto significa que todo elemento de p puede ser escrito como
p=(mzi+--+agze) x+ (ripi+-+rapn),

y por ende
pC(z1%, o, ZkX, P1, e Pn)-

Pero por la definiciéon de I, aqui z;x € p paratodoi =1,...,k puesto que z; € I, asi que
p=(z1%...,2kX, P1, .-, Pn)-

Esto contradice el hecho de que p no sea finitamente generado. Entonces, p debe ser un ideal primo. W

La prueba de arriba de que p sea primo usa cierto truco, pero el argumento general es una aplicacién
tipica del lema de Zorn.
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12.2 Localizacion

En esta seccién vamos a estudiar una construccién importante para anillos conmutativos llamada loca-
lizacién. La idea es bien sencilla y puede ser motivada por la construccién de los ntimeros racionales Q a
partir de los niimeros enteros Z. Los elementos de Q son fracciones %, donde a,b € Z y b # 0. Tenemos

a a

a_4a I
(12.2) b= Y < ab' —a'b=0.

La suma y producto de fracciones se definen mediante las férmulas

a ¢ ad4+cb a c ac
12. a4 a.c_ac
(12:3) bTd- bd ' b d bd
Notamos que si § = %, entonces
ad+cb:g+£:a7’+£:a’d+cb’.

bd b d bV d b'd

En efecto,

(ad + cb) b'd — (d'd + cb') bd = ab'd* +ebb'd — a'bd* — eb'td = d* (ab' — a'b) = 0.
N’
=0

De la misma manera, si % = Z—;, entonces

ac dc

bd — bd
En efecto,

ach'd —a'cbd = dc (ab' —a'b) = 0.
=0
Esto verifica que las operaciones (12.3) estdn bien definidas: son compatibles con (12.2). Se ve que Q es un
anillo conmutativo respecto a (12.3), y de hecho es un cuerpo.
Otro ejemplo relevante es el anillo

Z(p):{%‘a,bez, pjfb}

para un primo fijo p. Este anillo consiste en las fracciones donde p no divide al denominador. Se ve que
Z(p) es un subanillo de Q. Los elementos invertibles en Z, son las fracciones § donde p tfayp1b. En

este caso (%)_1 =5

Nuestro objetivo es generalizar el cdlculo de fracciones a cualquier anillo conmutativo R. Supongamos
que queremos invertir ciertos elementos u € R. En este caso hay que “extender” R a las fracciones ; donde
u aparece en el denominador, asi que (¥) = % Antes de dar la construccién general, recordamos que si
u y v son invertibles, entonces u~1ov1 es el inverso de uv, asi que todo producto de elementos invertibles

es también invertible.

12.2.1. Construccién. Sea R un anillo conmutativo y sea U C R un conjunto multiplicativo; es decir, que
satisface

a) lel,

b) si u,v € U, entonces uv € U.
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1)

2)

Consideremos la siguiente relacién sobre el conjunto R x U, motivada“ por (12.2):
(r,u) ~ (¥, u') <= v (ru' —7'u) =0 paraalginov € U.
Esto es una relacién de equivalencia: de hecho, tenemos (7, u) ~ (r,u), puesto que
1-(ru—ru) =0,

asi que la relacion es reflexiva. Si (r,u) ~ (r/,u), entonces v (ru’ —r'u) = 0 para alguin v € U, y
multiplicando esta identidad por —1, se obtiene v (*'u — ru’) = 0, lo que significa que la relacion es
simétrica. En fin, supongamos que (r,u) ~ (r/,u") y (r',u") ~ (r",u"); es decir, que existen algunos
v,v" € U tales que

v(rd' —7ru) =0, o (v —+"v)=0.

Ahora
0=0u"-v(ru' —+'u)+uv-o' (Fu" — ") = r/u"vv' — w0 + Yun o0 — v uu'vo!
=oo'u (ru" —1"u),

donde vv'u’ € U, puesto que v,v',u’ € U, y luego (r,u) ~ (r”,u"). Esto demuestra que la relacion es
transitiva.

Denotemos por 7 la clase de equivalencia de (7,u) y sea
17 ._ _{r
R[UT:=Rx U/ —{u‘reR,uGU}

el conjunto de las clases de equivalencia. Definamos el producto y la suma en R[U~!] mediante

n,n._ nuptri n . nrn
Uy Uy wiuy | uy Uz uqun

Comprobemos que estas operaciones estan bien definidas sobre las clases de equivalencia. Suponga-
mos que

/

o .

uil = LT} < v (rju} —rjuy) = 0 para algin v € U.
1

Luego,

! / !/
v ((r1ug + rouq) ujuy — (rjup + rouy) ug up)
= rujudo +r 70 — riuudo —r 70 = ud v (ruy —rjug) =0,

lo que significa que

rup 4 rouq  rqup +rouy
Uy ujuy

De la misma manera,
! / ! /
v (rraujuy — rirauquy) = rpuq v (rquy —rjug) =0,
=0

asi que
rry i

uiuy  ujuy’

“En (12.2) no aparece el miltiplo v, pero este serd necesario para probar la transitividad de la relacién. Sin embargo, si R es un
dominio de integridad y 0 ¢ U, este multiplo siempre puede ser cancelado.
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3) Notamos que R[U~ ] es un anillo conmutativo respecto a estas dos operaciones, puesto que R es un
anillo conmutativo (el lector que estd convencido de que los ntimeros racionales forman un anillo
conmutativo puede saltar estos calculos).

» La adicion es asociativa: para cualesquiera -, 72, 2 € R[U™!] tenemos
17 u2” U3

r 1 n r3  riup+rouy | vy (riup 4 rouq) uz 4 r3ujup
up Uz us Uiz us Ujupus

_ rquguz + rouqUuz + 13Ul

4

Uilpusg
y
2] 2 13\ _ i raus + 131y ryupuz + (rouz + r3up) g
Uq Uy  Us Uq Uzus Uiuaus
_ Trqupug + rouguy + r3usiy
Uiuaus ’
asi que

" 2 r3 " 2 r3
(+)+_+ (+)
U Uz 2%} U Uy Uz

La multiplicacién es asociativa: para Cualesqulera :122 :f; € R[U™!] tenemos

. 1 3 N 2 13\ _ TI2f3
Uy up Uus U Up Uz ujtpuz’

La adici6n es conmutativa: para cualesquiera ;L

€ R[U~] se cumple

u’uz

1 ) 18] 1 iU + 1rouq
ity =2

ui Un Uus ui Uuiun

La multiplicacién es conmutativa: para cualesquiera -, 2 € R[U™!] se cumple
17 U2

rn r T2 T 1nrp

up Uy Uy Uy ujly

s La fracciéon (1) es el elemento nulo: para todo £ € R[U~!] se cumple
O, r_ Ou+t+r-1 _r
1 u u u
Notamos que
%zg <= vr =0paraalginv € U.

En particular, 819 1 para cualquier u € U.

» La fraccién 1 es la identidad: para todo = € R[{U~!] se cumple

1-

<

==

r
1/[.

==
=

Notamos que
%:% <= v(r—u)=0paraalgun v € U.
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En particular, = 1 para cualquier u € U, y funciona la cancelacién habitual en las fracciones:

' r

u!  u
para cualesquiera r € R, u, u' e U.

» Para todo £ € R[U!] existe el elemento opuesto que es la fraccién =’

r —r ru—ru 0 0
U u ru ru 1
= ]a multiplicacién es distributiva respecto a la adicién: para cualesquiera ;—]], %, % € R[U™1] se
cumple
o712 T3 o2 n 7
Up \uz Us Uy Uz Uy Uz
En efecto,
1 72+73 N U3 + 13Uy \ 111Uz + 113Uy
Uy \uz ug Uy upus uyuzu3
y

r1ra r1r3 _ 112U U3 + r1r3U1Us o uy (7’11’2143 + 7’11’3142) - r1rous + r1r3uy

upty  Upu3 uurug uq (uguau3) ATE!

12.2.2. Definicién. Para un anillo conmutativo R y un conjunto multiplicativo U C R, el anillo conmutativo
R[U™!] se llama la localizacién de R en U.

Aunque la construccién de arriba no excluye las fracciones , la presencia de 0 en los denoninadores
implica que R[U~1] = 0.
12.2.3. Observacién. R[U 1] = 0 es el anillo trivial si y solo si 0 € U.
Demostracién. La localizacién es trivial si y solo si 1 = 9; es decir, siv(1-1—0-1) = 0 para algtin v € U.
Pero esto significa que v = 0. u

12.2.4. Observacién. Supongamos que R es un dominio de integridad. Entonces, hay dos posibilidades:
1) 0 € U, y entonces R[U‘l} =0;

2) 0 ¢ U, y entonces R[U ] es también un dominio de integridad.

‘4 n o n -1 :
Demostracién. Supongamos que para i1, ;2 € R[U™"] se tiene

ry 1o . rry 70

uy up  uquy 1°
Esto quiere decir que vr; 7, = 0 para algin v € U. Si 0 ¢ U, entonces esto implicar; =001, = 0. [

Es natural asociar a los elementos r € R las fracciones ; € R[U™!], pero en general la aplicacién r — }
no es inyectiva.

12.2.5. Observacidn.

1) La aplicacion
¢:R—RUY, re =

es un homomorfismo de anillos.

11
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2) Tenemos

ker(p:{reR‘gzg}:{r€R|vr:Opamalgtinv€U}.

3) Si U no contiene divisores de cero, entonces ¢ es un monomorfismo y R es isomorfo al subanillo
im¢ = {% ’ re R} C RIUTY.
4) En particular, si R es un dominio de integridad y 0 & U, entonces ¢ es un monomorfismo y R es isomorfo al
subanillo im ¢ C R[U™Y].

Demostracion. 1) y 2) esta claro de las definiciones de arriba. La parte 3) sigue de 2). En fin, 4) es un caso
especial de 3). [}

12.2.6. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo.
1) Para un elemento x € R consideremos
U:= {1,x,x2.x3,...}.

Este es un conjunto multiplicativo. La localizacién correspondiente se denota por

RU = RE] o Rlx] = {5

reR, n= 0,1,2,3,...}.

Por ejemplo, tenemos

z[%] = {% ez, k:0,1,2,3,...}.

Esta es la localizacién de Z en el conjunto de las potencias de 7.

El resultado de 12.2.3 nos dice que R[x~!] = 0 si y solo si x es un nilpotente.

2) Para un ideal I C R consideremos U := R\ I. Entonces, U es un conjunto multiplicativosil € Uy
u,v € U implica uv € U. Esto es equivalente a I # R y que si xy € I para algunos x,y € R, entonces
x € [ oy € i; es decir, que I = p es un ideal primo. En este caso la localizacién se denota por

RI(R\p)™Y) =Ry = {©

Por ejemplo, Z ) es la localizacién de Z en U := Z \ (p).

r,u € R, ueép}.

En general, si tomamos un subconjunto multiplicativo U C R, entonces R \ U no tiene por qué ser un
ideal (las condiciones sobre U se tratan de la multiplicacién y no dicen nada sobre la adicién), pero
el ejercicio 12.9 nos dice que si 0 ¢ U, entonces existe un ideal primo p C R tal que UNp = @.

3) Si R es un dominio de integridad, entonces el conjunto
U:=R\{0}

es multiplicativo. En este caso todo elemento no nulo en R[U~!] es invertible y este cuerpo se denota
por

1 r

R[U™!] = K(R) = {g

r,s € R,s # O}

y se llama el cuerpo de fracciones de R. La aplicaciéon

1
¢: R — K(R), e

12
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es un monomorfismo. Notamos que R es un dominio de integridad si y solamente si el ideal nulo (0)
es primo, y en este caso K(R) = R, donde p = 0, asi que se trata de un caso muy particular de 2),

Por ejemplo, Q es el cuerpo de fracciones de Z.

A

12.2.7. Proposicién. Sea R un dominio de integridad. Para todo ideal maximal m C R identifiquemos R con el

subanillo
{7]rer}

R = R[(R\m) 7] = {<

Y R con el subanillo del cuerpo de fracciones

de la localizacion

r,uGR,u%m}

=

7,8 € R, S#O}.

Entonces,
(1 Rm=R
mCR
maximal
Demostracion. Dado que R C Ry, para todo m C R, el anillo R esta incluido en la interseccién. En la otra
direccion, sea x € K(R) un elemento tal que x ¢ R. Consideremos el ideal
I:'={reR|rx €R}.

Tenemos 1 ¢ I, asi que I es un ideal propio. Luego, existe un ideal maximal m C R tal que I C m.
Supongamos que x € Ry,. Luego, x = L paraalgunos 7, u € R, u ¢ m. Tenemos entonces ux = § 7 = 1 € R
y u € 1. Pero esto contradice nuestra eleccién de m. Entonces, x ¢ Ry,. [ |

12.2.8. Ejemplo. Tenemos

N zy= N {;|abez b0 piof

p primo p primo
= {% ’ a,beZ, b#0, ptb para ningin primo p} =7Z.
A

Ahora vamos a ver otro ejemplo mas de cuerpos de fracciones.

12.2.9. Ejemplo. Para un cuerpo k el anillo de polinomios k[X] tiene como su cuerpo de fracciones el
cuerpo de las funciones racionales

k) = {£ | fg ekix) g #0)

Recordemos que en el anillo de las series formales k[ X] una serie g = ¥~ 4 X' es invertible si y solamente
si ag # 0. Sin embargo, para una serie no nula Y ;- a; X' donde a,, # 0 es el primer coeficiente no nulo se
puede escribir -

Y X =X"Y a; X" = X",

i>0 i>n

13
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donde h es invertible: existe h~! € k[X] tal que hh~! = 1. Luego, en el cuerpo de fracciones de k[X] para
f,8 € k[X], g # 0 se tiene
f_ f _ _fnt _fr!

¢ X'h  X'hh 1 X%

Esto quiere decir que en el cuerpo de fracciones de k[X] todo elemento puede ser representado como

una fraccién % donde f € k[X]] y n = 0,1,2,3,... Se ve que el cuerpo formado por estas fracciones es
isomorfo al cuerpo

K(x):={ ¥ ax

i>—n

a; €k n= 0,1,2,3,...}
(con las operaciones de suma y producto definidas de la manera habitual) que se llama el cuerpo de las
series de Laurent. Tenemos inclusiones naturales de subanillos

kIX] —— k(X))

J J

k[X] —— k(X)
Las series de Laurent C((X)) tienen mucha importancia en andlisis complejo. A

La localizacion R[U~!] es la “extensién minima” de R donde los elementos de U se vuelven invertibles.

12.2.10. Proposicién (Propiedad universal de la localizacién). Sea R un anillo conmutativo y U C R un
subconjunto multiplicativo. Consideremos el homomorfismo candnico

¢:R—RUY, re g

Entonces

1) para todo u € U el elemento ¢(u) = % es invertible en R[U];

2) si S es otro anillo junto con un homomorfismo f: R — S tal que f(u) es invertible en S para todo u € U,
entonces f se factoriza de modo tinico por ¢:

R—L 5

A

% 7 3F
R[U
1 1

Demostracién. La parte 1) esta clara: se tiene (§) = .

En la parte 2), sea fun homomorfismo que hace conmutar el diagrama; entonces
= (7
F(3)=f0)
para todo r € R. Ademas, si f(u) es invertible para todo u € U, entonces
~/1 = uy —1 _ x/u -1 B 1
f(u> f((1) ) =i(y) =rw
y para todo Z € R[U '] se tiene necesariamente
(N _F (v LN _ary (1) _ 1
F) =7 (53) =7 (D) 7 (3) = rorse

14
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Esto demuestra la unicidad de f.
Para la existencia, notamos que dado un homomorfismo f: R — S tal que f(u) es invertible para todo
u € U, la aplicacién

FERIUT =S, == () f)!

es un homomorfismo de anillos que hace conmutar el diagrama. Evidentemente,

F(3)=rmrw =1

Para las sumas, se cumple

fr(zz+';i> ::jr(r1uij;:2u1) = f(riua + rouq) f(ugup) ™!
= ) £l £ ) = F () 47 (2,

y para los productos,

up up Uy

f (rl ' TZ) =5 ( i ) = f(nr) f(uua) ™ = f(r1) () ™" f(r2) fu2) 7!

“7()7(%)

Como siempre, la propiedad universal caracteriza a R[U~!] de modo tnico salvo isomorfismo.

12.2.11. Proposicién. Supongamos que : R — S es un homomorfismo de anillos que satisface la misma propiedad
universal que el homomorfismo candnico de localizacion ¢: R — R[U~1]:

1) para todo u € U el elemento y(u) es invertible en S;

2) si S es otro anillo junto con un homomorfismo f: R — S’ tal que f(u) es invertible en S’ para todo u € U,
entonces f se factoriza de modo iinico por :

RLS’

14

Entonces, existe un isomorfismo tinico S — R[U 1] que hace conmutar el diagrama

R —— R[UY
IIJJ/ ’E///’{

/// =l
S

Demostracion. Podemos aplicar la propiedad universal de ¢ a ¥

R—" s

E[ad
¢ gt
l )

R[U]

15
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y viceversa, aplicar la propiedad universal de ¢ a ¢:

R - RUY

qi 3! ,/’7
T
S

De esta manera se obtienen homomorfismos de anillos

¢:RUT =S, ¢:S—=RU, p=go¢p, ¢=¢oyp.

Ahora tenemos

podop=ygop=1y, ¢opodp=pop=4¢.
L4 S R

Pero la propiedad universal de ¢ en el primer diagrama de arriba postula que hay un homomorfismo #nico
f:S — S tal que f oy = ¢. Funciona el homomorfismo identidad idg, asi que necesariamente

Po¢ =ids.
De la misma manera, la propiedad universal de ¢ implica que
$oyp =idpy-1y.
Podemos concluir que los homomorfismos ¢ y ¢ son mutualmente inversos. |

El siguiente resultado nos dice que invertir un producto xy es lo mismo que invertir x y luego invertir
y.

12.2.12. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo y sean x,y € R algunos elementos. Entonces, hay un isomor-
fismo natural’

RIx~ [y~ = R(xy) '],

Demostracion. Consideremos la propiedad universal de R[x~1]. Notamos que si f: R — S es un homomor-
fismo tal que f(x) es invertible en S, entonces f(x") = f(x)" es invertible para cualquier n = 0,1,2,3,...,
asi que es suficiente decir que

1) el elemento ¢ (1) = ¥ es invertible en R[x~1];

2) si S es otro anillo junto con un homomorfismo f: R — S tal que f(x) es invertible en S, entonces f
se factoriza de modo tnico por ¢:

f

R—;S

(Pl a'f
R[x~1]

*Aqui R[x"!][y~'] denota dos localizaciones consecutivas: primero R — R[x~!], y luego R[x~!] — R[x"!][(y/1)7'], donde
Y e R[x1).
T

16
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Ahora supongamos que f: R — S es un homomorfismo de anillos tal que f(xy) es invertible en S.
Entonces, f(x) y f(y) son también invertibles:

T =FW) fay) T fy) =) fly) T

asi que f se factoriza de modo tnico por el homomorfismo canénico R — R[x~!]:

En este caso f (%) = ) es invertible en S, asi que fvse factoriza de modo tnico por el homomorfismo
canénico R[x~1] — R[ ][y’l]:

Acabamos de probar que la composicion R — R[x’l] — R[x~1][y!] satisface la propiedad universal de la
localizaciéon R — R[(xy)~!]. Entonces, R[x ][y 1] = R[(xy) ] [ |

El siguiente resultado interpreta la localizacién R[x~!] como un cociente del anillo de polinomios R[T].
12.2.13. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo y x € R. Entonces, la composicion de homomorfismos candnicos
¢: R — R[T] - R[T]/(xT —1)

(donde R[T)| es el anillo de polinomios en T con coeficientes en R) satisface la propiedad universal de la localizacion
R — R[x~1], y por ende hay un isomorfismo natural

R[xfl]

I

R[T)/(xT — 1).

Demostracion. Tenemos
xT=1 (médxT—-1),

asi que ¢(x) es invertible en R[T|/(xT —1). Sea f: R — S otro homomorfismo de anillos tal que f(x) es
invertible en S. Supongamos que f se factoriza por ¢:

R—2L s

A
. ’
1 7
s

9
R[f] S ay
R[T)/(xT - 1)

Esto implica que para todo a € R se tiene

f@) = f(a),

17
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donde @ denota el elemento representado por a en el cociente R[T]/(xT —1). Ademds, para T € R[T]/(xT —
1) se tiene

Pero esto ya define a f de modo tnico:

fa, T+ o T+ag)=f@ T +---+a-T+ap)

= f@n) f(T)" +--- + f(@) - f(T) + f(a0)
= f(an) f(x)7 -+ flan) f(0) 71+ f(ag).

Viceversa, dado un homomorfismo f: R — S tal que f(x) es invertible en S, se ve que
¢: R[T] =S,
Yo, T Y fla))x!
i i

es un homomorfismo de anillos que cumple g(a) = f(a) paratodoa € Ry xT — 1 € ker g, asi que g induce
un homomorfismo tnico

frRIT)/(+T =1) =S, P g(p)
tal que fo T=g.

R—TI 5

I § 7
IR

l =T
R[T]/(xT — 1)

En general, para cualquier conjunto multiplicativo U C R, se puede probar que
RIUT = R[T, |ueU]l/(uT, —1]uel),
donde R[T, | u € U] es el anillo de polinomios en las variables T, indexadas por los elementos de U y
(uT, —1|u € U) es el ideal generado por los polinomios u T,, — 1. Algunos autores definen la localizacién

R[U~'] como el anillo cociente R[T, | u € U]/(uT, —1 | u € U). Esta construccion es mds concisa pero
probablemente menos intuitiva para los principiantes que nuestra construccién con fracciones.

12.3 Ideales en la localizacion
En esta seccién R denota un anillo conmutativo, U C R un subconjunto multiplicativo y
¢:R—RU, re %

es el homomorfismo canénico de localizacion.
Notamos que la localizacién conmuta con los cocientes en el siguiente sentido.

18
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12.3.1. Proposicioén. Sea I C R un ideal. Definamos el conjunto
U:={u=u+I|uel} CR/I

Yy sea

IR[U™Y] := ¢(I) RIU™Y] := el ideal en R[U ] generado por o

-, L
1 X €

Entonces,

1) U es un subconjunto multiplicativo en R/ I;

2) se tiene
—17 _ f’ .
IR[U ]_{u xe[,ueu},

3) hay un isomorfismo natural
(R/D[U "] = RUY/IR[UY].

La notacién “IR[U~1]” es un poco abusiva: en general R no puede ser encajado en R[U~!], tenemos
solamente el homomorfismo canénico ¢: R — R[U~!] que no es siempre inyectivo. Seria mas correcto
escribir “¢(I) R[U~']”, pero lo encuentro un poco incémodo.

Demostracién. Tenemos 1 € U, asi que 1 € U. Si u,v € U, entonces uv € U, y luego i -7 = uo € U. Esto
verifica que U es un subconjunto multiplicativo en R/I.

Notamos que los elementos de la forma £ con x € I y u € U forman un ideal en R[U™!]. En efecto,
este conjunto contiene % Para las sumas tenemos

X1 n Xo XU+ Xouq

U Up U

donde xjus + xou; € I, puesto que I es un ideal, y para los productos por los elementos de R[U™1],
rx_rx
uv uv’
donde rx € I.
Todos los elementos  estdn en este ideal, asf que IR[U™!] C {%

1

i .

xel uc U}. Viceversa, todo

elemento 2 puede ser escrito como i - ¥ y por ende pertenece al ideal IR[U1].

~

Para obtener el isomorfismo (R/I) [Uil] =~ R[U~1]/IR[U™Y], se puede usar la propiedad universal de
la localizacién, pero se puede definirlo de modo explicito. Consideremos la aplicacién’

FiRUTY = (R/DT Y,
r/uw—71/U.

Esta aplicacion esta bien definida: si r/u = #'/u’, entonces v (ru’ —r'u) = 0 para algtin v € U. Luego,
reduciendo esta identidad moédulo I, se obtiene o (7u’ — ') = 0, lo que significa que 7/u = r’/u’ en
(R/1 )[Uﬁl]. Este es un homomorfismo de anillos: la identidad en (R/I )[Uﬁl] es 1/1; la adicién viene
dada por

n/u /iy = (M +r2n)/ () = (rug + ) / (i)

* bi r =/ ; r
Voy a escribir r/u en lugar de ;;, dado que 7/ se ve mejor que .
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y la multiplicacién viene dada por
(ri/w) - (r2/uz) = (r172)/ (1 U2) = 7172/ Uriia.
Este homomorfismo es visiblemente sobreyectivo. Su nticleo viene dado por
ker f = {r/uc R[U™'] |7/ =0/Ten (R/I)[U_l]} ={r/u |97 =0paraalginv € U}
= {r/u|vr € Iparaalginv e U} = IR[U].

Para la dltima igualdad, notamos que si vr € I, entonces £ = 2 ¢ [R[U™!], y viceversa, para todo

elemento 2 € IR[U™!] se cumple claramente f(x/u) = 0/u =0/1.
El primer teorema de isomorfia nos dice que f induce un isomorfismo

RUTY/IRU™Y S (R/D[T .

12.3.2. Ejemplo. Consideremos el anillo Z/12Z. Tenemos

donde (Z/ 122)(3) denota la localizaciéon de Z/12Z afuera del ideal maximal 3Z/12Z, mientras que

X

Z = {% ‘ a,beZ, 31 b} es la localizacién de Z afuera del ideal maximal 3Z. Tenemos 4 € Z(s), asi
que 12Z3) = 471 -12Z = 3Z. Luego,

(Z(3)/12Z3)) = Z3)/3Z3) = Z./3Z.
De la misma manera, se tiene
(Z/12Z)(5) = (Z2)/12Z 5)) = (Z(3)/4Z ) = Z/AZ.
En general, para el anillo Z/nZ conn = plil e plscs tenemos la siguiente forma del teorema chino del resto:
Z/nZ = (Z/nZ)(pl) X oee X (Z/nZ)(ps).
A

Ahora una pregunta muy natural es qué sucede con los ideales de R al pasar a la localizacién R[U~1].
Resulta que todos los ideales de R[U~!] provienen de los ideales de R en el siguiente sentido.

12.3.3. Proposicion.
1) Todo ideal ] C R[U~] es de la forma IR[U '] para algiin ideal I C R; especificamente,
J=¢ ' ()RUT.

2) Un ideal I C R es de la forma ¢~'(]) para algin | C R[U™'] si y solamente si los elementos de U no
son divisores de cero en R/1. En otras palabras, si ur € I para algunos u € U, r € R, entonces r € L.
Especificamente, cuando se cumple esta condicion, se tiene

1= ¢~ (IR[U~).
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Demostracién. Consideremos un ideal ] C R[U™!]. Para todo elemento L € | se cumple & = %L ¢ ], asi
quer € p1(]), y luego L = 1.7 € ¢=1(U). Viceversa, todo elemento de ¢! (J)R[U "] es de la forma

donde x € $~(J) y u € U; es decir, ¥ € J. Luego, £ = 1 . X Esto establece la parte 1).

En la parte 2), consideremos un ideal ] C R[U~!] y su preimagen

I::q;‘l(]):{reR‘%e]}.

Supongamos que parau € Uy r € R se cumple ur € I. Esto significa que ¥ € J. Peroluego 1 - & =% € |,

asi quer € I.
Viceversa, asumamos que I C R es un ideal tal que ur € I implica v € I para cualesquiera u € Uy
r € R. Consideremos el ideal correspondiente

e
IR[U ]—{u‘xel,ueu}.
Luego,

¢ L(IR[UY)) = {r €R ’ % para algunos x € I, u € U}

r_
1=
= {r €R ‘ vur = vx para algunos x € I, u,v € U}.

Si vur = vx donde x € I, u,v € U, entonces vur € I, donde vu € U, y por nuestra hipétesis r € I, asi que
¢~ '(IR[U~1]) C I. La otra inclusién I C ¢~ (IR[U~!]) es evidente. |

12.3.4. Comentario. Las biyecciones del resultado anterior preservan las inclusiones: si J; C J, C R[U’l],
entonces ¢~ (J1) € ¢~!(J). De la misma manera si I; C I, C R, entonces [[R[U~'] C LR[UY].

12.3.5. Corolario. Hay una biyeccién entre los ideales primos

SpecR[U '] = {p € SpecR | pN U = @},

q— ¢~ (a),
pRIU™Y] = p.

Demostracion. Para un ideal primo q C Spec R[U~!] su preimagen p := ¢ !(q) es también un ideal pri-
mo, como para cualquier homomorfismo de anillos. La condicién 2) del resultado anterior dice que los
elementos de U no son divisores de cero en el anillo cociente R/p. Pero este cociente es un dominio de
integridad y por lo tanto la condicién nos dice precisamente que p N U = @. Esto verifica que la aplicacién
q+— ¢~ 1(q) esta bien definida.

Sea p C R un ideal primo. Como vimos en 12.3.1, se cumple

RIUY/pRIUY = (R/p)[T ).

Puesto que R/p es un dominio de integridad, para la localizacion (R/p) [Uil} hay dos posibilidades (véase
12.2.4):

a) 0 € U (es decir, pN U # @), y entonces (R/p) [U_l] = 0 (es decir, pR[U™1] = R[U7]);

b) 0 ¢ U (es decir, p N U = @), y entonces (R/p) [Uﬁl] es un dominio de integridad (es decir, pR[U~!] C
R[U~!] es un ideal primo).
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Entonces, la aplicacién p — pR[U~!] también estd bien definida.
La parte 1) de la proposicién anterior nos dice que para cualquier ideal ¢ C R[U~!] se cumple

q=¢ () RU].
La parte 2) nos dice que si para un ideal primo p C R se cumple p N U = &, entonces
p=¢ " (pRUT)).
u

12.3.6. Comentario. El lector que no esté satisfecho con el argumento de arriba siempre puede escribir
su propia demostraciéon usando la definiciéon de ideales primos de 12.1.1, sin considerar los cocientes
RIUTY/pRIUT] y R/¢7(a).

12.3.7. Corolario. Sea p C R un ideal primo. Hay una biyeccion natural

Spec Ry = {q € SpecR | 4 C p},

B¢ (),
qu —iq.

En particular, el anillo Ry, tiene un tinico ideal maximal dado por pRy.

Demostracion. Por la definicién, R, = R[U~!] donde U := R\ p. Entonces, la condicién qNU = @ es
equivalente a q C p. Respecto al ideal maximal, basta notar que q C p implica qR; C pRy. u

12.3.8. Ejemplo. Los ideales primos en Z ;) corresponden a los ideales primos (q) C Z tales que (q) C (p).
Esto implica que

SpecZ,) = {(0), (p)}.

12.3.9. Definicién. Un anillo que tiene un tnico ideal maximal se llama un anillo local.

Acabamos de probar que para cualquier ideal primo p C R la localizacién Ry es un anillo local. Los
anillos locales son mucho més sencillos que los anillos conmutativos en general. Muy a menudo problemas
se resuelven considerando diferentes localizaciones Ry, para p C R.

12.4 Anillos noetherianos

En practica, para especificar un ideal, es conveniente considerar una lista de elementos que lo generan.
En este sentido mucha importancia tienen ideales finitamente generados. Notemos primero que algunas
operaciones con ideales pueden ser expresadas en términos de los generadores.

12.4.1. Observaciéon. Sean I = (x1,...,Xn) Yy ] = (Y1,...,Yn) dos ideales finitamente generados. Entonces, su
suma y producto son también finitamente generados; especificamente

1) I+ ] estd generado por los elementos x1, ..., Xm, Y1, -, Yn
2) 1] estd generado por los productos x;yj dondei =1,..., myj=1,...,n,
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Demostracion. Para la suma, tenemos

I+]= <(x1)+'~~+(xm)> + ((y1)+...+(yn)) = (X o) Xn YLy Y)

y para el producto,

J=()++@) () ++w)= ¥ L &)= Y ().

1<i<m 1<j<n 1<i<m

1<j<n

Aqui hemos usado el hecho de que el producto de dos ideales principales (x) e (y) es el ideal generado
por xy. |

12.4.2. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo sobreyectivo de anillos conmutativos. Si I = (xq,...,x,) C
R es un ideal finitamente generado, entonces f(I) = (f(x1),..., f(xn)) C S es también finitamente generado.

En particular, si R es un anillo conmutativo y I C R es un ideal, entonces para todo ideal finitamente generado
J C R el ideal correspondiente [ /1 C R/ I es también finitamente generado.

Demostracion. Tenemos
I={rx1+ - +rx,|r € R}

y luego
FI) = {f(r) f(x2) -+ fru) f(xn) [ 1 € R} = {51 f(x1) +- - 450 f(xn) [ 5: € S}
= (flx), oo fxn)),
dado que f es un homomorfismo sobreyectivo. |

Resulta que la interseccién de dos ideales finitamente generados no tiene por qué ser un ideal finitamente
generado.

12.4.3. Ejemplo. Consideremos el anillo’
R:=Z+X*Q[X]:={ag+a X*+ - 4a,X" |ag€Z, a1 =0, ay,...,a, € Q} C Q[X].
Sea I el ideal generado por X? y sea | el ideal generado por X°. Los elementos de I son los polinomios
X+ a X +as X0+ +a, X",
donde a, € Zy ay,as,...,a, € Q. Los elementos de | son los polinomios
a3 X7 +a5 X7 +ag X0+ - +ay X",
donde a3 € Z y as, aq,...,a, € Q. Notamos que
IN]=XQ[X]:={a5X° +ag X+ --- +a, X" | a; € Q}.
Este ideal no es finitamente generado en R. En efecto, supongamos que I N ] = (fy,..., fu) para algu-
nos polinomios fi,...,f, € IN]. Escribamos f; = X°g; dgnde gi € Q[X]. Podemos escribir el término

constante de cada uno de estos polinomios como g;(0) = 3 donde a;, b; son niimeros enteros coprimos.

1

“Este ejemplo curioso fue sugerido por un usuario del foro Mathematics Stack Exchange: http://math.stackexchange.com/
questions/295875/
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Consideremos el polinomio g := blﬁ X5. Tenemos ¢ € I N J. Sin embargo, ¢ & (f1,..., f1)- En efecto,
si lo dltimo fuera cierto, tendriamos algunos polinomios h;, ..., h, € R tales que

g§=fili+ -+ fuhn.
Aquigy fi,..., fan son divisibles por X°. Cancelando X° y poniendo X = 0 se obtiene

An

1
”ihl(o)+---+b
n

bi-bpt1 b 1 (0)

donde #;(0) € Z. Esto es imposible, puesto que b; t (b - - - b, +1) paraningtni =1,...,n.

Este ejemplo también demuestra que la preimagen de un ideal finitamente generado no es necesaria-
mente un ideal finitamente generado. En efecto, tenemos el homomorfismo de inclusién R — Q[X] y como
acabamos de ver, el ideal X° Q[X] no es finitamente generado en R. A

Entonces, aunque es comodo trabajar con ideales finitamente generados, en general es facil salir de su
clase. Por esto seria interesante estudiar los anillos donde todos los ideales son finitamente generados.

12.4.4. Definicién. Si en un anillo conmutativo R todo ideal es finitamente generado, se dice que R es
noetheriano.

12.4.5. Ejemplo. En todo cuerpo k los tnicos ideales son (0) y (1) = k, asi que k es noetheriano.
El anillo Z es noetheriano: sus ideales son (n) paran =0,1,2,3,... A

El término “noetheriano” conmemora las contribuciones de la matemdtica alemana EmMMY NOETHER
(1882-1935) que fue una de los fundadores del dlgebra moderna y entre otras cosas reconocié la importan-
cia de anillos noetherianos. He aqui una condicién equivalente.

12.4.6. Observacién. Un anillo R es noetheriano si y solamente si para toda cadena de ideales
hchch<c---CR

se tiene I, = I, 41 para n suficientemente grande.

Demostracion. Supongamos que R es noetheriano y consideremos el ideal I := U,>o I;. Tenemos I =
(x1,...,Xxp) para algunos xi,...,x, € I, pero estos elementos necesariamente pertenecen a I, para algin
n.Luego, Iy = Iy11 = 4o = --- = 1.

Viceversa, supongamos que R no es noetheriano y existe algtin ideal I C R que no es finitamente
generado. Escojamos xg € I. Tenemos I # (xg), asi que se puede escoger x1 € I\ (xp). Luego, I # (xg,x1)
y existe xp € I\ (xp, 1), etcétera. De esta manera se obtiene una cadena

(xo) ,C«_ (x()/xl) g (xo,xl,xz) g oo C R
|

12.4.7. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. El anillo de polinomios R[Xj, ..., X,| puede ser visto como
un subanillo de R[Xq, ..., Xy, X;41]- Tenemos una cadena de anillos

R[X;] C R[X;, Xp] C R[X1,Xp, X3] C - -~
La unién nos da el anillo de polinomios en un ntimero infinito de variables:

S:=R[Xy,Xp,...]:= |J R[X1,..., Xul.

n>1
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En cierto sentido, este anillo es demasiado grande para ser noetheriano: por ejemplo, se tiene una cadena
de ideales
(X1) & (X1, X2) G (X1, X2, X3) & -+ C S

Sin embargo, notamos que S es un dominio de integridad, y entonces S puede ser encajado en su cuerpo
de fracciones K(S). Siendo un cuerpo, K(S) es noetheriano. Esto es un ejemplo tonto que demuestra que
un subanillo de un anillo noetheriano no tiene por qué ser noetheriano. A

12.4.8. Ejemplo. Sea C(R) el anillo de las funciones continuas f: R — R. Paran =0,1,2,3,... considere-
mos

Li:=={f € CR)| f(x) =0parax > n}.

Esto es un ideal en C(R) y se tiene una cadena infinita ascendente
hChChChL - CC(R).

En efecto, es facil encontrar una funcién continua f,;: R — R tal que f, € I, pero f;; & I,_;. Por ejemplo,

basta poner
n—x, x<mn,
fu(x) = {

0, x > n.

y

N

n

Podemos considerar el subanillo C*(R) C C(R) cuyos elementos son las funciones infinitamente dife-
renciables. Las funciones que acabamos de definir no son diferenciables en x = 1, pero se puede tomar

el/(=n)  x <,
gn(x) = 0, x > n.

y

\\ |

n

Es un ejercicio de calculo comprobar que g, es infinitamente diferenciable en todos los puntos. Podemos
tomar

Jni={f € C”(R)| f(x) =0parax >n}=I,NC7(R),
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y luego g1 € Ji \ Ju—1, lo que demuestra que existe una cadena infinita ascendente
JWhGChGhehs - CC(R).

De la misma manera, las funciones holomorfas C — C forman un anillo O(C). Este anillo tampoco es
noetheriano. Podemos considerar los ideales

Li:={fe0(C)]| f(k)=0paratodok=n+1,n+2,...}.

Estos forman una cadena
hChChCh---CO(C).

Para las funciones )
sin 71z

e e NN ) py gy

se tiene f;; € I,41 \ I, (para entender este ejemplo, hay que conocer el anélisis complejo).

f2(z)

La funcion fy(z) i= -8
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Intuitivamente, los anillos C(R), C*(R), O(C) son demasiado grandes para ser noetherianos: hay de-
masiadas funciones continuas, diferenciables, holomorfas. Intuitivamente, todos estos ejemplos se obtienen
del hecho de que este tipo de funciones pueden tener muchos ceros. Las funciones polinomiales no cons-
tantes (en una variable) tienen un numero finito de ceros. Aunque los anillos como C(R), C*(R), O(C)
tienen mucha importancia en andlisis, en dlgebra muy a menudo se trabaja con los anillos de polinomios
k[X3,...,Xy] donde k es un cuerpo, o en general con los anillos cociente k[X3, ..., X,]/I. Resulta que todos
son noetherianos, y asi se establece el siguiente hecho.

12.4.9. Teorema (El teorema de la base de Hilbert). Si R es un anillo noetheriano, entonces el anillo de polino-
mios R[X] es también noetheriano.

12.4.10. Corolario. Si R es un anillo noetheriano, entonces R[Xy, ..., Xy es también un anillo noetheriano.

Demostracion. Podemos usar el teorema de la base junto con la induccién sobre #n y los isomorfismos
R[Xy,..., Xu] = R[Xq,..., Xn-1][Xu]. u

Demostracion de 12.4.9. Consideremos una cadena ascendente de ideales
Ih<ChL CL C--- CRX].
Necesitamos ver que esta se estabiliza; es decir, que existe un indice k tal que Iy = Ii» para todo kK’ > k.

Sea Ii 4 el ideal de los elementos de R que aparecen como los coeficientes mayores de los polinomios
de grado d en I}; especificamente,

Iis = {a € R | existe un polinomio a X? 4 --- € [;} U{0}.

1) Verifiquemos que Ij 4 es un ideal.
Para a,b € I 4 hay que ver que a +b € I; 4. Esto es obviosia =00b =00a+b = 0y podemos
descartar estos casos. Entonces, a,b € I; 4 significa que en I; existen polinomios f = aX? + - y
g=bX?+.- . Luego, f+g=(a+b)X?+--- €I ydeg(f+g) =d (asumiendo que a + b # 0), asi
quea+be i 4.

Para los productos, si f = aX? 4 --- € I, entonces para cualquier elemento ¢ € R el polinomio
cf =caX?+ .- también estd en I. Si ca # 0, entonces deg(cf) = d y ca € I 4. Si ca = 0, tenemos
0€ Ik,

2) Verifiquemos que
Ik,d g Ik’,d’ sik S k’ y d S d/.
Notamos que en nuestra cadena de ideales Iy C I para k < k. Ahorasia € Iy y a # 0, esto
significa que existe un polinomio f = a X%+ - € Iy C Iy. Luego, Xd/’df —aX? ... ely,lo que
demuestra que a € I/ z.

3) Probemos que entre los I ; hay solo un ntimero finito de ideales distintos. En efecto, supongamos lo
contrario. En este caso una familia infinita de ideales distintos corresponde a un subconjunto infinito
de los indices dobles (k,d) € N x IN y entre ellos se puede escoger una cadena infinita’ (k;,d;) con

ko<ki1<ky<---, do<dy<dp<---
De aqui se obtiene una cadena ascendente
Ieodo & Tkydy & Ikpay G-+ CR

pero esto contradice nuestra hip6tesis que R es noetheriano.

“Ejercicio 12.29.
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4) Entonces, hay solo un ntimero finito de ideales distintos Iy 4. Esto significa que existe un indice k tal
que
Ika = letra = lepoa = -+

para todo d.

Supongamos que k" > k. Vamos a probar que [y = Ii. Tenemos una inclusion Iy C Is y hay que ver
que todo elemento de ;s pertenece a I;. Para f € Iy podemos proceder por induccién sobre d = deg f.
Como la base de induccién se puede considerar el caso de d = —oo; es decir, f = 0. Para el paso inductivo,
supongamos que todos los polinomios de Iy; de grado < d pertenecen a I;. Luego, si f =aX? +--- € I,
entonces a € Iy 4. Pero acabamos de ver que Iy = I 4, lo que implica que existe un polinomio g =
aX?4 ... € I. Ahora deg(f —g) < d y por ende f — g € I, por la hipétesis de induccién. Pero en este

caso f = (f—g)+ g € Ik [ ]

Un poco de la historia. En el siglo XIX muchos algebristas se dedicaban a la teoria de invariantes que
trata de encontrar generadores de ciertos ideales en casos particulares. Hilbert probé el teorema de arriba
para deducir la existencia de un nimero finito de generadores en un caso general abstracto. Luego el
matematico alemdn PAUL GORDAN (1837-1912), conocido como el rey de la teoria de invariantes no acepto el
articulo de Hilbert a la revista Mathematische Annalen, diciendo que su argumento estaba poco claro y que
“no era matemadticas, sino teologia”.

12.4.11. Digresién. Si R es un anillo noetheriano, entonces el anillo de series formales R[Xy, ..., X,] es
también noetheriano. Sin embargo, esto se demuestra de otra manera (a saber, R[Xj, ..., X,] es una com-
pletacién del anillo noetheriano R[Xj, ..., X,]; la completacion es otra construccion interesante, pero no la
vamos a definir en este curso).

12.4.12. Proposicién. Si R es un anillo noetheriano, entonces toda localizacién R{U "] es también un anillo noet-
heriano.

Demostracién. Como vimos en §12.3, para todo ideal | C R[U~!] se cumple ] = ¢~ (J) RlU~'] y la corres-
pondencia | — ¢~ 1(]) es inyectiva y preserva inclusiones. Entonces, toda cadena de ideales

JoChChC - CRU™Y
nos da una cadena de ideales

o' Jo) S ) () - CR

que se estabiliza, puesto que R es noetheriano. Pero esto significa que la cadena en R[U '] se estabiliza.
Otro modo de probar el resultado es notar que si todo ideal en R es finitamente generado, entonces
para todo ideal ] C R[U '] se tiene

(P_l(]) =(x1,...,%n),

para algunos x1,...,x; € R, y luego

12.4.13. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Para una coleccién de polinomios f; € k[Xj,..., X,] consideremos el
conjunto de sus ceros comunes en A" (k):

V({fibier) = {x € A"(K) | fi(x) = 0 para todo i € I},
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Este se llama un conjunto algebraico. Luego,

V({fitier) = V(J) := {x € A"(k) | f(x) = 0 para todo f € J},

donde | C k[X3, ..., X,] es el ideal generado por los polinomios f;. El teorema de la base nos dice que | es
necesariamente finitamente generado: | = (g1,...,9m) y luego

V{fitie) = V() = V(g1 gm)-

Esto significa que todo sistema de ecuaciones polinomiales en k[Xj, ..., X, | siempre equivale a un sistema
de un ndmero finito de ecuaciones polinomiales.

Lamentablemente, la prueba del teorema de la base no es constructiva: no sabemos cudles son los
generadores. Para hacer célculos con conjuntos algebraicos, se usan sistemas especiales de generadores,
llamados bases de Grobner. A

12.4.14. Observacion. Sea f: R — S un homomorfismo sobreyectivo. Si R es noetheriano, entonces S es también
noetheriano. De manera equivalente, todo cociente de un anillo noetheriano es noetheriano.

Demostracion. Véase 12.4.2. [ ]

12.4.15. Definiciéon. Sean R un anillo conmutativo y A una R-dlgebra conmutativa; es decir, un anillo A
dotado de un homomorfismo f: R — A. Se dice que A es una R-algebra finitamente generada si existen
elementos xq,...,x, tales que todo elemento de A puede ser expresado como un polinomio en xy,..., X,
con coeficientes en R; es decir, como una suma finita

Yo ry X exm= Y f(riy, ) X)X

il/u-,in >0 i]/"'ril’l >0

El anillo de polinomios R[Xj, ..., X, es una R-dlgebra finitamente generada. En general, las R-dlgebras
finitamente generadas son precisamente los cocientes de estos anillos de polinomios.

12.4.16. Observacién. Una R-dlgebra A es finitamente generada si y solo si existe un homomorfismo sobreyectivo
R[Xy,...,Xu] — A para algiin n; es decir, si y solo si A = R[Xq, ..., Xu]/I para algiin n y algun ideal I.

Demostracion. Por la propiedad universal del dlgebra de polinomios, la asignaciéon X; — x; define un
homomorfismo dnico de R-algebras:

fiR[X1,...,Xa] = A,
Xi — x.

El hecho de que los x; generan a A como una R-algebra significa precisamente que esto es una sobreyeccién.
Luego, por el primer teorema de isomorfia

A=R[Xy,..., X/ ker f.
[

12.4.17. Observacioén. Si R es un anillo noetheriano, entonces toda R-dlgebra finitamente generada A es también
un anillo noetheriano.

Demostracion. Se tiene A = R[X,...,X,]/I donde R[Xq, ..., X,] es noetheriano por el teorema de la base,
y luego todo cociente de un anillo noetheriano es también noetheriano. [ |
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En la geometria algebraica elemental, las propiedades de conjuntos algebraicos X C A" (k) se estudian
a través de las k-édlgebras finitamente generadas k[X7, ..., X,]/I(X), llamadas las 4lgebras de funciones
polinomiales sobre X. Véase [Ful2008] para una introduccién amigable a este tema. La geometria alge-
braica es una drea inmensa de las matemaéticas que ha sido una de las mas influyentes a partir del siglo
XX.

En este capitulo no hemos tocado ni siquiera la punta del iceberg del dlgebra conmutativa. El lector
interesado puede consultar [Sha2001], [Reil995], [AM1969] (un libro de texto clasico) o [Eis2004] (una
enciclopedia de 800 péginas).
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12.5 Ejercicios

Ideales primos y maximales

Ejercicio 12.1. Sea C(IR) el anillo de las funciones continuas f: R — R con operaciones punto por punto. Demues-
tre que para cualquier x € R

my := {funciones continuas f: R - R | f(x) =0}
es un ideal maximal en C(R).
Ejercicio 12.2. Determine si el ideal generado por el polinomio X + 1 es primo o maximal en el anillo
R[X], C[X], z[X], FafX].

Ejercicio 12.3. Sea R un anillo conmutativo y sea p C R un ideal primo. Demuestre que si x" € p para algiin
xc€Ryn=1,23,... entonces x € p.

Ejercicio 12.4. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos conmutativos. Para un ideal primo p C S verifique
directamente que f~'(p) es un ideal primo en R.

Ejercicio 12.5. Sea R un anillo conmutativo y sea p C R un ideal primo.

1) Demuestre que para dos ideales I, ] C R, si I] C p, entonces I Cpo ] Cp.

2) Demuestre que si para un ideal I C R se tiene I C p para algiinn = 1,2,3,..., entonces I C p.
Ejercicio 12.6. Sean R un anillo conmutativo e I C R un ideal.

1) Demuestre que

I[X] := {Zu,« X' € R[X] ‘ a; € I}
i
es un ideal en el anillo de polinomios R[X] y

RIX]/1[X] = (R/1)[X].

2) Demuestre que si p C R es un ideal primo, entonces el ideal p[X] es primo en R[X].

3) Demuestre que sim C R es un ideal maximal, entonces el ideal m[X] no es maximal en R[X].

Ejercicio 12.7. Sea R un anillo conmutativo. Para un subconjunto S C R sea V (S) el conjunto de los ideales primos
que contienen a S:
V(S):={p € SpecR | p D S}.

1) Demuestre que para S; C Sy C R se tiene V(S2) C V(S1).

2) Demuestre que V(S) = V(I) donde I = (S) es el ideal generado por S.
3) Demuestre que V(0) = SpecRy V(1) = @.

4) Demuestre que V(1) UV (]) = V(I]) para ideales I,] C R.

5) Demuestre que (" V(I.) = V(X Ix) para ideales I, C R.
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Ejercicio 12.8. Sean R y S anillos conmutativos. Consideremos el producto R x S con las proyecciones candnicas

T 02

R RxS S

r i (r,8) s

1) Sip C Ry q C S son ideales primos, demuestre que
pxS:=mt(p)={(xs)[xep seS), Rxaq=m (a):={(ry)|reR yea}
son ideales primos en el producto R x S.

2) Demuestre que si B C R X S es un ideal primo, entonces *B es de la forma p X S o R X q como en 1).
Indicacion: para e; := (1g,05) y ex := (Og, 1s) note que e1 e; € B, asi que e; € P o ex € P.

Ensto nos da una biyeccion natural Spec(R x S) = Spec R LI Spec S.

Lema de Zorn

Ejercicio 12.9. Sea R un anillo conmutativo. Sea U C R un subconjunto no vacio tal que 0 ¢ U y si x,y € U,
entonces xy € U.

1) Deduzca del lema de Zorn que existe un ideal p C R que satisface las siguientes propiedades:
s UNp=0Q,
» Sip C I para otro ideal I que satisface U N I = @, entonces I = p.

2) Demuestre que p es un ideal primo.

Indicacidn: basta revisar y entender nuestra prueba de que N(R) = NpcR primo -

Ejercicio 12.10. Sean R un anillo conmutativo no nulo e I C R un ideal propio.

1) Sea R D py D p1 D pp D - -+ D I una cadena descendente de ideales primos que contienen a I. Demuestre que
p 1= ; p; es un ideal primo que contiene a I.

2) Deduzca del lema de Zorn que en R existen ideales primos minimales sobre I; es decir, ideales primos
I Cp C R tales que si q C p para otro ideal primo I C q C R, entonces q = p.

Ejercicio 12.11. Sea R un anillo conmutativo noetheriano. En este ejercicio vamos a probar que para todo ideal propio
nonulo I C R (es decir,  # R, I #0)

*) existen ideales primos p1, ..., pn 7 0 tales que py - - - pp, C 1.

Para llegar a una contradiccion, asumamos que esto es falso y existen ideales propios no nulos que no cumplen la
propiedad (*).

1) Demuestre usando el lema de Zorn que en este caso existe un ideal propio no nulo I que es maximal entre
los ideales que no cumplen la propiedad (*). Demuestre que I no es primo, asi que existen x,y € R tales que
xyclperox&ley &l

2) Demuestre que para los ideales A := 1+ (x) y B := I + (y) se tiene AB C I y son ideales propios no nulos.
3) Demuestre que Ay B cumplen la propiedad (*): se tiene
pro-pmCA -4 CB
para algunos ideales primos p1,...,9m,d1,...,9n C R. Deduzca que p1 -+ -pmqr---qn C L

Concluya que hemos obtenido una contradiccion.
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CAPITULO 12. ANILLOS CONMUTATIVOS 12.5. EJERCICIOS

Localizacion
Ejercicio 12.12. En el cuerpo de las series de Laurent Q((X)), encuentre el elemento inverso de X — X2.

Ejercicio 12.13. Describa los cuerpos de fracciones K(R) para los anillos

R =2z[V—1], Z[V5), Z[1+ \/5].

2

Ejercicio 12.14. Sea R x S un producto de anillos conmutativos no nulos. Consideremos e := (1,0). Demuestre que
(RxS)[e7 '] =R
Sugerencia: nota que

((I(S))) ((ﬁ)) = 8?)) para cualesquierar € Ry s € S.

Ejercicio 12.15. Consideremos el anillo finito R = Z./nZ donde n = pllCl e plgs.

1) Demuestre que los ideales maximales en R son m; = p; Z/nZ parai=1,...,s.

2) Demuestre que R = Ry, X - -+ X Ry,

Sugerencia: demuestre que la aplicacion canonica Z./nZ — Z./ pf"Z satisface la propiedad universal de la localiza-
cion Z/nZ — (Z/nZ)m,.

Ejercicio 12.16. Sean R un anillo conmutativo, U C R un subconjunto multiplicativo y ¢: R — R[U™1] el
homomorfismo canénico de localizacion.

1) Para un ideal primo p C R tal que p " U = @ compruebe directamente que el ideal pR[U~] C R{U™] (es
decir, que pR[U™Y] # R[U Yy L -5 € pRU Y implica L € pR[U ] 0 £ € pR[UL)).

2) Para un ideal primo q C R[U™Y] compruebe directamente que ¢~ (q) N U = @ (use la definicién original de
ideales primos).

Ejercicio 12.17. He aqui una generalizacién de las ideas que hemos ocupado para caracterizar los ideales en R[U~1].
Para un homomorfismo de anillos f: R — S e ideales I C R, ] C S definamos

If:=f(I)SCS, J:=f1J)CR

(el ideal I° se llama la extension de 1 y el ideal |° se llama la contraccion de |). Verifique las siguientes propiedades
de estas operaciones:

1) Si Iy C I, entonces I C I5.

2) Si J1 C Jo, entonces J{ C J5.

3) (hNR) =JNJs

4) I C I*, ] D J. Encuentre ejemplos cuando las inclusiones son estrictas.
5) J¢=Jeee, If = Ieee.

Ejercicio 12.18. Sea n = plfl e p’;s, Describa los ideales primos en el anillo

z[ﬂ = {% ‘a €z, k:0,1,2,3,...}.

Ejercicio 12.19. Sea R un anillo conmutativo y U C R un subconjunto multiplicativo.
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12.5. EJERCICIOS CAPITULO 12. ANILLOS CONMUTATIVOS

1) Para un ideal I C R y un elemento x € R verifique que (I : x) := {r € R | xr € I} es un ideal en R.

2) Demuestre que hay una biyeccion entre los ideales en la localizacion R[U~] y los ideales en R tales que
(I:u) =1paratodou € U.

Ejercicio 12.20. Sea R un anillo conmutativo. Denotemos por
N(R):={x € R | x" =0paraalginn =1,2,3,...}
el nilradical. Demuestre que para todo subconjunto multiplicativo U C R se tiene
N(R[U™Y)) = N(R)R[U™Y].
Ejercicio 12.21. Sean R un anillo conmutativo y x € R algiin elemento no nulo.
1) Demuestre que Ann(x) := {r € R | rx = 0} es un ideal propio en R.

2) Demuestre que existe un ideal maximal m C R tal que § # % en la localizacion Ruy,.

Anillos locales

Ejercicio 12.22. Sea R un anillo local y sea wm su tinico ideal maximal. Demuestre que para cualquier x € R se
cumple x € R* 01 —x € R*.

Ejercicio 12.23. Demuestre que un anillo es local si y solo si todos los elementos no invertibles en R forman un ideal.
Ejercicio 12.24. Sea k un cuerpo.
1) Demuestre que el anillo de series formales k[X] es local y su ideal maximal es (X).

Indicacion: véase el ejercicio anterior.

2) Demuestre que si R es un anillo local con ideal maximal m, entonces R[X] es también local con ideal maximal
m+ (X).

3) Use la parte anterior para probar que k[ Xy, ..., X,] es local y su ideal maximal es (X1, ..., Xy).

Ejercicio 12.25. Demuestre que si R es un anillo local, entonces el cociente R/ I por cualquier ideal I C R es también
un anillo local.

Ejercicio 12.26.
1) Demuestre que para cualquier cuerpo k el anillo de polinomios k[X] no es local.

2) Demuestre que el anillo de series de potencias Z[X]| no es local.

Anillos noetherianos

Ejercicio 12.27. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y U C R un subconjunto multiplicativo. Demuestre que
la localizacién R[U~1] es también un anillo noetheriano.

Ejercicio 12.28. Se dice que un anillo es artiniano’ si toda cadena descendente de ideales
Roh2h2o2L O
se estabiliza. Note que Z. es un anillo noetheriano, pero no es artiniano.

Ejercicio 12.29. Sea X un subconjunto infinito de IN x IN. Demuestre que en X hay un subconjunto infinito de
pares (ky,dy) para ¢ =0,1,2,3,... tal que

ko <ki<ky<-or, dg<di<dp<---

"EMIL ARTIN (1898-1962), algebrista y tedrico de nimeros aleman.
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