Capitulo 14
Cuerpos

En este capitulo vamos a estudiar algunas propiedades especiales de los cuerpos.

Primero revisemos un par de resultados que ya hemos visto de alguna manera en el capitulo 11.
Para un cuerpo K consideremos el homomorfismo canénico ¢: Z — K.

= Si ¢ es inyectivo, se dice que K tiene caracteristica 0. En este caso K contiene un subanillo im ¢ que
es isomorfo a Z. Siendo un cuerpo, K también debe contener todos los inversos de los elementos no
nulos de im ¢, asi que K contiene un subcuerpo isomorfo a Q.

» Si ¢ no es inyectivo, entonces im ¢ = Z/nZ. Dado que K no tiene divisores de cero, el nimero n = p
es necesariamente primo. En este caso se dice que K tiene caracteristica p. Notamos que Z/nZ = FF,
es un cuerpo.

Podemos resumir que la caracteristica de K corresponde al subcuerpo minimo de K. Si este es isomorfo
a Q, entonces la caracteristica es 0; si es isomorfo a ]Fp, entonces la caracteristica es p.

14.0.1. Ejemplo. Los cuerpos

tienen caracteristica 0. Los cuerpos IFj y IF,(X) tienen caracteristica p. A

Recordemos también que un cuerpo K tiene como sus ideales solamente (0) y K. Esto implica que todos
los homomorfismos de cuerpos son inyectivos.

14.0.2. Observacion. Sea ¢: K — R un homomorfismo donde K es un cuerpo y R es un anillo no nulo. Entonces,
¢ es inyectivo.

Demostracién. Elntcleo de ¢ es un ideal en K. Puesto que R # 0, tenemos ¢(1) = 1 # 0, asi que ker ¢ # K.
Luego, ker ¢ = (0). [ |

*Segl’m nuestra convencién, un homomorfismo de anillos preserva la identidad 1.
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14.1 Extensiones de cuerpos

14.1.1. Definicién. Si L es un cuerpo y K C L es un subcuerpo (un subanillo que es también un cuerpo),
se dice que L es una extensi6én de K y se escribe “L/K”" o se dibuja el diagrama

L
|
K
El lector puede comprobar que en la situacion de arriba L satisface los axiomas de espacio vectorial
sobre K.

14.1.2. Definicién. La dimensién de L como un espacio vectorial sobre K se llama el grado de la extensién
y se denota por
[L:K]:=dimgL.

Si el grado es finito, se dice que L/K es una extensién finita. Cuando el grado no es finito, a veces se suele
escribir “[L : K] = o0”.

14.1.3. Ejemplo. Los ntimeros complejos C es una extension de grado 2 de los ntimeros reales R. Los
nimeros 1 y v/—1 forman una base de C sobre R. A

14.1.4. Ejemplo. Los nimeros reales R forman una extensién infinita de los nimeros racionales Q. En
efecto, para toda extensién finita K/Q se tiene un isomorfismo K = Q" de espacios vectoriales sobre Q,
donde n = [K : Q]. Luego, Q" es numerable, puesto que Q lo es. Sin embargo, R no es numerable. De
hecho, todo espacio vectorial sobre Q de dimensién numerable es un conjunto numerable, asi que este
argumento nos dice que la dimensién de R sobre Q no es numerable.

Sin analizar las cardinalidades, se puede encontrar un subconjunto infinito de R que es linealmente
independiente sobre Q. Consideremos los nimeros log p donde p = 2,3,5,7,11, ... son primos. Si tenemos

a; logp1 +---+a, logp, =0

para diferentes primos p1,...,ps y algunos a1, ...,a, € Q, entonces podemos primero cancelar los deno-
minadores y asumir que ay,...,a, € Z. Luego,

P =1,

lo que implicaay = --- =a, = 0. A
14.1.5. Ejemplo. Si K/FF, es una extensién de grado n del cuerpo finito IF,, entonces |K| = p". En el
siguiente capitulo vamos a describir todas las extensiones finitas de [F,. A

14.1.6. Proposicion. Para una cadena de cuerpos F C K C L se tiene
[L:F]=[L:K]-[K:F].
Especificamente,

1) si[L:K] < ooy [K:F] < oo, entonces [L:F|]=[L:K]-[K:F|;ademds, [L : F] = oo si y solo si se cumple
[L:K]=000[K:F] =00

2) siway,..., 0 € Kesuna base de K sobre F y B1,...,Bn € L es una base de L sobre K, entonces los productos
;B forman una base de L sobre F.

*Cuidado: es solamente una notacién estdndar que no significa ningtin tipo de cociente.
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L Bi,.-.,Bxu
[L:K]:n‘

K a1,...,0m
[K:F}:m‘

F

Demostracion. Todo elemento de L puede ser escrito como

x= ) bip;

1<j<n

para algunos by, ..., b, € K. Luego, los coeficientes b]- pueden ser expresados como

b= ), aju

1<i<m

para algunos 4;; € F. Luego,
x= ), ), ajeipj
1<j<n 1<i<m

lo que significa que los productos «;f; generan a L como un espacio vectorial sobre F. Para ver que esto es
una base, hay que ver que los elementos «;f; son linealmente independientes. Si la combinacion lineal de
arriba es igual a 0, entonces se tiene )<<, bj fj = 0, de donde b; = 0 para todo j por la independencia
lineal de los B;. Pero la independencia lineal de los «; implica entonces que 4;; = 0 para todo i.

Notamos que si [K : F] = oo, entonces existe un numero infinito de elementos a € K linealmente
independientes sobre F. En particular, « € L y esto significa que [L : F] = oco. De la misma manera, si
[L : K] = oo, entonces existe un numero infinito de elementos f € L que son linealmente independientes

sobre K. En particular, son linealmente independientes sobre F y [L : F] = oo. En fin, si [L : F] = oo,
entonces [L : K] = o o [K : F] = co. En efecto, el argumento de arriba nos dice que [L : K] < ooy
[K : F] < oo implica [L : F] < oo. |

En préctica muchas extensiones se obtienen “afiadiendo” al cuerpo de base K una raiz de algtin poli-
nomio irreducible f € K[X]. Por ejemplo, C es el resultado de afadir a R una raiz del polinomio X? + 1
que es irreducible en R[X]. En general, se tiene el siguiente resultado.

14.1.7. Teorema. Sea K un cuerpoy f € K[X] un polinomio irreducible de grado n. Entonces,
1) el anillo cociente L := K[X]/(f) es un cuerpo;

2) el homomorfismo candnico ¢: K — K[X] — K[X]/(f) es inyectivo e identifica a K con un subcuerpo de L y
entonces a K[X| con un subanillo de L[X|;

3) sia := X mod f € L es la imagen de la variable X en el cociente, entonces [L : K] = n y los elementos
1,a,a2,..., w”’lforman una base de L sobre K; en particular,

L={ay+aa+- - +a,_1a" ' |agay,...,a,1 €K}
4) considerando a f como un elemento de L[X], se tiene f(a) = 0.

Demostracion. Como sabemos, K[X] es un dominio de ideales principales, y entonces si f es irreducible, el
ideal (f) C K[X] es maximal (si f es irreducible, entonces f es primo, asi que el ideal (f) es primo, y luego
todo ideal primo no nulo en K[X] es maximal). Esto significa que K[X]/(f) es un cuerpo.
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Ahora ¢: K — K[X] — K[X]/(f) es un homomorfismo de cuerpos y por ende es inyectivo.
Todo elemento de K[X]/(f) puede ser representado por algin polinomio g € K[X] considerado médulo
f. La divisi6én con resto en K[X] nos permite escribir

g=qf+r, degr<degf,

asi que ¢ = r (mdd f). Esto significa que los elementos del cociente K[X]/(f) se representan por polino-
mios
g:ao+a1X+~~~—|—an,1X”_1

para algunos ag, a1, ...,a,—1 € K. La reduccién de g médulo f nos da

_ —_— —n—1
T=ag+m X+ +a, 1 X T =ag+a X+ +a,_1 X
—ay4+aa+--+a,_1a" el

Entonces, 1,a,a2,..., a"" 1 generan a L como un espacio vectorial sobre K y solo falta ver que son lineal-
mente independientes. Si tenemos

Ao+ a4 +a,_ 12" =0,
esto significa que el polinomio
g=ap+a X+---+a,_ 1 X" €K[X]

se reduce a 0 médulo f; es decir, f | g. Pero todos los multiplos no nulos de f tienen grado > n, mientras
que deg g < n —1, asi que necesariamente g =0y ay=a; =---=a,_1 =0.
De la construccion estd claro que f(a) = 0. [

14.1.8. Ejemplo. Sea d un ntimero entero libre de cuadrados diferente de 1. El polinomio X? — d es irredu-
cible en Q[X] (por ejemplo, porque sus raices son irracionales para d > 1 o imaginarias para d < 0). Por
el resultado de arriba, el anillo cociente K := Q[X]/(X? — d) es un cuerpo y [K : Q] = 2. Denotando la
imagen de X en el cociente por a € K, se tiene

K={a+ba|abeQ}.
La adicién evidentemente viene dada por
(a1 + b))+ (ap + bra) = (a1 +az) + (b1 + b) a.
Para la multiplicacién, hay que notar que en K se cumple la relacién a? = d:
(a1 4 b1 ) - (ay +bya) = ayay + (a1by + aghy) & + biby o = (ayay + d by by) + (a1by + asby) a.
Para invertir un elemento a + ba # 0, se puede primero notar que
(a+ba)(a—ba)=a>—b*a® =a>—b*d,
y puesto que d es libre de cuadrados, este es un ntimero racional no nulo. Luego,

a b

71_
(a+bw) = w2 pa®
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14.1.9. Ejemplo. El polinomio ciclotémico @, es irreducible en Q[X] y tiene grado ¢(#n), asi que el cuerpo
K := Q[X]/(Py) es una extension de grado ¢(n) de Q. A

14.1.10. Ejemplo. El polinomio X> — 2 es irreducible en Q[X], por ejemplo, gracias al criterio de Eisenstein
para p = 2. El cociente K := Q[X]/ (X3 — 2) es una extensién de grado 3 de Q; tenemos

K={a+ba+ca®|ab,ccQ},

donde como siempre, « denota la imagen de X en el cociente. La multiplicacién de los elementos se sigue
de la relacién a® = 2, pero la férmula general no es muy instructiva:

(a1 + by +c1a?) (a2 + b+ cp %)

= ayay + (a1by + aohy) & + (ayco + agey + biby) a® + (bicy + bycy ) & +c1
= ayay + 2 (bicy + bacy) + (a1by + aghy 4+ 2c1 ¢p) & + (aq1cp + axcq + biby) a2
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A
14.1.11. Ejemplo. El polinomio X? + X + 1 es irreducible en FF,[X]. Consideremos el cociente
K:=TF[X]/(X* + X +1).
Denotando por « la imagen de X, se ve que
K={01,aa+1}.
Tenemos [K : Fp] = 2 y los elementos 1 y « forman una base de K sobre FF;. Las tablas de adicion y

multiplicacién correspondientes son

+ [0 1 a1 x |0 1 a a+l
0 0 0 0 0 0 0 1 o a+1
1 0 1 o a+1 1 1 0 a+1 o
o 0 o a+1 1 o o a+1 0 1
a+1 10 a+1 1 o a+1 | a+1 o 1 0

De la misma manera se obtienen todos los cuerpos finitos. Si K es un cuerpo finito, entonces necesaria-
mente char K = p para algtin primo p, lo que significa que K es una extensién finita de IF,. Resulta que IF),
tiene una sola extensién de grado n salvo isomorfismo que se obtiene como F,[X]/(f), donde f € FF,[X]
es un polinomio irreducible de grado n. La existencia de este f es algo que vamos a probar en el siguiente
capitulo. A

Hemos visto como afiadir a un cuerpo K una raiz de un polinomio irreducible f € K[X] de manera for-
mal: hay que pasar al cociente K[X]/(f). En muchos casos estas raices ya estan en una extension especifica
de K y pueden ser afiadidas en el siguiente sentido.

14.1.12. Definicién. Para una extension de cuerpos L/K y elementos &1, a2, ... € L el subcuerpo minimo
de L que contiene a a1, ay,... y todos los elementos de K se llama el subcuerpo generado por «aq,4y, ...
sobre K y se denota por
K(ay,ap,...) = ﬂ K.
KCK'CL
«q,0p,...€K’

Las extensiones de la forma K(«)/K para un solo elemento a« € L se llaman las extensiones simples de K.
En este caso « se llama un elemento primitivo de K(«).

En general, las extensiones de la forma K(a1,...,a,)/K se llaman las extensiones finitamente genera-
das de K.
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14.1.13. Ejemplo. Para un entero libre de cuadrados d # 1 consideremos v/d € C (si d > 1, entonces
Vid e R). Tenemos entonces

Q(Vd)={a+bVd|abeQ}.

En efecto, la parte derecha esta contenida en Q(1/d). Se ve facilmente que es un subanillo de C, y de hecho,
es un subcuerpo: para (a,b) # (0,0) se tiene

1 a—bvd a b
Trbva - aar —@—ar e Ve Q)

(note que a® # db?, puesto que d es libre de cuadrados). A

Toda extension finita K/Q es simple: es de la forma Q(«) para algiun a € C, pero lo veremos mas ade-
lante, después de desarrollar la teoria general adecuada. Por el momento, podemos ver algunos ejemplos
sencillos.

14.1.14. Ejemplo. Consideremos el cuerpo Q(\ﬁ, \/fg) Denotemos
a =2+ V3.
Obviamente, tenemos Q(a) C Q(v/2,v/3). Luego, calculamos que
0> =5+2v6, «>=11V2+9V3, a*=49+20V6,

de donde . .
V2= 5 (a®—9a), V3= ~5 (e —11a),

asf que Q(v/2,/3) C Q(«) y podemos concluir que
Q(V2,v3) = Q(V2+V3).

A
14.1.15. Ejemplo. Consideremos los elementos
3= eV 13 = I +2 _3, V2, a:=(03+ V2.
Tenemos
2=(0—03)° =a’+3a35 30’03 — (5.
Dado que Cg’ =1y g% = —1 — {3, esto nos da la ecuacién
3=a®-3a—3a(1+a)ls,
de donde se puede expresar
a3 —3a—3
3= F—="F
3a(1+a)
asi que {3 € Q(a), y luego v/2 = a — {3 € Q(a). Podemos concluir que
Q(G3, V2) = QG5 + V2).
A
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14.1.16. Comentario. Los tltimos dos ejemplos fueron escogidos para facilitar los cdlculos. Aunque maés
adelante vamos a probar que para cualquier extension finita Q(«, ) /Q se tiene Q(«, B) = Q(vy) para algun
nimero 7, en general este no tiene por qué ser la suma de a y 8.

14.1.17. Observacion. Sea L/K una extensién de cuerpos. Para o, p € L se tiene K(a, B) = (K(a))(B).

Demostracion. Tenemos K C K(a,B) y « € K(a,p), asi que K(a) € K(a,8) por la minimalidad de K(«).
Ademds, B € K(a, B) y por ende (K(a))(B) C K(oc B).

De la misma manera, K C (K(a))(B) y a,f € (K(a))(B), asi que K(«, ) C (K(a))(B) por la minimali-
dad de K(«, B). [ |

Por induccién se sigue que toda extension finitamente generada K(ay,...,a,) se obtiene como una
sucesion de extensiones simples:

Ky =Ky 1(ay) = K(ag,...,an)
\
Ky1:=Ky2(ay-1) = K(ag,...,a,-1)
\
|
Ky := Kq(a2) = K(a,az)
\
Ky = K(a)
X

(En este caso también se dice que K C K; C K; C - - C K;; es una torre de extensiones.)

14.2 Extensiones algebraicas

14.2.1. Definicién. Para una extension L/K se dice que un elemento « € L es algebraico sobre Ksi f(x) =0
para algun polinomio no nulo f € K[X]. Cuando « no es algebraico, se dice que es trascendente sobre K.
Se dice que L/K es una extension algebraica si todo elemento de L es algebraico sobre K.

14.2.2. Ejemplo. Los nimeros V2 € Ry ¢, = 2V =1/n ¢ C son algebraicos sobre Q: son raices de los
polinomios X" — 2 y X" — 1 respectivamente. A

14.2.3. Ejemplo. Los ntimeros e = 2,718281828... y mw = 3,1415926... son trascendentes sobre Q; es un
resultado cldsico pero muy dificil. Es mucho maés facil (jpero tampoco es trivial!) probar que e, 7 ¢ Q. A

14.2.4. Observacién. Para una cadena de extensiones F C K C L, si &« € L es algebraico sobre F, entonces es
algebraico sobre K.

Demostracion. Si f(x) = 0 para algtun polinomio no nulo f € F[X], en particular f € K[X]. |

14.2.5. Observacién. Toda extension finita es algebraica.
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Demostracion. Si L/K es una extensién finita de grado n, entonces para cualquier « € L los elemen-
tos 1,a,a2,...,a" son necesariamente linealmente independientes, asi que existen algunos coeficientes
a9, 41,4z, ..,4, € K, no todos nulos, tales que

ag+aia+ara®+ - +a,a" =0.
Esto significa que « es una raiz de un polinomio no nulo
f=a+a X+aX*+ - +a, X" € K[X].
n

Hay extensiones algebraicas infinitas, pero las veremos un poco més adelante. Voy a mencionar un par
de extensiones que no son algebraicas.

14.2.6. Ejemplo. Para un cuerpo K la extension K(T)/K, donde

k(= {L|r.gexm g #0)

es el cuerpo de las funciones racionales, no es algebraica. Por ejemplo, para cualesquiera ag, a1, 4z, ...,y
el elemento
ao+ay T+ap T+ +a, T" € K(T)

esnulo siysolosiay=a; =ay =---=a, =0, lo que significa que T no es algebraico sobre K. A

14.2.7. Ejemplo. La extensiéon R/Q no es algebraica. Esto puede ser probado sin construir ningtin ndmero
trascendente especifico. En efecto, todo elemento algebraico « € R es una raiz de algtin polinomio no nulo
f € Q[X]. El cuerpo Q es numerable, luego el anillo Q[X] es numerable, y el conjunto de las raices de
estos polinomios es también numerable (todo polinomio racional de grado # tiene a lo sumo # raices). Sin
embargo, R no es numerable. Se sigue que hay elementos de IR que no son algebraicos sobre Q. A

14.2.8. Teorema (El polinomio minimo). Sean L/K una extension de cuerpos y « € L un elemento.
1) « es algebraico sobre K si y solamente si el homomorfismo de evaluacion
evy: K[X] — K(a), f+— f(a)
tiene niicleo no trivial.

2) En este caso kerev, = (my ), donde myx € K[X] es un polinomio ménico irreducible definido de modo
tinico; a saber, m, x es el polinomio monico de grado minimo posible que tiene a como su raiz.

3) Hay un isomorfismo natural K[X]|/(m, ) = K(a).

4) Un polinomio f € K[X] tiene al elemento o como su raiz si y solamente si myx | f. Si f es irreducible,
entonces K[X]|/(f) = K(a).

5) Tenemos [K(«) : K] = deg m, .

Demostracién. Puesto que K[X] es un dominio de ideales principales, se tiene necesariamente kerev, = (f)
para algun polinomio f € K[X]. Si f = 0, entonces « es trascendente. Si f # 0, entonces de nuestra prueba
de que todo dominio euclidiano es un dominio de ideales principales (véase el capitulo anterior) se sigue
que f se un polinomio de minimo grado posible tal que f(a) = 0.
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Notamos que tal f es necesariamente irreducible: si f = ¢h para algunos g, € K[X] de grado menor
que f, entonces g(a) h(a) = f(x) = 0 implica que g(a) = 0 0 h(a) = 0, pero f es un polinomio de minimo
grado posible que tiene a & como su raiz.

Ahora si f1 y f, son dos polinomios que cumplen (f;) = (f2) = kerev,, entonces f; ~ fo, asi que
f2 = ¢ f1 para alguna constante ¢ € K*. Esto significa que la condicién de que f sea ménico lo define de
modo tnico. Denotemos este polinomio ménico por 11, .

Dado que m, k es irreducible, el ideal (m, k) es primo. El anillo K[X] es un dominio de ideales prin-
cipales y todo ideal primo no nulo en K[X] es maximal. Esto implica que K[X]/(m,x) es un cuerpo. El
primer teorema de isomorfia nos da entonces un isomorfismo de cuerpos

K[X]/(myx) = imevy.
Calculemos im ev,. Primero,
imevy, = {a,a" +a,_1a" '+ +aya+ag|a; €K} CKa).

Evaluando los polinomios constantes, se ve que K C imev,. Ademds, & € imev,. Se sigue que imev, =
K(«), puesto que im ev, es un cuerpo que contiene a K y « e imev, estd contenido en K(«). Entonces,

K[X]/(mzx,K) = K(‘X)

Ahora f(a) = 0 si y solamente si f € kerev, = (m, ), lo que significa que m,x | f. Si f es también
irreducible como m, g, entonces f ~ m, k; es decir (f) = (myx) y

K[X]/(f) = K[X]/ (ma k) = K(a).
En fin, hemos visto en 14.1.7 que el cuerpo K[X]/(m, k) tiene grado deg m, x sobre K. |

14.2.9. Definicién. Para una extensiéon L/K y un elemento a € L algebraico sobre K, el polinomio ménico
myx € K[X] de minimo grado posible tal que m, x se llama el polinomio minimo de « sobre K. Como
acabamos de notar, m, x es necesariamente irreducible. El nimero

degy (a) := [K(«) : K] = deg my
se llama el grado de « sobre K.

14.2.10. Observacion. Si L/K es una extension finita, entonces para todo a € L el grado deg () divide al grado
[L:K].

Demostracion. Tenemos [L : K] = [L: K(a)] - [K(a) : K]. |

14.2.11. Observacién. Sea F C K C L una cadena de extensiones y « € L un elemento algebraico sobre F.
Entonces, en el anillo de polinomios K[X] se cumple

My K | My, F.

En particular,
[K(@) : K] = degy () < degg(a) = [F() : F].

Demostracion. Tenemos m, p(a) = 0. Puesto que m, r € F[X] C K[X], se cumple m, g | 1, F. [ |

Antes de volver a los resultados generales sobre los elementos algebraicos, veamos algunos ejemplos
de polinomios minimos.

14.2.12. Ejemplo (Trivial). Para una extensiéon L/K, si « € K, entonces m, x = X — «. A
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14.2.13. Ejemplo. Para /-1 € C el polinomio minimo sobre Q es m ;o = X? 4 1. Tenemos Q(v/—1) =
Q[X]/ (X% +1). De la misma manera, m 4R = X?2+1yC=R(V/-1) 2 R[X]/(X?>+1). A

14.2.14. Ejemplo. Sea d # 1 un entero libre de cuadrados. Para v/d € C el polinomio minimo sobre Q es
X2 — d. En efecto, este polinomio tiene a d como su raiz y su grado es igual a [Q(v/d) : Q] = 2. Tenemos

Q(Vd) = Q[X]/(X* — d). A

14.2.15. Ejemplo. Consideremos el ntimero

(14.1) 0= ™V 1/3 = _1% V3 e

Aunque tenemos 3 —1 = 0, el polinomio X® — 1 1o es el polinomio minimo de {3 sobre Q: se tiene
X3—1=(X-1)(X*+X+1),donde f = X2+ X + 1 es un polinomio irreducible (por ejemplo, porque
f € F[X] es irreducible o porque f(X +1) = X®+ 3X + 3 es irreducible por el criterio de Eisenstein) y
f(Z3) = 0. Entonces,

H’IgS/Q = X2 + X+1.

Notamos que

Q(%s) = Q(v-3)
—de la ecuacion (14.1) se ve que {3 € Q(v/—3) y vV—3 € Q({3). A
Para una generalizacion de este ejemplo, véase §14.4.

14.2.16. Ejemplo. El polinomio X3 — 2 es irreducible en Q[X] y tiene tres raices en C:

m= Vi 0= VIV i, - BTV g g

donde a; es real y ay y a3 son nimeros complejos conjugados. El teorema 14.2.8 nos dice que hay isomor-
fismos de cuerpos

Q[X]/(X* —2) 2 Q(m) = Q(a2) = Q(ag).

Sin embargo, Q(a1) C R, mientras que Q(az),Q(a3) ¢ R, asi que hay cierta diferencia entre Q(a7) y
Q(az),Q(a3) que no puede ser expresada en términos de isomorfismos de cuerpos abstractos. A

14.2.17. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 14.1.14. Para el cuerpo

Q(V2,V3) =Q(v2+V3)

hemos calculado las potencias de «a := V2 +/3:

a2 =5+42v6, a®=11v2+9v3, a*=49+206.

Se ve que
ot —10a°+1=0,

asf que a es una raiz del polinomio f = X* — 10 X2 + 1. El polinomio minimo 1, g necesariamente divide
a f, lo que implica que

Luego, tenemos

donde [Q(v/2) : Q] = 2, asi que [Q(a) : Q] =20 4.

10
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Ahora si [Q(«) : Q] = 2, entonces [Q(«) : Q(v/2)] = 1y Q(a) = Q(+/2). Sin embargo, esto es imposible:
V3 e Q(a), pero V3¢ Q(\/ﬁ) En efecto, si V3 € Q(ﬁ), entonces /3 =a+ b2 para algunos a,b € Q,
pero en este caso 3 = a? +2ab /2 +2b, 1o que demostraria que V2 € Q.

Podemos concluir que [Q(«x) : Q] =4, myq = fy

Q(V2+V3) = Q[X]/(X*—10X2+1).

Notamos que sin estas consideraciones, no es obvio por qué f = X* — 10 X? + 1 es un polinomio irreducible
en Q[X]. A
* * *

He aqui una caracterizacién de los elementos algebraicos.

14.2.18. Observacion. Para una extension L/K un elemento a € L es algebraico sobre K si y solo si degy () :=
[K(a) : K] < oo.

Demostracion. Ya hemos visto que si a es algebraico, entonces existe un polinomio minimo y [K(«) : K| =
degm, x < 0. Viceversa, si [K(a) : K| < oo, entonces la extension K(a)/K es algebraica, como notamos en
14.2.5. |

14.2.19. Observacién. Sea L/K una extension de cuerpos y «, € L elementos de grado finito sobre K. Entonces,

[K(a, B) : K] < degy(«) - degy ().

Demostracion. Consideremos las extensiones

/\

K(a (B)
degx\ /%(

La desigualdad de 14.2.11 aplicada a las extensiones K C K(a) C K(a, 8) y B € K(«, B) nos da

[(K(a))(B) : K(a)] < [K(B) : K],
de donde
[K(a, B) : K] = [(K(a))(B) : K(a)] - [K(a) : K] < [K(B) : K] - [K(a) : K].

Por induccién se sigue que en general,

[K(aq,...,a0) : K] < degy(aq) - - - degg(an).

14.2.20. Comentario. Puede suceder que el grado [K(a,8) : K] es estrictamente menor que el producto
degy («) - degy (B). Para un contraejemplo trivial, considere &« = B.

14.2.21. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 14.1.15. Hemos visto que

Q(g3,V2) = Q(g3 + V2).

Tenemos
[Q(G3 + V/2) : Q] < degq((3) - deg(V2) =2:3 =6.
Pero el grado [Q({3 + v/2) : Q] tiene que ser divisible por 2 y 3, asi que es exactamente 6. A

11



14.2. EXTENSIONES ALGEBRAICAS CAPITULO 14. CUERPOS

Tenemos la siguiente caracterizacién de extensiones finitas.

14.2.22. Proposicién. Una extensién L/K es finita si y solo si L = K(aq,...,a,), donde ay,...,a, € K es un
miimero finito de elementos algebraicos sobre K.

Demostracion. Si L/K es una extension finita de grado n, sea a1, ..., &, una base de L sobre K. Tenemos
degy (a;) < n, asi que ay,...,a, son algebraicos. Estd claro que L = K(ay,...,ay).
Viceversa, si L = K(ay,...,a,) donde aq, ..., &, son algebraicos sobre K, entonces

[L: K] < degg(aj)---degg(an),
asi que la extension es finita. |

14.2.23. Proposicién. Para una extension de cuerpos L/K sean w, B € L elementos algebraicos sobre K. Entonces,
ax B, ap, a/B (donde B # 0) son también algebraicos sobre K.

Demostracion. Si w y B son algebraicos sobre K, entonces la extension K(a, B) /K es finita. Luego, tenemos

K(a, B)

) K(ap)
\ K

asi que K(a £ B), K(aB), K(a/B) son también extensiones finitas de K. Toda extension finita es algebraica,
lo que implica en particular que los ndmeros « &+ B, a3, «/ B son algebraicos sobre K. |

Katp K(a/B)

14.2.24. Comentario. Si & y B son algebraicos, aunque la prueba de arriba nos dice que & &= 5, a8, a/ son
también algebraicos, esta no revela como obtener los polinomios minimos de « £ 8, a8, &/ a partir de los
polinomios minimos m, k y mg k. Veremos esto més adelante.

14.2.25. Corolario. Para una extensién de cuerpos L/ K los elementos de L que son algebraicos sobre K forman un
subcuerpo de L.

Terminemos por un ejemplo de extensiones algebraicas infinitas.

14.2.26. Ejemplo. Segun 14.2.25, todos los nimeros complejos que son algebraicos sobre Q forman un
cuerpo. Denotémoslo por Q. Notamos que ¥/2 € Q y

degQ(\"ﬁ) =n.

Esto implica que la extension Q/Q es infinita. En efecto, si [L : K] < oo, entonces degy (a) | [L : K] para
todo & € L. En nuestro caso, la existencia de elementos « € Q de grado arbitrariamente grande nos permite
concluir que [Q : Q] = co.

Puesto que /2 € R, esto demuestra que el cuerpo Q NR es una extensién algebraica infinita de Q.

De hecho, lo que probamos es que la extension

Q(V2,v2,v2,v2,...)/Q

es infinita. Tenemos un cuerpo generado por elementos algebraicos sobre Q, pero el nimero de estos
generadores es infinito. A

12
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14.3 Extensiones de grado 2

Sea K un cuerpo y sea L/K una extensién de grado 2. Para un elemento « € L tal que & ¢ K tenemos
necesariamente 1 < [K(«) : K] < [L: K] =2, asi que L = K(a) y el polinomio minimo de « es de grado 2:

My K = X>+bX—c
para algunos b, ¢ € K. Hay dos casos diferentes.

1) Si b =0, entonces se trata de la extension

2) Si b # 0, podemos hacer un cambio de variables

K[Y] = K[X],
Y — X/,

1
Y24+Y —c/b? ﬁ(x%rbX—c)
que nos da un isomorfismo
KIX]/(X2+bX —c) 2 K[Y]/(Y>+Y — ') 2 K(B)

donde ¢’ := ¢/b* € Ky B denota la imagen de Y en el cociente. Notamos que en este caso p* ¢ K,
puesto que B = ¢’ — p* ¢ K.

Cuando char K # 2, el caso 2) siempre se reduce al caso 1): se puede hacer un cambio de variables
(“completar el cuadrado”)

2 § b\* b 2
Yo—c———= | X+ 3 —C—Z:X +bX—g

asi que
K[Y]/(Y? —¢") 2 K[X]/ (X2 +bX —¢),

donde ¢’ :=c+b%/4 € K.
Cuando char K = 2, los casos 1) y 2) son diferentes: en el caso 1) todo cuadrado de x + y/—c € K(/¢)
pertenece a K:
(x+yve)? =x2+c? €K

(jusando que char K = 2!), mientras que en el caso 2), tenemos > ¢ K.

Podemos concluir que si char K # 2, entonces toda extension de grado 2 es de la forma K(1/d)/K para
algin d € K que no es un cuadrado en K.

Si charK = 2, puede haber extensiones distintas de la forma K[X]/(Y?+Y +¢), donde ¢ € K e
Y24+Y+ceK [Y] es algun polinomio irreducible. Por ejemplo, si K = F,, el polinomio Y24+Y+1es
irreducible en FF5[Y]. De hecho, IF; no puede tener extensiones de la forma FF,(+/c): todos los elementos de
F, son cuadrados.
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14.4. CUERPOS CICLOTOMICOS CAPITULO 14. CUERPOS

En general, si K = FFon es un cuerpo finito de 2" elementos’, entonces el homomorfismo
FY, — Fy, x> 22

es sobreyecivo. Esto se sigue del hecho de que [F}; sea un grupo ciclico de orden impar 2" — 1. Por esto
todos los elementos de F,» son cuadrados.

14.4 Cuerpos ciclotomicos

Hemos probado en el capitulo anterior que los polinomios ciclotémicos @« son irreducibles en Q[X]
usando el criterio de Eisenstein. Para probar el caso general de &, para cualquier n, podemos usar las
factorizaciones de @, en IF,[X]. De hecho, seria més fécil considerar las factorizaciones de

X"—1=]]P-
dln

Por ejemplo, para nn = p se tiene
XP—-1=(X-1)P.

Sin = p —1, entonces el pequefio teorema de Fermat nos dice que cualquier elemento x € FF satisface
xP~1 =1, asi que se tiene
XP11=(X-1)(X-2)---(X—=(p—1)).

Normalmente los polinomios X" — 1y en particular ®, se vuelven reducibles en FF,[X].
Primero, necesitamos la siguiente construccion.

14.4.1. Definicién. Sea k un cuerpo. Para un polinomio
f=an X"+ a, 1 X" 14y X +ay X2+ ag € k[X]
su derivada viene dada por
flf=na, X" 1+ (n—1)a, 1 X" 2+ - +a X +ay.

Dejo al lector como un ejercicio comprobar que esta definicién cumple las propiedades habituales: para
cualesquiera f, g € k[X] se cumple

(f+8)=f+¢, (fo) =fg+fs.
14.4.2. Lema. En la factorizacion de X" — 1 en F,[X] hay factores repetidos si y solamente si p | n.
Demostracién. Primero notamos que si p | 1, entonces n = pm para algin m y luego en [F,[X] se tiene
(X" = 1) = ((X™)P = 17) = (X" ~ 1),

Ahora supongamos que en IF,[X]
XTL _ 1 — f2 g

para algunos polinomios no constantes f,g € IF,[X]. Luego, tomando las derivadas se obtiene

nX" ' =2ffe+fg=fQ2f g+fg)

“Véase el siguiente capitulo.
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Entonces, f | (X" — 1)y f | n X"1. Si p { n, esto es imposible: en este caso
1
1=—-1-(X"-1)+ — X (n X",

asi que
med(X" —1,n X" 1) = 1.

La siguiente pagina contiene algunas factorizaciones de X" — 1 en [F,[X]. El lector debe fijarse en los
factores repetidos.
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14.4. CUERPOS CICLOTOMICOS

CAPITULO 14. CUERPOS

Factorizaciones en Z|X]

_1_(
Xt o1=(Xx-1)
Xo-1=(X-1)
X6-1=(Xx-1)
71—(X 1)
(X-1)
(X-1)
=(X-1)

X—1)(X+1),
X—1)

8 _1=(X-
S_1=(X-

X—

Factorizaciones en FF, [X]

(

(X2+X+1),
(X+1)(x2+1),

XA+ X+ X3+ X+1).
(X+1)(X*+X+1)(X> -
(X

(

(

(

X+1),

XXX+ X4 X+ 1),
X+1)(X2+1)(x*+1),
X2+ X+1) (X6 +X341),
X4+ X+ + X2+ X+1) (XA X3+ X2~

X+1).

X2 -1 X6 -1

p=2: (X +1)? p=2: (X+1)2 (X2+X+1)

p=23: (X-1)(X+1) p=3: (X+1)3(X+2)°

p=>5: (X=1)(X+1) p=>5: X-D(X+1)(X2+X+1)(X2-X+1)
p=7: (X-1)(X+1) p="7: (X—1)(X—=2) (X —3) (X —4)(X-5)(X—6)
p=11: (X-1)(X+1) p=11: X-1)(X+1D)XP+X+1)(X2-X+1)

X3 -1 X -1

p=2: (X+1)(X2+X+1) p=2: X+ (XC+X+1D)(XP+X2+1)

p=3: (Xx-1)3 p=23: (X-1D)(XC+ X+ X+ X3+ X2+ X +1)
p=>5: (X=-1)(X2+X+1) p=>5: X+ X0+ X+ X3+ X2+ X +1

p=7: (X-1)(X-2)(X—4) p=7: (X -1y

p=11: (X—-1)(X*+X+1) p=11: (X-1)(X3+5X2+4X 1) (X3 +7X%>+6X —1)
X*-1 X8 -1

p=2: (X+1)4 p=2: (X+1)8

p=3: (X-1)(X+1)(X2+1) p=3: (X-1)(X+1)(X2+1)(X2+X-1)(X2-X-1)
p=>5: (X-1)(X-2)(X-3)(X—4) p=>5: (X—-2)(X-3)(X—-4)(X*>-2)(X*-3)

p=7: (X-1)(X+1)(X2+1) p="7: (X=1)(X+1)(X2+1) (X2 +4X +1) (X2 —4X +1)
p=11: (X-1)(X+1)(X2+1) p=11: (X-1)(X+1)(X2+1)(X2+3X-1)(X>-3X-1)
X5 -1 X0 -1

p=2: (X4+1)(X*+XP+ X2+ X+1) p=2: (X+1)(X2+X+1)(X0+X3+1)

p=3: X-D)(X*+X3+X2+X+1) p=3: (x-1)°

p=5: (X-1)° p=>5: (X-1)(X2+X+1) (X0 +X3+1)

p=7: (X - 1)(X4+X3+X2+X+1) p="7: (X—=1)(X-2)(X-1)(X?-2)(X®—4)
p=11: X-1)(X-3)(X—-4)(X-5(X-9) p=11: (X- )(X2+X+1)(X6+X3+1)

X101

p=2 (X+1)?(X*+X+X2+X+1)

p=3: X-DX+D)(X*+XC+X2+X+1) (X=X +X2-X+1)

p=5 (X—1°(X+1)

p=7: X-D(EX+D)(X*+XC+ X2+ X+1) (X = X3+ X2 —X+1)

p=11: (X-1)(X-2)(X-3)(X—4)(X-5)(X—6)(X—7)(X—8)(X~-9) (X —10)
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14.4.3. Lema. Para g € Fp[X] se cumple g(XV) = gP.

Demostracion. Usando la férmula del binomio en caracteristica p y el pequefio teorema de Fermat a” = a
para todo a € [Fp,, tenemos

(an X"+ a, 1 X" Vb X +ag)P = ay (XP) 4 a1 (XP)" 1 -+ ag XP + ay.

14.4.4. Teorema (Gauss). El polinomio ciclotomico ®,, es irreducible en Z[X] para cualquier n.

Demostracion. Escribamos
D, = fg

para algunos polinomios f,g € Z[X] (necesariamente moénicos), donde f es irreducible. Sea ¢ una raiz
n-ésima primitiva. Tenemos entonces

u(0) = £(2)8(%) =0.

Esto implica que f({) = 0 o g(¢) = 0. Puesto que f no es constante, algunas de las raices n-ésimas
primitivas deben ser raices de f, y nuestro objetivo es probar que todas lo son.

Asumamos entonces que { es una raiz de f. Siendo un polinomio ménico irreducible, f debe ser el
polinomio minimo de { sobre Q. Sea p un namero primo tal que p { n. Entonces, (¥ es también una raiz
n-ésima primitiva y

(7)) = £(2F) g(F) = 0.

Asumamos que g({?) = 0. Entonces, por las propiedades del polinomio minimo, el polinomio g(X?)
tiene que ser divisible por f en Z[X]:

g(XP) = fh wparaalgunh € Z[X].
Luego, reduciendo médulo p y aplicando 14.4.3, se obtiene
g’ =fh enF,[X].

Pero esto significa que f y & tienen un factor comtn en su factorizacién en F,[X], asi que ®, = f g tiene
un factor repetido en su factorizacién. Esto implica que la factorizacién de

X"—1=]]®x
dln

tiene un factor repetido, pero como vimos en 14.4.2, esto es imposible cuando p { n. Esta contradiccién nos
permite concluir que f () = 0.

Entonces, para cualquier primo p tal que p { n se tiene f({¥) = 0. Ahora todas las raices n-ésimas
primitivas son de la forma {¥ donde mcd(n,k) = 1. Podemos factorizar entonces k = p; - - - ps donde p;
son primos (no necesariamente diferentes) tales que p; { 1, y luego

gk = (((gm)r) ).

El argumento de arriba nos dice que f({?1) = 0. Luego, el mismo argumento aplicado a (! demuestra
que f((gP1)P2) = 0, etcétera.
Entonces, todas las raices n-ésimas primitivas son raices de f y por ende g = 1. n
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14.4.5. Definicién. Paran =1,2,3,4,... el n-ésimo cuerpo ciclotémico es el cuerpo Q({,), donde
. 2my/—=1/n
lpi=e .
Los cuerpos ciclotémicos tienen mucha importancia en la teoria de ntimeros. De los resultados anterio-
res siguen las siguientes propiedades basicas.

1) Dado que el polinomio ciclotémico @, € Z[X] es un polinomio moénico irreducible y ®,(,) = 0,
tenemos
mgnrQ = q)n'

2) Hay un isomorfismo

Q(Cn) = Q[X]/ ().
3) El grado de la extension ciclotémica Q(Z,)/Q viene dado por la funcién ¢ de Euler:
[Q(Zn) : Q] = deg @y = ¢(n).

14.4.6. Observacion. Sim | n, entonces Q({m) C Q(Zn).
Demostracion. Si m | n, entonces {, = (/™ € Q(Zy). [ ]

Una pregunta natural es si los cuerpos Q((,) son diferentes para diferente n. Trivialmente,

Q(%2) =Q(&1) =Q,
pero un momento de reflexién nos da otros ejemplos mds interesantes: se tiene
G6=06=0alo =003 =)

asi que Q(Zs) = Q({3). En general, tenemos el siguiente resultado.

14.4.7. Observacién. Sim es un niimero impar, entonces Q({2m) = Q(Lm).

Demostracion. Tenemos la inclusién obvia {,, = C%m € Q(am), y por otro lado, escribiendo m = 2k + 1,

Gom = (VT — o (2 )K= G = 0k € Q).

14.4.8. Ejemplo. Tenemos

Q(%6) = Q(Z3), Q(Z10) =Q(Z5), Q(Z1a) =Q(Z7), Q(T18) = Q(%9),
A

14.4.9. Comentario. Esto se refleja de la siguiente manera en los polinomios ciclotémicos: para m > 1
impar
Dy (X) = Op(—X),

mientras que para m = 1, tenemos &1 = X —1y &, = X + 1, asi que
Dy (X) = =Py (—X).
(Haga el ejercicio 14.8.) Por ejemplo,
Dy =X>+X+1, Pg=X>—X+1,
D5 =X +X24+X2+X+1, Pp=X—-X34+X>2-X+1,
Oy =X+ X+ X+ X+ X2+ X+1, Pu=X-X+X-X3+X>-X+1.
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La propiedad 14.4.7 se cumple por la razén banal de que {, = —1 € Q. Resulta que en otras situaciones
los cuerpos ciclotémicos no coinciden. Para probarlo, podemos investigar cudles raices de la unidad estan

en Q(fm).
14.4.10. Lema. Sim es pary m | r, entonces ¢(r) < ¢(m) implica r = m.

Demostracion. Primero, notamos que para cualesquiera a,m > 1 se cumple

¢(a) p(m) med(a, m)
¢(med(a, m))

plam) =

—esto se sigue de las férmulas

pla P
1
o0 =nI1(1-5).
¢p(am) = am p1|:£ (1—;),

¢p(med(a,m)) = med(a,m) ] <1 - 1) .

pla,plm P

(Notamos que cuando a y m son coprimos, se tiene med(a, m) = ¢(med(a, m)) = 1y se recupera la férmula
conocida.) Ahora para m par y m | r, asumamos que m < r, asi que r = am para algun a > 1. Tenemos

¢(a) ¢(m) mcd(a, m)
¢(mced(a, m)) ’

¢(r) = ¢p(am) =
Sia =2, entonces ¢(a) = ¢(2) =1y med(a,m) = 2. Luego,

¢(a) ¢(m) med(a, m)
¢(med(a, m))

=2¢(m) > ¢(m).
Sia > 2, entonces ¢(a) > 2, y luego

¢(a) ¢p(m) med(a, m)
¢(med(a,m))

> ¢(a) p(m) > ¢(m).

En ambos casos, m < r implica ¢(m) < ¢(r). [ |

14.4.11. Proposicién. Las raices de la unidad en el cuerpo Q({yn) son precisamente

Heo(C) N QL) ™ = {”m(c)' si m es par,

ton (C), sim es impar. '

Demostracion [Mar1977]. Si m = 2k + 1 es un namero impar, entonces ya notamos en 14.4.7 que Q({) =
Q(am)- Por esto seria suficiente considerar el caso cuando m es un nimero par.
Tenemos (€ Q(Cm), y por ende todas las raices m-ésimas de la unidad, siendo potencias de {;,, estdn
en Q(Gm):
#m(C) € poo(C) NQ(Cm) ™
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Hay que ver que en Q({;,) no hay raices de la unidad de orden k { m. Bastaria considerar las raices k-ésimas
primitivas.
Supongamos que { ,f € Q(gm) donde ,f es una raiz k-ésima primitiva; es decir, med(k, ¢) = 1. Pongamos

km

r:=mem(k,m) = . d = med(k, m).

Luego,
med(k, ¢m) = med(k, m) = d,

lo que significa que existen a,b € Z tales que
d = ak + blm.

Ahora,
Or = Q= Qoo = gp To = 00 (00)" € Q(m)

y
¢(r) < ¢(m), mespar, ml|r,

asi que el lema 14.4.10 nos permite concluir que

r=med(k,m) = m,
lo que significa que k | m. [
14.4.12. Corolario. Si Q({m) = Q(Cn) para m < n, entonces m es impar y n = 2m.

Demostracion. Si m es par, entonces las raices de la unidad en Q({,,) son de orden m, mientras que las
raices de la unidad en Q({,) son de orden n o 2n, dependiendo de la paridad de n. Pero en ambos casos
la hipétesis m < n nos lleva a una contradiccién.

Entonces, m es impar y las raices de la unidad en Q({;;) son de orden m. La tnica posibilidad es
n = 2m. |

14.4.13. Comentario. Para enumerar los cuerpos ciclotémicos sin redundancias, a veces se consideran
Q(gn) tales que n # 2 (mabd 4).

14.5 Perspectiva: numeros trascendentes

Hasta el momento, hemos estudiado las propiedades de extensiones algebraicas, con énfasis en los
ejemplos de nimeros algebraicos sobre Q. Es extremadamente dificil probar que algin ntimero especifico
es trascendente sobre Q. Voy a mencionar solo algunos resultados clésicos y conjeturas.

1) El primer ejemplo explicito (aunque artificial) de un niimero trascendente fue construido por Liou-
ville en 1844. Se dice que # € R es un niimero de Liouville si para todo entero positivo n existen
p,q € Z,q > 1, tales que
1

< l]7

Se puede demostrar que ningtin ntimero algebraico sobre Q puede cumplir esta propiedad. Por

ejemplo, el niimero

0< uc—B

a = Z ik, = (,110001 00000000000000000 1000 - - -
(=1 10

17 ceros

es un nimero de Liouville, y por ende es trascendente.
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2) Lindemann” prob6 en 1882 que e* es trascendente sobre Q para cualquier niimero algebraico no nulo
«. Para &« = 1 esto en particular establece la trascendencia de e. Para deducir la trascendencia de

7, notamos que si 7 fuera algebraico, entonces 71v/—1 también lo seria y luego "V ~! = —1 seria
trascendente, lo que es absurdo.

De la misma manera del teorema de Lindemann se deduce la trascendencia de cos «, sena, tan « para
cualquier namero algebraico & # 0 y la trascendencia de loga para cualquier nimero algebraico
o #0,1.

3) Para la funcién zeta de Riemann

Euler calculé que para cualquier k = 1,2,3,... se tiene

1 1
i

[2K) =1+ — 4 b= (<1 By,

22k T 3%k

7.[2
0(2) =" ~ 1644934 .,
7.[4
4) == ~1082323. ..
g() 90 4 4
101734
0(6) = gz ~ 1017343, .,

0(8) = 5y ~ 1004077 ..,

10

7T
10) = ——— ~ 1,00099%4 . . .,
¢(10) 93555 '
691 7r12
12)= —— " ~1,000246. ..
¢(12) 638512875

Se supone que los numeros ((3),{(5),{(7),£(9),{(11), ... son también trascendentes, pero a diferencia
de los {(2k), entre los {(2k 4+ 1) no hay ninguna relacién algebraica para diferentes k. Sin embargo,
hasta el momento no se conoce ni siquiera si los {(2k + 1) son irracionales. Para {(3) esto fue estable-
cido en 1977 por el matematico francés ROGER APERY y hay impresionantes resultados mds recientes
sobre la irracionalidad. Por ejemplo el matematico francés TANGUY Rivoar demostré en 2000 que
entre los nameros ((3),((7),((9),... hay una infinidad de irracionales, mientras que el matematico
ruso WADIM ZUDILIN demostré en 2001 que por lo menos un numero entre ¢ (5), {(7), (9) y ¢(11)
es irracional (jy la prueba no revela cudl!). Sin embargo, parece que la humanidad estd muy lejos de
probar la trascendencia de los (2k +1).

4) La serie harmonica ) >4 % diverge lentamente, pero el limite

. 1
7:_,11520< Z k—logn)

1<k<n

“FERDINAND VON LINDEMANN (1852-1939), matematico aleman, conocido principalmente por sus pruebas de la trascendencia de
ey m. Director de tesis de Hilbert.
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existe. El ntimero y = 0,5772156649 . . . se conoce como la constante de Euler-Mascheroni ~ y aparece
en muchos contextos importantes, inclusive aritméticos. Por ejemplo, el tercer teorema de Mertens
afirma que

1
lim logn (1 - ) =e 7,
s logn [ (1
donde el producto se toma sobre los primos menores que 1.

Otra aparicién de la constante de Euler-Mascheroni es la serie de Laurent para la funcién zeta de
Riemann

()= 5+ 2 5F

Tn (s —1)",
>0 n!

donde vy = 7.

Se supone que el niimero 7y es trascendente, pero hasta el momento no ha sido probado ni siquiera
que es irracional.

Los ntimeros trascendentes se estudian en la teoria de ntiimeros trascendente, mientras que los ntme-
ros algebraicos se estudian en la teoria de niimeros algebraica. En este curso, naturalmente, nos van a
interesar los nameros algebraicos. Para conocer el lado trascendente, el lector puede consultar el libro de texto
[Bak1990].

14.6 La norma, traza y polinomio caracteristico

Para endender mejor esta seccidn, el lector debe de revisar el apéndice C para las definiciones y resul-
tados relevantes de dlgebra lineal. Sea L/K una extensién finita de grado n. Para « € L consideremos la
aplicacion de multiplicaciéon por a sobre L:

Ho: L =L, x> ax.

Esto es un endomorfismo del espacio K-vectorial L. Notamos que para cualesquiera , 3 € L, a,b € K se
cumple

Hap = Ha OB, Haatbp = 4 Ha + b}lﬁ

14.6.1. Definicién. Sean L/K una extension finita de cuerposy « € L.
1) La norma y traza de « son el determinante y traza del endomorfismo y,: L — L respectivamente:
Np/k(a) :=detpy, Tp/x(a) :=trp,.
2) El polinomio caracteristico de « es el polinomio caracteristico de pi,:
PaL/K = Py i= pa i=det(X I, — A) € K[X],
donde A € M, (K) es una matriz que representa a ¢ en alguna base (véase el apéndice C).

14.6.2. Comentario. La norma, traza y el polinomio caracteristico no solamente dependen de &, sino tam-
bién de la extensién L/K. Cuando la dltima esté clara a partir del contexto, vamos a omitirla por simplici-
dad y escribir “N, T, p,” en lugar de “Np /x, Tr./k, Pa,L/x”-

“LORENZO MASCHERONT (1750-1800), matematico italiano.
“FraNz MERTENS (1840-1927), teérico de ntimeros polaco.
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14.6.3. Proposicioén. Si [L : K] = n, entonces para cualquier a € L el polinomio caracteristico de « es monico de
grado n:
P,X/L/[( = X" +a,1 anl + - 4ap X+ﬂ0.

Ademds,
ay—1=—Tr/k(x), ap=(—1)" Np k().

Demostracion. Esto es una propiedad general del polinomio caracteristico, probada en el apéndice C: tene-
mos
PaL/k = Py = X" = tr(pa) X1 oy X+ (=1)" det(pa)-

14.6.4. Ejemplo. Para a € K la aplicacién y,: L — L se representa en cualquier base por la matriz escalar

den xn
a

asi que
Np/k(a) =a", Tpx(a)=na, pgr/x=(X—a)"
A

14.6.5. Ejemplo. Para un cuerpo K, sea d € K un elemento tal que d no es un cuadrado; es decir, el
polinomio X2 — d es irreducible en K[X]. Consideremos la extensién

K(Vd) = K[X]/(X? - d),

donde v/d denota la imagen de X en el cociente. La extensién K(1/d)/K tiene grado 2 y los elementos
1,v/d forman una base de K(1/d) como un espacio vectorial sobre K. Para un elemento fijo &« = a + b+/d
tenemos

oc~1:oc:a+b\/ﬁ, zx-\/;i:db—i—a\/a,

asf que la multiplicacion por a sobre K(v/d) corresponde a la matriz
a db
as (o )

N(a) =detA =a?> —db?, T(a)=trA=2a.

Luego,

El polinomio caracteristico de la matriz de arriba es
pa = det (X;“ Xd_ba) = (X —a)? —db® = X* —2a X +a® —db* = X*> — T(x) X + N(a).

A

14.6.6. Ejemplo. Consideremos la extensién K(v/d)/K donde d no es un cubo en K; es decir, el polinomio
X3 —d es irreducible en K[X]. Esta es una extensién de grado 3 y como una base de K(v/d) sobre K se

puede tomar
1, Vd, Vi
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Para el elemento v/d calculamos la aplicacion p va K (Vd) — K(V/4d):
1»—>3/;l, \S/HH\S/E, Vd2 s d.

Entonces, u yase representa en la base 1, vd, d? por la matriz

0 0 d
1 0 0},
010

N(Vd)=d, T(Vd)=0.

El polinomio caracteristico correspondiente es

X 0 —d
det{-1 X 0 :Xdet(_Xl §>—ddet(_01 f(l)zxtd.
0 -1 X

de donde

(Note que la norma y traza de a también pueden extraerse de los coeficientes del polinomio caracteristico.)
Por otro lado, la aplicacién

Bym =My kg

0 0 d 0
1 0 0f-(1
010 0

N(Vd?) =d?, T(Vd2) =0.

El polinomio caracteristico correspondiente es

X —d 0
det| 0 X —d| =Xdet (X _d)+d det<0 _d> = X3 — 42,
10 x 0 X -1 X

se representa por la matriz

de donde

A

14.6.7. Proposicion. Sea L/K una extension finita. Para todo a € L el polinomio caracteristico de « tiene a o como
su raiz:

Par/k(@) = 0.
Demostracion. Primero notamos que gracias a las identidades
Ha O Hg = Hap, O Ha + b,’l/l/g = Haatbp
para cualesquiera o, f € L, a,b € K, se sigue que para cualquier polinomio
f=am X"+ a,_1 X" V4. 4 ay X +ap € K[X]

se cumple
Fha) == am i + am1 iy~ - a1 pa + a0id = ppy.-
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" 17

Por simplicidad, escribamos “p” en lugar de “p, 1 /x”. Tenemos

Hpw) = P(Ha) =0

por el teorema de Cayley—-Hamilton (véase el apéndice C). En particular,

|
14.6.8. Corolario. Si L = K(«), entonces el polinomio caracteristico p, 1 sk coincide con el polinomio minino m, k.

Demostracién. El polinomio caracteristico es un polinomio ménico de grado [L : K] que, como acabamos
de ver, tiene a & como su raiz. Luego, si L = K(a), entonces [L : K| = degy(«) y pa k debe ser el polinomio
minimo de a sobre K. |

14.6.9. Ejemplo. Sean m y n dos enteros tales que m, n, mn no son cuadrados. En este caso

Q(Vm, /n) =Q(Vm+/n), [Q(Vm,/n):Q]=4

(véase el ejercicio 14.7). Como una base se puede tomar

1,v/m,/n, /mn.

Calculemos el polinomio caracteristico de /m + /n. Tenemos

(Vm 4 v/n) = Vm+n,
S(Vm+/n) =m+ /mn,
~(Vm++/n) =n+/mn,
S(Vm 4 /n) = ny/m+my/n.

EEE

Entonces, la multiplicacién por /m + /1 en la base de arriba corresponde a la matriz

b

Il
(e N )
- o o 3

= o o 3
o3I I o

Su polinomio caracteristico viene dado por

X -m —-—n 0
-1 X 0 —n _yv4 2 _ 2
det 1 0 X -m =X*—2(m+n) X"+ (m—n)

o -1 -1 X

(el ejercicio 14.7 da otro modo de obtener el mismo polinomio). Puesto que Q(y/m, v/n) = Q(v/m + /n),
lo que acabamos de encontrar es el polinomio minimo de +/m + /n sobre Q. A

25



14.6. LA NORMA, TRAZA Y POLINOMIO CARACTERISTICO CAPITULO 14. CUERPOS

Multiplicatividad de la norma, linealidad de la traza
14.6.10. Observacion.

1) La norma Np,x: L — K es multiplicativa: para cualesquiera «, B € L se tiene
Np/k(ap) = Np/k(@) - NL/k(B)-
2) Latraza Ty jx: L — K es K-lineal: para cualesquiera o, € L, a,b € K se tiene
Ty x(ac+bB) = a Ty x(a) +b T x(B)-
Demostracion. Se sigue del hecho de que el determinante es multiplicativo y la traza es K-lineal:

Np/x(aB) = det(pap) = det(pa o pg) = det(pa) - det(pp) = Npjx(a) - Np/x(B),

y
Tp/x(ae+bB) = Tr/k(Hantvp) = tr(apa +bpp) = a tr(pa) + b tr(pp) = a Ty jx(a) +b Ty x(B)-

|

14.6.11. Ejemplo. Probemos que v/3 ¢ Q(+/2). Asumamos que v/3 € Q(+/2). Dado que

[Q(V3): Q= [Q(Ve) : Q] = [Q(V2) : Q] =3,
en este caso tendriamos
Q(V3) =Q(V2) =Q(V6) =K.
En particular, existen algunos a,b, ¢ € Q tales que
V3=a+bV2+c V4.
En el ejemplo 14.6.6 hemos calculado que Ty, q(V/2) = Tx/q(V/4) = 0. De aqui se sigue que
Tk/Q(V3) = Ti/q(a) + b Tx/q(V2) + ¢ Ty /o (V4) = 3a.
Luego, tenemos
V6 =aV2+bV4+2,
de donde
TK/Q<%) =2 TK/Q(C) =6c.
Sin embargo, los calculos de 14.6.6 aplicados a las extensiones Q(+v/3)/Q y Q(+/6)/Q nos dicen que
Ti/Q(V/3) = Tk 0(V6) =0.
Entonces, a = ¢ = 0 y se tiene
V3=1bv2.
Esto significa que el ntimero v/3/2 = b es racional, pero no es el caso. Esta contradicciéon implica que
V3 ¢ Q(V2). A

14.6.12. Comentario. Para apreciar el argumento de arriba, el lector puede tratar de probar de manera
directa que V3¢ Q(\%), sin usar trazas.
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14.6.13. Ejemplo. Consideremos la extensién Q(1/—5)/Q. Probemos que el ntiimero 1 + v/—=5 no es un
cuadrado en Q(+/—5); es decir, no existe « € Q(v/—5) tal que a> = 1+ +/—5. En efecto, en este caso
tendriamos

N(@)?=N(@?) =N(1++v-5)=12+5-12=¢,

pero 6 no es un cuadrado en Q. A

14.6.14. Comentario. Si para « € L la norma N(«) es una potencia n-ésima en K, esto no implica en general
que « es una potencia n-ésima en L.

He aqui un contraejemplo facil: consideremos la extension Q(1/—1)/Q. La norma viene dada por
N(a+byv/—1) = a® + b2 Luego, el ntimero 2 tiene norma 4, pero no es un cuadrado en Q(v/—1): si a2 =2,
entonces necesariamente N(«a) = 2. Sin embargo, los elementos de norma 2 son

+(1+vV-1), +(1-V-1),

y sus cuadrados no son iguales a 2:
(1+vV-1)% = £2v/-1.
Polinomio caracteristico y el polinomio minimo

En general, el polinomio caracteristico y el polinomio minimo estan relacionados de la siguiente mane-
ra.

14.6.15. Teorema. Sean L/K una extension finita y & € L. Luego,

_
PaL/K = My'K,

donde
n:=[L:K], d:=degg(a):=[K(a):K].

Demostracion. Consideremos las extensiones

L

\m

n K((X)
d

K

Como una base de K(«a) sobre K podemos tomar las potencias de a:

Sea
ﬁl/,BZI' . -/,Bm

una base de L sobre K(a). Entonces, como vimos en 14.1.6, se pueden tomar como una base de L sobre K
los productos ‘
ac’ﬁj. (0<i<d—1,1<j<m)

Sean c;; los coeficientes de la matriz que representa el endomorfismo s : K(a) — K(a):

wood = Y gl
0<i<d—1
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Tenemos entonces
My K = PuK(a)/K = det(X-I; — A),
(véase 14.6.8) donde

€00 Co1 ce €0,d—1

€10 €11 T C1,d—1
A= )

€i-10 €Cd-11 -~ Cd-1,d-1

Luego,
w0 Be= Y cijad By,
0<i<d—-1
de donde se ve que la multiplicaciéon por « sobre L se representa en la base a/ B; por la matriz diagonal
por bloques

A
A
A
Su polinomio caracteristico viene dado por
XIl;—A
Xlj—A p
det ) =det(XI;— A)" = mZ/K
Xlj—A
|
14.6.16. Corolario. En la situacion del teorema anterior, si el polinomio minimo de « viene dado por
— vd d—1
Wl“,K—X +ﬂd_1X + - 4a1 X+ ag,
entonces "
d
Te/k(a) = =5 a1, Nyx() = (=1)"a/?.
Demostracion. Tenemos
_on/d [ i-1 nd N -1 n/d
Par/k =M = (X" +ag1 X7+ +m X +ag =X +dad_1X + o tay’t
|

14.6.17. Corolario. Si en una extension L/K de grado n para « € L el polinomio minimo se descompone en factores
lineales
My = (X —a1) - (X —ag),

para algunos a1, ...,a5 € L, entonces

n
TL/K(D():E(al_i_..._i_ad), NL/K(“):(al"'th)"/d.

Demostracién. Se sigue inmediatamente del corolario anterior. n
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14.6.18. Ejemplo. Consideremos las extensiones ciclotémicas

Q(l15) ,
N
Q(%5)

Tenemos
muQ=®P3=X"+X+1, myqo=5=X"+X°+X>+X+1.
Luego, del resultado de 14.6.15 sabemos que

Pz:Q(05)/Q = (X +X+1)% PsQ(gs)/Q = (X + X+ X2+ X+ 1)%

14.6.19. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 14.1.15. Consideremos las extensiones

Q(gfi/ \3/5)
I
Q(V2)
Q(%s) 5
)

donde
K =Q(Z3,v2) = Q(gs + V2).
Sabemos que
K : Q] < degq(3) - dego(V2) =6,

pero este ntmero tiene que ser divisible por 2 y 3, asi que es precisamente 6. Como una base se puede

tomar ) )
1/ €3/ \S/Er \3/§ 7 €3 e/il €3 \3/5 .

Calculamos
1-(33+V2) =03+ V2,
G (G+V2)=-1-033+ 3 V2
V2 (V2 =V + V2,
V2 G+ V) =2+ V2,
53%'(C3+\3/§):*\3/§*C3\35+C3\3f22,
V2 (G V2) =25 - V2 - V2
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La matriz correspondiente es

0 -1 0 2 O 0
1 -1 00 0 2
1 0 00 -1 O
A= 0O 0 10 0 -1
0 1. 10 -1 O
0O 0o 01 1 -1

Su polinomio caracteristico es”
X®+3X° 4+ 6X* +3X> +9X +9.

Este polinomio tiene grado 6 y tiene {3 + v/2 como su raiz, asi que es el polinomio minimo de {3 + v/2

sobre Q.
Tenemos
_ w2 _ 3
m§3’Q—X + X +1, m%,Q—X —2,
de donde

Pz3k/Q = (X2+X+1)3/ P%,K/Q = (X3 _2)2'

14.7 Cuerpos de descomposicion

Recordemos que un polinomio f € K[X] tiene una raiz « € K si y solo si (X —«) | f. En particular,
esto implica que si deg f = n > 0, entonces f tiene a lo sumo # raices. Si todas las raices de f estan en K,
entonces f se descompone en factores lineales en K[X]:

f=e(X—a1)- (X —an).

14.7.1. Definicién. Para un polinomio f € K[X] se dice que una extensién L/K es un cuerpo de descom-
posicién” de f si

1) f se descompone en factores lineales en L[X];
2) ninguna subextension K C L' C L satisface esta propiedad.

14.7.2. Observacion. Sea f € K[X] un polinomio de grado n y L/K una extension tal que en L[X] se tiene una
descomposicion
f=c(X—ar) - (X—an)

para algunos a1, ...,a, € L. Entonces, el subcuerpo

!
Ko, ..., 0n) = ﬂ K
K'CL
ay,...,0n €K
es un cuerpo de descomposicion de f.
Demostracion. Esté claro de la definicion. |

“Se puede hacer este calculo en el programa PARI/GP (http://pari.math.u-bordeaux.fr/):
? charpoly([O0,-1,0,2,0,0;1,-1,0,0,0,2;1,0,0,0,-1,0;0,0,1,0,0,-1;0,1,1,0,-1,0;0,0,0,1,1,-1])
% = x"6 + 3%x"b + 6%x"4 + 3*x"3 + 9xx + 9

*Splitting field en inglés.
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14.7.3. Ejemplo. Sean K un cuerpo y d € K un elemento que no es un cuadrado en K. Entonces, K(v/d) :=
K[X]/(X? —d) es un cuerpo de descomposicién del polinomio X2 — d. A

14.7.4. Ejemplo. Para el polinomio X" — 1 € Q[X] el cuerpo ciclotémico Q({,) es un cuerpo de descom-
posicién. En efecto, las raices complejas de X" — 1 son las raices n-ésimas de la unidad, generadas por la

raiz primitiva g, := €2 V=1/n, A
14.7.5. Ejemplo. Consideremos el polinomio X® — 2 € Q[X]. Sus raices complejas son

a0 = V2, tx2:§3\3/§, vc3:§§\3f2.
El cuerpo de descomposicion es el cuerpo

Q(ay, a2, 03) = Q(ag, a2) = Q(a1, 83) = Q(V2,{3).

Q(v/2,23)

Q(aq) Q(a2) Q(a3)
Q(%s) 3/
\
Q

A

Un polinomio f € Q[X] siempre tiene raices complejas aq,..., 4, € C y esto nos permite tomar
Q(aq,...,a,) como un cuerpo de descomposicién de f. En la situacién general abstracta, un cuerpo de
descomposicién se construye de la siguiente manera.

14.7.6. Proposicién. Para un polinomio f € K[X] existe un cuerpo de descomposicion L/K. Ademds, [L : K] < n!
donde n := deg f.

Demostracion. Gracias a la observacién 14.7.2, bastaria probar que existe una extensién L/K de grado # n!
tal que f se descompone en factores lineales en L[X].

Procedamos por induccién sobre n. Si n = 1, entonces, siendo un polinomio lineal, f tiene una raiz en
Ky podemos tomar L = K.

Ahorasin > 1,sea p | f algun factor irreducible de f en K[X]. Consideremos el cuerpo L' := K[X]/(p).
Denotemos por « la imagen de X en el cociente. Tenemos [L' : K] = degp < n. Ademads, p(a) = 0 y por
ende f(a) = 0. Se sigue que en L'[X] tenemos una factorizaciéon

f=X-a)g

para algun polinomio ¢ € L'[X]. Tenemos deg g = n — 1, asi que por la hipétesis de induccién, existe una
extension L/L' de grado < (n — 1)! tal que g (y entonces f) se descompone en factores lineales en L[X].
Luego,

[L:K]=[L:L]-[L':K]<(n—1)!n<n!
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Nuestro préximo objetivo es probar que todos los cuerpos de descomposicién de f son isomorfos.
Empecemos por el siguiente lema.

14.7.7. Lema. Sea ¢: Ky = Ky un isomorfismo de cuerpos y

(PI Kl[X] — Kz[XL

Y aiX =Y ¢a)X

i>0 i>0

el isomorfismo correspondiente de los anillos de polinomios. Sean f1 € K1[X] y fo € Ky[X] polinomios irreducibles
donde f, = ¢(f1) y sean L1/Ky y LZ/KZ extensiones y aqy € L1, ap € Ly elementos tales que fi (oq) =0y

fa(az) = 0. Entonces, el isomorfismo K; =+ K, se extiende de manera canénica a un isomorfismo Ky (1) N Ko (ap).

Demostracion. El isomorfismo entre K;[X] y Ky[X] envia el ideal maximal (f;) C K;[X] al ideal maximal
(f2) C K3[X] y entonces induce un isomorfismo

Ki[X]/(f1) = Ka[X]/(f)-

Basta considerar el diagrama conmutativo

Ky[X] ---mmeee- > Ko[X]
K — K

14.7.8. Lema. Sea ¢: K; = Kyun isomorfismo de cuerpos. Sean f1 € Kq[X] un polinomio irreducible y f, € Kp[X]
el polinomio que corresponde a fy bajo el isomorfismo Ky [X] — Ka[X] inducido por ¢. Sean Ly /Ky y Ly /Ky cuerpos
de descomposicion de f1 y fo respectivamente. Entonces, el isomorfismo entre Ky y Ky se extiende a un isomorfismo
entre L1 y Lo:
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Demostracion. Procedamos por induccién sobre n = deg f1. Notamos que los factores irreducibles de f; en
K1[X] corresponden a los factores irreducibles de f, en K;[X].

Sin =1, o en general si f; se descompone en factores lineales en K;[X], se tiene L1 = K3, L, = K» y no
hay que probar nada.

Sin >1,sea p; € Ki[X] un factor irreducible de f y p, € K[X] el factor irreducible correspondiente de
fo.Siag € Ly es una raiz de p; y ap € Ly es una ralz de po, entonces el lema anterior nos permite extender

el isomorfismo K; — K, a un isomorfismo K; (a1) 5K (). Ahora

fi=(X—w)grenKy(a1)[X], fo=(X—a2)g en Ky(az)[X].

Notamos que L; y Lp son cuerpos de descomposicion para g1 y g2 sobre Kj(a1) y Ka(a2) respectivamente.
Puesto que degg; = deggy = n — 1, por la hipétesis de induccién, el isomorfismo Kj(aq) =y Ky (ay) se

extiende a un isomorfismo L; — L.

Kl(ﬂél) i> Kz(lxz)

~

K1;>K2
[

14.7.9. Corolario. Para un polinomio f € K[X], si L1/K y Lp/K son dos cuerpos de descomposicion, entonces
existe un isomorfismo

L, —= 1,

~N

Demostracion. Basta aplicar el resultado anteriora Kj = Ky =K, ¢ =idy f1 = fo = f. [

14.8 Extensiones separables

14.8.1. Definicién. Sea K un cuerpo y f € K[X] un polinomio. En un cuerpo de descomposicién L/K
tenemos

f= e (X = a) (X )™

donde w7, ...,ax € L son diferentes elementos y m; > 1. Si m; = 1, se dice que a; es una raiz simple de f
y si m; > 1, se dice que «; es una raiz multiple de multiplicidad m;. Si todas las raices de f son simples,
se dice que f es un polinomio separable.

Notamos que diferentes cuerpos de descomposicion son isomorfos y las multiplicidades de las raices
no dependen de la eleccién de L.

14.8.2. Proposicién. Un polinomio f € K[X] tiene una raiz miltiple x € K si y solo si f'(a) = 0.
Demostracion. Si « es una raiz multiple, entonces
2
f=X-a)yg
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para algun polinomio g € K[X]. Luego, tomando las derivadas, se obtiene
fl=2(X-a)g+(X-w)?g,

de donde f'(a) = 0. Viceversa, si & € K es una raiz comun de f y f/, entonces tenemos

f=X-a)g
para algun g € K[X], y luego

fl=g+(X-a)g.

De aqui se sigue que g = f' — (X — ) ¢’ tiene a como su raiz; es decir, (X — a) | . Entonces,

f=(X-aPh
para algun h € K[X]. [
14.8.3. Corolario. Un polinomio f € K[X] es separable si y solo si med(f, f') = 1.

Demostracion. Sea L/K un cuerpo de descomposiciéon de f.

Si med(f, f') # 1, entonces existe un polinomio no constante ¢ € K[X] tal que ¢ | fy g | f'. El
polinomio g tiene una raiz « € L, y luego f(a) = f'(a) = 0, lo que significa que « es una raiz multiple de
fenlL.

Viceversa. si f no es separable, entonces existe « € L tal que f(a) = f'(a) = 0. Esto implica que el
polinomio minimo m, g divide a f y f’, y por ende med(f, f') # 1. [

14.8.4. Corolario. Sea f € K[X] un polinomio irreducible. Si f' # 0, entonces f es separable.

Demostracion. Sig | fy g | f'y f es irreducible, entonces ¢ € K* 0 g ~ f. Sin embargo, en el segundo caso
tenemos deg f' < deg f, asi que g 1 f'. Se sigue que mcd(f, f’') = 1, y por lo tanto f es separable. u

14.8.5. Ejemplo. Consideremos el cuerpo

K :=F,(T) = {i: ‘f,gele[T], g ;éo}.

El polinomio X? — T es irreducible por el criterio de Eisenstein: el elemento T es irreducible en FF,[T| y
IF,(T) es el cuerpo de fracciones de IF,[T]. Sin embargo, X — T no es separable: su derivada es nula, ya
que trabajamos en caracteristica p. A

14.8.6. Definicién. Para una extension de cuerpos L/K se dice que un elemento & € L es separable sobre
K si

1) « es algebraico sobre K,
2) el polinomio minimo de « sobre K es separable.
Si todo elemento de L es separable sobre K, se dice que L/K es una extensién separable.
Para ciertos cuerpos todas las extensiones algebraicas son automaticamente separables.
14.8.7. Definicién. Se dice que un cuerpo K es perfecto si se cumple una de las siguientes condiciones:
1) charK = 0;

2) charK = p y todo elemento de K es una p-ésima potencia.
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14.8.8. Ejemplo. Todo cuerpo finito es perfecto. En efecto, si K es finito, entonces es una extension finita
de IF,. Consideremos la aplicacion

F: K — K,
x — aPf.

Esto es un homomorfismo: tenemos claramente (af)? = a? P para cualesquiera «, f € K, y luego, dado
que estamos en la caracteristica p, tenemos también (x + B) = a” + pP. Siendo un homomorfismo de
cuerpos, F es inyectivo, pero K es finito, asi que F es también sobreyectivo. Para mds informacién sobre los
cuerpos finitos y la aplicacién F, véase el siguiente capitulo. A

14.8.9. Ejemplo. El cuerpo FF(T) no es perfecto: en este caso {/T ¢ F,(T). A
14.8.10. Proposicién. Si K es un cuerpo perfecto, entonces todo polinomio irreducible f € K[X] es separable.

Demostracion. Gracias a 14.8.4, serfa suficiente probar que para todo polinomio irreducible
f=ayX"4+a, 1 X" 1+ 4ay X +ay € K[X]

donde a, # 0 se tiene
flf=na, X" '+ (n—1)a,_1 X" 2+ +a; #0.

Si char K = 0, entonces na, # 0y por ende f' # 0. Asumamos que char K = p y todo elemento de K
es una p-ésima potencia. Notamos que si f " =0, entonces i-a; =0 paratodoi=1,...,n; es decir,a; =00
p | i. Esto significa que el polinomio tiene forma

F=bu X" 4 by X" DP 4 by XP + by
para algunos by, by, ..., by € K. Por nuestra hipétesis, todo b; es una potencia p-ésima en K, asi que
f= can’”p+cfn_1X(m71)p+~~~+cfX7"+cg = (e X"+ 1 X" o) X+ ¢o)P
(usando que char K = p). Pero esto contradice la irreducibilidad de f. Entonces, f’ # 0. [

14.8.11. Corolario. Si K es un cuerpo perfecto, entonces toda extensién algebraica L/ K es separable.

Teorema del elemento primitivo

El siguiente resultado simplifica mucho el estudio de extensiones de cuerpos K/F: resulta que en
muchos casos son simples; es decir de la forma K = F(0) para algun 6 € K.

14.8.12. Teorema del elemento primitivo. Sea K/F una extension finita de cuerpos tal que K = F(aq, ..., an),
donde ay, ...,y € K son separables’. Luego, existe un elemento 6 € K tal que K = F().

Demostracion [vdW1991, §6.10]. Consideremos primero el caso de n = 2. Sea entonces K = F(a, §), donde
P es separable sobre F. Sea f := m, r el polinomio minimo de a sobre F y ¢ := mg r el polinomio minimo
de 3 sobre F. Sea L/K una extensién donde f y g se descomponen en factores lineales y sean

N i=a,00,...,0 €L

las raices diferentes de f en L y sean
,Bl = ﬁ/ﬁZ/' . '/,Bs S L

“Sic. La separabilidad de & no seré necesaria en la prueba.
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las raices de g (son todas diferentes, dado que 8 es separable).

Notamos que sin pérdida de generalidad, se puede asumir que F es un cuerpo infinito. En el caso
contrario, K también seria un cuerpo finito, y luego K = F(#) donde 6 es un generador del grupo ciclico
K*.

Notamos que B; # 1 para j # 1, asi que la ecuacién

le-—i-x,B]-:al—i-xﬁl

tiene a lo sumo una raiz x € F para cualesquierai =1,...,7ry j = 2,...,s. Gracias a nuestra hip6tesis de
que F sea infinito, existe un elemento ¢ € F que es distinto de las raices de las ecuaciones de arriba:

aj+cBiFar+cpy parai=1,...,r, j=2,...,s.

Pongamos
0:=a1+cPpr=a+cp.

Tenemos 6 = F(«, B). Si logramos probar que f € F(6), entonces también « = 0 —cp € F(0) y F(a, ) =
F(6). Notamos que

8(B) =0, fla)=f(6—cp)=0

y los polinomios ¢ € F[X] y f(6 —cX) € F(0)[X] no pueden tener méds de una raiz comdn por nuestra
eleccién de c: se tiene
0 —cp; #w; parai=1,...,r, j=2,...,5,

asi que f(0 —cB;) # 0 para j # 1. Calculamos
med(g, f(0 —cX)) =h enF(0)[X]

para algtn polinomio ménico i € F(0)[X]. Notamos que degh > 0: dado que ¢(B) = f(6 —c ) = 0, ambos
polinomios g y f(6 — ¢ X) deben ser divisibles por el polinomio minimo g rg). En L[X] el polinomio h
se descompone en factores lineales y toda raiz de h es una raiz de ¢y f(6 — ¢ X). Pero B es la tnica raiz
comun de ¢y f(6 — ¢ X) y g no tiene raices multiples, asi que necesariamente i = X — B. Esto nos permite
concluir que B € F(6).

Esto termina la prueba en el caso de n = 2. En el caso general, podemos proceder por induccién sobre
n. Asumamos que el resultado es valido para n — 1 y se tiene

F(&l,- . -/lxnfl) = F(Tl)

para algin 77 € K. Luego,

por el caso de dos generadores. |

14.8.13. Corolario. Si F es un cuerpo petfecto, entonces toda extension finita K/ F es simple: existe 0 € K tal que
K = F(0).

14.8.14. Ejemplo. Consideremos la extensién Q(+/2,{3). Los polinomios minimos de v/2 y {3 sobre Q son
X2 y X2+X+1
respectivamente. Sus raices complejas son
m=V2, m=03V2 w=03V2 pi=0 F=3
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La prueba del teorema nos dice que hay que escoger ¢ € Q tal que

V2+cB#V2+cls,
(V243 #V2+els,
3V2+ 3 # V24l
Se ve que funciona ¢ = 1, y luego
Q(V2,33) = Q(V2+33).
A

14.8.15. Ejemplo. Consideremos la extension Q(+/m, /n) donde m, n y mn no son cuadrados. Tenemos
polinomios minimos X? — m y X? — n y sus raices

v =vm, ay=—vm, Bi=+n pr=—Vn

Necesitamos encontrar ¢ € Q tal que

Vm—cv/n# Vm+cv/n,
—Vm—cy/n# m+cy/n.

Basta tomar ¢ = 1, asi que

Q(Vm, v/n) = Q(Vm + /n).

14.9 Cerradura algebraica

En §14.7 para un polinomio f € K[X] hemos construido una extensién L/K donde f se descompone
en factores lineales; es decir, una extensién que contiene todas las raices de f. En general, para cualquier
cuerpo K se puede construir su cerradura algebraica que es una extensién K/K que contiene las raices de
todos los polinomios f € K[X].

14.9.1. Proposicién. Sea K un cuerpo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) todo polinomio no constante en K[X] tiene una raiz en K;
2) todo polinomio de grado n > 0 en K[X] tiene n raices en K, contdndolas con multiplicidades; es decir,
foe(X—m) (X - )
paraayq, ..., 0y € K;
3) todo polinomio irreducible en K[X] es lineal;
4) K no tiene extensiones algebraicas propias: si L/ K es una extensién algebraica, entonces L = K.

Demostracion. 1) = 2): si f es un polinomio de grado n > 0y f tiene una raiz « € K, entonces f =
(X —a) g, donde degg = n — 1. Luego, ¢ también debe tener una raiz, etcétera. Continuando de esta
manera, se obtiene una descomposicion f = c (X —aq) -+ - (X — ay).

2) = 3): esté claro.

3) = 4):si L/K es una extension algebraica, entonces para todo a € L el polinomio minimo m, g debe
ser lineal segtin 3), lo que significa que a € K.

4) = 1): para un polinomio no constante f, escribamos f = gh donde g es irreducible. Luego, L :=
K[X]/(g) es una extensién finita de grado [L : K] = degg, pero segun 4), tenemos L = K, asi que
degg = 1. [
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14.9.2. Definicién. Un cuerpo K que satisface las condiciones equivalentes de la proposicién anterior se
llama algebraicamente cerrado.

El siguiente resultado debe de ser conocido al lector.
14.9.3. “Teorema fundamental del algebra”. EI cuerpo de los niimeros complejos C es algebraicamente cerrado.

La construccién de los ntimeros complejos es analitica: primero hay que construir los ntimeros reales IR
como la completacién de los ntimeros racionales Q considerando las sucesiones de Cauchy en Q respecto
a la relacién de equivalencia

() = () = lim (5, —x3) =0,
y luego pasar al cuerpo R(v/—1) := R[X]/(X? + 1). Se conocen muchas pruebas del teorema fundamental
del algebra, y una de estas puede ser encontrada el el apéndice E.

14.9.4. Digresién. Se puede tomar la completacién de los ntimeros racionales Q respecto a la norma p-
adica
x

y

—véase el capitulo anterior para una breve discusién de las valuaciones p-ddicas y mis apuntes

= 0p(x) = vp(y)
P

http://cadadr.org/san-salvador/2018-04-topologia-p-adica/topologia-p-adica.pdf

El resultado de esta completacion es el cuerpo de los ntimeros p-ddicos Q,. Este cuerpo no es algebrai-
camente cerrado y se puede tomar su cerradura algebraica Q,. Sin embargo, Q, deja de ser completo (no
todas sucesiones de Cauchy convergen en Q). Luego, se puede tomar de nuevo la completacién de Q,
que se denota por C,. Resulta que C, es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Q ~ Qp compl,, no alg. cerr. ~» Q, no compl., alg. cerr. ~» C, compl., alg. cerr..
Para los detalles, véase [Kob1984].
14.9.5. Definicién. Para un cuerpo K, se dice que una extensién K/K es una cerradura algebraica de K si
1) K/K es una extension algebraica;

2) el cuerpo K es algebraicamente cerrado.

14.9.6. Ejemplo. Los nimeros complejos C forman una cerradura algebraica de los ntimeros reales R. A

Existencia de cerradura algebraica

14.9.7. Teorema. Para todo cuerpo K existe una cerradura algebraica K.

Demostracién. Consideremos el anillo de polinomios K[X¢], donde cada variable X; corresponde a un
polinomio ménico no constante f € K[X]. (Este anillo es muy grande.)

Sea I el ideal en K[X¢] generado por los polinomios f(Xy) para todo polinomio ménico irreducible
f € K[X]. Este ideal es propio. En efecto, en el caso contrario existen algunos polinomios g1, ..., &n € K[Xf]
Y fi,---, fn € K[X] tales que

1 :glfl(Xﬁ) +e +gnfn(an)'
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Sea L/K una extension finita donde cada uno de los polinomios f; tiene una raiz «; € L. Consideremos el
homomorfismo de evaluaciéon
¢: K[X¢] = L,
Xf,. —aj, parai=1,...,n,
Xp—=0,8if #fiparai=1,...,n.

Luego,
<P(g1f1(Xf1) SR +gnfn(an)> =0,

pero esto significa que
81A(Xp) + -+ ufulXp,) # 1.

Siendo un ideal propio, I estd contenido en un ideal maximal m C K[X¢]. Consideremos el cuerpo
K; := K[Xf]/m. Por la construccién, todo polinomio no constante f € K[X] tiene una rafz en K;. En efecto,
bastaria considerar el caso cuando f es ménico. Denotemos por ay € Kj la imagen de X¢ en el cociente.
Entonces, f(af) = 0. Notamos que los elementos a; son algebraicos sobre K, y entonces el cuerpo Kj,
siendo generado por los ay, es una extension algebraica de K.

De la misma manera, se puede construir una extensién K,/Kj tal que todo polinomio no constante
f € K;[X] tiene una raiz en Ky, etcétera. Esto nos da una torre de extensiones algebraicas

KCKi CKyCKzC -

Pongamos

Esto es una extension algebraica de K. Ademds, para cualquier polinomio no constante f € K[X] sus coefi-
cientes pertenecen a algtn K, para n suficientemente grande, asi que f tiene una raiz en K,;1. Entonces,
K es un cuerpo algebraicamente cerrado. [

14.9.8. Comentario. La prueba de arriba pertenece a Emil Artin. En efecto, un andlisis mas cuidadoso
demuestre que no es necesario iterar la construccion y el cuerpo Kj ya es algebraicamente cerrado. Para
los detalles, véase la nota de Keith Conrad

http://www.math.uconn.edu/ kconrad/blurbs/galoistheory/algclosure.pdf

“Unicidad” de cerradura algebraica

14.9.9. Lema. Sean K/K una cerradura algebraica de K y L/K una extension algebraica. Entonces, existe un
encajamiento

La prueba es una aplicacién tipica del lema de Zorn'.

Nuestra construccién de una cerradura algebraica también usa el lema de Zorn, pero escondido en el resultado sobre la existencia
de ideales maximales.
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Demostracion. Sea P el conjunto que consiste en pares de elementos (L’,i’) donde K C L' C L es una
subextension e i’ es un encajamiento de L’ en K:

i/ J—

L' ——— K

NS
K
Este conjunto no es vacio: (K, i) € P. Este conjunto es parcialmente ordenado por la relacién

(L/,i/) < (L“, i//) —s I/ c L’ y i//’L’ —

Es facil comprobar que toda cadena ascendente en ? tiene una cota superior: para una cadena {(Lq, ix) }a
podemos tomar

U L.

o

Puesto que L, es una cadena, se ve que la unién es un cuerpo. Las inclusiones

L, —™ X

NS
K

inducen una inclusién

UpLe ——— K

N
K

definida por j(a) := is(«) si & € L, (esta aplicacion estd bien definida y hace parte del diagrama conmuta-
tivo de arriba, dado que {(Ly,ix)}« €s una cadena).

Entonces, el lema de Zorn nos dice que ? tiene un elemento maximal (F,{). Para concluir la prueba,
vamos a ver que F = L. Todo elemento x € L es algebraico sobre K, y entonces es algebraico sobre F. Sea
f :=my r € F[X] el polinomio minimo de x sobre F. Tenemos

El polinomio f tiene una raiz « € K. Consideremos el homomorfismo

evy: FIX] = K,

Yo a X5 Y i) .

k>0 k>0
Tenemos f € kerev,, asi que este homomorfismo induce un homomorfismo
i F(x) @ F[X]/(f) =K
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que es necesariamente inyectivo, dado que F(x) es un cuerpo, y que extiende a i:

Entonces,
(F,i) = (F(x),i’).

Sin embargo, la maximalidad de (F, i) implica que F = F(x). Esto se cumple para cualquier x € L, asi que
F=1L. |

De este lema se deduce que las cerraduras algebraicas son isomorfas entre si.
14.9.10. Teorema. Sean K — Ky y K < Ky dos cerraduras algebraicas. Entonces, existe un isomorfismo

X —=0 %

N S
K
Demostracién. Aplicando el lema anterior a L = K; y K = Kj, se obtiene un encajamiento

Kl%Kz

N

Sin embargo, i es necesariamente sobreyectivo. En efecto, un elemento y € K, es una raiz de algun po-
linomio ménico irreducible f € K[X]. Luego, f se factoriza como (X — x1)--- (X — x,) en K;[X], asi que
y=i(x;) paraalgink =1,...,n. |

El isomorfismo K; = K, que acabamos de obtener no es tinico en ningtin sentido y por este motivo
no hay que hablar de “la cerradura algebraica”, sino de eleccién de una cerradura algebraica. De hecho,

normalmente una cerradura algebraica K/K tiene muchos automorfismos no triviales K — K; para un
ejemplo particular, véase el siguiente capitulo.
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14.10 Ejercicios

Ejercicio 14.1. Sea K un cuerpo y
f=X"+a, 1 X" 1 4. +a; X+ag € K[X]

un polinomio irreducible. Denotemos por « la imagen de X en el cociente L := K[X]/(f). Encuentre una férmula
explicita para a1 en términos de la base 1, a, a2, ..., a" L,

Ejercicio 14.2. Consideremos el polinomio f := X3 + X% + X +2 € Q[X].
1) Demuestre que f es irreducible.
2) Denotemos por « la imagen de X en el cociente K := Q[X]/(f). Exprese los elementos
(> +a+1)(a*+a), (a—1)"tekK
en términos de la base 1, a, 2.

Ejercicio 14.3. Encuentre un polinomio cubico irreducible f € F,[X] y considere el cuerpo k = F,[X]/(f).
Verifique directamente que el grupo k™ es ciclico mostrando que todos sus elementos son potencias de un generador.

Ejercicio 14.4. Sea n un niimero entero. Encuentre el polinomio minimo sobre Q para n ++/—1 € C.

Ejercicio 14.5. Para una extension L/K y un elemento algebraico « € L asumamos que el grado [K(a) : K] es
impar. Demuestre que K(a) = K(a?).

Ejercicio 14.6. Para p = 2,3 demuestre que el polinomio X3 — p es irreducible en K[X] donde K = Q(/—1).
Sugerencia: considere la extension Q(v/—1, /p)/Q.

Ejercicio 14.7. Sean m,n € Z dos niimeros enteros tales que v/m,/n ¢ Q. Consideremos a := /m + /n € C.
1) Demuestre que Q(a) = Q(y/m, /n).

2) Para
=, k= —VmH+n, azi=—ay, 0gi= —0ay,

demuestre que el polinomio f := (X — 1) (X — ap) (X — az) (X — ay) tiene coeficientes enteros.
3) Demuestre que si /mn ¢ Q, entonces f es el polinomio minimo de « sobre Q.

4) Demuestre que si \/mn € Q, entonces Q(y/m) = Q(y/n).

Polinomios y cuerpos ciclotomicos

Ejercicio 14.8. Demuestre que si m > 1 es impar, entonces @y = Py (—X).
Sugerencia: compare las expresiones

[1®a=X"—-1=(X"-1)(X"+1) = ~(X" = 1) ((-X)" = 1) = — [ Pa(X) ®s(~X)
d|2m dlm

usando la induccién sobre m.

Ejercicio 14.9. Encuentre un par de cuerpos ciclotomicos Q({m) y Q(Cn) tales que [Q(Cm) = Q] = [Q(Zn) : Q]
pero Q(Zm) # Q(Cn)-

Ejercicio 14.10. Demuestre que toda extension finita K/Q contiene un niimero finito de las raices de la unidad.
Ejercicio 14.11. Denotemos por Q(le) = Q({3,04,T5, 6, - - -) la extension de Q generada por todas las raices de
la unidad. Demuestre que Q({eo) = Uy>1 Q(Cn)-
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Derivadas formales

Ejercicio 14.12. Sea R un anillo conmutativo. Para una serie de potencias f = Y_,~oa, X" € R[X] definamos su
derivada formal como la serie
fl=Y na,x" 1

n>1

1) Demuestre que para cualesquiera f,g € R[X] se cumple
(f+8) =f+8, (f9) =fg+fs"

2) Calcule las derivadas de las siguientes series formales en Q[ X]:

exp(X) = ¥ S log(1+X) = £ (<113,
o Ty X
sen(X) := ngo( V' ey cosX) = ngo( " Gt

Ejercicio 14.13 (Serie de Taylor). Demuestre que si Q C R, entonces para f € R[X] se cumple

(n)
f: Z fT(O)X”,

n>0
donde fO) := fy f00) .= (F"=D) para n > 1.
Ejercicio 14.14. S5i Q C R, definamos las integrales formales por

/OX (2 anX”> ax = Y Ao X,

n>0 n>0

1) Demuestre que se cumple el teorema fundamental del cdlculo:

[roax=s0-r0 v ([ i) =00,

donde f(0) denota el término constante de f.

2) Demuestre que se cumple la integracién por partes:
X / X !
FX08(X) - fO)50) = [ FX) g/ (X)ax+ [ f(X) g(x) ax.

3) Calcule las series
X X X
/ exp(X)dX, / log(1+ X)dX, / X exp(X)dX.
0 0 0

La traza, norma y el polinomio caracteristico

Ejercicio 14.15. Consideremos la extension ciclotomica Q({3)/Q.

1) Usando la base 1, (3, calcule el polinomio caracteristico para un elemento « := a + b {3, donde a,b € Q.
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2) Note que Q(Z3) = Q(v/—3). Verifique que el resultado de 1) coincide con el cdlculo para las extensiones
cuadrdticas que hicimos en clase.

Ejercicio 14.16. Demuestre que 1+ /2 no es una n-ésima potencia en Q(~v/2) para ningiin n = 2,3,4,. ..
Ejercicio 14.17. Consideremos & = {5 + (2, donde {5 := e2™V =1/,
1) Calcule el polinomio caracteristico de a respecto a la extension ciclotémica Q({5)/Q.

2) Demuestre que Q({5) = Q(«) y el polinomio obtenido es el polinomio minimo de w.

Ejercicio 14.18. Encuentre el polinomio minimo de /2 + /2 sobre Q.

Separabilidad y el teorema del elemento primitivo

Ejercicio 14.19. Sea p un niimero primo. Consideremos el polinomio f := X?> + X +1 € IFp[X].

1) Demuestre que f es irreducible si y solo si p =2 (méd 3).

Indicacién: use la ley de reciprocidad cuadratica para ver cudndo —3 ¢ Fp; otra opcién es notar
que se trata del tercer polinomio ciclotémico.

2) ¢Para cudles p el polinomio f es separable?
Ejercicio 14.20. ;Para cudles p el polinomio f := X*> 4+ X + 2 € F,[X] es irreducible? ;separable?
Ejercicio 14.21. Sean p un niimero primo y a € ) un elemento no nulo. Consideremos el polinomio
f:=XP - X+acF,[X].
En este ejercicio vamos a probar que f es irreducible.

1) Demuestre que f es separable.

2) Sea L un cuerpo de descomposicion de f y sea « € L un elemento tal que f(«) = 0. Demuestre que las raices
defenLsona,a+1,...,a+p—1

3) Asumamos que f = gh donde g,h € IF,[X] son polinomios ménicos y degg,degh < deg f. Analizando la
suma de las raices de g o h, concluya que a € TF.

4) Demuestre que en este caso f se descompone en factores lineales en IF[X] y deduzca una contradiccién.

Ejercicio 14.22. Sean p un primo impar y n un niimero natural tal que p 1 n. Denotemos por ®,, € Z[X] el n-ésimo
polinomio ciclotémico. Demuestre que si a € Z satisface ®,(a) = 0 (m6d p), entonces p 1 a y el orden de a en
(Z/pZ)* esigual an.

Indicacion: factorice X" — 1 € Z[X] en polinomios ciclotémicos y note que el polinomio X" —1 € F,[X] es
separable.

Ejercicio 14.23. Consideremos la extension K := Q(v/—1, v/2). Encuentre 6 € K tal que K = Q(6).
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