Capitulo 15
Cuerpos finitos

...as a longtime worker using only real or complex
numbers, [Joseph F. Ritt] referred to finite fields as
“monkey fields”.

Steven Krantz, “Mathematical Apocrypha Redux”

En este capitulo vamos a construir los cuerpos finitos y ver sus propiedades basicas.
15.0.1. Observacién. Todo cuerpo finito tiene p™ elementos donde p es algiin niimero primoyn =1,2,3,...

Demostracion. Un cuerpo finito necesariamente tiene caracteristica p para algtin nimero primo p, y enton-
ces es una extension finita de IF,. En particular, es un espacio vectorial de dimensién finita n sobre IF,, que
tiene p" elementos. [

15.0.2. Teorema. Para todo primo pyn =1,2,3,... existe un cuerpo finito de p" elementos; especificamente, es un
cuerpo de descomposicion del polinomio X¥" — X € IF,[X]. En particular, es iinico salvo isomorfismo.

Demostracion. Consideremos una extension IF/IF,. Notamos que el polinomio f := X" - X e IF,[X] no
tiene raices multiples en IF: en efecto, si en F[X] se tiene

XV - X=(X-a)’g
para algun X, entonces, tomando las derivadas formales en F[X], se obtiene
A=p"XP T 1=2(X—-a)g+ (X —a)?g,
de donde (X —«) | —1, lo que es absurdo.

1) Sea IF/IF, un cuerpo de descomposicion de f. Por lo que acabamos de probar, IF contiene p" raices
distintas de f. Notamos que las raices de f forman un subcuerpo de FF. En efecto, estd claro que
f(0) = f(1) = 0. Sean a, B € F elementos tales que f(x) = f(B) = 0; es decir, a?" = a y p" = B.
Luego,

(aB)P" = o B =ap,

y ademas
n

(‘X_"ﬁ)pn: Z <pi>(xi‘3]‘:lxp"+ﬁp":“+ﬁ,
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usando que p | (pzn) paratodoi=1,...,p" — 1. En fin, si « # 0, entonces
(W) = (@) =,

Por la minimalidad de los cuerpos de descomposicién, esto significa que todos los elementos de F
son raices del polinomio f cuyo grado es p", asi que |F| = p".

2) Viceversa, notamos que si IF es un cuerpo de p" elementos, entonces [F tiene caracteristica p y IF, C IF.
El grupo multiplicativo IF* tiene orden p" — 1, asi que todo elemento & € F* satisface a?' ~! = 1
segin el teorema de Lagrange, asi que a?" = a. Para @ = 0 esto también trivialmente se cumple.
Luego, todos los p" elementos de FF son raices del polinomio f := X?" — X € F,[X] de grado p", asi
que F es un cuerpo de descomposicién de f. Recordemos que un cuerpo de descomposicién es tinico
salvo isomorfismo.

15.0.3. Notacién. En vista del dltimo resultado, se suele hablar de el cuerpo de p" elementos y se usa la

notacién Fpn, o IF; donde g = p".

15.0.4. Comentario. Note que para n > 1 el anillo Z/p"Z (los restos médulo p") tiene divisores de cero, y
en particular no es un cuerpo. Entonces, F,» es algo muy diferente de Z/p"Z.

Para construir los cuerpos finitos de manera mds explicita, notamos que si [Fy» es un cuerpo de p"
elementos, entonces el grupo ]F;n es ciclico (véase el capitulo 7); es decir, existe un generador & € ]F;n tal
que

F,n = {0, 1,oc,oc2,...,oc”"*2}.

Sea f := myF, el polinomio minimo de « sobre F,. Tenemos
Fy[X]/(f) = Fp(a), [Fp(a):Fp] =degf.
Pero FF(a) = IFyn, asi que deg f = n. Esto nos da el siguiente resultado.
15.0.5. Teorema. Para todo primo py n = 1,2,3, ... existe un polinomio irreducible f € F,[X] de grado n.

15.0.6. Comentario. Si f es un polinomio irreducible en Fy[X] y F := F,[X]/(f), denotemos por « la
imagen de X en el cociente. Este a no tiene por qué ser un generador del grupo multiplicativo F*. Por
ejemplo, consideremos un cuerpo finito de 9 elementos F := F3[X]/(X% + 1). En este caso > = —1,y
luego a* = 1. Siendo un grupo ciclico de 8 elementos, F* tiene ¢(8) = 4 diferentes generadores y son
a+1,a+22a0+1, 20 + 2.

15.0.7. Ejemplo. He aqui algunos polinomios irreducibles en F,[X].

p=2 p=3 p=>5

X2+ X+1 X24+X+2 X24+X+1

X3+ X241 XC+X2+X+2 X3+ X24+3X+4

XA X34+ X24+X4+1 X4+ XP+X24+X+1 X4+ X3 42X24+X+3
X0+ X+ X24+X+1 XP4+X*42X3+1 X+ X+ X3 42X24+3X+1

X4+ X+ X3 4+X2+1 X0+ X+ XA+ X3+ X2+ X4+1 XO4+X4+ X+ X34+ X2+X+1
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Entonces, para construir un cuerpo de p” elementos, se puede tomar un polinomio irreducible f €
IFy[X] de grado n y pasar al cociente F,[X]/(f). Diferentes f dan el mismo resultado, salvo isomorfismo.

15.0.8. Ejemplo. Los polinomios
A=X4+X+1, =X+ X>+1€F[X]

son irreducibles y tiene que haber un isomorfismo entre los cuerpos finitos correspondentes

F[X]/(fi) ————— F[X]/(f2)

\/

Vamos a definir un homomorfismo
¢: Fo[X] = Fo[X] - Fo[X]/(f2)

tal que ker ¢ = (f1). En este caso el primer teorema de isomorfia nos daria un homomorfismo inyectivo

¢: B[X]/(f1) = im¢ = F[X]/ (),

y dado que |F2[X]/(f1)| = |F2[X]/(f2)| = 8, este seria automéaticamente sobreyectivo. Necesitamos que se
cumpla

P(f1) = p(X°+X+1) = (X +¢(X)+1=0 (mod X>+ X2 +1).
Se ve que hay tres opciones:
b X XFT, go: X oo X251, gn: X XEF X,

Cada una de estas aplicaciones induce un isomorfismo F»[X]/(f1) = F»[X]/(f2). Notamos que los ele-
mentos X +1, X2+ 1, X% + X € IF»[X]/(f2) estan relacionados de la siguiente manera:

X2+1=(X+1)? X2+X=(X2+1)?*=(X+1)*
(véase §15.2). A

Seria interesante saber cudntas posibilidades hay para escoger al polinomio irreducible f. Denotemos
por N, el niimero de los polinomios ménicos irreducibles en IF,[X] de grado n. Nuestro objetivo es deducir
una férmula explicita para N,.

15.1 Laformula de Gauss
15.1.1. Lema.
1) Sea k cualquier cuerpo. El polinomio X' — 1 divide a X™ — 1 en k[X] si y solo si £ | m.
2) Sea a un entero > 2. El niimero a* — 1 divide a a™ — 1 en Z. si ysolosil | m.
3) En particular, para un primo p y d,n > 1 se tiene (Xpd —X) | (XP" = X) siysolosid | n.
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Demostracion. En la primera parte, escribamos m = g¢ +r donde 0 < r < £. Tenemos en k(X)

X' -1
Xt—1

X" -1 (X7 X"+ (X" —1) CX1 -1 X1
Xl -1 X -1 Xf—1 ' x'—1

Xy x4
0<i<q

Esto es un polinomio si y solamente si ig;j lo es. Pero r < ¢, asi que la tinica opcién es r = 0.
La segunda parte se demuestra de la misma manera. La tiltima parte es una combinacién de 1) y 2):

X —X) (X -X) = (XD (X 1) = (D) | (1) = d |

15.1.2. Lema. Denotemos por fy el producto de todos los polinomios monicos irreducibles de grado d en TF[X].
Luego,

XV —-x=T]fa

dn

Demostracion. Ya hemos notado en la prueba de 15.0.2 que el polinomio X?" — X no tiene raices mltiples
en su cuerpo de descomposicién. En particular, X?" — X no puede tener factores irreducubles multiples en
IF,[X] . Serfa entonces suficiente comprobar que un polinomio ménico irreducible f € F,[X] es de grado
d divide a XP" — X si y solo si d | n.

Consideremos el cuerpo finito

F:=Fy[X]/(f)

y denotemos por « € FF la imagen de X en el cociente. En este caso f es el polinomio minimo de « sobre
IFp,. Siendo un cuerpo de p* elementos, FF es un cuerpo de descomposicion del polinomio X' —Xe Fp[X].

1) Sid | n, entonces, segun el lema anterior, (Xpd — X) | (X" — X). Entonces, todas las raices de xr' - X
son también raices de X" — X, y en particular a?" — a = 0. Tenemos entonces

fIEXP =X).

2) Viceversa, si f | (X" — X), entonces f(x) = 0 implica que a?" — & = 0. Ademés, para cualquier
elemento

x:ad_lad_1+-'-+a1a+a0€]l:,

donde ag, a1, ...,a4_1 € Fp, se tiene
n Ny q_ n
P =ag g (@P) T g (0F) g = x,

asi que todos los elementos de TF son raices de X?" — X. Se sigue que (Xpd —X) | (X" = X), y luego
d | n por el lema anterior.

*Sin pasar al cuerpo de descomposicion, basta notar que si X' — X = f2 g, entonces, tomando las derivadas formales en F,[X],
se obtiene 2f f' ¢+ f2 ¢ = —1,asi que f | —1y f € F;; es una constante invertible.
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15.1.3. Ejemplo. Se sigue que para obtener todos los polinomios irreducibles de grado d | n en FF,[X],
basta factorizar el polinomio X" — X en F,[X]. Por ejemplo, en [F,[X] se tiene

X X =XX+1)(X+X+D)(X*+X+1) (X + X3+ 1) (XA + X3+ X2+ X +1).

y en F3[X]
XX =X(X+1)(X+2)(X2+1) (X3 + X +2) (X>+2X +2).
A
15.1.4. Corolario. Se cumple
pn = Zd . Nd'
dln
Demostracion. Basta comparar grados a ambos lados de la identidad X" — X = [Tan fa en Fy[X]. [

Para obtener una férmula para Nj;, se puede usar la férmula de inversién de Mobius, revisada en el
apéndice D.

15.1.5. Teorema (Gauss). El niimero de polinomios ménicos irreducibles de grado n en IF,[X] es igual a
1 n
N}’l = E Zl’l (E) pd/
dln
donde y denota la funcion de Mdbius;

(1) :=1, wu(n)=0sin no es libre de cuadrados,

y para n libre de cuadrados se pone
k

u(pr---pr) == (=1)%,

donde k es el niimero de diferentes niimeros primos que aparecen en la factorizacion de n.

Demostracion. Consideremos la funcién f(n) := n N,. Luego,

F(n) =) f(d) =) dNg=p",

d|n dln

usando 15.1.4. La féormula de inversion de Moébius nos da

flny =niy =Y (5) F(d) = L (5) P

dln

15.1.6. Ejemplo. Hay

(y(l)-26+y(3)~22+;4(2)~23+;4(6)-2)=%(64—4—8+2):9

=

polinomios moénicos irreducibles en F,[X] de grado 6. Factorizando el polinomio X2° — X en F,[X], se
puede ver que son

X0+ X +1, X4+ X4+ X3+ X+1, XO4+XP+X34+X%2+1,
X0+ X341, X0+ X5 +1, X0+ X0+ X4+ X+1,
X4+ X4+ X24+X+1, X+X°+X24+X+1 XO+X°+X*+X2+1.
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CAPITULO 15. CUERPOS FINITOS

He aqui algunos valores de N, para diferentes p y n.

" 1 2 3 4 5 6

p

2 2 1 2 3 6 9

3 3 3 8 18 48 116

5 5 10 40 150 624 2580

7 7 21 112 588 3360 19544
11 11 55 440 3630 32208 295020
13 13 78 728 7098 74256 804076
17 17 136 1632 20808 283968 | 4022064
19 19 171 2280 32490 495216 | 7839780

El ntimero de los polinomios ménicos irreducibles de grado 7 en IFp[X]
A

En particular, la féormula de Gauss implica que para todo n > 1 existe un polinomio ménico irreducible
f € Fp[X] de grado n en [F[X]. En efecto,

1 _
No=—(p"+ X £p") 2 (p" = (p" '+ 42 +p) >0,
dln
dy‘én
dado que
n—1+.”+ 2+ :Pn*171< n
p p-Tp p—1 P

15.2 Automorfismos de cuerpos finitos

La construccién de cuerpo finito de p” elementos depende de una eleccién de un polinomio irreducible
de grado 1 en IF,[X]. Aunque probamos su existencia, no hay un modo canénico de escogerlo. Sin embargo,
sabemos que todos los cuerpos de orden p" son isomorfos entre si. Esto nos lleva a la siguiente pregunta:
(cudntos automorfismos tiene un cuerpo finito Fyn?

Para un cuerpo K los automorfismos o: K = K forman un grupo Aut(K) respecto a la composicion.

15.2.1. Teorema. Para un cuerpo finito IF,n el grupo de automorfismos Aut(IF ,n) es ciclico de orden n. Especifica-

mente,
Aut(IFpn) = (F) 2 Z/nZ,

donde F denota el automorfismo de Frobenius
F: x> xP.

Demostracion. Notamos primero que F es un automorfismo. Para cualesquiera x,y € IF;» tenemos obvia-
mente
( xy)ﬁ = xP yP'
Para las sumas, notamos que IF,» es un cuerpo de caracteristica p, asf que
= L (D)ayi=w sy,

i+j=p !
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puesto que p | (f) parai = 1,...,p — 1. Esto demuestra que F es un homomorfismo F: Fyn — [Fyn.
Como todo homomorfismo de cuerpos, F es automaticamente inyectivo. Puesto que IF,» es finito, F es
sobreyectivo.

El grupo multiplicativo ]F;n es ciclico y podemos escoger un generador a € ]F;n. Todo elemento x € ]F;,,,

es de la forma &' parai =0,1,...,p" — 2, y para cualquier automorfismo o Fpn — Fpn se tiene

Esto demuestra que o esta definido por la imagen de «. Consideremos las potencias del automorfismo de
Frobenius

k
FF=Fo...0F:x+x".
| S —
k

1 Lk Lk i
Tenemos F¥ = id si y solo si a?" = a; es decir, a? ! = 1 en ]F;,,. Dado que « tiene orden p” — 1 en el grupo

lF;n, lo dltimo sucede si y solo si (p" — 1) | (p* — 1); es decir, si y solo si 1 | k. Podemos concluir que
=id, F, F? ..., !

son n diferentes automorfismos de IF,». Para terminar la prueba, hay que ver que F,» no tiene otros
automorfismos.
Sea f = myr, el polinomio minimo de a sobre IF,. Luego,

F,[X]/(f) 2 Fp(x) = Fy.

En particular,
deg f = [Fy(a) : Fp] = [Fpn : Fy] = n.

Tenemos f(«) = 0, y para cualquier automorfismo ¢ : [Fyn — [Fpn necesariamente
flo(a)) = o(f(w)) = ¢(0) =0,

asi que o(a) debe ser una raiz de f. Pero f, siendo un polinomio de grado n, tiene a lo sumo n raices, y
esto demuestra que | Aut(IF,»)| < n. |

15.2.2. Corolario. En un cuerpo finito IFyn todo elemento es una p-ésima potencia.
Demostracion. Se sigue de la sobreyectividad del automorfismo de Frobenius F: Fpn — Fpn. n

15.2.3. Teorema. Los subcuerpos de un cuerpo finito IFyn corresponden a los divisores de n: son precisamente
d
Fi:={x € Fp [ 2" = x}.
Demostracion. Primero, si tenemos un subcuerpo F C ]Fpn, entonces necesariamente ]Fp CFy |F| = pd
para algtn d. Luego,
n = [Fpn :Fy] = [Fpn : F] - [F: Fp] = [Fpn : F] -d,

demuestra que d | n. Dado que el grupo multiplicativo IF* es ciclico de orden p? — 1, los elementos de F
son precisamente las raices del polinomio X' —Xe Fp[X]:

]F:]Fd::{xE]Fpn|xpd—x:0}:{x€1Fpn\Fd(x):x}.

7
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donde F: x — x? denota el automorfismo de Frobenius. Viceversa, para cualquier d | n el conjunto F;»

de arriba tiene p? elementos: tenemos (Xpd —X) | (XP" = X) y el polinomio X*" — X se descompone en

factores lineales en FF,n[X]. Ademds, para cualquier cuerpo K y un endomorfismo ¢: K =K el conjunto

K7 :={xeK|o(x) =x}
es un subcuerpo de K: esto se sigue de las identidades

o(x+y) =0o@x) +oly), o(1)=1, o) =c@x)oly), o) =0

15.2.4. Ejemplo. Consideremos un cuerpo de 2° = 64 elementos
Fey = Fo[X] /(X0 + X5 + X3 + X2 +1).
Denotemos por « la imagen de X en el cociente. Tenemos
Fes = {as0® +aga* +aza’ +apa® +ay+ag | a; =0,1}.
Los elementos fijos bajo el automorfismo de Frobenius F: x + x? corresponden al subcuerpo
F, = {0,1}.
Los elementos fijos por F2: x +— x* corresponden al subcuerpo
Fy={0, 1, ot o’ +a, oc4+zx2+o<+1}.

8

Los elementos fijos por F3: x — x® corresponden al subcuerpo

Fg = {0, 1, ta, 2 ta+1, ot +a atta+1, ot +a? oc4+042+1}.

A

15.2.5. Comentario. Notamos que Aut(IF,:) = (F) es el grupo ciclico de orden n generado por el automor-

fismo de Frobenius F: x — x”. Los subgrupos de Aut(FF,) son precisamente (F?) para d | n, y entonces
hemos obtenido una biyeccién entre los subcuerpos de IF,n y los subgrupos de Aut(IF,:). Esto no es una

coincidencia: es un caso particular de la teoria de Galois.

15.3 Cuerpos finitos y la reciprocidad cuadratica

Recordemos que para un nimero entero a y un primo p el simbolo de Legendre se define mediante

+1, sipfayaesun cuadrado médulo p,

<a) =4 —1, sipfayanoesun cuadrado médulo p,

b 0, sip|a.

Tenemos las siguientes propiedades elementales.
a) El simbolo de Legendre es multiplicativo: se tiene
3G -5)
P/ \p p

para cualesquiera a,b € Z.
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b) Si p es un primo impar, entonces entre los nameros {1,2,...,p — 1} precisamente la mitad son
cuadrados médulo p y la mitad no son cuadrados médulo p; en particular,

(15.1) ) (i>_
0<i<p-1 \P

c) El simbolo de Legendre puede ser interpretado mediante el criterio de Euler: si p es un primo impar,
entonces

(11) — a7 (mod p).

Todas estas propiedades se deducen fécilmente del hecho de que ' sea un grupo ciclico: existe un

generador a € F tal que todo elemento de F; es de la forma o' para algtin i € Z. Luego, &' es un
cuadrado si y solo si i es par (véase el capitulo 7 para los detalles).

El objetivo de esta seccién es presentar una aplicaciéon de cuerpos finitos en una prueba de la ley de
reciprocidad cuadratica de Gauss.

1) Si p y q son diferentes primos impares, entonces
<‘7> — (-7 <p> _)T
p q -

2) La primera ley suplementaria: si p es un primo impar, entonces

<—1>_(_1)le_ +1, sip=1 (mod 4),
p) -1, sip=3 (mod 4).

3) La segunda ley suplementaria: si p es un primo impar, entonces

(2) LB o {+1, sip=+1 (méd 8),

p ~1, sip=43 (mod 8).

15.3.1. Ejemplo. He aqui una pequefia tabla de los valores de ( 5)

9
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) 903 |5 | 7 |11|13]17|19]23]29 |31
1| =+ |- =]+ +|-1]-|+]|-
2 |- -+ |- =-]14+]|-]1+]|-]+
3 o | - | =+ |+ =-]=-]4+]-]-
5 |- o | -]+ | -|-=-|+|-1+]+
7l + = lo | = |=|=1+]=-]+]+
1 | -+ | +]o|-|=-|+]|=-|-]-
13 + — — — 0 + — + + _
7 | = | - =] =+ ]o0|+|-]-]-
9 |+ |+ |- =-]=-]+]o0o] ==+
B || -+ |+ |+ -] +0]+]-
29 | — |+ |+ -+ |- =-1+]0] -
31 |+ |+ | - |+ |- -|=-|+]-1]0

A

Notamos que la primera ley suplementaria se deduce inmediatamente del criterio de Euler. Otro modo
de verlo: para « € [F; se tiene a? = —1 si y solamente si el orden de a es igual a 4. Entonces, —1 es un
cuadrado siy solosi4 | (p—1).

Vamos a probar la segunda ley suplementaria y luego la ley principal. Nuestra exposicién sigue [IR1990,
Chapter 6], pero en lugar de las raices de la unidad {, usamos los cuerpos finitos, segtin lo indicado en
[IR1990, §7.3].

La segunda ley suplementaria

Antes de probar la ley principal, empecemos por la segunda ley suplementaria. Si p es un primo impar,
entonces p?> = 1 (méd 8), puesto que cualquier cuadrado de un ndmero impar es congruente a 1 médulo
8:

=1, 3=9, 5 =25 7"=49
Consideremos el cuerpo finito IF 2. El grupo multiplicativo ]F;2 es ciclico de orden p? — 1, y dado que

8| (p? — 1), existe un elemento a« € F*, de orden 8. Notamos que
P

(@t =1)(@*+1)=a-1=0.

4

Dado que a* # 1, tenemos a* = —1, de donde se siguen las identidades

W ra?= 0, o= —a L,

10
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Pongamos
Ti=at+al.
Notamos que T # 0. En efecto, si a = = —a, entonces a?> = —1 y luego a* = 1, pero no es el caso.
Tenemos

- - - 2
-1 = (72)‘771 = (a2+2+,x*2)’%1 ' = <p> ,

donde la tltima igualdad se sigue del criterio de Euler. En consecuencia
‘xp —‘1-0(7!7 — (a+“71)p — Tp = (;) T.
Dado que « tiene orden 8, la expresién a la izquierda depende solamente del residuo de p médulo 8:
1 _ p 2
pp_ Jata =1, p=+1 (m6d8)| _ .\t
it {0434—043:—7, p=+3 (mod 8) (==

Comparando las dltimas dos identidades, se obtiene

(3)-c

15.3.2. Comentario. El mismo argumento funciona para la raiz de la unidad (g en lugar de « y el anillo
Z|[(s] en lugar de [F». En este caso hay que considerar identidades en Z[s] médulo p.

La ley principal
Sean p y g dos diferentes primos impares. Podemos escoger un nimero n = 1,2,3, ... tal que
g"=1 (méd p)
(por ejemplo, basta tomar n = p — 1). Consideremos el cuerpo finito [F . El grupo multiplicativo IF;, es

ciclico de orden g" — 1. Por nuestra eleccién de n, se tiene p | (¢" — 1), asi que existe un elemento a € ]qun
de orden p.
Para a € Z pongamos

i A
Ty = Z <> a™ ¢ ]Fqn.
0<i<p-1 \P
En particular, definamos
T':=T.

A partir de ahora y hasta el final de esta seccién, todos los sumatorios serdn entre 0 y p — 1, asi que por
brevedad vamos a escribir “} ;" en lugar de “} jp<j<, 1"

Yot {P, sipla,
i

0, sipta.

15.3.3. Lema. Tenemos

Demostracion. Si p | a, entonces afl =1 para todo 0 <i < p—1, asi que
Y o =p.
i

Si p ta, entonces a” # 1, y luego
) ot = Lt 0
a®—1 ’

i

11
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15.3.4. Proposicién (Gauss). En Fyn se cumplen las identidades

1) 1, = (%) T.
2) 2= (—1)1[%1 p.
Demostracion. Si p | a, entonces
a
2)-
p
Por otro lado, tenemos a® = 1 para todo 0 < i < p — 1, dado que el orden de « es igual a p, y luego,

X))

por (15.1). Si p { a, entonces calculamos que

()5 () -5 ()<

—el simbolo de Legendre (%) y el elemento &/ dependen solo del resto de j médulo p y los ntimeros ai

a

p) = =1, asi que al multiplicar la identidad

para 0 <7 < p —1nos dan todos los restos médulo p. Ahora (

7= (;) -

Probemos la segunda identidad. Notamos que si p { 4, entonces la identidad 1) nos da

() 3)7 G

y si p | a, entonces 7, T_, = 0. Luego,

(15.2) ;Ta T, = (‘p) (p—1) 7%

Por otro lado, tenemos ' .
_ ! ]) a(i—j)
T Tog = — =)« ,

o ;X,:<P> (P

y sumando estas identidades para 0 < a < p — 1, se obtiene

() () 5

a

de arriba por (?> nos queda la identidad 1)

El célculo del lema 15.3.3 nos dice que

Z“a(i_]') — {g/ si 1= j/

sii##j.

12
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Entonces,

(15.3) ;ru Ta=) (i)z =(p-1p

Comparando (15.2) y (15.3), tenemos
-1
(5) v-ve=-vp,
de donde

Estamos listos para probar la ley de reciprocidad cuadratica. Denotemos

p—1

pri=(-1)7 p.
La segunda identidad de 15.3.4 nos dice que

™ =p* enFgp.
Entonces,

*
(p):l — 1teF, CFp <~ 1 =1
q

En efecto, si p* es un cuadrado en FF,, entonces p* = x2 para algin x € IF,. Pero en este caso T = +x, asi
p q p p g q
ue T € IF,. Viceversa, si T € F,, entonces p* = 72 es un cuadrado en FF,.) Lue 0, tenemos en IF »
q q q p q & q

(B0 56 (- ()

segun la primera identidad 15.3.4. Entonces, la condicién 77 = T equivale a
-
p

(p) —1 — (‘7> —1.
q p
Esto equivale a la identidad

. p1
3)=(5)=-G)" (=== ()
p q q q q
15.3.5. Comentario. Estos calculos se pueden hacer con la raiz de la unidad {;, en lugar de a. En este caso

la expresién
a
Sai= ), () &y 8 =81
0<a<p-1 p

se conoce como la suma cuadratica de Gauss. Muchas pruebas de la reciprocidad cuadratica, incluso una
de las pruebas de Gauss, se basan en la identidad

(-

13
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En el tratado de Gauss “Disquisitiones Arithmeticae” aparecen ocho pruebas diferentes de la recipro-
cidad cuadrética, y hoy en dia se conocen alrededor de 250". Para mds informacién sobre las leyes de
reciprocidad en el contexto histérico, véase el libro [Lem2000].

15.4 Perspectiva: ecuaciones sobre cuerpos finitos

Presently, the topic which amuses me most is
counting points on algebraic curves over finite
fields. It is a kind of applied mathematics: you try
to use any tool in algebraic geometry and number
theory that you know of... and you don’t quite
succeed!

Una entrevista a Jean—Pierre Serre, 1985

Consideremos un cuerpo finito IF,;. Sus extensiones finitas son de la forma ]Fqk para k = 1,2,3,...
Denotemos por
A"(]Fqk) = ]F;k

el espacio afin de dimensién n sobre ]Fqk. Para una coleccion de polinomios fi, f,..., fs € F; [(X1,..., X4,
consideremos el conjunto de sus ceros en comun en [F Z":

V(Fg) = A{x= (x1,...,x0) € A"(Fpe) | fo(x) = fa(x) = --- = fs(x) = 0}

Este conjunto es finito, siendo un subconjunto de A”(]Fqk) que tiene g elementos. Entonces, cabe pre-

guntarse, cémo el nimero de elementos de V(IFqk) depende de k. Este problema fue uno de los maés
importantes en las matematicas del siglo XX. A saber, esto se estudia mediante funcién zeta definida por

k
Z(Vyg,,t) = exp <Z #V (F ) tk> :

k>1

Esta expresion también puede ser considerada como una serie formal en Q[¢]

En 1960 Bernard Dwork probé que Z (V/qu/ t) es siempre una funcién racional. En términos de las series
formales, esto significa que Z(V/,, t) = f/g para algunos polinomios f, ¢ € Q[t]. Conociendo esta funcién
racional, se puede considerar los coeficientes de la serie log(f/g) para recuperar los numeros #V (FF q") para

todok=1,2,3,...

La prueba de Dwork esté explicada en el libro [Kob1984] y aqui vamos considerar solo un par de casos
particulares.
Circulo unitario

El circulo unitario viene dado por la ecuacién X2 4+ Y2 = 1. Consideremos entonces el conjunto

C(Fy) :={(x,y) € Az(qu) | 2+ y? =1}

Primero, si g = 2%, entonces todo elemento de FF, es un cuadrado: para todo a € FF, existe f € Fy tal
que & = B%. Ademas, este f es tnico: se tiene

X?—a=(X—-a)

*Véase http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/fchrono. html
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Entonces, cualquier x € [F,: define un punto tinico

(x, V1 —x2) € C(Fy).
Se sigue que
#C(Fp) = 2.

15.4.1. Ejemplo. Sobre F;, los puntos del circulo C(IF,) son
(1,0), (0,1).

Sobre el cuerpo
Fy:=F[X]/(X*+X+1)={0,1,a,a +1}

los puntos del circulo C(FF4) son

(0,1), (1,0), (c,a+1), (x+1,a).

En efecto, tenemos
=a+1, (a+1)7?=ua

A
Ahora si g es impar, el problema se vuelve mds interesante. Analicemos algunos ejemplos.
15.4.2. Ejemplo. Tenemos
C(FF5) = {(0,1), (0,2), (1,0), (2,0)},
C(Fs) = {(0,1), (0,4), (1,0), (4,0)},
C(F7) = {(0,1), (0,6), (1,0), (2,2), (2,5), (5,2), (5,5), (6,0)}.
En el cuerpo
Fo :=F3[X]/(X*+1) = {0,1,2,¢,a + 1,0 + 2,20, 20 + 1,20 + 2}
Los cuadrados son
12=22=1,
w? = (20)? =2,
(0 +1)? = 2a +2)% = 2a,
(k422 =Qa+1)2=a
Luego,
w? +a? = (2a)? + (20)2 = a® + (20)2 = 1.
Tenemos
C(F9) = {(0,1), (0,2), (1,0), (2,0), (&, ), (&,2a), (22, ), (20,20x)}.
A

He aqui una pequefia tabla que podemos compilar con ayuda de una computadora:

3 57 9 11 13 17 19 23 25 27 29 31 37 41
gmod4: 3 1 3 1 3 1 1 3 3 1 3 1 3 1 1
4 4 8 8 12 12 16 20 24 24 28 28 32 36 40

15
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Se nota que #C(IF;) = q & 1. Para explicar qué estd pasando, recordemos la parametrizacién del circulo.
Seria instructivo hacer un dibujo del circulo real. El punto P = (—1,0) siempre esta en el circulo. Podemos
trazar una recta que pasa por P y tiene otra interseccién con el circulo. Esta recta necesariamente tendra

ecuacién
£:Y =tX +t

aa
/

. .2 3 . *
La interseccién de esta recta con el circulo viene dada por

para algin ¢.

11— 2t
_ _ 2, .2 _ _ (1= 2
Q=(y) y=tx+t, ¥ +y =1= (x'y>_(1+t2’1+t2>'

Viceversa, la recta que pasa por Py Q = (x,y) tiene ecuacion

Yy
Y=tX+t t=—"o0
* x+1
Ahora si trabajamos sobre un cuerpo F,, puede pasar que t* = —1. Entonces, lo que tenemos es una

aplicacién

¢: {t € Fy | # —1} = C(Fy) \ {(~1,0)},

L 1—#2 2t
142714+ )°

<l—t2 2t )7“_110)

Esta aplicacion estd bien definida:

14+#2"14#2

“El lector probablemente reconocera las identidades trigonométricas

cos?(a/2) —sen?(a/2)  1—tan?(a/2)
cos?(a/2) +sen?(a/2) 1+ tan2(a/2)

cosux =

o 2sen(a/2) cos(a/2)  2tan(a/2)
send = cos?(a/2) +sen?(a/2)  1+tan?(a/2)’

16
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si g es impar. Notamos que si para (x,y) € C(IF;) tenemos

2
y _
<x+1> =L

Y= —(x+1)%

entonces

y luego la ecuaciéon
= (x-1)?%=-2x-1=1

nos dice que (x,y) = (—1,0). Entonces, tenemos una aplicacién bien definida
p: CEN\{(-1,0)} = {t e Fy | 1 # 1},
(x,y) — xLH
Las aplicaciones ¢ y 1 son mutualmente inversas:
pop(t) =t ¢oyplxy) = (xy)

para cualesquiera t € F, con t? # 1y (x,y) € C(FF;) con x # —1. Esta biyeccién nos permite concluir que

#C(Fy) —1=#{t € F, | > # —1}.

Ahora si —1 es un cuadrado en IFy, la ecuacion 2 = —1 tiene dos soluciones. Tenemos entonces
+1, si —1no esun cuadrado en k,
#C(F,) = {7 ,
g—1, si —1esun cuadrado en k.

Falta notar que —1 es un cuadrado en IF; si y solamente si g = 1 (mdd 4) (véase el ejercicio 15.9).
Resumamos nuestros resultados.

15.4.3. Proposicién. Se tiene
q, si g es par,
#C(F;) = qq+1, sig=3 (modd 4),
g—1, sig=1 (mod 4).

Calculemos la funcién zeta correspondiente

Z(C/F,,t) = exp (2 #C(F x) k) .

1) Si q es par, enconces #C(F ) = 7" y tenemos

k
Z(C/F,t) = exp (Z W]?) .

Recordemos la serie para el logaritmo

tk 2
log(1+t) =Y (-1 =t— -+~ ——+...
k>1
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Luego,

En nuestro caso, tenemos

1
Z(C/p, t) = exp(—log(1l — qX)) = e

2) Sig =3 (mébd 4), entonces ¢¢ = (—1)* (méd 4), de donde se obtiene
q q

g +1, sikesimpar,

#C(F ) = {

g —1, sikes par.
Luego,

(g)F k1 £ 1+t
Z(C/g,,t) =exp Z + Z(—l) — | =exp(—log(l—qt) +1log(l1+1t)) = ——.
! s k& k 1T—qt

3) De la misma manera, si § =1 (mdéd 4), entonces qk =1 (mo6d 4) para todok =1,2,3,...y
#C(Fy) = 4 — 1.

La funcién zeta entonces viene dada por

£ tk
Z(C/F, t) = exp (Z (qk) -y k> = exp(—log(1 —qt) +log(l—1t)) = T
k=1 k=1 q
Lacurva Y2 = X3 — X
Consideremos el conjunto
Eo(F) := {(x,y) € A*(Fy) | y* = 2> — x}.

He aqui la gréfica de los puntos reales de la curva y* = x3 — x:

y

[ :
N

18



CAPITULO 15. CUERPOS FINITOS 15.4. PERSPECTIVA: ECUACIONES SOBRE CUERPOS FINITOS

De nuevo, nuestro objetivo serfa investigar como la cardinalidad de Eo(IF;) depende de q. Como en el

3

caso del circulo unitario, si g = 2F, entonces para todo x € IF, existe un tnico y tal que y> = x° — x. Se

sigue que
#Eo(F,) = 2F.

En caracteristica diferente de 2, no todo elemento es un cuadrado y el problema es mucho mds interesante.

15.4.4. Ejemplo.

#Eo(IF3) = {(0,0),(0,1),(0,2)},
#EO(]FS) = {(O/ AEY 0r4)r /2)1 (2/3 AT r( ,3 }/
#Eo(IF7) = {(0,0),(0,1),(0,6),(1,5),(2,4),(5,4),(6,5)}

Con ayuda de una computadora compilemos una pequefia tabla:

3 57 9 11 13 17 19 23 25 27 29 31 37 41
gméd4: 3 1 3 1 3 1 1 3 3 1 3 1 3 1 1
3 7 7 15 11 7 15 19 23 31 27 39 31 39 31

Aqui se nota un patrén:
#Eo(F;) =q, sig=3 (mod 4),
y esto es lo que vamos a probar en esta seccion.
Usando el hecho de que el grupo FF; sea ciclico de orden g — 1, se puede ver que precisamente la
mitad de los elementos de F; son cuadrados y la mitad no son cuadrados, con la siguiente “tabla de
multiplicacion” :

X cuadrado no-cuadrado
cuadrado cuadrado no-cuadrado
no-cuadrado | no-cuadrado cuadrado
Consideremos la funcién
flx) =2 —x.

Primero notamos que la ecuacion f(x) = 0 tiene tres diferentes soluciones x = 0,£1. Esto nos da tres
puntos
(0,0), (1,0), (=1,0) € Eo(IFy).

Asumamos que g = 3 (m(’)d 4). En este caso —1 no es un cuadrado en IFqX Ahora si x # 0,11, tenemos
f(x) # 0. Dado que f(x) = —f(—x) y —1 no es un cuadrado, precisamente un elemento entre f(x) y
f(—x) es un cuadrado. Se sigue que exactamente para la mitad de los x # 0, %1, el elemento f(x) es un
cuadrado. En este caso la ecuacién

tiene dos soluciones y € IF;. Luego,

3
#Eo(F,) :3+2-”’T —q.

15.4.5. Proposicioén. Siges paroq =3 (mod 4), entonces

#Eo(IF;) = q.

“Véase el ejercicio 15.8.
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Por otro lado, cuando g = 1 (mdéd 4), las cosas se vuelven mucho mads interesantes. Para formular la
respuesta, recordemos que el anillo de los enteros de Gauss Z[y/—1] es un dominio de factorizacién tnica.
Recordemos (de los ejercicios del capitulo anterior) que un primo impar p es primo en Z[/—1] si p = 3
(méd 4) ysip =1 (méd 4), entonces

p=N(r)=n7=a>+ b

para un primo 7 = a + by/—1 € Z[/—1]. Notamos que los ntimeros a y b no son nulos y tienen diferente
paridad, asi que hay ocho diferentes opciones para escoger este 7w que corresponden al cambio del signo
de a y de b y el intercambio de 4 con b. Se puede escoger uno de estos 7t que es primario en el siguiente
sentido.

15.4.6. Definicién. Se dice que un entero de Gauss no invertible « = a + by/—1 € Z[\/—1] es primario si
a =1 (méd 2 +2+/—1). Esto sucede si y solo si se cumple una de las dos condiciones:

1) a=1yb=0 (mod 4);
2) a=3yb=2 (mdd 4).
15.4.7. Ejemplo. Si pedimos que N(7r) = 5, entonces hay 8 posibilidades:
m=2+v-1, —2+£v-1, 1+2V-1, —1£2V-1
Los elementos primarios son —1 4= 2+/—1. A

15.4.8. Teorema ([IR1990, §18.4, Theorem 5]). Sean p un niimero primo tal que p =1 (méd 4) y w € Z[v/—1]
un entero de Gauss tal que N(7t) = p y 7t es primario. Entonces,

#Eo(IF,) = p —2Rem.

15.4.9. Ejemplo. He aqui una pequefia tabla de los 71 como en el teorema y el ntimero de puntos corres-
pondiente en la curva.

p: 5 13 17 29 37 41
m: —1£2y/-1 3£2y-1 1£4y-1 -5+£2y/-1 -1x6V/-1 5+4v/-1
#Eo(IF,): 7 7 15 39 39 31

A

Para obtener los ntmeros #Eo(]Fpk) nos puede ayudar la funcién zeta. Por ciertas razones, es mas
convieniente afiadir a Eg un punto extra, denotado por O, y trabajar con

E:=EyU {O}

Entonces,
#E(]Fq) = Eo(]Fq) +1.

15.4.10. Teorema. Para q impar se tiene

1—at+qt?
(1—£)(1—gqt)

El lector interesado puede consultar [Sil2009, §V.2] y [Kob1993, §I1.1-2] para mds detalles. En nuestro
caso tenemos

Z(E/g, t) = +1, dondea=q+1—#E(F,).
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p: 3 5 7 11 13
#E(F,): 4 8 8 12 8
p+1—#E(F,): 0 -2 0 0 6

Las funciones zeta correspondientes son entonces

Z(E/py t) = (1_1t)+(2t2_3t)

Z(E/p, t) = %

Z(E/p,t) = (1—1t;r(it2—7t)

Z(E/py, t) = u—lif;L(ilfllt)
1 — 6t + 13t2

Z(E/IFB’t) - m,

. *
de donde se calculan las series

1 2 4 244
logZ(E/IFS,t):4t+76t2+?8t3+6zt4+?t5+-~
B 32 , 104 , 640 , 3208 -
l0g Z(E g, t) =8t + -4 —— 4 == 4 ==+
64 344 2304 16808
logZ(E/Ipwt):8t+7t2+7t3+Tt4+?t5+---
_ 144 , 1332 ;5 14400 , 161052 5
log Z(E/p,, t) =12t + o= 14 —=F 4+ —— '+ —— +
B 160 , 2216 , 28800 , 372488
log Z(E/p, t) =8t+ —- 4+ —— £ + — — '+ —— 1+
Tenemos entonces
p: 3 5 7 11 13
#E(F,): 4 8 8 12 8
#E(F2): 16 32 64 144 160
#E(F): 28 104 344 1332 2216
#E(F,): 64 640 2304 14400 28800
#E(F,5): 244 3208 16808 161052 372488

El conteo de soluciones de ecuaciones polinomiales es un tema muy profundo. Por ejemplo, este es el
hilo conductor del libro [IR1990].

15.5 Cerradura algebraica de I,

Consideremos un cuerpo finito IF,. Sus extensiones son cuerpos finitos IF,:. Recordemos que si m | 1,
entonces [Fym C [Fpn; especificamente, un subcuerpo de p" elementos contiene un subcuerpo tnico de p™

“Un ejemplo de este célculo en PARI/GP:
? log ((1+3*t°2)/((1-t)*(1-3*t)))
% = 4%t + 8%t"2 + 28/3%t"3 + 16%t"4 + 244/b%t"5 + ...
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elementos. Respecto a estas inclusiones, podemos tomar

]Fpoo = U ]Fpn.

n>1

A saber, los elementos de FFy~ son x € Fym e y € Fyn, y para calcular xy o x -y, hay que encajar x e y en
F prcm(n) - Se ve que esto es un cuerpo y es una extension infinita de IFp,.

Todo polinomio f € Fp«[X] tendrd sus coeficientes en algtn cuerpo finito IF,» para n suficientemente
grande, y el cuerpo de descomposicién de f, siendo una extension finita de IFyn, también seréd de la forma
IF,n y serd un subcuerpo de Fy~. Esto demuestra que IFy~ es un cuerpo algebraicamente cerrado. Siendo
la unién de extensiones finitas de IF), es una extension algebraica de IFj. Entonces, [F,~ es una cerradura
algebraica de IF).

Seria interesante calcular el grupo de automorfismos Aut(IF ). Notamos que para todo automorfismo

0: Fpe = IF e y todo polinomio f € IF,[X] se cumple f(o(x)) = o(f(x)) para todo x € [Fp~. En particular,
o preserva los subcuerpos
Fpn = {x € Fpe | P —x =0},

y la restriccién de o a [Fn es algtin automorfismo de F ;. Recordemos nuestro calculo de los automorfismos
de IFPM en 15.2.1:
Aut(]Fpn) = <F> = Z/HZ,
F* s K],

donde F: x — x? es el automorfismo de Frobenius. Puesto que [F~ es la unién de los FFn, el automorfismo
o estéa definido de modo tnico por sus restricciones a IF,n. Notamos que si m | 1, entonces el automorfismo

Fk: F pn se restringe al automorfismo F¢: IEpm =N Fym, donde k = ¢ (méd m). Estas consideraciones nos
llevan a la siguiente descripcién de grupo de automorfismos de [Fy~:

Aut(FFpe) = Z = {(xy)n>1 € [[z/nZ | x, =xn (méd m) paratodo m | n}.

n>1

Este grupo se llama el grupo de los enteros profinitos y tiene cardinalidad 2%0. (Aunque muy grande,
considerado como un grupo topolégico, el grupo Z deja de ser tan asombroso; de hecho, es un grupo
muy natural e importante en aritmética.)
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15.6 Ejercicios

Ejercicio 15.1.

1) Encuentre polinomios irreducibles de grado 2
fek[X] v geF[X].

2) Consideremos los cuerpos finitos
Fy:=F[X]/(f) y Fo:=1IFs[X]/(g)
de orden 4 y 9 respectivamente. Escriba las tablas de adicion y multiplicacion para IFy y Fo.
3) Encuentre el orden de cada elemento del grupo multiplicativo F; y FF'.

4) Consideremos la ecuacion

¥ =x—x

Enumere todas sus soluciones (x,y) € R?, donde

R=T,, F3, F4, ¥y, Z/4Z, Z/9Z.
Ejercicio 15.2. Sea q = p* donde p es primo y k = 1,2,3,... Demuestre que para cualquier n = 1,2,3,. .. existe
un polinomio ménico irreducible f € IF;[X] de grado n. (Lo probamos en clase para k = 1.)

Ejercicio 15.3. Encuentre isomorfismos explicitos entre los cuerpos
F3(X]/(X?+1), F3[X]/(X>+X+2), F3[X]/(X*+2X+2).
Ejercicio 15.4. Encuentre los polinomios ménicos irreducibles de grado 3 en Fp[X] factorizando X® — X.

Ejercicio 15.5. Sean p un niimero primoy n =1,2,3,... Para a € Fyn definamos

N(a):=aala? - /"

1) Demuestre que N(«) € Ty, para todo o € TFpn.

2) Demuestre que
! N(ap) = N(a) N(B), N(aa)=a"N(a)

para cualesquiera a € Fp, a, p € Fpn.
3) Demuestre que el homomorfismo de grupos multiplicativos N : lF;,Z — [F es sobreyectivo.

o -1 . : ,
Indicacién: demuestre que | ker N| = ;;—1 e use el primer teorema de isomorfia.

Ejercicio 15.6. Sean p un nimero primo y n = 1,2,3,... Para el cuerpo finito Fyn y un elemento a € Fpn
definamos T(a) == a +aP + - +a?""

1) Demuestre que T(«) € ).
2) Demuestre que T: Fyn — ¥, es una aplicacién F-lineal.

3) Demuestre que la aplicacion T: Fyn — IF), es sobreyectiva.
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Ejercicio 15.7. Sean p y q dos diferentes primos impares. Demuestre que el niimero de polinomios moénicos irredu-
cibles de grado q en Fp[X] es igual a % (p7—p).

Ejercicio 15.8. Sea k un cuerpo.
1) Demuestre que los cuadrados en el grupo multiplicativo k> forman un subgrupo

(kx)z ={aek’ |a= x? para algiin x € k*} C k.

2) Enumere los cuadrados en el grupo g para el cuerpo IFg construido en el ejercicio anterior.

3) Calcule el grupo cociente k* / (k*)? para k = R y k = Fy, donde g = p* (considere por separado el caso de
p =2y p impar).

Ejercicio 15.9. Sea q = p* donde p es un primo impar y k = 1,2,3,...
1) Demuestre que —1 es un cuadrado en IF siy solamente si —1 tiene orden 4 en el grupo ciclico Fy'.
2) Concluya que —1 es un cuadrado en [y si y solamente sig =1 (mod 4).
3) Exprese —1 como un cuadrado en [Fy.

Ejercicio 15.10 (generalizacién de 15.8). Sea q = p* donde p es primo y k = 1,2,3,... Asumamos que g = 1
(méd n).

1) Demuestre que para todo a € I la ecuacion x" = a o no tiene soluciones, o tiene n soluciones.
2) Demuestre que el subconjunto

{a € FJ | & = x" para algiin x € F}

es un subgrupo de IF de orden q;—l.
3) Por ejemplo, encuentre el subgrupo de cubos en FFys.

Ejercicio 15.11. Supongamos que p es un primo tal que p = 3 (mo6d 4). Demuestre que el anillo cociente
Z[\/—1]/(p) es un cuerpo de p? elementos.

Ejercicio 15.12. Para un entero de Gauss no invertible & = a + by/—1 € Z[\/—1] demuestre que
xa=1 (moéd2+2v—-1)
si y solo si se cumple una de las dos condiciones:
1) a=1yb=0 (mod 4);
2) a=3yb=2 (mdd 4).
Ejercicio 15.13. Usando los resultados que vimos en clase, encuentre la cardinalidad del conjunto
Eo(Fy) = {(x,y) € A2(E,) | 2 = x> — x}
para p = 43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97.

Ejercicio 15.14. Demuestre que sip =1 (mod 4), entonces el mimero #E(IF,) = #Eo(IF,) + 1 es siempre divisible
por 4.
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Ejercicio 15.15. Consideremos
1+3t+ 52

Z() = (1—t)(1-5¢)

€ Q(t).
1) Exprese Z(t) como una serie

T4+at+at? +aztP+agtt +--- € Q[t]

::f
(calcule por lo menos los coeficientes ay y ap).
2) Calcule los coeficientes by y by de la serie
k b b b
log(1+ f) := Z(—l)k“f? :b1t+32t2+§3t3+z4t4+~~ € Q[t]

k>1
Ejercicio 15.16. Consideremos el espacio afin de dimensién n sobre el cuerpo finito IF i
A”(quk) = ]P;‘k.
Encuentre la expresion racional para la funcion zeta
n n tk
Z(AJg, t) = exp | Y #A"(Fp) | -
k>1
Ejercicio 15.17. Para los conjuntos
Vi(Fe) == {(xy) € AZ(]Fqk) | xy =0},
Va(Fye) == {(xy) € AZ(]Fqk) | x> —y* =0},
Fi) == {(x,9,2) € A(Ey) [ 2 =2 = 22}
encuentre la expresion racional para Z(V1 /¥, t), Z(Vask, 1), Z(Va/E,. t)-

Ejercicio 15.18. Demuestre que si F es un cuerpo de caracteristica diferente de 2 (posiblemente infinito), entonces
existe una biyeccién entre los conjuntos

(F) = {(

1%} ) € A%(F) | xy = 0},
Va(F) == {(

) € A*(F) | * —y? = 0}.

XY
X,y
Ejercicio 15.19. Sea p un niimero primo. Consideremos el polinomio f := X?> + X +1 € Fp[X].

1) Demuestre que f es irreducible si y solo si p =2 (mod 3).

2) ¢Para cudles p el polinomio f es separable?

Ejercicio 15.20. ;Para cudles p el polinomio f := X*> + X + 2 € F,[X] es irreducible? ;separable?

Ejercicio 15.21. Sean p un niimero primo y a € IF) un elemento no nulo. Consideremos el polinomio
f=XF —X+acFyX].
En este ejercicio vamos a probar que f es irreducible.
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1) Demuestre que f es separable.

2) Sea L un cuerpo de descomposicion de f y sea w € L un elemento tal que f(a) = 0. Demuestre que las raices
defenLsona,a+1,...,a+p—1

3) Asumamos que f = gh donde g,h € F,[X] son polinomios monicos y degg,degh < deg f. Analizando la
suma de las raices de g o h, concluya que a € F.

4) Demuestre que en este caso f se descompone en factores lineales en IF[X] y deduzca una contradiccién.
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