Capitulo 2
Grupos

Después de estudiar el grupo simétrico S, y el grupo alternante A,, podemos definir qué es un grupo
en general.

2.1 Definicién de grupos abstractos
2.1.1. Definicién. Un grupo es un conjunto G junto con una operacién binaria

GxG—G,
(g h)— gxh

que satisface las siguientes propiedades.
G1) La operacién * es asociativa: para cualesquiera g, /1, k € G tenemos

(gxh)xk=gx(hxk).
G2) Existe un elemento neutro ¢ € G tal que
exg=g=gxe
para todo g € G.
G3) Para todo elemento g € G existe su inverso ¢’ € G tal que
gxg' =e=g'xg
2.1.2. Definicién. Si G es un conjunto finito, el namero |G| se llama el orden de G.
2.1.3. Definicién. Ademads, si la operaciéon * en G es conmutativa, es decir
gxh=hxg

. . . * .
para cualesquiera g, 1 € G, entonces se dice que G es un grupo abeliano o conmutativo.

“NieLs HENrIk ABEL (1802-1829), matemadtico noruego, conocido por sus contribuciones en analisis (estudio de las series y de
las integrales elipticas) y dlgebra. Usando la teorfa de grupos demostré su célebre teorema que dice que las ecuaciones polinomiales
generales de grado > 5 no pueden resolverse por radicales. Muri6 de tuberculosis a los 26 afios. El lector puede buscar en internet
mads informacién sobre su tragica biografia para enterarse de cémo era la vida de los matematicos del siglo XIX.
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2.1.4. Ejemplo. Un conjunto de un elemento {e} puede ser dotado de manera tnica de estructura de un
grupo. Este se llama el grupo trivial. Es abeliano (trivialmente). Por abuso de notacién este también se
denota por e. A

2.1.5. Ejemplo. Hemos visto en el capitulo 1 que el grupo simétrico Sx y en particular S, es un grupo.
La operacién es la composicién de permutaciones; el elemento neutro es la permutacién identidad id. El
grupo S; = {id, (12)} es abeliano. El grupo S, para n > 3 no es abeliano. De hecho, este contiene, por
ejemplo, las transposiciones (1 2) y (2 3) que no conmutan:

(12)(23)=(123), (23)(12)=(132).

El grupo alternante A, C S, es también un grupo respecto a las mismas operaciones que S,. Notamos
que
Az ={id, (123), (132)}

es abeliano. En efecto, tenemos
(123)(132)=(132)(123) =id.
Para n > 4 el grupo A, no es abeliano: por ejemplo, los 3-ciclos (12 3) y (1 2 4) no conmutan:

(123)(124)=(13)(24), (124)(123)=(14)(23).

2.2 Algunas observaciones respecto a los axiomas de grupos

2.2.1. Observacion (Unicidad del elemento neutro). En un grupo hay un elemento tinico e € G que satisface
exg=g=gxe

para todo g € G.

Demostracion. Sea ¢’ € G otro elemento con la misma propiedad. Entonces,

e=¢exe=¢.

[
2.2.2. Observacién (Unicidad de inversos). Para ¢ € G un elemento g’ tal que
21) grg =e=g'xg
es tinico.
Demostracién. Sea g € G otro elemento tal que
(22) gxg' =e=g"xg
Luego,
§ L D g x(grg) D (¢ rg) g Perg' Dy
n
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2.2.3. Observacion (Asociatividad generalizada). Supongamos que * es una operacion asociativa: para cuales-
quiera g, h, k € G tenemos
(gxh)*k=gx(hxk).
Entonces en una expresion
81 %82k *kQp

todos los posibles modos de poner los paréntesis dan el mismo resultado.

Demostracion. Funciona el mismo argumento que vimos en el capitulo 0 para las composiciones de aplica-
ciones. m

Normalmente vamos a usar la notacién multiplicativa: escribir “g - h” o simplemente “gh” en vez de
“g* h”. En este caso también seria 16gico denotar el elemento neutro por 1, o por 1 para subrayar que es
el elemento neutro de un grupo G. En vez de “operaciéon *” vamos a decir “producto”. Hay que recordar
que en general este producto no es conmutativo: en general gh # hg (cuando el grupo no es abeliano).
También sera ttil la notaciéon parage Gyn € Z

g8 sin >0,
——

n n veces

g =91

(g™, sin<O.

sin=20,

Note que se tiene la identidad
(8")" =™
No olvidemos que la multiplicacién no es conmutativa en general, asi que, por ejemplo, (gh)?> = ghgh, y
en general no es lo mismo que g?h? = gghh.
Cuando el grupo es abeliano, es comtn la notacién aditiva: en vez de “g * h” se escribe “g + h”. En este
caso el elemento neutro se denota por 0.
Puesto que para cada ¢ € G su inverso ¢’ € G esta definido de modo tnico, vamos a denotarlo por

g -1 —1
g8 " =1=g""g

En la notacién aditiva, vamos a denotar los grupos abelianos por las letras A, B, C y sus elementos por
a,b,c. En vez del elementos inversos se habla de los elementos opuestos que se denotan por —a:
a+(—a)=0=(—a)+a.
Se usa la notacion

a+---+a, sin>0,
*/

n veces
0, sin=0,

—((=n)-a), sin<O.

(2.3) n-a:=

Note que si A es un grupo abeliano, entonces para cualesquiera m,n € Z, a,b € A se tiene

(m+n)-a=m-a+n-a,
m-(a+b)=m-a+m-b,
(mn)-a=m-(n-a),

1-a=a.
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2.2.4. Observacién (Cancelacién). En todo grupo se cumple la cancelacion:
gh/ — gh// = h/ — I’l//, g/h — g//h = g/ — g//‘
Demostracion. Multiplicando la identidad g h' = gh” por g~! por la izquierda, se obtiene

g l(gh) =g (gh")
Luego,
W=110=(g"g)W=¢"(gh)=g¢ " (gh")=(g ') - W' =1-W =1"

De la misma manera, la identidad ¢’h = ¢’h puede ser multiplicada por #~! por la derecha. |
2.2.5. Observacién. Para todo g € G se tiene (¢71)~! = g.

2.2.6. Observacioén. Para un producto de dos elementos gh se tiene

(gl t=n""g".

En general,
-1 -1,-1 ~1,-1
(8182 &n—18n)"" = 8&n &1 82 81 -
Para entender la férmula (¢h)~! = h=1¢~!, piense en el siguiente ejemplo: primero nos ponemos los
calcetines y luego los zapatos. La operacion inversa es primero quitarse los zapatos y luego los calcetines.

2.3 Grupos diédricos

Para un ndmero fijo n = 3,4,5, ... consideremos un poligono regular P de n vértices centrado en el
origen del plano euclidiano IR?>. Numeremos sus vértices.

2

5

Pentagono regular.

Consideremos las isometrias del plano euclidiano f: R> — RR? que preservan el poligono; es decir,
f(P) = P. Estas forman un grupo respecto a la composicion. El elemento neutro es la aplicacién identidad
id. Este grupo se llama el grupo de simetrias del n-d4gono regular o el grupo diédrico’ D, .

Recordemos que las isometrias pueden ser descompuestas en aplicaciones de tres tipos: traslacion, ro-
tacién y reflexion (simetria). Podemos descartar las traslaciones, ya que solo la traslacion trivial (identidad)
preserva P. Para las rotaciones, esté claro que solo las rotaciones por los multiplos de 360° /n preservan P.
Por ejemplo, sea r: R> — R? la rotacién de 360°/n grados en sentido antihorario. Su aplicacién inversa
r~! es la rotacién de 360°/n grados en sentido horario, que también puede ser realizada como la rotacién
de (n —1)360°/n grados. Todas las rotaciones distintas son

“Del griego “di-", “dos” y “edra”, que en este caso significa “cara”. Por ejemplo, de la misma manera la palabra “dilema” significa
“dos lemas [proposiciones]”. El término “poliedro” significa una figura que tiene varias caras. En este caso P es una figura plana y
entonces se puede decir que P tiene dos caras.

“Ojo: en muchos textos el mismo grupo se denota por Dy,
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Aqui escribimos

Por la definicién, ¥ := id y en este caso estd claro que
" =id

(es la rotacion de 360°).

2 1 5 4 3
3 2 1 5 4

A L r r r

1 5 77 4 3 2
4 3 2 1 5
5 4 3 2 1
Las reflexiones que preservan P son precisamente las reflexiones respecto a los ejes de simetria de
nuestro poligono regular. En total tenemos 7 ejes de simetria:

» sin es impar, cada uno de ellos pasa por el origen y uno de los vértices;

» si n es par, hay n/2 ejes de simetria que pasan por los vértices opuestos y n/2 que pasan por los
lados opuestos.

(Més adelante veremos que de hecho, las propiedades del grupo D, dependen la paridad de n.)
Sea f la reflexion respecto al eje que pasa por el origen y el vértice 1.

2 5 2
3 4 3

f
1 = 1 = 1
4 3 4

Tenemos

2 =id.
Obviamente, f no se expresa en términos de rotaciones:
f #r' paraningun i,

y en general, los elementos
f,for,fort, ford,. .., for !

son distintos y no coinciden con los r*.
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Notemos que una reflexién respecto a otro eje puede ser realizada como una rotacién seguida por f y

otra rotacion:
f : ; ; T’ =7 f :

Si n es par, las reflexiones respecto a los ejes que pasan por los lados opuestos también pueden ser

expresadas mediante f y r:
3 2 6 1
4 @ o @ 2

5 6 4 3

3 2 5 6 6 1
f r
4 1 77" 4 175 2

5 6 3 2 43

Entonces, hemos visto que todas las simetrias del n-dgono regular pueden ser expresadas como suce-
siones de aplicaciones de r y f. Notamos que

rof=for};

en palabras: una reflexién seguida por una rotacién de 360° /7 es lo mismo que la rotacién de 360°/n en
el sentido opuesto seguida por la reflexién respecto a la misma recta.

2 5 1
3 4 5
f r
1 = 1 2
4 3 4
5 2 3
2 3 1
3 4 5
r1 f

1 — 2 7 2
4 5 4

5 1 3

En particular, ro f # f or, y el grupo D, no es abeliano. Por induccién se sigue que
rof=for paratodoi.
Usando esto, se puede concluir que
D, ={id, r, 2, f, fr, frz, .., fr”*l}

6
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(a partir de ahora voy a omitir el signo “o”). Los elementos enumerados son visiblemente distintos, y
hemos calculado entonces que
|Dy| = 2n.

Note que la tabla de multiplicacién de D, puede ser resumida en las férmulas
M=f2=id, rf = fr L.
Por ejemplo, ' A , ' o o
(fr')-(frl) = f-(f)-rh = f-(frt-rl) =T

2.3.1. Ejemplo. Consideremos el caso particular de D3. Este grupo tiene 6 elementos:
D; = {id, r, 7%, f, fr, fr*}

y la tabla de multiplicacién viene dada por

clid o 2 fr fr?
id|id r 2 f fr fr?
rlr 2 id fr2 f fr
P oid  r fr frr f
flf fr f? id r 1
fr| fr fr* f ¢ id r
frel e f fror 2 id

A

Los grupos diédricos D, nos van a servir como un ejemplo importante para varias definiciones y
resultados.

2.4 Grupo de cuaterniones
2.4.1. Ejemplo. Consideremos el conjunto de 8 elementos
QS = {11 _1/ i/ _i/jr _jr kr _k}

Definamos la multiplicacién de elementos de la siguiente manera. £1 se comporta de modo habitual: para
todo x € Qg tenemos

y

Los cuadrados de i, j, k son iguales a —1:
P=pP=kK=-1

La multiplicacién de i, j, k entre ellos es dada por

g y 1 i j Kk i
ij=k ji=—k 1|1 i ]k

jk =i, kj = —i, i|i —1 k —j

Ki— i ik . ilj —k -1 i i
b= tk= =) klk j —i -1 ke
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El dibujo a la derecha puede ayudar a memorizar las férmulas: los caminos nos dan i — j — ij = k,
j—k—jk=ik—i— ki=j, ycuando cambiamos el orden de multiplos, el signo cambia.

Esto define un grupo que se llama el grupo de cuaterniones. El elemento neutro es 1, y el lector puede
verificar existencia de elementos inversos (es facil) y asociatividad (esto puede ser un poco tedioso). Este
grupo no es abeliano.

1 =1 i =i -k —k
1] 1 -1 i —i | —-j k —k
~1|-1 1 —i i —j j —k k
il i o—i -1 1 k -k —j ]
il —i i 1 -1 -k k j -—j
il i - -k k-1 1 i —i
il =i j k -k 1 -1 —i i
k| k -k j = —-i i -1 1
k| -k k - j i —-i 1 -1

2.5 Subgrupos

2.5.1. Definicién. Sea G un grupo. Se dice que un subconjunto H C G es un subgrupo de G si
1) 1c € H,
2) para cualesquiera h1,hy € H tenemos hy xhy € H,

3) para todo h € H tenemos h~! € H.

Las condiciones 1)-3) implican que H es también un grupo respecto a la misma operaciéon. Ya que
hh~' =1 para todo h € H, la condicién 1) sirve solo para decir que H # Q.

2.5.2. Ejemplo. Todo grupo G tiene por lo menos dos subgrupos: el subgrupo trivial {1} y el mismo G.
Los subgrupos distintos de estos dos se llaman subgrupos propios de G. A

2.5.3. Ejemplo. Hemos visto que el grupo alternante A, es un subgrupo de 5. A

2.5.4. Ejemplo. Las isometrias del plano euclidiano R? forman un grupo. El grupo diédrico D, es un
subgrupo finito. A

2.5.5. Observacién. Si H; C G es una familia de subgrupos de G, entonces su interseccion (); H; es también un
subgrupo.

Demostracion. Claro a partir de la definicién de subgrupo. |
Ahora compilemos las listas completas de subgrupos para algunos grupos de cardinalidad pequeia.

2.5.6. Ejemplo. En el grupo Qg, aparte de los subgrupos triviales {1} y Qs, hay un subgrupo de orden 2,
que es {£1}, y tres subgrupos de orden 4:

{1, +i}, {£1, 4/}, {£1, £k}
Las inclusiones de subgrupos estdn dibujados en el diagrama de abajo.

8



CAPITULO 2. GRUPOS 2.5. SUBGRUPOS

Qs
{£1, i} {£1,%j} {1, £k}

{£1}
T
{1}

2.5.7. Ejemplo. Consideremos el grupo diédrico

Dy ={id, r, 2,1, f, fr, frz, fr3}.

Al igual que Qg, este tiene 8 elementos, pero la estructura de sus subgrupos es totalmente diferente.
Tenemos 5 subgrupos de orden 2:

{id, ¥*}, {id, f}, {id, fr}, {id, fr*}, {id, fr’}.

y 3 subgrupos de orden 4:
{id, f, 7%, f*}, {id,r, 7,7}, {id, fr, 7%, fr’}.

Dy

{id, f, 7%, fr*} {id, r,r%,r3} {id, fr,r%, fr3}

/NS

{id, fr?} {id, f} {id, r*} {id, fr}  {id, fr3}

{id}

A

2.5.8. Ejemplo. Revisando los elementos del grupo alternante A4, se puede compilar la lista de sus sub-
grupos.
Cada una de las tres permutaciones de la forma (e ) (e @) corresponde a un subgrupo de orden 2:

{id, (12) (34)}, {id,(13)(24)}, {id,(14)(23)}.
Y junto con id, estas tres permutaciones forman un subgrupo de orden 4:

V= {id, (12) (34),(13)(24),(14)(23)}

i

(la letra V viene del alemén “Vierergruppe”,
de Klein).

grupo de cuatro”; el mismo grupo se conoce como el grupo
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o ! (12)(34) (13)(24) (14)(23)
id id (12)(34) (13)(24) (14)(23)
(12)(34) | (12)(34) id (14)(23) (13)(24)
(13)(24) | (13)(24) (14)(23) id (12)(34)
(14)(23) | (14)(23) (13)(24) (12)(34) id
Para los 3-ciclos tenemos
(123)2=(132), (132)%2=(123),
(124)2=(142), (142)%=(124),
(134)2=(143), (143)*>=(134),
(234)2=(243), (243)*2=(234),

lo que nos da cuatro subgrupos de orden 3:

{id, (123),(132)}, {id,(124),(142)}, {id,(134),(143)}, {id,(234),(243)}.

Hay una manera ingeniosa de ver que en A4 no hay otros subgrupos, pero todavia no hemos desarro-
llado el lenguaje adecuado. A

2.5.9. Comentario. El ndmero de subgrupos de S, y A, crece muy rdpido con n. Hemos descrito los
subgrupos de A4, pero en As ya hay 59 subgrupos. De la misma manera, en S3 hay 6 diferentes subgrupos
(haga el ejercicio 2.6 de abajo), pero en S4 ya son 30.

n: 2 3 4 5 6 7 8 9 10
subgruposde S,: 2 6 30 156 1455 11300 151221 1694723 29594446
subgruposde A,: 1 2 10 59 501 3786 48337 508402 6469142

Véanse http://oeis.org/A005432 y http://oeis.org/A029725.

10
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2.6 El centro

Un subgrupo importante es el centro.

2.6.1. Definicién. Para un grupo G, se dice que g estd en su centro si g conmuta con todos los elementos
de G: tenemos gh = hg para todo h € G. El conjunto de los elementos del centro se denota por

Z(G):={g€ G| gh=hgparatodoh € G} = {g € G| g =hgh ! para todo h € G}.
2.6.2. Observacién. G es abeliano si y solamente si Z(G) = G.
2.6.3. Observacién. Z(G) es un subgrupo de G.

Demostracion. Para la identidad 1 € G obviamente tenemos 1h = hl = h para todo h € G, entonces
1 € Z(G). Luego, si §,§’ € Z(G), entonces para todo h € G
(88')h =g (g'h) =g (hg") = (gh) &' = (hg) ¢' = N (sg"),
asi que gg¢’' € Z(G). Por fin, si g € Z(G), entonces para todo & € G tenemos
g h=(n"1g) = (gh") " =hg™,
asi que g~ ! € Z(G). |

2.6.4. Ejemplo. Para el grupo simétrico tenemos Z(S,) = {id} para n > 3, y en este sentido S, estd muy
lejos de ser abeliano.
De hecho, sea ¢ € S5, una permutacién diferente de id. Entonces existen diferentes indices i,j €
{1,...,n} tales que
ol
Ya que n > 2, podemos elegir otro indice k tal que k # i y k # j. Consideremos la transposicién T = (j k).
Tenemos

ot b t(i) =i T(j) = k.

Entonces, 70T~ # ¢ y por lo tanto o ¢ Z(G). A

2.6.5. Ejemplo. Revisando la tabla de multiplicacién del grupo de cuaterniones Qg, se ve que

Z(Qs) = {£1}.
A
2.6.6. Ejemplo. Calculemos el centro del grupo diédrico D, para n > 3. Tenemos
D, ={id, r, 2, f, fr, frz, ., fr”fl}.
Ya que todos los elementos de D, son productos de f y r, tenemos x € Z(D,,) si y solamente si
fx=xf, rx=xr.
1) Para x de la forma fr’ tenemos
rx=xr < rfr = fr.r < fril = fiftl «— ;1 =4t
La ultima condicién es equivalenteai—1=i+1 (mdd n), lo que es imposible para n > 2. Podemos

concluir que los elementos fr* no estan en el centro.

11
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2) Para x de la forma r' tenemos obviamente r x = x . Luego,
fx=xf < flr=rf < fil=fr' < r=r"

Esto es equivalente a i = —i (modd n); es decir, 2 = 0 (m6d n). Esto es posible solamente si 1 es par
ei=mn/2.

Resumiendo nuestros cdlculos, tenemos

Z(Dy) = {id}, sin > 3 es impar,
" 4id, 72}, sin > 4es par.

12
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2.7 Ejercicios

Ejercicio 2.1. Calcule que (fr')? = id en Dy, para cualquier i € Z. En general, calcule (fr') (frl) parai,j € Z.
Ejercicio 2.2. Demuestre que Q \ {—1} es un grupo abeliano respecto a la operacion
X*yi=xy+x+y.

Ejercicio 2.3. Sea X un conjunto y 2% el conjunto de sus subconjuntos. Para A,B C X, definamos la diferencia
simétrica por
AAB:= (AUB)\ (ANB)=(A\B)U(B\A).

Demuestre que 2% es un grupo abeliano respecto a A.
Ejercicio 2.4. Para dos pardmetros fijos a,b € R definamos una funcién

(Pﬂ,bi]R—>]R,
X+ ax—+b.

Consideremos el conjunto
Aff1(R) := {¢,p | a € R\ {0}, b € R}.

Verifigue que Affy(IR) es un grupo respecto a la composicion habitual de aplicaciones y que no es abeliano.

Ejercicio 2.5. Supongamos que G es un grupo donde cada elemento ¢ € G satisface > = 1. Demuestre que G es
abeliano.

Ejercicio 2.6. Encuentre todos los subgrupos del grupo simétrico Ss.

Ejercicio 2.7. Escriba la tabla de multiplicacion del grupo de simetrias de un rectdngulo que no es un cuadrado.
(Note que este tiene menos simetrias que un cuadrado.)

Ejercicio 2.8. Consideremos el conjunto de puntos (x,y) en el plano real que satisfacen la ecuacion y = x3:

X(R) == {(v,y) e R?* |y = 2°}.

Definamos la siguiente operacién sobre X (R): para dos puntos P, Q € X(R), consideremos la recta { que pasa por P
y Q, o la tangente si P = Q. Sea R la interseccién de ¢ con otro punto de X(R). Entonces, definimos la suma de P y
Q como

P®Q:=—R;

es decir, el punto simétrico a R respecto al origen.

13
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1) Demuestre que X(IR) es un grupo abeliano respecto a &.

2) Demuestre que el conjunto
X(Q = {(xy) €Q |y =+"}

(cuyos elementos se denominan “puntos racionales” de la curva X) forman un subgrupo de X(R).

Nota: este ejercicio requiere un buen conocimiento del dlgebra de nivel de Baldor.

Ejercicio 2.9. Sea G un grupo y H,K C G dos subgrupos. Demuestre que H U K es un grupo si y solamente si
HCKoKCH.

Ejercicio 2.10. Hemos visto que el centro del grupo simétrico es trivial:
Z(Sy) ={id} paran > 3.
Demuestre que para el grupo alternante sobre 4 elementos
Z(Ag) = {id}.

Nota: mds adelante veremos en el curso que Z(A,) = {id} paran > 4.
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