Capitulo 3
Anillos y cuerpos (primer encuentro)

En este curso vamos a estudiar solamente grupos, pero para ver algunos ejemplos importantes de
grupos, necesitamos revisar las definiciones de diferentes estructuras algebraicas. Estas se estudian en
otros cursos y bastara que el lector conozca los ejemplos principales que voy a mencionar en este capitulo.

3.1 Anillos

3.1.1. Definicién. Un anillo R es un conjunto dotado de dos operaciones + (adicién) y - (multiplicacién)
que satisfacen los siguientes axiomas.

R1) R es un grupo abeliano respecto a +; es decir,
R1la) la adicién es asociativa: para cualesquiera x,y,z € R tenemos
(x+y)+z=x+(y+z);
R1b) existe un elemento neutro 0 € R (cero) tal que para todo x € R se cumple
O+x=x=x+0;
Rlc) para todo x € R existe un elemento opuesto —x € R que satisface
(—x)+x=x+(—x)=0;
R1d) la adicién es conmutativa: para cualesquiera x,y € R se cumple
X+y=y+x
R2) la multiplicacién es distributiva respecto a la adicién: para cualesquiera x,y,z € R se cumple
x-(y+z)=xy+xz, (x+y)-z=xz+yz;
R3) la multiplicacion es asociativa: para cualesquiera x,y,z € R tenemos
(x-y)z=x-(y-z);
R4) existe un elemento neutro multiplicativo 1 € R (identidad) tal que para todo x € R se cumple

l-x=x=x-1.
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Ademas, si se cumple el axioma

R5) la multiplicacién es conmutativa: para cualesquiera x,y € R se cumple
Xy = yx.
se dice que R es un anillo conmutativo.

3.1.2. Digresién. En algunos contextos naturales también surgen anillos sin identidad (donde no se cumple
el axioma R4)) y anillos no asociativos (donde nose cumple R3)), pero los vamos a ignorar en este curso.

Note que respecto a la multiplicacién, no se pide existencia de elementos inversos (x ! tal que xx~! =

1 = x~!x) para ningtn elemento.
3.1.3. Observacién. De los axiomas de arriba siguen las propiedades habituales como

0O-x=x-0=0,

x-(=y) = (=x) -y = —xy,
x(y—z)=xy—xz, (x—y)z=2xz—yz.

Demostracion. Ejercicio para el lector. |

Algunas propiedades conocidas se cumplen solamente en anillos conmutativos, como, por ejemplo, el

teorema del binomio
n _
(x y)n Z <k> x kyk

0<k<n

En un anillo no conmutativo tenemos
(x+y)? =2 +xy+yx+y°
donde xy e yx no necesariamente coinciden.

3.1.4. Ejemplo. Los nimeros enteros Z, racionales Q, reales IR, complejos C forman anillos conmutativos
respecto a la adicién y multiplicacién habitual. A

3.1.5. Ejemplo. Paran =1,2,3,... hemos notado en el capitulo 0 que sobre el conjunto
Z/nZ :={[aly |ae€Z} ={[0],,[1]n, ..., [n —1]u}
formado por los restos médulo n
[ap:={beZ|a=b (médn)}
se puede definir la adicién y multiplicacién mediante las férmulas

[a]n + [bln := [a + b,
[aln - [Dn := [ab]n.
Se ve que Z/nZ es un anillo conmutativo respecto a la adicién y multiplicacién médulo n. De hecho,
estas operaciones son visiblemente asociativas y conmutativas. Las clases de equivalencia [0], y [1], son el

cero y la identidad respectivamente. Los elementos opuestos son dados por —[a], = [—a],.
He aqui la tabla de adicién y multiplicacién para n = 4 (escribo simplemente “[a]” en vez de “[a]4”):
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+ [ 0] 1] [2] [3] o] 1] [2] (3]
O | o] [1] [2] 3] [0] [0} [0} [0] [0]
Ay 2Bl [ op [ 2 3]
2] | 2] 3] [o] [1] 2] | [0 2] [0] [2]
BB o] [ 2] Bl [0l 8] 8] [1]

La notacién “Z/nZ” seré clara después de la definicién de grupos cociente que veremos mds adelante
en nuestro curso. En algunos libros de texto se encuentra la notacién “Z,”, pero su uso en este contexto es
un pecado mortal: si n = p es primo, normalmente Z, denota el anillo de los enteros p-ddicos. No lo vamos
a ver en este curso, pero es algo muy importante en algebra y aritmética. A

3.1.6. Ejemplo. El anillo de los enteros de Gauss es dado por
ZV-1]:={a+bv-1|a,beZ} CC,

donde la adicién y multiplicacion estdn definidas de la manera habitual como para los ntimeros complejos.
El cero y la identidad son los nimeros 0 +0-+v/—1y 1+ 0-+/—1 respectivamente. Est4 claro que para
cualesquiera x,y € Z[v/—1] tenemos x +y € Z[v/—1] y xy € Z[v/—1] y por lo tanto todos los axiomas de
anillos conmutativos se verifican facilmente, ya que estos se cumplen para los ntimeros complejos. A

3.1.7. Ejemplo. Otro ejemplo del mismo tipo: consideremos el niimero complejo
gy = 2V1/3 = \[ V-1

Es una raiz ctbica de la unidad en el sentido de que C 3 = 1. Se cumple la relacién
G+i+1=0.

(En general, el lector puede demostrar que para {, := 2V =1/1 ge cumple Yo, ¢ = 0.) Consideremos
el conjunto -
Z|(3):={a+b(3|abeZ} CC.
Esta claro que para cualesquiera x,y € Z[(3] se tiene x +y € Z[{3]. Para la multiplicacién, si x = a+ b3
ey = ¢ +d 3, entonces
(a4+b33) - (c+dl3) = ac+ (ad + bc) 3+ bd 23,

y usando la relacion g§ =1 — {3, podemos escribir la tltima expresién como
(ac — bd) + (bc + ad — bd) 5.

Entonces, para cualesquiera x,y € Z[(3] tenemos xy € Z[(3]. Después de esta verificacion se ve facil-
mente que Z[{3] es un anillo conmutativo, puesto que C lo es. Este se llama el anillo de los enteros de
Eisenstein . El dibujo de abajo representa los enteros de Eisenstein en el plano complejo.

203 14203 2423

-1+ 03 1+ 248

—2-03 -1-0¢ 0z 1-¢

—2-203 =203 =203

“FERDINAND GOTTHOLD Max EISENSTEIN (1823-1852), matematico aleman, estudiante de Dirichlet, conocido por sus contribucio-
nes en la teoria de nameros. Muri6 a los 29 afios de tuberculosis (como Abel).
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A

3.1.8. Ejemplo. Tercer y tltimo ejemplo de este tipo: afiadamos a los ntimeros enteros la raiz cuadrada de
2:
Z[V2):={a+bV2|abeZ} CR.

Tenemos

(a+bV2)-(c+dV2) = ac+2bd + (ad 4 bc) V2,

entonces para cualesquiera x,y € Z[v/2] se tiene xy € Z[v/2]. El conjunto Z[+/2] es un anillo conmutativo
respecto a la adicién y multiplicaciéon habitual de ntimeros reales. Podemos llamar Z[/2] el anillo de los
enteros de Pitigoras. A

3.1.9. Ejemplo. En general, un entero algebraico es un nimero &« € C que satisface alguna ecuacién
polinomial
fla) =a" +ay_qa" '+ aya+a,

donde ag, a1, ...,a,-1 € Zy el coeficiente mayor a, es igual a 1 (en este caso se dice que f es un polinomio
moénico). Un resultado importante nos dice que todos los enteros algebraicos forman un anillo conmutati-
Vo, pero a priori no es claro para nada: si « es una raiz de un polinomio f como arriba y § es una raiz de
otro polinomio
(B)=B"+byu 1"+ +b p+D
8(B) =p" +bu-1B 1B+ bo,

entonces deben existir otros polinomios que tienen como sus raices « = 8 y a3, pero ;cémo encontrarlos?
Por ejemplo, /2 es una raiz de la ecuacién x> —2 = 0y v/3 es una raiz de la ecuacién x*> — 3 = 0.
Luego, la suma V2 + /3 es una raiz de la ecuacién

¥ —10x*2+1=0.

De hecho,

(V2+V3)2=2V6+5, (V2+V3)'=20V6+49,

asi que

(V24+v3)* =10 (V2+V3)2 +1=0.

El producto V2 - /3 es una raiz de
X?—6=0.

En general, dados dos enteros algebraicos « y 8, no es tan facil encontrar los polinomios ménicos con
coeficientes enteros que tienen o £+  y af como sus raices. Vamos a ver mds adelante que es siempre
posible. A

3.2 Anillo de matrices M,(R)

Todos los anillos de arriba son conmutativos. Mencionemos un ejemplo de anillos no conmutativos
muy importante que seguramente es familiar al lector.

Sea R un anillo conmutativo. Entonces las matrices de n x 1 con elementos en R forman un anillo que
vamos a denotar por M, (R). Recordemos que la adicién de matrices se define término por término:

ay a4 - Ay b1 by - by ay +byn ap+bp - ay +by
a1 a4y -+ Ay byy by - by ay1+by ap+byn - ay+by

+ = /
apl An2 - Qnn byy by - bun a1 +by1 a2 b2 -0 Apn + by
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mientras que el producto

ay a4 - Ay b1 by - by i1 €12 -+ Cun
R R byy by - by €1 € - Cop
a1 An2 - Oun byp bpp - by Cnl1 Cn2 " Cun

se define mediante la férmula

Cij = Z Ajk bk]
1<k<n
El cero es la matriz nula
0 0 0
0 0 0
0= .
0 0 0

y el neutro multiplicativo es la matriz identidad

10 --- 00
01 00
[=1: 0
00 -~ 10
00 --- 01

En un primer curso de élgebra lineal normalmente se considera R = R o C y se verifican los axiomas de
anillos para este caso, pero el anillo especifico R es irrelevante para llevar a cabo la construccién general.
El anillo M, (R) no es conmutativo para n > 2: por ejemplo, para n = 2 tenemos

GOGO=CY ()6 H-C
o GY-( )

se cumple si y solamente si 1 = 0. El lector puede verificar que esto es posible si y solamente si R = {0} es
un anillo que consiste en un elemento. Este se conoce como el anillo nulo.

En general, las tinicas matrices que conmutan con todas las matrices son las matrices escalares que
tienen forma

a 0 --- 00
0O a --- 00
00 --- a0
00 --- 0 a
para algtin a € R. Lo vamos a ver en los ejercicios, pero el lector puede tratar de probarlo para las matrices

a1 412
a1 4

i=(0 ) (1 0)

5

de 2 x 2. Por ejemplo, se puede considerar una matriz A = (

AB = BA para

> y ver qué significan las identidades
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3.3 Cuerpos

3.3.1. Definicién. Un cuerpo k es un anillo conmutativo donde 1 # 0 (es decir, k # {0}) y todo elemento
no nulo es invertible. Es decir, para todo x # 0 existe x~! tal que

3.3.2. Ejemplo. Los anillos conmutativos Q, R, C son cuerpos. A

3.3.3. Definicién. Cuando en un anillo se tiene xy = 0 para algunos elementos no nulos x e y, se dice que
estos son divisores de cero. Si un anillo R no es nulo y no tiene divisores de cero, se dice que R es un
dominio de integridad.

En otras palabras, R es un dominio de integridad si para cualesquiera x,y € R se cumple

(3.2) sixy =0entoncesx =00y =0.
La existencia de elementos inversos en un cuerpo garantiza que es un dominio de integridad.
3.3.4. Observacion. Todo cuerpo es un dominio de integridad.

Demostracién. En un cuerpo, si x # 0, entonces existe su inverso x~! y multiplicando la identidad xy = 0
por x !, se obtiene

xMaxy)=(x"'x)y=1y=y=0.

De la misma manera, y # 0 implica que x = 0. |

3.3.5. Ejemplo. El anillo conmutativo Z/nZ no es un cuerpo en general. Por ejemplo, en Z/4Z tenemos
divisores de cero

[2]4 - [2]4 := [2-2]4 = [0]4,
lo que contradice (3.2). El problema es que el elemento [2]; no es invertible. A

3.3.6. Observacién. El anillo Z/nZ. de los restos médulo n es un cuerpo si y solamente si n = p es primo.

Demostracion. Sin no es primo, es decir, n = ab para algunos a,b < n, entonces

y por lo tanto Z/nZ no es un cuerpo. En general, para un entero a existe b tal que
ab=1 (médd n)

(inverso médulo 1) si y solamente si a es coprimo con 7; es decir, med(a, n) = 1. De hecho, si med(a,n) =1,
entonces tenemos la identidad de Bézout'

ab+nc=1 paraalgunosb,ce Z.

Reduciendo esta identidad médulo 7, se obtiene ab = 1 (méd n). En la otra direccién, supongamos que
ab =1 (mdd n) para algun b. Entonces, tenemos

ab+nc=1

para algin ¢ € Z. Pero mcd(a,n) es el minimo ntimero positivo de la forma ax + ny para x,y € Z.
En particular, si p es primo, para todo a # 0 (méd p) existe b tal que ab =1 (méd p). [

“El lector que no se acuerda del mcd y sus propiedades deberia consultar el apéndice A.
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3.3.7. Digresion. De hecho, existe un cuerpo de 4 elementos, mas es diferente de Z/4Z. He aqui su tabla
de adicién y multiplicacién:

+]0 1 a b |01 ab
0|0 1 a b 0j0 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
b|b a 1 0 b0 b 1 a

En general, todo cuerpo finito necesariamente tiene orden q = pk donde p =2,3,5,7,11,... es primo y
k=1,2,3,4,... Estos cuerpos se denotan por IF . Cuando k = 1, es la misma cosa que Z/pZ, pero para

k > 1, como hemos notado, Z/p*Z no es un cuerpo, asi que F pk tiene construccion diferente. Vamos a
estudiarlo en la continuacién de este curso.

He aqui una aplicacién interesante de los cuerpos IF, = Z/pZ.

3.3.8. Observacion (Euler). Si p es primo, entonces en el cuerpo I tenemos
(x+9)P =+
para cualesquiera x,y € Fp,

Demostracion. El teorema del binomio nos da
(x+y)p:xp+ p xp71y+ p xp72y2++ p xyp71+yp
1 2 p—1
Pero p | (’f )parai=1,...,p—1 (jejercicio!), asi que todos los términos de la suma son congruentes a cero

modulo p (es decir, son nulos en [Fp,), excepto x? e yF. [

La aplicacién x — x¥ sobre [F) se conoce como la aplicacién de Frobenius. En efecto, es la aplicacién
identidad: tenemos x¥ = x para todo x = F).

3.3.9. Corolario (Pequeiio teorema de Fermat). : Sea p un niimero entero. Si a es un niimero entero tal que p { a,
entonces
a?" 1 =1 (moéd p).

Demostracion. Notemos que en IF, se cumple

(3.3) xP = x.
De hecho, si x = [0] o x = [1], es obvio. Luego, por induccién, si esto se cumple para x = [a], entonces
(la +1))7 = ([a] + 1) = [a]" + 1P = [a] +- [1] = [a +-1].

Ahora si a es un entero tal que p { a, entonces x = [a] es un elemento no nulo en [F;, y por lo tanto es
invertible. La identidad (3.3) implica

aP =g g =g lg=1.

Es decir,
[P =[P t1=[1] < a*1=1 (mod p).
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3.4 Anillo de polinomios R[X]

3.4.1. Definicién. Sea R un anillo conmutativo. Un polinomio con coeficientes en R en una variable X es
una suma formal
f=Yy X,
i>0
donde a; € R, y casi todos los a; son nulos, excepto un nimero finito de ellos. Esto quiere decir que la

suma formal de arriba es finita: f = Y g<;<, 4; X' para algtn n.
Las sumas de polinomios estdn definidas por

(3.4) Y X+ Y b X =Y (a;+b;) X

i>0 i>0 i>0

y los productos por

(3.5) (Zai Xf> ~ <Z b; Xi> =Y ( Y a,»b]-> x*.

i>0 i>0 k>0 \i+j=k

El cero es el polinomio 0 = } y<;<, a; X! donde todos los coeficientes a; son nulos y la identidad es el
polinomio 1 = Y y<i<, a; X' donde ag = 1y el resto de los coeficientes son nulos. Ya que R es un anillo
conmutativo, de la definicién de producto estd claro que f-¢ = g- f, y también se puede ver que el
producto es asociativo: f - (g-h) = (f - g) - h. Todos los polinomios forman un anillo conmutativo que se
denota por R[X].

3.4.2. Definicién. Para un polinomio f =} ;~(4; X! € R[X] su grado es dado por
deg f := max{i | a; # 0}.

Para el polinomio nulo, se define
deg0 := —o0.

Si f =0o0degf =0,sedice que f es un polinomio constante.

3.4.3. Proposicién. Para cualesquera f, g € R[X] se tiene

deg(fg) < degf +degg.

Ademds, si R es un dominio de integridad, entonces

deg(fg) = deg f +degg.

Demostracion. Para f = 0 o g = 0 la identidad deg(fg) = deg f + degg se cumple gracias a nuestra
definicién del grado del polinomio nulo. Supongamos entonces que f y ¢ no son nulos y que deg f = m,

degg =n, ‘ .
f = Z a; XZ, g = Z bl' X'
0<i<m 0<i<n

El coeficiente de X¥ en el producto fg es ¢, = Yiyj=kaibj. Yaquea; = Oparai>myb; =0paraj>n,
estd claro que ¢ = 0 para k > n + m, asi que por lo menos se cumple deg(fg) < deg f + degg. Para
k = m + n tenemos

Cmtn = A0 bmyn + a1 bygn—1+ - +amby + - + @yyy_1b1 + amin by = am by

(casi todos los términos en la suma son nulos por la misma razén). Si R es un dominio de integridad,
entonces a,, # 0y b, # 0 implica que ¢y yn = ay by # 0. Esto demuestra que deg(fg) = deg f +degg. W
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3.4.4. Corolario. El anillo R[X] es un dominio de integridad si y solamente si R lo es.

Demostracion. Si R es un dominio de integridad, entonces para el producto de dos polinomios tenemos

deg(fg) = deg f + degg.

En particular, si deg f > —oo y degg > —oo, tenemos deg(fg) > —oo. En otras palabras, f #0y g # 0
implica fg # 0.

Viceversa, si R[X] es un dominio de integridad, el anillo R corresponde a los polinomios de grado 0 y
por lo tanto es también un dominio de integridad. [

3.4.5. Comentario. Por nuestra definicién, un polinomio es una suma formal } ;- a; X! donde casi todos los
coeficientes son nulos. Si permitimos existencia de un nimero infinito de coeficientes no nulos, estas sumas
formales forman un anillo conmutativo respecto a la suma y producto dados por las mismas férmulas (3.4)
y (3.5). Este anillo se llama el anillo de series formales en X y se denota por R[X]. Si R es un dominio de
integridad, entonces R[[X] es también un dominio de integridad. Sin embargo, esto se demuestra de otra
manera: la nocién de grado no tiene sentido si en ;- 4; X' puede haber coeficientes no nulos de grado
arbitrariamente grande. Para los detalles, haga los ejercicios al final de este capitulo.

3.4.6. Definicién. Para un polinomio f = Y <<, a; X' € R[X] y un elemento ¢ € R la evaluacién de f en
c es el elemento
fle):="Y aiceRr
0<i<n

Si f(c) = 0, se dice que c es una raiz (o un cero) de f.

3.4.7. Proposicién. Sea f € R[X] un polinomio no nulo con coeficientes en un dominio de integridad R. Entonces
f tiene < deg f raices distintas en R.

3.4.8. Ejemplo. El polinomio cuadratico f = X?> + 1 € C[X] tiene dos raices complejas =/—1 € C. Si lo
consideramos como un polinomio en R[X], entonces este no tiene raices.
El polinomio f = X? + 1 € IF3[X] no tiene raices en FF3: tenemos

flon=m, fOD=0, f@)=>+0=70l
El polinomio f =2 X* —3X®+3X? - 3X + 1 € Z[X] puede ser escrito como
f=2(X-1)(X—vV-1)(X+V-1) (X -1/2).

Su tnica raiz en Z es 1.
El polinomio f =2 X? + 2 X € Z/AZ es cuadrético, pero todo elemento de Z /4Z es su raiz:

Esto no contradice el enunciado de arriba, ya que Z/4Z no es un dominio de integridad. A
Para demostrar 3.4.7, necesitamos el siguiente resultado auxiliar.

3.4.9. Lema. Sea f € R[X] un polinomio con coeficientes en un anillo conmutativo R. Entonces f(c) = 0 para
algiin ¢ € R si y solamente si

f=&X-c)-g
para algiin polinomio ¢ € R[X].
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Demostracion (divisién sintética). En una direccion es obvio: si podemos escribir

f:(Xic)'gr

entonces la evaluacién en ¢ nos da
fle)=(c—c)-glc)=0.

En la otra direccién, supongamos que deg f = n y escribamos

f: 2 ﬂiXi.

0<i<n

Es posible encontrar g de la forma deseada de grado n — 1. Escribamos

g= Y bX,

0<i<n—1
donde b; son ciertos coeficientes que necesitamos encontrar. Analicemos la identidad
f=X=-c)-g+by,
donde b_; € R es alguna constante. Tenemos

Z aiXi:(X—c) 2 bl‘Xi-i-b,l.

0<i<n 0<i<n-—1

Desarrollando la parte derecha, se obtiene

Z lliXi = Z bifl Xi— Z Cb,‘Xi-Fb_l = Z (b,‘,l —Cb,‘) Xi+bn_1 X",

0<i<n 1<i<n 0<i<n—1 0<i<n—1
Esto corresponde al siguiente sistema de ecuaciones sobre los b;:

aYl = bi’l*l/
ay1 ="byo—cby 1,
ap2 =by 3 —cby 2,

a = b() — Cbl,
ap — b,l —C b(]
y nos lleva a las recurrencias

le*l = al’l/
by—2 =ay_1+cby 1,
by_3 = a,_p+cby_»,

bi =ajy1 +cbiyq,

bo =a + Cbl,
b_1 =ag+cby

10
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que definen el polinomio g y la constante b_;. Evaluando en X = ¢ ambas partes de la identidad
f: (Xic) 'g+b—l/
se obtiene

b—l = f(C) =0.
u

3.4.10. Comentario. Las recurrencias de la demostracién precedente nos dan un modo eficaz de calcular
el valor f(c) para un polinomio f = Y g<;<, a; X": si

b,_.1=ay y bi = a;1q +cbiiq para —1<i<n-1,

entonces
f(C) = b_l.
Esto se conoce como el algoritmo de Horner . Note que usando las recurrencias de arriba, f(c) puede
ser calculado usando solamente n sumas y n multiplicaciones, lo que es mucho mads eficaz que calcular
directamente
ag+ac+ayct+ - +ayc.

Ahora estamos listos para probar 3.4.7.

Demostracion de 3.4.7. Induccién sobre n = deg f. Si n = 0, entonces f, siendo un polinomio constante no
nulo, no tiene raices. Para el paso inductivo, notamos que si ¢ € R es una raiz de f, entonces

f=X=c)g

para algun polinomio g € R[X]. Luego,

deg f = deg(X —c) - degg

(aquf se usa la hipotesis que R es un dominio de integridad), asi que degg = n — 1 y por la hipétesis de
induccion sabemos que g tiene < n — 1 raices. Toda raiz de g es una raiz de f, y si ¢’ # c es una raiz de f,
entonces la identidad en R

0=f(c") = (c—¢)-8(c)
implica que g(c¢’) = 0y ¢’ es una raiz de g (de nuevo, se usa la hipétesis que R es un dominio de integridad).
Podemos concluir que f tiene < n diferentes raices. u

3.4.11. Comentario. A veces hay cierta confusiéon entre los polinomios y funciones polinomiales. Para
cualquier polinomio f € R[X] la evaluacién define una funcién

R — R,
c— f(c).

Sin embargo, no siempre existe una correspondencia biyectiva entre las aplicaciones que surgen de
esta manera y los elementos de R[X]. Por ejemplo, para R = [F, = Z/pZ hay solamente p” diferentes
aplicaciones F, — IFp,, mientras que el anillo IF,[X] es infinito: sus elementos son las expresiones formales
Yo<i<n @i X! con a; € Fp.

Para dar un ejemplo especifico: el polinomio X — X € F,[X] evaluado en cualquier elemento de IF
nos da 0, gracias al pequefio teorema de Fermat que acabamos de revisar arriba, mientras que X” — X no
es nulo como un elemento de IF,[X] (es decir, como una expresién formal).

“WiLLiam GEORGE HORNER (1786-1837), matematico inglés.
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3.5 ¢Para qué sirven los anillos?

Hay mucho més ejemplos importantes de anillos conmutativos y cuerpos, pero no es el tema principal
de esta parte del curso, asi que por el momento es todo. Los anillos conmutativos tienen mucha importancia
en las matemadticas modernas. En muchas situaciones hay una correspondencia

Objetos geométricos (“espacios”) <— Objetos algebraicos hechos de anillos conmutativos.

A veces para solucionar problemas geométricos, se puede pasar a los objetos algebraicos correspondien-
tes. Por otro lado, hay muchos objetos algebraicos que surgen naturalmente en la teorfa de nimeros; un
ejemplo basico son los anillos como Z, Z[v/—1], Z[/2] que hemos visto arriba. A tales objetos se puede
asociar ciertos “espacios” y aplicar la intuicién geométrica para resolver problemas aritméticos. Es uno
de los temas principales de las matemaéticas a partir de los afios 50-60 del siglo pasado. Preguntar a un
matematico moderno si él prefiere trabajar con objetos algebraicos o usar la intuicién geométrica es como
preguntarse si uno prefiere quedarse ciego o sordo.

Los cuerpos son un caso muy especial de anillos, y de hecho, bajo la correspondencia geométrica-
algebraica que mencioné, a un cuerpo corresponde un espacio que consiste solo de un punto. Los anillos Z,
Z[\/—1], Z[\/2] son también bastante sencillos: si los cuerpos tienen dimensién 0, estos tienen dimension 1.
Hay anillos de dimensiones superiores, por ejemplo si consideramos el anillo de polinomios R[X], la
dimension sube por 1:

dim R[X] = dimR + 1.

En particular, la dimension de k[X] para un cuerpo k es igual a 1. También hay anillos de dimensioén
infinita, pero no los vamos a encontrar en este curso.

3.6 Espacios vectoriales

Para terminar, recordemos la definicién de espacios vectoriales que el lector probablemente conoce de
cursos de dlgebra lineal.

3.6.1. Definicién. Sea k un cuerpo. Un espacio vectorial es un conjunto V dotado de dos operaciones

+:VxV =YV,
(u,v) — u+v;

kxV =V,
(a,u) —a-u.

Los elementos de V se llaman vectores mientras que los elementos de k se llaman escalares. La operacién
+ se llama la adicién de vectores y la operacién - se llama la accién de los escalares sobre los vectores. Se
pide que se cumplan los siguientes axiomas.

V1) V es un grupo abeliano respecto a la operacion +; es decir, la adicién es asociativa:
(u+v)+w=u+ (v+w) paracualesquierau,v,w €V,
existe el elemento neutro (vector nulo) 0 € V tal que
O+u=u+0=u paratodoucV,
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para todo vector u € V existe el vector opuesto —u tal que
u+(—u)=(—u)+u=0 paratodoucV,
y la adicién es conmutativa:

u+v=v+u paracualesquierau,v c V.

V2) La multiplicacién por escalares es bilineal: se cumple

(a+b)-u=a-u+b-u paracualesquieraa,bek, uecV

a-(u+v)=a-u+a-v paratodoack uveV.
V3) La multiplicacién por escalares es compatible con la multiplicacién en k:

(ab)-u=a-(b-u) paracualesquieraa,beck, ucV.

V4) La multiplicacién por la identidad de k es la indentidad:

1-u=wu paratodou cV.

Muchas propiedades habituales siguen de V1)-V4):
1) a-0 =0 paratodoa €k,
2) 0-u =0paratodou €V,
3) (-1)-u=—uparatodou €V,
4) a-(—u) = —(a-u) paratodoa €k, u eV,
5)a-(u—v)=a-u—a-vparatodoa €k, u,v eV,
6) (a—b)-u=a-u—"b-uparacualesquieraa,b € k,u €V.
3.6.2. Ejemplo. Sik es un cuerpoyn =0,1,2,3,... es un nimero natural fijo, entonces el conjunto

K" ::kx---Xk:{(‘llr---/a") |ai€k}

n

respecto a las operaciones
(al,...,an)+(b1,...,bn) = (ﬂ1+b1,...,ﬂn+bn)

y

a-(ay,...,an) = (aaq,...,aa,)
forma un espacio vectorial. El vector nulo es dado por 0 = (0, ..., 0) y los vectores opuestos son —(ay, ..., a,) =
(—a1,...,—ay).
Para n = 0 tenemos k" := {0} que se llama el espacio vectorial nulo. A
El lector debe conocer bien los espacios como R"” y C". En geometria y analisis a veces se usan estructu-
ras extra sobre estos espacios como una métrica, la topologfa asociada, productos interiores, etc. Todo esto

no hace parte de la definicién abstracta de espacios vectoriales. Sin embargo, muchos resultados bésicos
que se estudian en un curso introductivo de dlgebra lineal siguen de los axiomas V1)-V4).
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3.6.3. Definicién. Una base de un espacio vectorial V es una familia de vectores (u;);c; tal que todo vector
u € V puede ser escrito como una combinacién lineal de los u;:

u=Yy a;-u
i€l
donde a; = 0 para todo i, excepto un namero finito. Ademas, se pide que los u; sean linealmente indepen-
dientes; es decir,
si Z”i -u; = 0, entonces a; = 0 para todo i € I.
i€l
3.6.4. Ejemplo. El espacio k" viene con una base canénica dada por
e; :=(1,0,0,...,0), e :=(0,1,0,...,0), ..., e, =1(0,0,0,...,1).

A

Recordemos que todo espacio vectorial V posee una base y todas las bases tienen la misma cardinalidad
que es la dimensién de V. La existencia de base en cualquier espacio vectorial se demuestra mediante el
lema de Zorn (véase el apéndice B).

3.6.5. Ejemplo. R es un espacio vectorial sobre Q y por lo tanto posee una base sobre Q. Es decir, existe
una familia de niimeros reales linealmente independientes sobre Q tal que todo ntimero x € R es una
combinacién lineal de ellos. Esta base se conoce como la base de Hamel. Es infinita y no es explicita; su
existencia puede ser justificada por el lema de Zorn. A
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3.7 Ejercicios

Ejercicio 3.1. Sea p un niimero primo. Demuestre que los coeficientes binomiales (¥) son divisibles por p para
i=1,...,p—1L

Ejercicio 3.2. Paran = 2,3,4,5,... consideremos la raiz de la unidad {,, := e2mi/n ¢ C.

1) Demuestre la identidad 1+, + 72+ -+ 1 = 0.

2) Consideremos el conjunto

Z[gn) = {ao+mln+m i+ +ap 10y | a € Z}.
Demuestre que es un anillo conmutativo respecto a la suma y adicion habitual de los niimeros complejos.
Ejercicio 3.3. Deduzca de los axiomas de anillos las siguientes propiedades:
0-x=x-0=0, x-(—y)=(—x)-y=—-xy, x(y—z)=xy—xz, (x—y)z=xz—yz

para cualesquiera x,y,z € R.
Ejercicio 3.4. En un anillo R puede ser que 0 = 1. Pero en este caso R tiene solo un elemento.

1) Demuestre que un conjunto R = {0} que consiste en un elemento puede ser dotado de modo iinico de una
estructura de un anillo conmutativo. Este anillo se llama el anillo nulo.

2) Demuestre que si en un anillo R se cumple 1 = 0, entonces R = {0}.

Ejercicio 3.5. Para un niimero fijon = 1,2,3, ... consideremos el conjunto de fracciones con n en el denominador:
m
Z[1/n] = {ﬁ ’ mez, k= 0,1,2,3,...} cQ.

De modo similar, para un niimero primo fijo p = 2,3,5,7,11, ... consideremos las fracciones con denominador no
divisible por p:
a
Z,) = {E ‘ nbEeZ,b#0, pibhCQ

Verifique que Z[1/n] y Z;,) son anillos conmutativos respecto a la suma y producto habituales.
Ejercicio 3.6. Sea R un anillo conmutativo. Una serie formal de potencias con coeficientes en R en una variable
X es una suma formal '

f = Z aj X',

i>0

donde a; € R. A diferencia de polinomios, se puede tener un niimero infinito de coeficientes no nulos. Las sumas
1
productos de series formales estdn definidos por

Zai Xi + Z bi Xi = Z(ﬂi + bl) Xi, <Z aj; Xi> . (Z bi Xi> = Z ( Z aibj) Xk.
i>0 i>0 i>0 i>0 i>0 k>0 \i+j=k
1) Note que las series formales forman un anillo conmutativo. Este se denota por R[X].

2) Verifique la identidad
A+X) - 1-X+X2-X+X X'+ )=1

en R[X]| (es decir, los coeficientes de la serie formal al lado derecho son ag = 1y a; = 0 para i > 0).

15



3.7. EJERCICIOS CAPITULO 3. ANILLOS Y CUERPOS (PRIMER ENCUENTRO)

n
3) Para R = Q verifique la identidad ( Y Xi) =Y %1 X' en el anillo de series formales Q[ X]).

i
i>0 i>0

Ejercicio 3.7. Para una serie de potencias f € R[X] sea v(f) el minimo indice tal que el coeficiente correspondiente
no es nulo:

o(f) = min{i | a; # 0);
y si f =0, pongamos v(0) := +o0.

1) Demuestre que para cualesquiera f,g € R[[X] se cumple la desigualdad

v(f8) = o(f) +o(g)
y la igualdad v(fg) = v(f) + v(g) si R es un dominio de integridad.

2) Demuestre que R[X] es un dominio de integridad si y solamente si R lo es.

Ejercicio 3.8. Sea R un anillo conmutativo. En el anillo de matrices My, (R) denotemos por e;j para1 <1i,j <nla
matriz cuyos coeficientes son nulos, salvo el coeficiente (i, j) que es igual a 1. Sea A € My (R) una matriz arbitraria
de n x n con coeficientes en R.

1) Demuestre que en el producto de matrices e;; A la fila i es igual a la fila j de A y el resto de los coeficientes son
nulos.

2) Demuestre que en el producto de matrices Ae;j la columna j es igual a la columna i de A y el resto de los
coeficientes son nulos.

3) Demuestre que
ei]' A=A ei]'

para todo 1 <1i,j < mn,i# jsiysolamente si A es una matriz escalar:

para algiin a € R.

4) Concluya que las vinicas matrices en M, (R) que conmutan con todas las matrices son las matrices escalares.
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