Capitulo 4
Grupos de unidades

Después del capitulo precedente, podemos dar algunos ejemplos de grupos que no hemos visto antes.
Los siguientes ejemplos son banales en el sentido de que ciertas estructuras algebraicas ya tienen axiomas
de grupos como una parte de su definicién.

4.0.1. Ejemplo. Todo anillo (y en particular todo cuerpo) es un grupo abeliano respecto a la adicién. Por
ejemplo, Z,Q, R, C son grupos abelianos respecto a la adicién habitual de ntimeros. A

4.0.2. Ejemplo. Los restos médulo n forman un anillo y en particular un grupo abeliano respecto a la
adicion. A

4.0.3. Ejemplo. Tenemos una cadena de subgrupos aditivos

ZCQCRCC.

4.0.4. Ejemplo. Los ntimeros enteros divisibles por n forman un subgrupo de Z:
nZ:={nx|xeZ}.
A

4.0.5. Ejemplo. Todo espacio vectorial es un grupo abeliano respecto a la adiciéon de vectores. Por ejemplo,
para todo cuerpo k, el espacio vectorial k" es un grupo abeliano. A

4.1 El grupo de unidades de un anillo

En general, salvo 1 (identidad) en un anillo R no hay elementos inversos respecto a la multiplicacion.
Los elementos que tienen inversos forman un grupo.

4.1.1. Definicién. Si para u € R existe u~! tal que

4.1) uut=ulu=1,

. . * . .
se dice que u es una unidad o un elemento invertible.

“No confundir con la identidad 1 € R, que es nada mas un ejemplo muy particular de unidades.
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4.2. EL CIRCULO Y LAS RAICES DE LA UNIDAD CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

Como siempre, el elemento u~ 1 esta definido de modo tnico por (4.1); esto se demuestra de la misma
manera que la unicidad de los elementos inversos en un grupo.

4.1.2. Comentario. Supongamos que para u € R existen dos elementos a,b € R tales que au = 1y ub = 1.
En este caso necesariamente a = b:

a=a-1=a(ub)=(au)b=1-b=0.

Las unidades forman un grupo respecto a la multiplicacién que se denota por R*. De hecho, 1 € R*
es el elemento neutro y si u,v € R*, entonces uv € R*:

(uo) - (0 tu) = (v tut) (w0) = 1.

4.1.3. Ejemplo. En un cuerpo todo elemento no nulo x € k tiene su inverso x !

unidades viene dado por

, asi que el grupo de

k* =k\ {0}.
Es abeliano (por nuestra definicién, la multiplicacién en cuerpo es conmutativa). A
4.1.4. Ejemplo. Para Z obviamente tenemos
z* = {£1}.
A
4.1.5. Ejemplo. Tenemos una cadena de subgrupos multiplicativos
{1} CQ* CR* CcC™.
A

4.1.6. Ejemplo. El grupo Q* tiene como su subgrupo el conjunto Q- formado por los ntiimeros racionales
positivos. De la misma manera, los ntimeros reales positivos IR~ forman un subgrupo de R*. A

4.2 Elcirculoy las raices de la unidad

El grupo C* contiene varios subgrupos interesantes.

4.2.1. Ejemplo. Recordemos que para un nimero complejo z = x +y +/—1 € C su valor absoluto es dado
por

2= VzE = (x +y Vo) - (r =y VoT) = 2 12

Notamos que para cualesquiera z1,z; € C se cumple
|z122| = |z1] - |22].
Se ve que el conjunto de los ntimeros complejos de valor absoluto 1
Sl:={zeC|lz|=1}={e?V 1| 0< ¢ <27}

es un subgrupo de C* respecto a la multiplicacion. Este grupo se llama el grupo del circulo, ya que sus
elementos son los puntos del circulo unitario en el plano complejo.
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CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES 4.2. EL CIRCULO Y LAS RAICES DE LA UNIDAD

Im
Z120 = elp1+¢2)V~1 Zy = e2v—1

Z1 = eh1vV-1

Re

A

4.2.2. Ejemplo. Para un nimeron =1,2,3,4,..., una raiz n-ésima de la unidad es un niimero complejo z
tal que
2t =1.

Como sabemos, esta ecuacién tiene precisamente n soluciones diferentes

V=101, -1,

Estas forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién compleja. Este grupo se denota por p,(C) y
se llama el grupo de las raices n-ésimas de la unidad:

un(C):={zeC|z" =1}

Como el ejemplo maés sencillo tenemos p(C) = {£1}. El dibujo de abajo representa el grupo p(C) en
el plano complejo.

Im
e2/3mV—=1 el/37mv/ =1
eVl = 9 1
Re
o4/3 /=1 25/3 /=1

Sim | n, entonces z" = 1 implica z"" = 1y se ve que u;;(C) es un subgrupo de 1, (C). Por ejemplo, en
el dibujo de arriba se ve que p2(C) C ue(C) y u3(C) C pe(C). Todas las raices de la unidad forman un
grupo

foo(C) ={z € C* | 2" =1paraalginn =1,2,3,...} = | J pua(C).

n>1



4.3. LOS RESTOS MODULO N INVERTIBLES CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

Tenemos una cadena de subgrupos

sim|n

um(C) C un(C) C peo(C) C S C C*.

4.3 Los restos modulo # invertibles

4.3.1. Ejemplo. Un ntimero a4 € Z es invertible médulo n = 1,2,3,... si y solamente si med(a,n) = 1:
(Z/nZ)* = {[a], | mcd(a,n) =1}.

Por ejemplo,

(z/22)" ={[1h},
(2/32)" = {[1]5, [2]5},
(2/4Z)" = {[1]4, 3]},
(z/52)" ={[1ls, [2]5, [3]5, [4]5},
(z/6Z)" = {[1]s, [5]6}
(z/72)* ={[1]7, 27,37, [4]7, [5]7, [6]7},
(z/82)* ={[1ls, 3]s, [5]s, [7]s},
(2/9Z)" = {[1]o, [2]o, [4]o, [5]o, [7)o, [8]o},
(z/102)* = {[1ho, [3]10, [7]10, [9]10},
La funcién
¢(n) := |(Z/nZ)*| = numero de enteros entre 0 y n — 1 coprimos con n

se llama la funcién ¢ de Euler. He aqui algunos de sus valores :

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p(n): 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12 6 8
n: 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
p(n): 8§ 16 6 18 8 12 10 22 8 20 12 18 12 28 8

La funcién ¢ de Euler cumple las siguientes propiedades.

1) sip=2,3,5711,...esprimoy k=1,2,3,4,..., tenemos
p P y

p(p*) = p (1 - ;) :

2) si m y n son coprimos, entonces
¢(mn) = ¢(m) - p(n)

(se dice que ¢ es una funcién multiplicativa).

“Tenemos ¢(1) = 1. De hecho, Z/1Z es el anillo nulo, y su tnico elemento es invertible.
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Para demostrar 1), consideramos los nimeros
a=0,1,2,...,pF=2,pF 1.

En esta lista hay p* elementos. Luego, mcd(a, p*) = 1 si y solamente si p { a. Los ntimeros en la esta tales
que p | a son los multiplos de p: 0, p,2p, 3p, .. —cada p-ésimo ntimero, en total p*/p de ellos. Entonces,

1
p(p") =p* = p*/p=1p* (1p).

En particular, para k = 1 tenemos ¢(p) = p — 1. Es otro modo de decir que Z/pZ es un cuerpo (tiene
todos sus elementos invertibles, salvo el cero).
En general, las mismas consideraciones pueden ser aplicadas a un ntimero arbitario n = plil e plzf . De

los niimeros
0,1,2,...,n—1

para cada p; se puede quitar los n/p; multiplos de p;. Pero algunos de estos multiplos son divisibles al
mismo tiempo por p; y pj para i # j, o por tres diferentes primos, etc. El conteo requiere una especie del
principio de inclusién-exclusion y nos lleva a la férmula

(4.2) <p(n)—n<l—p11>~~<1—plé>.

De esta expresion estd clara la propiedad 2). Sin embargo, seria més convincente primero demostrar 2)
de otra manera y luego deducir (4.2). Es lo que vamos a hacer mds adelante. A

4.4 Unidades en anillos aritméticos

4.4.1. Ejemplo. Para los enteros de Gauss el grupo de unidades es de orden 4:
Z[V-1" = {1, £V -1}
Para verlo, definamos la aplicacién

N:Z[V-1] -z,
a+byv—1 (a+byvV-1)(a—bv—1)=a>+1?%

llamada la norma. Note que N(x) > 0 para todo x € Z[/—1]. La norma es multiplicativa:
N(xy) = N(x) N(y)-
Esto implica que para todo u € Z[v/—1]* se tiene
Nu)N(u ) =Nuu ) =NQ1) =1,

y por lo tanto N(u) = 1. Viceversa, para a + by/—1 podemos calcular su inverso en el cuerpo de nameros
complejos:

(a+byv-1) (a —by/-1) a? + b2
Si N(a+by/—1) = a? + b*> = 1, entonces (a + b\/—1)"! € Z[/—1]. Esto demuestra que

a+bvV—1¢€Z[V-1* siysolamentesi N(a+bv—1)=a>+b*=1.

(a+by/=T) = a—by—1 _a—b\/jI
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4.4. UNIDADES EN ANILLOS ARITMETICOS CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

La ecuacién a2 + b? = 1 tiene 4 soluciones enteras (+1,0), (0, 1) que corresponden a +1, ++/—1. Estos
elementos son invertibles.

-]+ -1 /-1 -1
+1 +1 -1 +/-1 -1
—1 ~1 +1 /=1 +/-1
V-1 | +V/-1 —/~-1 —1 +1
/s N S/ S |

El mismo argumento demuestra que para un entero n = 2,3,4,... y el anillo conmutativo
ZlV—n|={a+by—-n|abeZ}
se tiene Z[y/—n]* = {£1} para todo n > 2 —para verlo, considere la norma

N(a+bv—=n):= (a+by/—n) (a — bv/—n) = a* + nb>.

4.4.2. Ejemplo. Para el anillo Z[v/2] podemos considerar la norma

N:Z[V2] - Z,
a+bV2— (a+bV2)(a—bv2) =a® 20

Esta aplicacion es también multiplicativa y por lo tanto N(u) = £1 para todo u € R*. Luego, tenemos

a—by2 7a—b\/§

(a+bv2)™ = (a+b+v2)(a—bV2) a2 —2p27

asi que

a+bv?2 siysolamentesi N(a+bv2)=a*—2b"=1.
Entonces, para calcular el grupo Z[v/2], hay que encontrar las soluciones enteras de la ecuacién
a® —20% = +1.
Esta se conoce como la ecuacién de Pell". No vamos a entrar en los detalles, pero hay un nimero infinito

de soluciones (a,b) € Z?2. Por ejemplo,

(4.3) (a,b) = (£1,0), (£1,+£1), (£3,+2), (+7,45), ...

“Jonn PeLL (1611-1685), matemético inglés. No hay documentos que demuestren que Pell trabajé en algin momento de su vida
en la “ecuacién de Pell”; la atribucién del nombre se debe a Euler. Asi que como matematico, Pell es conocido por una ecuacién que
nunca estudio6.
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b
(3.2)
(1,0)
a
(=3-2) | (-2
a> -2 =1
b

a? =20 = -1



4.5. POLINOMIOS INVERTIBLES CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

Las soluciones (4.3) corresponden a las unidades

+1=£(1-V2)°,
+(14+v2), £(1-Vv2)=TF(1+Vv2)},
+(3+2v2) =+(1++v2)% +(3-2v2) =+(1++v2) 2,
+(7+5vV2) = £(1+v2)%, +(7-5V2) = F(1+v2) 3,

Note que todas las soluciones de arriba son de la forma £(1 + 1/2)" para algtn n € Z. Evidentemente,
son unidades y estas forman un subgrupo de Z[v/2]*. De hecho, no hay otras unidades:

ZIV2* = {+(1+V2)" |n ez}
—véase [AW2004, §11.1] para una prueba. A

La diferencia entre Z[v/—1]* por un lado y Z[v/2] por el otro lado es que en el primer anillo el elemento
que hemos afiadido a Z es complejo (es decir, Im y/—1 # 0), mientras que /2 es real. Esto se estudia en la
teorfa de ntimeros algebraica. Para otro ejemplo similar, véase el ejercicio 4.1.

4.5 Polinomios invertibles

En el capitulo anterior hemos introducido el anillo de polinomios R[X], y seria interesante calcular su
grupo de unidades.

4.5.1. Observacioén. Si un polinomio f = Y ;~o4; X! € R[X] es invertible, entonces su coeficiente constante es
invertible en R; es decir, ag € R*.

Demostracién. Si existe otro polinomio § = ¥~ b; X' € R[X] tal que fg = 1, esto significa que los coefi-
cientes del producto de f y g estdn dados por

1, sik=0,
= Zaibf_{o sik>0."
i+j=k , :

En particular, a9 by = 1, lo que significa que by = a, 1 |

Entonces, la condicién ag € R* es necesaria para que f = } ;>0 4a; X' € R[X] sea invertible, pero no es
suficiente. Para simplificar la vida, supongamos que R es un dominio de integridad: ab = 0 implica a = 0
o b = 0. En este caso nos puede servir la nocién del grado de un polinomio.

4.5.2. Proposicién. Si R es un dominio de integridad, entonces un polinomio f = 3 i~ a; X! € R[X] es invertible
en R[X] siy solamente si ay € R* y a; = 0 para i > 0. En otras palabras, se tiene una identificacion

R[X]* = R*.

Demostracion. Apenas hemos visto que la condicién ag € R* es necesaria. Ahora si f es invertible, tenemos
fg = 1 para algtn polinomio g y luego la identidad

0 = deg(fg) = deg f +degg
implica que deg f = degg = 0. n
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4.5.3. Comentario. Si en R hay divisores de cero, por ejemplo si R = Z/47Z, entonces tenemos solamente
la desigualdad deg(fg) < deg f + deg g en lugar de deg(fg) = deg f + deg ¢ y nuestro argumento no fun-
ciéna. En este caso existen polinomios invertibles de grados superiores. Por ejemplo, en el anillo Z/4Z[X]
se cumple

(2X+1)-(2X+1) =4X>+4X+1=1 (mod 4).

4.6 EIl grupo lineal general

En los cursos basicos de dlgebra lineal mucho tiempo se dedica a multiplicacién e inversién de matrices.
De hecho, detras de todo esto hay un grupo.

4.6.1. Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo. Consideremos todas las aplicaciones lineales
invertibles f: V — V (isomorfismos entre V y si mismo); es decir, las que poseen un aplicacién lineal inversa
f~1:V = V tal que

foft=idy=flof.

Estas forman un grupo respecto a la composicién habitual de aplicaciones. El elemento neutro es la apli-
cacion identidad y los elementos inversos son las aplicaciones inversas. Este grupo se denota por GL(V) y
se llama el grupo lineal general de V.

Note que este es un anélogo lineal del grupo simétrico Sx. De hecho, GL(V) es un subconjunto de
Sy, pero no tiene sentido considerar todas las biyecciones de conjuntos V' — V—son muchas—y por esto
restringimos nuestra atencion a las biyecciones lineales; es decir, las biyecciones que preservan la estructura
algebraica de V.

En general, todas las aplicaciones lineales f: V' — V forman un anillo End(V') que se llama el anillo
de endomorfismos de V. La adicién en este anillo viene dada por

(f +8)(v) := f(v) +8(v)

y la multiplicacién de f por g es la composicién f o g. Este anillo no es conmutativo si dim V' > 1. El grupo
lineal general es el grupo de unidades correspondiente:

GL(V) = End(V)*.

El procedimiento habitual para hacer cdlculos con aplicaciones lineales es fijar una base y usar matrices.
En el capitulo anterior hemos encontrado el anillo de matrices M, (R). Es un anillo no conmutativo, pero
también tiene sentido considerar su grupo de unidades.

4.6.2. Observacién. Los elementos invertibles en el anillo de matrices M, (R) son precisamente las matrices con
determinante invertible en R:
M, (R)* ={A € M,(R) | detA € R*}.

Demostracion. El determinante satisface
det(AB) = det(A) - det(B)

para cualesquiera A,B € M;(R). Luego, si para A € M, (R) existe su matriz inversa Al e M, (R),
entonces
1=det(I) = det(A A™!) = det(A) - det(A™!) = det(A™!) - det(A),
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lo que demuestra que para toda matriz invertible en M, (R) se tiene necesariamente det(A) € R*. En la
otra direccion, si det(A) € R*, podemos usar la férmula (también conocida como la “regla de Cramer”)

A7t =det(A)! adj(A),
donde adj(A) es la matriz adjunta. [
4.6.3. Definicién. El grupo
GL,(R) := My(R)* = {A € My(R) | detA € R*}
se llama el grupo lineal general sobre R.

4.6.4. Ejemplo. Si R = k es un cuerpo, entonces

GLy (k) = {A € My(k) | det A # 0}.

4.6.5. Ejemplo. Para las matrices con elementos enteros, tenemos

GL,(Z) = {A € My(Z) | det A = £1}.

4.6.6. Ejemplo. Para n = 1 tenemos
GL;(R) =R™.

Paran > 2y R # 0 el grupo GL,(R) no es abeliano (en los ejercicios de abajo vamos a calcular su
centro). A

4.6.7. Ejemplo. Las matrices de n x n con determinante 1 forman un grupo
SL,(R) := {A € GLy(R) | detA =1}.

Es un subgrupo de GL, (R) conocido como el grupo lineal especial. En particular, el grupo
SLy(Z) :={A € My(Z) | detA =1}

tiene mucha importancia en aritmética; es conocido como el grupo modular y vamos a verlo mds adelante.
A

4.6.8. Ejemplo. Hemos visto que para todo primo p los restos médulo p forman un cuerpo Fy, := Z/pZ.

Entonces, el anillo de matrices M, (IF,) es finito, de orden p"z, y en particular los grupos GL,(FF,) y
SL,(IF,) son también finitos. ;Cudl es su orden?

El grupo GL, (IF;,) consiste de matrices invertibles de n x n. Para contarlas, podemos escribirlas fila por
fila (o columna por columna), recordando que entre estas no podemos tener dependencias lineales. En la
primera fila podemos escribir cualquier vector (x11, X12, ..., X1,), salvo el vector nulo (0,0, ...,0). Tenemos
IF,|" = p" — 1 posibilidades. Luego, en la segunda fila podemos poner cualquier vector (x21,X22, ..., X2,),
salvo los p = \]Fp| vectores linealmente dependientes con (x11, x12,...,x1,). Continuando de este modo
notamos que para la i-ésima fila hay p" — p' posibilidades. Entonces, el nimero de matrices invertibles de
n x n con elementos en un cuerpo finito IF, es

|GLa(Fp)| = (p" = 1) - (p" = p) -+~ (p" = p" 7).

“En general existen cuerpos finitos F; de orden g = p* donde p es primo. Para k = 1 tenemos F, = Z/pZ y para k > 1 omiti la

N a1

construccién por falta de tiempo. Para Fy la formula y su prueba seria idéntica, solo hay que reemplazar “p” por “q”.
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Para el grupo SL; (IF,) es suficiente notar que si hay una matriz A € SL,(IF,), es decir, det A = 1, entonces
multiplicando A por un escalar a € F; = F) \ {0}, se obtiene una matriz A’ := a A con detA’ = a.
Ademas, todas las matrices con determinante 2 se producen de este modo. Esto demuestra que

| GLa(IFp)| = [Fy | - [SLa(Fp)l;

es decir,

1
| SLu (Fp)| = o1 | GLy (FFp)|.

Notamos que para p = 2 se tiene

GL,(F,) = SL,(FF,)

(de hecho, en [F; el tnico elemento no nulo es 1).
Por ejemplo, el grupo GL;(IF;) tiene 6 elementos:

O G D R O S G I O

He aqui su tabla de multiplicacion .

I A B C D E
I I A B C D E
A A I D E B C
B B E I D C A
C C D E I A B
D D C A B E I
E E B C A I D

El siguiente caso no trivial seria de GL,(IF3), y este grupo ya tiene (3% — 1) - (3> — 3) = 48 elementos y
no es muy instructivo enumerarlos todos...

Seria interesante comparar la tabla de multiplicacion de arriba con la tabla de multiplicacién en el
grupo simétrico Ss.

“La compilé con ayuda de computadora para no equivocarme. Favor de no hacer estos calculos otra vez; verifique alguna fila
para ver cémo se multiplican las matrices sobre IF, = Z/2Z. Por ejemplo,

G é)G (1>>:<f DE(? 1) (m6d 2).
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4.6. EL GRUPO LINEAL GENERAL

CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

° id  (12) (23) (13) (123) (132)

id id  (12) (23) (13) (123) (132)
(12) | (12) id (123) (132) (23) (13)
(23) | (23) (132) id  (123) (13) (12)
13) | 13) (@123 (132) id (12) (23)
(123) | (123) (13) (12) (23) (132) id
(132) | (132) (23) (13) (12) id (123)
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CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES 4.7. EJERCICIOS

4.7 Ejercicios

Ejercicio 4.1. Para el anillo de los enteros de Eisenstein Z[(3], calcule el grupo de unidades Z.[(3]* y escriba la
tabla de multiplicacién correspondiente.
Indicacidn: considere la norma

N(a+bg3):=(a+bl3) (a+bl3) =a*—ab+ b

Ejercicio 4.2. Sea R un anillo conmutativo. Se dice que un elemento u € R es una unidad si existe un elemento
u~! € R tal que uu=' = u='u = 1. Se dice que x € R es un nilpotente si existe un mimeron = 1,2,3,... tal que
x* = 0.

Encuentre las unidades y nilpotentes en los anillos Z./4Z y Z./9Z.

Ejercicio 4.3. Continuemos con las nociones introducidas en el ejercicio precedente. Sea R un anillo conmutativo.
1) Demuestre que si x € R es un nilpotente y a € R es cualquier elemento del anillo, entonces ax es un nilpotente.
2) Demuestre que si x,y € R son nilpotentes, entonces x + y es también un nilpotente.

3) Demuestre que si x € R es un nilpotente, entonces 1 + x es una unidad.
Indicacion: recuerde la identidad
A+X) - 1-X+X2-X+X X+ )=1
en R[X].
4) Demuestre que si u € R es una unidad y x € R es un nilpotente, entonces u + x es una unidad.

Ejercicio 4.4. Calcule la matriz inversa para las siguientes matrices:

2 22 1 X 0
2 2 1| eMs(Fs), |0 1 X|e€M;zZ[X]).
01 2 00 1

Ejercicio 4.5. Consideremos las matrices de n X n que tienen 1 en las entradas diagonales, ceros debajo de la diagonal
y miimeros arbitrarios arriba de la diagonal.

{(xi) | xij = 1 para todo i, x;; = 0 para i > j}.
Por ejemplo, para n = 3 son de la forma
1 * =
0 1 =
0 01
Demuestre que estas matrices forman un subgrupo de GL, (R).
Ejercicio 4.6. Consideremos el conjunto de matrices
On(k) ={A€GLy(k) | AtA=AA" =1},
donde A denota la matriz transpuesta.
1) Demuestre que Oy (k) es un subgrupo de GLy, (k). Este se llama el grupo ortogonal sobre k.

2) Paran =2y k = R demuestre que los elementos de O,(IR) son de la forma
cosx —sena 0 0 1\ (cosa —sena
sena  cos« 10 sena  cosa )’

3) Demuestre que el grupo diédrico Dy es un subgrupo de O2(R). Escriba las matrices que corresponden a los

“En este ejercicio hay que identificar las aplicaciones lineales R? — IR? con matrices de 2 x 2.
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4.7. EJERCICIOS CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

elementos r y f.

Ejercicio 4.7. Demuestre que el grupo SLy(Z) es infinito.

Ejercicio 4.8. Demuestre que las 1inicas matrices invertibles que conmutan con todas las matrices son las matrices
escalares

al = ) paraa € R*.

Es decir,
Z(GL,(R)) ={al |a € R*}.

1) Fijemos algunos indices 1 <1i,j < n, i # j. Denotemos por e;; la matriz de n x n cuyos coeficientes son nulos,
excepto el coeficiente (i, ) que es igual a 1. Consideremos las matrices I + e;;. Estas tienen ceros en todas las
entradas, excepto 1 en la posicion (i, j) y en la diagonal. Demuestre que

det(I +e;j) =1
En particular, I + e;; € GLy(R).
2) Supongamos que A € Z(GLy(R)). En particular, debe cumplirse
(It+ep) A=A(I+ey),

que es equivalente a la identidad
61']‘ A=A EZ‘]‘

en el anillo de matrices M, (R). Recuerde la tarea anterior donde hemos visto que esto implica que A es una
matriz escalar.

3) Note que el centro de Z(SL,(R)) también consiste en las matrices escalares (de determinante 1).

Ejercicio 4.9. Demuestre que una serie formal de potencias f = Y ;>oa; X' € R[X] es invertible (pertenece a
R[X]*) si y solamente si su coeficiente constante es invertible (ag € R*).

Ejercicio 4.10. Calcule las series (1 — X)™1, (1 — X?)71, (1 — (X + X?)) ! en el anillo Z[X].
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