Capitulo 5
Homomorfismos de grupos

Les mathématiciens n’étudient pas des objets, mais
des relations entre les objets.

Poincaré

Hemos visto algunas nociones bésicas de grupos y varios ejemplos. Para comparar grupos, estudiar
construcciones sobre ellos e investigar sus propiedades mds sutiles, hay que saber cémo estos se relacionan.
Aqui el concepto clave es el de homomorfismo, una aplicacién entre grupos que preserva su estructura (la
operacion del grupo).

5.0.1. Definicién. Un homomorfismo de grupos G y H es una aplicacién f: G — H tal que para cuales-
quiera g1, 82 € G se cumple:

f(g182) = f(&1) f(g2)-

5.1 Ejemplos de homomorfismos

5.1.1. Ejemplo. Para todo grupo G la aplicacién identidad id: G — G es un homomorfismo. A

5.1.2. Ejemplo. Para ver mas homomorfismos familiares, podemos revisar algunas propiedades del andlisis
real y complejo conocidas a todo el mundo.

1) El signo de un ntiimero racional (resp. real) no nulo es un homomorfismo

+1, six>0,

Q™ — {£1} (resp. R* — {£1}), x> sgnx:= { .
-1, six <O,

donde Q* = Q) {0} (resp. R* = R\ {0}) es el grupo de los nameros racionales (resp. reales) no
nulos.

2) El valor absoluto de un ntimero racional (resp. real, complejo) no nulo es un homomorfismo
Q* — Q-o, (resp. R* — R5, C* — Ryg), x+— |x].
De hecho, para cualesquiera x e y se tiene
[xyl = |x[-[y[-
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3) Consideremos el grupo de los ntmeros reales respecto a la adicién R y el grupo de los ntimeros
reales positivos respecto a la multiplicacién R+¢. La funcién exponencial es un homomorfismo

exp: R - Ry, x> e".
De hecho, para cualesquiera x,y € R tenemos

XY = % el

En general, para a > 0, la aplicacién
R - R*, x~—a*

es un homomorfismo: se cumple
a* Y =a*a.

4) Para los nimeros complejos la exponencial es un homomorfismo
exp: C — C*, z— €~

Para cualesquiera z, w € C tenemos

Z+w __ ze .

5) El logaritmo natural es un homomorfismo
log: Ryg —+ R, x> logx;
para cualesquiera x,y > 0 se cumple
log(xy) = log(x) +log(y).
En general, para a > 0, a # 1 el logaritmo de base a
log,: Ryg -+ R, x+log,x
es un homomorfismo: para cualesquiera x,y > 0 se tiene
log, (xy) = log, (x) +log, ().
6) La raiz n-ésima es un homomorfismo
R.oo — Ry, x = Vx.

De hecho, tenemos
yxy = x- Yy.
En general, para cualquier ntimero real positivo & > 0 la aplicaciéon

R>0 — R>0, X — xlx

es un homomorfismo: se tiene
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7) La conjugacién compleja z — z es un homomorfismo aditivo y multiplicativo a la vez:
C—-C y C*—=C~

Para cualesquiera z, w se cumple

5.1.3. Ejemplo. En el primer capitulo hemos estudiado el signo de permutaciéon
sgn: S, — {£1}

que es un homomorfismo entre el grupo simétrico y el grupo multiplicativo {+1}. De hecho, hemos visto
que para cualesquiera o, T € S, se cumple

sgn(oT) =sgno-sgnTt.

5.1.4. Ejemplo. El determinante de matrices invertibles de n X n es un homomorfismo de grupos

det: GL,(R) — R™.

5.1.5. Ejemplo. La reduccién médulo n es un homomorfismo de grupos aditivos

7 - 7/nZ,
a— [a]y.

En efecto, [a + ], = [a], + [b], por la misma definicion de la adicién de los restos médulo 1 (recordemos
que uno tiene que verificar por separado que esta adicién no depende de los representantes particulares
de las clases de equivalencia).

Si n | m, entonces tenemos un homomorfismo de grupos aditivos

Z/mZ — Z/nZ,
[a]m — [a]n.
De hecho, primero notamos que esta aplicacion esta bien definida: sia = a’ (méd m), esto quiere decir

que m | (a—a’), peroluegon | (a—a’), asi que a = a’ (mdd n). Es un homomorfismo por la definicién de
la adicién médulo m y n:

[a]m + [blm = [a+ b]m = [a + bln = [a]n + [b]n.

De la misma manera, se ve que hay un homomorfismo de grupos multiplicativos

(Z/mZ)* — (Z/nZ)>,
[a]m — [a]n.
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5.1.6. Ejemplo. Para un ntmero entero no nulo n € Z \ {0} su valuacién p-adica es el méximo namero
natural k tal que p* divide a n:
. 4 k
vp(n) := max{k | p"|n}.

(Para n = 0 normalmente se define v, (0) := +oo, pero no vamos a usar esta convencion.)
Ahora para dos nimeros no nulos m,n € Z se puede escribir

m= pvp(m) m/, n= pvp(n) 1/1/,

donde ptm' y pt 1,y luego,
mn — pvp(m)+vp(n) m'n'

7

donde p t (m'n’), asi que
vp(mn) = vy(m) +vp(n).

Ahora todo ndmero racional no nulo puede ser representado por una fraccién m/n, donde m,n # 0
son algunos ntimeros enteros. Podemos definir

m
vp (z> = vp(m) —vp(n).
Esta definicién depende del ntiimero racional y no de su representacién como fraccién. De hecho, tenemos

!/
— = — <— mn' =wn.

n n
Ahora
vp(m) 4+ vp(n') = vy(mn') = v,(m'n) =v,(m') +v,(n),
asi que
m m'
vp (;) = vp(m) —vp(n) =vp(m') —v,(n') =0, (n’)
Esto significa que la funcién
vp: Q* = Z,
m m
O (E) = vp(m) —vp(n)

estd bien definida. Es un homomorfismo entre el grupo multiplicativo Q* y el grupo aditivo Z: para

i m o np X
cualesquiera m o © Q* tenemos

my mp mymip
vp ( . ) =y ( ) = vp(ﬂﬁWLz) — vp(”l”Z)

ny np niny
m my
= v,(m1) — vp(m1) +vp(ma) — vp(12) = vp (nll) +o, (nz> .

Si en lugar de Z queremos trabajar con un grupo multiplicativo, podemos definir el valor absoluto
p-adico de x € Q* como sigue:
[y o= p ),

Entonces, para cualesquiera x,y € Q* se cumple
xyly = p~ W) = p=r @ o) = x|, - |yl ,.
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De esta manera se obtiene un homomorfismo de grupos multiplicativos
| : |p QX — R>0/
X = |x|p.
(Para x = 0 se define [0|, := 0, lo que concuerda con la definicién v, (0) := oo.) A

5.1.7. Ejemplo. He aqui otro ejemplo curioso de la teoria de ntimeros. Para un ntiimero primo p, decimos
que un entero a € Z es un residuo cuadratico médulo p si

a=b* (mod p)
para algtin b € Z. Podemos definir el simbolo de Legendre mediante

+1, sipfay aesunresiduo cuadritico médulo p,

a
( > :=q—1, siptayanoesun residuo cuadritico médulo p,

: 0, sipla.

Obviamente, si a = a4’ (mod p), entonces
(5)=(5)
p P’
asi que el simbolo de Legedre estd definido sobre los restos médulo p. Luego, para cualesquiera a,b € Z

2)-6)6)

(esta claro que el producto de dos residuos cuadréticos es un residuo cuadratico; un poco menos claro que
el producto de dos no-residuos cuadréticos es un residuo cuadratico, pero lo veremos més adelante). Esto
quiere decir que el simbolo de Legendre es un homomorfismo de grupos multiplicativos

(p) L Fy = (Z/pZ)* — {1},
o= (2)

Las siguientes aplicaciones son homomorfismos por la definicion de las estructuras algebraicas corres-
pondientes.

A

5.1.8. Ejemplo.

1) Si R es un anillo (no necesariamente conmutativo) y ¢ € R su elemento fijo, entonces la multiplicacién
por ¢ por la izquierda es un homomorfismo de grupos aditivos

R — R, x> cx.

En efecto, la multiplicacién es distributiva por la definicién de anillos: para cualesquiera x,y € R
debe cumplirse
c(x+y)=cx+cy.

De la misma manera, la multiplicacién por la derecha es un homomorfismo

R —+ R, xw xc.
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2) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo k y A € k es un escalar fijo, entonces la multiplicacién
por A es un homomorfismo de grupos aditivos

V-V, v—=A-0

En efecto, segtin los axiomas de espacios vectoriales, se tiene

A(u+v)=A-u+Ar-o.

3) Recordemos que para un anillo conmutativo R y un polinomio

f= Y aX eR[X],

0<i<n
su valor en ¢ € R viene dado por
fle)= Y aicdeRr
0<i<n

Esto nos da un homomorfismo de evaluaciéon

eve: R[X] — R, f~ f(c).

A

5.1.9. Digresién. En los ejercicios hemos mencionado el anillo de series de potencias R[X]. En general, ya
que una suma f = Y ,;504; X' € R[X] puede tener un niimero infinito de coeficientes no nulos, no tiene
sentido evaluar f en un elemento c € R. Lo que siempre podemos hacer es “evaluar f en 0”:

R[X] = R,
f: Za,'Xi i—)f(O) = ag.

i>0

En general, evaluacién de una serie f € R[X] en un elemento arbitrario ¢ € R requiere de una nocién
de convergencia.

5.1.10. Ejemplo. Si A es un grupo abeliano, entonces para n € Z y para cualesquiera 4,b € A tenemos

n-(a+b):=(@+b)+---+(@a+b)=a+---+a+b+---+b=n-a+n-b,

n n n

asi que la multiplicacién por #n es un homomorfismo que se denota por
Xn
A— A

Cuando el grupo es abeliano, pero se usa la notacién multiplicativa, se trata de las potencias n-ésimas
a—at
(ab)":=ab---ab=ga---a-b---b=:a"b".
— ~—— ——
n n n
Note que en un grupo no abeliano, en general (gh)" # ¢" h". Por ejemplo, se puede ver que G es abeliano
si y solamente si (gh)? = g2 h? para cualesquiera g,/ € G. A
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5.1.11. Ejemplo. En particular, si R es un anillo conmutativo y n € Z, entonces la n-ésima potencia es un
homomorfismo de grupos multiplicativos

R* = R*, x+— x".
Para el grupo aditivo subyacente, tenemos
(x+y)" =) (n) Xy
- i !
0<i<n

y esta expresién normalmente no es igual a x" + y". Sin embargo, si en R se cumple p - x para cualesquiera
x € R, por ejemplo para R = IF, = Z/pZ, entonces
(x +y)P =xP +yP.

Por ejemplo,

n
Fy—F, x—x

es un homomorfismo de grupos aditivos. A

5.2 Propiedades basicas de homomorfismos
5.2.1. Observacién. La composicion de dos homomorfismos f1: G — G’y fo: G' — G es un homomorfismo
fz Of]Z G— G".

Demostracion. Para cualesquiera g1,g» € G tenemos

(fao f1)(8182) = fa(f1(8182)) = f2(f1(81) f1(82)) = f2(f1(81)) - f2(f1(82))
= (f20 f1)(g1) - (f2° f1)(&2)-

5.2.2. Observaciéon (Homomorfismos preservan el elemento neutro). Si f: G — H es un homomorfismo,
entonces

f(g) =1n
Demostracion. Tenemos
f(le) = f(lc-1¢) = f(1c) - f(1c),
y por lo tanto f(15) es el elemento neutro. |

5.2.3. Observacion (Homomorfismos preservan los elementos inversos). Si f: G — H es un homomorfismo,
entonces para todo g € G

flghH=rF)"

Demostracion.
f@)-f@)=flge)=f1)=1.
[ |

5.2.4. Observacién. Sea 1 el grupo trivial. Para todo grupo G existe un homomorfismo tinico 1 — G y un homo-
morfismo tinico G — 1.
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Note que la situacién con conjuntos es diferente: alli para todo X existe una aplicacién tinica @ — X'y
una aplicacién tnica X — {e}. Los conjuntos @ y {e} son diferentes (entre ellos no hay biyeccion). En el

caso de grupos, el mismo grupo trivial 1 satisface ambas propiedades 1 Ee y G =T

5.2.5. Corolario. Para dos grupos G y H existe un homomorfismo tinico e: G — H que se factoriza por el grupo
trivial:

Este se llama el homomorfismo trivial y estd definido por
e(¢) =1y paratodo g € G.
5.2.6. Ejemplo. Para el signo de permutaciones tenemos

sgn(id) = +1
sgn(c!) = sgn(c)~! = sgn(0).

5.2.7. Observacién (Homomorfismos preservan potencias). Para todo n € Z tenemos

Demostracion. Induccién sobre n. La base es el caso de n = 0 que corresponde a 5.2.2. Si n < 0, aplicamos
5.2.3. n

5.2.8. Corolario. Si g" =1, entonces f(g)" = 1.

5.3 Mono, epi, iso

5.3.1. Definicién (clasica). Sea f: G — H un homomorfismo de grupos.
1) Si f es una aplicacién inyectiva, se dice que f es un monomorfismo y se escribe f: G — H.
2) Si f es una aplicacion sobreyectiva, se dice que f es un epimorfismo y se escribe f: G - H.

3) Si f es una aplicacion biyectiva, se dice que f es un isomorfismo y se escribe f: G = H.

Cuando entre G y H existe un isomorfismo G =5 H, se dice que G y H son grupos isomorfos y se
escribe G = H.

En lugar de los sustantivos monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo a veces se usan los adjetivos mono,
epi, iso, por ejemplo “f es mono”.

5.3.2. Ejemplo. Si G C H es un subgrupo, la inclusiéon G <— H es un monomorfismo de grupos. A
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5.3.3. Ejemplo. Los homomorfismos
det: GL,(R) — R*

sgn: S, — {£1}
son epi. A

5.3.4. Ejemplo. La exponencial compleja

exp: C - C*, zm—é*

es epi, pero no es mono: para cualesquiera z € C, k € Z tenemos e* = ¢* 27KV -1, A

5.3.5. Ejemplo. Se ve que la aplicacién f: x — x¥ es un isomorfismo de grupos aditivos IF, — IFj, y grupos
multiplicativos IF; — ;. De hecho,

f)=fly) &= P =y’ = -y =x-y=0,
donde la igualdad (x — y)? = x — y es el pequefio teorema de Fermat. A

5.3.6. Ejemplo. Un grupo puede ser isomorfo a un subgrupo propio. Obviamente, es imposible para grupos
finitos, pero para grupos infinitos, por ejemplo, tenemos un isomorfismo

7 =27 :={2n|neZ},
n— 2n.

A

5.3.7. Ejemplo. Sean X e Y dos conjuntos tales que existe una biyecciéon f: X — Y. Una eleccién de f
induce un isomorfismo entre los grupos simétricos

Sx — Sy,
o ! o f
X=>X)—»(Y—X=>X=2Y).
De hecho, es un homomorfismo de grupos:
folwor)of = (fooofo(forof™).
Es inyectivo, ya que f y f~! son cancelables, siendo biyecciones:
foooft=fotofl=o=r1

Es sobreyectivo: para toda biyeccién ¢: Y — Y, consideremos la biyeccion o: X — X dada por

-1
xLyhylox

Entonces
foooft=fo(flopof)oft=¢.

En particular, el grupo de permutaciones de los elementos de un conjunto finito X es isomorfo a S,
donde n = |X]|. A
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5.3.8. Ejemplo. Dado un cuerpo k consideremos el espacio vectorial k" junto con su base estdndar
e1 =(1,0,0,...,0), &2 =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,0,...,1).

En los cursos de algebra lineal se estudia que las aplicaciones lineales k" — k" pueden ser representadas
por las matrices de n x 1, de tal modo que la composicién de aplicaciones lineales corresponde a la
multiplicacién de matrices. Aplicaciones lineales invertibles corresponden a matrices invertibles. Esto nos
da un isomorfismo de grupos

GL(k") = GL, (k).

Cuidado: en general, si V es cualquier espacio vectorial sobre k de dimensién 1, una eleccién de base nos da

un isomorfismo de espacios vectoriales f: V =y y por lo tanto un isomorfismo de grupos
GL(V) = GL(K"),
(p: V—=V)s (fopof Lk — k"),
pero este no es candnico ya que depende de la base escogida. A

5.3.9. Observacién. f: G — H es iso si y solamente si es invertible: existe otro homomorfismo de grupos f~': H —
G tal que

flof=idg, fof!=idp.

Demostracién. Para hq,hy € H tenemos
f ) = FH (PO - F(F M ))) = £ (F(F ) - £ ()
=) - f (),

donde la primera igualdad viene de fo f~! = idy, la segunda igualdad se cumple porque f es un
homomorfismo, y la tercera igualdad viene de f~1 o f =idg. n

5.3.10. Ejemplo. La exponencial real
exp: R — Ryp, x— exp(x)
es un isomorfismo de grupos que posee una aplicacién inversa, a saber el logaritmo:
log: Rsg — R~p, x+— log(x).
Como hemos visto, la aplicacién inversa es automéaticamente un homomorfismo:
log(xy) = log(x) +log(y).
A

5.3.11. Corolario. La isomorfia de grupos es una relacion de equivalencia en el sentido de que para cualesquiera
G, H, K tenemos
G=G, G=ZH=H=G, G=2ZHH=K=G=K

5.3.12. Ejemplo. Salvo isomorfismo, los primeros grupos finitos son
1) el grupo trivial 1;

2) el grupo Z/27;
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3) el grupo Z/3Z;

4) el grupo Z/4Z y el grupo de cuatro V = {id, (12) (34),(13) (24),(14) (23)} C Ag;
5) el grupo Z/5Z;

6) el grupo simétrico S3, que es isomorfo al grupo diédrico Dj3;

7) el grupo Z/7Z;

8) hay tres grupos abelianos de orden 8: uno de ellos es Z/8Z y otros dos que vamos a construir mas
adelante; ademads, hay dos grupos no abelianos que ya conocemos: el grupo diédrico Dy y el grupo
de cuaterniones Qs.

Mas adelante veremos que para todo primo p hay un grupo tnico de orden p salvo isomorfismo y es
el grupo Z/pZ. También vamos a describir todos los grupos abelianos finitos salvo isomorfismo. Es muy
dificil clasificar los grupos no abelianos finitos y no vamos a tocar el tema. A

Cuando dos grupos son isomorfos, estos pueden ser identificados, salvo alguna permutacién de ele-
mentos que respecta la operacién del grupo. En particular, dos grupos isomorfos tienen las mismas pro-
piedades.

5.3.13. Observacién. Si G = H, entonces G es abeliano si y solamente si H es abeliano.

5.3.14. Ejemplo. Ya que todo isomorfismo G = Hesuna biyeccién de conjuntos, si G y H tienen diferente
cardinalidad, estos no pueden ser isomorfos. Los grupos Z/6Z y S3 tienen la misma cardinalidad 6 = 3!.
Sin embargo, Z/6Z es un grupo abeliano, mientras que S3 no lo es, y por lo tanto no son isomorfos. A

5.3.15. Definicién. Fijemos un grupo G. Un isomorfismo entre G y si mismo se llama un automorfismo.

5.3.16. Observacién. Los automotfismos de G forman un grupo respecto a la composicion. Este se denota por
Aut(G).

Demostracion. Siempre existe el automorfismo identidad id: G — G y es el elemento neutro de Aut(G). Si
fi: G = Gy fa: G — G son dos automorfismos, entonces su composicién f, o f1: G = G es también un
automorfismo. Todo automorfismo f: G — G posee una aplicacién inversa f~': G — G, y como hemos
visto arriba, es automaticamente un automorfismo. [ |

5.3.17. Ejemplo. El grupo Z/3Z respecto a la adicién tiene dos automorfismos: id y un automorfismo no
trivial

folol= 0, )= (2, [2] = [1].
Tenemos f o f =id y luego Aut(Z/3Z) = Z./27. A

5.4 Imagenes

5.4.1. Definicién. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. El conjunto

im f:= {f(g) | g € G}
se llama la imagen de f.

5.4.2. Observacion. Para todo homomorfismo f: G — H la imagen im f es un subgrupo de H.
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Demostracion. Como hemos notado en 5.2.2, tenemos 1y € im f. Luego, si f(g1), f(g2) € im f, entonces
f(g1) f(g2) = f(g182) € im f. En fin, gracias a 5.2.3, si f(g) € im f, entonces f(g)" ' = f(g7!) €imf. W

5.4.3. Proposicion (Propiedad universal de la imagen). Sea f: G — H un homomorfismo de grupos.

1) Existe una factorizacion de f por el monomorfismo canénico i: im f »— H (inclusién de subgrupo):

fiof.

2) Supongamos que hay otro grupo I junto con un monomorfismo j: I — H y una factorizacién de f por I:

¢G—71 . mu

N
N
N
\\
, .
f \>1 /

I

f=jof.

Luego existe un sinico homomorfismo ¢: im f — I que hace conmutar el siguiente diagrama:

pof=f, jop=i
(¢ es mono, puesto que i = jo ¢ lo es).

Demostracion. La parte 1) estd clara de la definicién de la imagen: ya que f toma sus valores en im f C H,
en realidad f puede ser vista como una aplicacién f: G — im f. Es un homomorfismo, puesto que f es un
homomorfismo. Su composicién con la inclusién del subgrupo i: im f »— H coincide con f.

En 2), la Ginica opcién para ¢ para que se cumpla ¢ o f = f’ es definir

¢:imf —1,
f(g) = f'(g)-

Esta aplicacion estd bien definida: si tenemos f(g1) = f(g2), entonces
j(f(81)) = f(81) = f(82) = j(f'(82)) = f'(g1) = f'(82)-
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También se cumple i = j o ¢. En efecto, para h = f(g) € im f tenemos

je(h) =j(f' () = f(8)-

5.4.4. Observacién. Todo monomorfismo f: G ~— H corresponde a un isomorfismo
G S imf C H.

5.4.5. Ejemplo. Toda permutacion ¢ € S, puede ser extendida a una permutacion de {1,...,n,n+ 1}
poniendo
cn+1):=n+1.

Esto define un monomorfismo
Sn — Sn+1.

De este modo S, se identifica con un subgrupo de S, ;1. En este sentido, tenemos una cadena de subgrupos
51 CS5 CS3CS5,CS5C---

y podemos considerar su unién
Seo := | Su-

n>1

Este grupo permuta los elementos de {1,2,3,...}, pero para cada ¢ € S tenemos o (i) = i para todo i,
excepto un ntmero finito. A

Es algo parecido al grupo pe(C) := Up>1 pin(C).

5.4.6. Ejemplo. A una matriz invertible A € GL,(R) podemos asociar una matriz invertible <13 (1)> €

GL,1+1(R) poniendo 1 en la entrada (n + 1,1 + 1). En este sentido se obtiene una cadena de subgrupos
GL1(R) C GLp(R) C GL3(R) C GL4(R) C - --
Luego, se obtiene un grupo

GL(R) := | J GLx(R).

n>1

Este consiste en matrices infinitas, pero cada una de ellas afecta solamente la parte finitade RX Rx R x - - -
y deja el resto intacto. A

5.5 Nucleos

5.5.1. Definicién. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. El conjunto
kerf:={g€G|f(g) =1n}

se llama el nticleo de f.

A priori f es un subconjunto de G, pero en realidad, es su subgrupo.

5.5.2. Observacion. Para todo homomorfismo f: G — H el niicleo ker f es un subgrupo de G.
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5.5. NUCLEOS CAPITULO 5. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Demostracion. Primero, f(1g) = 1p (véase 5.2.2), entonces 1g € ker f. Luego, f(g192) = f(g1) f(g2), asi
que
31,82 € ker f = ¢19» € ker f.

Por ultimo, para todo x € ker f tenemos
fegH=f® " =0n" =1n
asi que también g~1 € ker f. |

5.5.3. Ejemplo. Por la definicién, el grupo alternante es el nticleo del homomorfismo de signo:

Ay = ker(S, &5 {+1}).

5.5.4. Ejemplo. Tenemos
ker(R* 2% {£1}) = Roy.

A

5.5.5. Ejemplo. Por definicidn, el grupo SL,(R) es el ntcleo del homomorfismo del determinante sobre
GL,(R):

SLy(R) := ker(GL,(R) <% R®).
A

5.5.6. Ejemplo. Por definicion, el grupo de las n-ésimas raices de la unidad u,(C) es el nacleo del homo-
morfismo z +— z" sobre C*:

n(C) := ker(C* L Cc*).

5.5.7. Observacién. Un homomorfismo f: G — H es mono si y solamente si ker f = {15}.

Demostracion. Tenemos que ver que f es una aplicacién inyectiva. Primero notamos que si ker f contiene
otro elemento g # 15, entonces

f(g)=f(lg) =1p,

asi que f no es inyectiva. Entonces, la condicién ker f = {15} es necesaria. Para ver que es también
suficiente, notamos que si f(g1) = f(g2) para g1,$2 € G, entonces

flg18") = flg1) f(gx ") = fg1) f(g2) " = 1w,
asi que g1 = g2. .
5.5.8. Ejemplo. Para la exponente compleja

exp: C - C*, zré*

se tiene
ker(exp: C = C*) =2nv—-1Z = {2tnv/—-1|ne Z} C C.

Por esto en el caso complejo, el logaritmo es més sutil: la exponencial toma el mismo valor en z 4 271/ —1
para todo n € Z, lo que impide definir una funcién inversa log: C* — C. A
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CAPITULO 5. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS 5.6. CARACTERIZACION DE MONO, EPI, ISO

5.5.9. Proposicion (Propiedad universal del nticleo). Para un homomorfismo de grupos f: G — H, sea ker f
su niicleo y sea i: ker f ~— G la inclusion.

1) La composicién ker f L6 Hesel homomorfismo trivial.

2) Sij: K — G es otro morfismo tal que la composiciéon K L L H es trivial, entonces existe un iinico
homomorfismo de grupos ¢: K — ker f tal queiop =j.

=e

kerf%GLH

3'/\4)/\—/
[ ]
K —e

Demostracion. La parte 1) es evidente de la definicién de ker f. En la parte 2), tenemos f(j(x)) = 1 para
todo x € K. Entonces, imj C ker f, y esto nos da la factorizacién tnica de j: K — G por ker f. [

5.5.10. Observacién. Si tenemos un diagrama conmutativo de homomorfismos de grupos

entonces existe una iinico homomorfismo ker f — ker f' que hace conmutar el diagrama

kerf>—>GL>H

B b

ker f/ —— G’ 5 H’

Demostracién. La flecha punteada existe y es unica gracias a la propiedad universal de ker f’, pero es nada
mas la restriccién de ¢ a ker f. Tenemos que comprobar que su imagen pertenece a ker f. Si g € ker f,

entonces f(g¢) = 1, y por lo tanto f'(¢(g)) = ¥(f(g)) = 1y ¢(g) € ker f/, y la aplicacion g — ¢(g) se

restringe correctamente a ker f — ker f'. [

5.6 Caracterizacion de mono, epi, iso

5.6.1. Proposiciéon. Un homomorfismo de grupos f: G — H es inyectivo si y solamente si es cancelable por la
izquierda: para todo par de homomorfismos de grupos

2,9:G -G

tenemos

fog=fog =g=¢"
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5.6. CARACTERIZACION DE MONO, EPI, ISO CAPITULO 5. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Demostracion. Si f: G — H es una aplicacion inyectiva, entonces es cancelable por la izquierda para todas
aplicaciones entre conjuntos g,¢' (no necesariamente homomorfismos de grupos) como hemos notado en el
capitulo 0.

La otra direccién es un poco maés sttil: necesitamos ver que si un homomorfismo f es cancelable por la
izquierda para homomorfismos de grupos g, ¢’, entonces es inyectivo. Consideramos la inclusién canénica
i: ker f = Gy el homomorfismo trivial e: ker f — G. Entonces,

foi=foe
—ambas composiciones nos dan un homomorfismo trivial ker f — H. Si f es cancelable por la izquierda,
esto implica i = ¢; es decir, que ker f = {15} y por lo tanto f es inyectivo gracias a 5.5.7. |

Entonces, para homomorfismos de grupos f: G — H tenemos las equivalencias

es un homomorfismo inyectivo <= f es cancelable por la izquierda
y P q
(fog=fog = g =g para homomorfismos g,g¢),

f es un homomorfismo biyectivo <= f es invertible (existe homomorfismo f1).

El lector puede adivinar que también existe otra equivalencia

f es un homomorfismo sobreyectivo <= f es cancelable por la derecha

(go f =g of = ¢g=g¢ para homomorfismos g, g").

Aqui la implicacién “=" es facil (véase el capitulo 0), pero la otra implicacién “<" es mas dificil y no
la vamos a probar.
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CAPITULO 5. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS 5.7. EJERCICIOS

5.7 Ejercicios

Ejercicio 5.1. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos y sea K C H un subgrupo. Demuestre que f~1(K) es
un subgrupo de G.

Ejercicio 5.2. Sea R un anillo conmutativo. Para una matriz invertible A € GL,(R) definamos su matriz trans-
puesta inversa por A~ == (A=) = (A")~L1. Demuestre que la aplicacion A — A~' es un automorfismo
GL,(R) — GL,(R).

Ejercicio 5.3. Sea G cualquier grupo, Z el grupo aditivo de los niimeros enteros y Q el grupo aditivo de los niimeros
racionales.

1) Demuestre que todo homomotfismo f: Z — G estd definido de modo iinico por el valor de f(1) € G. Esto nos
da una biyeccién natural

Hom(Z,G) = G, f+ f(1),
donde Hom(Z, G) es el conjunto de homomorfismos Z — G.

2) Demuestre que todo homomorfismo f: Q — Q del grupo aditivo de los niimeros racionales estd definido de
modo tinico por el valor f(1) € Q. Esto nos da una biyeccién natural

Hom(Q,Q) > Q, f~ f(1),
donde Hom(Q, Q) es el conjunto de homomorfismos Q — Q.
Ejercicio 5.4.
1) Encuentre los grupos ker f e im f para el homomorfismo
Z/6Z — Z/6Z, x> nx
donden = 2,3,4,5.
2) Calcule los grupos Aut(Z/4Z) y Aut(Z/5Z).

Ejercicio 5.5. Consideremos el conjunto de matrices

(7Y 2, .2
G.{(y x>|x,y€lR,x +y >0}.

Demuestre que es un subgrupo de GLy(IR) que es isomorfo a C*.

Ejercicio 5.6. Encuentre isomorfismos de grupos D3 = Sz = GLy(IF,). ;Puede haber isomorfismos Dy, = S, para
n#3? iSy = GLy(F))?

Ejercicio 5.7. Demuestre que los grupos R* y C* no son isomorfos.

Ejercicio 5.8. Asociemos a cada elemento del grupo de cuaterniones Qg una matriz compleja de la siguiente manera:

iln—>(i1 0), iiH(iﬁ 0 )

0 41 0 Fv-—1
. 0 =1 0 +v -1
iw(ﬂ 0), ik»—>(i Y )

Demuestre que esta correspondencia es un monomorfismo Qg — SL(C) C GLy(C).
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5.7. EJERCICIOS CAPITULO 5. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Ejercicio 5.9. Consideremos las matrices triangulares superiores invertibles (es decir, las matrices invertibles
que tienen ceros debajo de la diagonal) y las matrices diagonales invertibles. Note que en ambos casos se tiene un
subgrupo de GL,,(R). Demuestre que la aplicacién

* * * 0 0 0

0 = * 0 = 0 0 0

0 0 * 0 0 = 0 0
= .

O 0 0 -+ % =x 0O 00 --- x 0

0O 0 0 --- 0 = 0O 0 0 --- 0 =

que deja las entradas diagonales intactas y aplica el resto de las entradas a 0 es un homomorfismo de grupos.

Ejercicio 5.10. La funcién exponencial puede ser definida para cualquier matriz A € My (R) mediante la serie
habitual e := Y, -0 & A", donde A" := A- - A son productos de matrices iterados. Esta serie siempre converge a

n
alguna matriz invertible. Demuestre que para n > 1 la exponencial no es un homomotfismo My (R) — GL,(R); es

decir, en general eA+B £ ¢ . B,

o . (0 1 {0 0
Indicacion: considere A = (0 O) yB= (1 O)'

Ejercicio 5.11. En los ejercicios para el capitulo anterior hemos mencionado el grupo de matrices ortogonales
On(k) ={AcGLy(k) | A"A=AA =T}

1) Demuestre que el determinante de una matriz ortogonal es igual a £1.

Indicacion: el determinante es un homomorfismo y det A* = det A.

2) Demuestre que las matrices ortogonales de determinante +1 forman un subgrupo
SO, (k) :={A € GLy(k) | A"A=AA" =1, detA = +1} C O, (k).
Este se llama el grupo ortogonal especial.

3) Demuestre que el grupo SO, (IR) es isomorfo al grupo del circulo S' := {z € C | |z| = 1}.
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