Capitulo 6
Generadores

En este capitulo veremos més ejemplos concretos de grupos y subgrupos. Un caso muy importante es
el subgrupo generado por una coleccién de elementos. Cuando un grupo puede ser generado por un solo
elemento, se dice que es ciclico. Ya conocimos a los grupos ciclicos (son precisamente los grupos aditivos
Z 'y Z/nZ), pero ahora vamos a investigar sus propiedades de manera mds sistematica.

6.1 Subgrupos generados

6.1.1. Observacién. Sea G un grupo y X C G algiin subconjunto. Entonces existe un subgrupo minimo de G que
contiene a X. Este se denota por (X) y consiste precisamente en todos los productos finitos de la forma

g8, k>0,
donde g; € X y €; = £1. Para k = 0 el producto vacio se considera como la identidad 1 € G.

Demostracion. Evidentemente, tenemos

xXy= N H

HCG subgrupo
XCH

Este es un subgrupo, siendo una interseccién de subgrupos. Luego, junto con todos los elementos de X,
este debe contener todos sus inversos y sus productos, de donde el conjunto de productos finitos 7' - - - g¢*
estd contenido en (X). Pero este conjunto es un subgrupo, y por lo tanto coincide con (X).

6.1.2. Comentario. Escribamos el resultado de arriba para los grupos abelianos usando la notacién aditiva.
Si A es un grupo aditivo y X C A es su subconjunto, entonces tenemos

(X) = {2 nga|n, € Z, a € X, ng # 0 solo para un nimero finito de a}
aeX

(en otras palabras, tenemos combinaciones Z-lineales finitas de los elementos de X.)

6.1.3. Definicién. Se dice que (X) es el subgrupo de G generado por X. Si (X) = G, se dice que los
elementos de X son generadores de G.

Por supuesto, X = G es un conjunto de generadores para cualquier grupo G. Pero en realidad, muchos
grupos pueden ser generados por pocos elementos, muchos grupos infinitos se generan por un ndmero
finito de elementos, etc.
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6.1.4. Definicién. Si G posee un conjunto finito de generadores, se dice que G es finitamente generado.
6.1.5. Ejemplo. Hemos visto que el grupo diédrico D, es generado por dos elementos r (rotacién) y f

(reflexion):

A

6.1.6. Ejemplo. En el capitulo sobre los grupos simétricos y alternantes hemos visto que los siguientes son
conjuntos de generadores para Sy:

= todas las transposiciones (i j) paral <i <j<mn,

= las transposiciones (12), (23), (34),..., (n—1n),
= las transposiciones (1 2), (13),..., (1 n),

» una transposicién (12) y un n-ciclo (12 --- n).

De modo similar, para el grupo alternante A, con n > 3, tenemos los siguientes conjuntos de genera-
dores:

= todos los 3-ciclos (i j k),
= los 3-ciclos de la forma (1 21),
= los 3-ciclos de la forma (i i +1i+2),

= el 3-ciclo (12 3) y el ciclo

(23 ---n), sinespar,
(123 --- n), sinesimpar

6.1.7. Ejemplo. El grupo
SLy(Z) :={A € My(Z) | detA =1}

puede ser generado por dos matrices:
0 -1 11
=0 o) =)

$2=—1, T"'= ((1) 111) para todo n € Z.

Calculamos que

Si tenemos una matriz A = (LCI Z) € SLy(Z) con ¢ = 0, entonces ad = 1y luego A = (:;1 jl:l) Pero

1 b\ oo (-1 b\ _ wrmp
(0 1)=m (3 &)==r"

Ahora vamos a ver que toda matriz en SL,(Z) puede ser “reducida” a una matriz con ¢ = 0 mediante
multiplicaciones por S y T. Calculamos el efecto de la multiplicacién por S y T" paran € Z:
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(0 =0 o) ()= ),
(-6 ()

Si en una matriz A = <c Z) tenemos ¢ # 0y |a| < |c|, podemos pasar a S - A donde |a| > |c|.

Entonces, se puede asumir que |a| > |c|. La divisién con resto nos da

a=cq+r, para0<r<|c|

—qa_ (a—qc b—qd\ _ (r b—qd
A ( c d c d '

Multipliquemos esta matriz por S:

b—qd —c —d
“qa_c. (" qdy _
sta=s- (1P = (0, 20).

Hemos obtenido una matriz donde el valor absoluto del primer elemento en la segunda fila se volvié
estrictamente mas pequefio. Podemos continuar de esta manera hasta que este se vuelva nulo. Esto quiere

b
0 :I:l) € (S,T). Podemos

Luego,

decir que para alguna matriz B € (S, T), la matriz BA es de la forma (

concluir que A € (S, T).
Lo que acabamos de describir es un algoritmo que a partir de toda matriz en SL;(Z) produce su expre-
sién en términos se Sy T. A

6.1.8. Ejemplo. Los nimeros racionales Q respecto a la adicién forman un grupo que no es finitamente
generado. De hecho, sea X C Q un subconjunto finito:

_)m %
x={o,.. 8],

Y (R %‘
(X) = {m b + g b nl,...,nkGZ}.

Entonces,

Sin embargo,

L S algdn entero
by o T brb
En particular, si p es algtin primo que no divide a ningtin denominador by, ..., by, entonces % ¢ (X). A

6.2 Orden de un elemento

Un caso muy particular de subgrupos generados (X) C G es cuando el conjunto X tiene solo un
elemento g. En este caso el subgrupo generado por g es

(g)={g" IneZ}.
Hay dos posibilidades diferentes.
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1) Si todas las potencias ¢" son diferentes, entonces (g) es un subgrupo infinito.

2) Si tenemos g = ¢’ para algunos k # /, entonces sin pérdida de generalidad k > ¢, luego g¢‘ =1y
se ve que la sucesion (g"),cz es periddica y el subgrupo (g) es finito.

6.2.1. Definicién. Para un elemento ¢ € G, el minimo ntimero n = 1,2,3,... tal que g" = 1 se llama el
orden de g y se denota por ord g. Si g" # 1 para ningtn 7, se dice que g tiene orden infinito.

(Como siempre, vamos a usar la notacién multiplicativa para la teoria general, pero no olvidemos que para
un grupo abeliano con notacién aditiva, en lugar de “g" = 1” se escribe “n-a =0".)

6.2.2. Observacién. Si G es un grupo finito, entonces todos sus elementos tienen orden finito.

Demostracion. Si g tuviera orden infinito, entre los elementos g"* para n € Z no habria repeticiones. Esto

no es posible si G es finito. |
6.2.3. Ejemplo. La identidad 1 € G es el tnico elemento de orden 1. A
6.2.4. Ejemplo. Un elemento g tiene orden 2 si y solamentesi g # 1y ¢! = g. A

6.2.5. Ejemplo. En el grupo diédrico la reflexién f tiene orden 2, ya que f? = id y la rotacién r tiene orden
n. A

0 _1> tiene orden 4 en SL,(Z). De hecho,

6.2.6. Ejemplo. La matriz S = ( 1 0

§? = (‘01 _01) =18 =-585"=(s??=1

La matriz R = ( 0 1 ) tene orden 3:

-1 -1

Sin embargo, el producto

tiene orden infinito: para todo n € Z tenemos

1 n
n __
T_<O 1>'

Recordamos que hemos visto en 6.1.7 que las matrices S y T generan el grupo SL;(Z). Ya que T = SR, se
sigue que S y R generan SL,(Z). A

Este ejemplo demuestra que en general, en un grupo no abeliano, no hay ninguna relacién entre ord g,
ord h y ord(gh): puede ser que ord g < oo, ord h < oo, pero ord gh = oc. Esto sucede solamente para grupos
no abelianos. El caso de grupos abelianos es mas sencillo y mds adelante vamos a describir la estructura
de grupos abelianos finitamente generados.

Examinemos algunas propiedades basicas de 6rdenes.

6.2.7. Observacién. Si g es un elemento de orden finito, entonces para todo niimero entero m tenemos

¢" =1 siysolamentesi ordg |m.
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(En la notacién aditiva: m - a = 0 si y solamente si ord a | m.)

Demostracion. Sea n = ord g. Podemos dividir con resto m por n:

m=qn+r, paraalgin(0 <r <n.

Luego,

gm _ gqn+r — (gn)q . qr _ gr =1,
pero puesto que r < 1 y n es el minimo ntimero positivo tal que g" = 1, se sigue que r = 0. [
6.2.8. Ejemplo. El orden de un k-ciclo (i1 ip --- i;) en el grupo simétrico S, es igual a k. En general, para

toda permutacién ¢ € S, podemos considerar su descomposicién en ciclos disjuntos
C=T T

Luego, los T; conmutan entre si, asi que

son también disjuntos para cualquier k, asi que ¢* = id si y solamente si T;

k

Los Tf = id para todo i.

i
Entonces,

ord(c) = min{k | ¥ =id, ..., ©¥ =id} = min{k | ord7 |k, ..., ordt | k}

=mem(T,...,Ts).
Por ejemplo, para la permutaciéon ¢ = (1 2) (3 4) (5 6 7) tenemos
0> =(576), > =(12)(34), c*=(567), > =(12)(34)(576), c° =1id.
El nimero
g(n) :==méax{ordo | o € S;,} = max{mem(ny,...,ns) | ny+---+ns=n}

se llama la funcién de Landau. He aqui algunos de sus valores (véase http://oeis.org/A000793):

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
¢m): 1 2 3 4 6 6 12 15 20 30 30 60

Hay varias expresiones asintéticas y desigualdades, por ejemplo g(n) < ¢"/¢.
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1 | |
6 7 8 9 10 11 12

6.2.9. Corolario. Si ord g = n, entonces
F=¢' «—= k=( (modn).

Demostracion. La igualdad g% = g* es equivalente a ¢¢ = 1y luego a n | (k — £) gracias a la observacién

6.2.7; es decir, k = ¢ (méd n).
6.2.10. Corolario. Si ord g = n, entonces el subgrupo (g) tiene n elementos.

Demostracion. Tenemos
@) ={¢"Inezy={1,88,....8" '},
yaque0,1,2,...,n — 1 representan todos los restos médulo 7.

6.2.11. Observacioén. Si g es un elemento de orden finito, entonces
ord g

dgf = ———= .

oresg mcd(ord g, k)

Demostracion. Sea n = ord g. Si med(k, n) = d, entonces podemos escribir
n=n'd, k=kd, donde mcd(r, k) =1.
nlkm < rd|Kdm < n' |K'm < n'|m,

Luego,

y tenemos
ordg¥ = min{m | (§)" =1} =min{m | n|km} =min{m | n' | m} =n' =n/d.
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6.3 Grupos ciclicos

6.3.1. Definicién. Se dice que un grupo G es ciclico si existe un elemento ¢ € G que genera todo G; es
decir G = (g).

En la situacién de arriba, si g tiene orden finito, entonces, como hemos notado en 6.2.10, tenemos
|(g)| = ordg. Esto significa que un grupo finito es ciclico si y solamente si este posee un elemento de
orden n = |G|. En este caso los elementos de G son

{Lgg. .8 '}

6.3.2. Observacién. Sea G = (g) un grupo ciclico finito de orden n. Entonces, otro elemento g¢ € G es un
generador de G si y solamente si med (k,n) = 1.

Demostracion. g¥ es un generador si y solamente si ord g = . Para el orden de g* tenemos la formula

Kk n
ordg” = mcd (k, n)

(véase 6.2.11). [ |

6.3.3. Ejemplo. El grupo aditivo Z/nZ es generado por [1],.

[O]n =0- [1]71,

[n = []n,

2] =2 [1]n := [1]n + A]n,

[3]11 =3 [1]71 - [1]11 + [1]11 + [1]11,

En general, [k], es un generador de Z/nZ si y solamente si med(k,n) = 1. El nimero de generadores
de Z/nZ coincide con el valor de la funcién de Euler ¢(n). A

6.3.4. Ejemplo. El grupo aditivo Z es ciclico, generado por 1, ya que todo nimero entero puede ser escrito
como £(1+---+1). Otro generador de Z es —1.
En general, si G = (g) = {¢" | n € Z} es un grupo ciclico infinito, se ve que los tnicos generadores

songyg_l. A

Los ejemplos de arriba son de hecho todos los grupos ciclicos posibles, salvo isomorfismo.

6.3.5. Proposicién. Todo grupo ciclico finito de orden n es isomorfo a Z./nZ.
Todo grupo ciclico infinito es isomotfo a Z.

Demostracion. Si G es un grupo ciclico finito de orden #, entonces
G=(3)={lgg" .8}
para algin g € G. Definamos la aplicacién

f:G—=>Z/nZ,
g5 [K]n.
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Esta aplicacion esta bien definida: g¥ = ¢’ si y solamente si k = ¢ (mé6d n) (véase 6.2.9). Note que esto
también demuestra que f es una biyeccién. Es un homomorfismo, ya que

F(g"-8") = F(&H) = k+ € = [kl + [ = (") + £(8").

Ahora si
G=(g)={g"Inez}

es un grupo ciclico infinito, entonces la aplicacién

G—~Z,
"=
es visiblemente un isomorfismo. |

6.3.6. Ejemplo. El grupo de las raices n-ésimas de la unidad p, (C) es ciclico, generado por ¢, := e2/™:

1n(C) = {1,435 T}
Tenemos un isomorfismo

1n(C) > Z/nZ,

Zh > [k

En general, (X es un generador si y solamente si mcd(k, 1) = 1. Los generadores de i,(C) se llaman
las raices n-ésimas primitivas de la unidad. A

Note que el isomorfismo construido en 6.3.5 no es canénico: para construirlo, hemos escogido un ge-
nerador ¢ € G. Diferentes generadores nos dan diferentes isomorfismos. Los grupos especificos Z/nZ,
#n(C), Z vienen con un generador canénico: [1],, {n 1= e2mi/n 41 respectivamente.

6.3.7. Ejemplo. El grupo alternante
Az ={id, (123), (132)}
es ciclico, generado por (12 3) o por (13 2). Es isomorfo a Z/3Z. A
6.3.8. Proposicion. Sea G un grupo ciclico. Si H C G es un subgrupo, entonces H es también ciclico.
Demostracion. Sea g un generador de G:
G=1(g)={s"|kez}

Sin pérdida de generalidad H # {id} (en el caso contrario, la proposicion es obvia). Entonces existe un
ntimero minimo positivo kg = 1,2,3, ... tal que ¢* € H (siendo un subgrupo, H contiene ¢~ ¥ junto con g,
asi que este gko siempre existe). Vamos a ver que gkU es un generador de H; es decir, H = <gk0). De hecho,
para todo ¢¥ € H podemos dividir con resto k por ko:

k=gko+r, 0<r <k
Ahora, ya que H es un subgrupo, tenemos g0 = (¢ko)~1 € Hy g~ = (¢7%0)9 € H, y luego
gquo . gk — gquo . quoJrV — gr c H,

pero nuestra eleccién de ko implica que 7 = 0. Entonces, k = gko y g€ = (g%0)1. |
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6.3.9. Ejemplo. Todos los subgrupos de Z son de la forma
nZ :={0,+n,+2n,4+3n,...}.
Son ciclicos, generados por n. A

6.3.10. Proposiciéon. Sea G es un grupo ciclico finito de orden n. Para todo subgrupo H C G se tiene |H| | n.
Ademds, para todo d | n el grupo G contiene precisamente un subgrupo de orden d.

Demostracién. Todo subgrupo H C G es necesariamente ciclico segtin 6.3.8, generado por g* para algtn k.
Luego,
|H| = |(¢")| = ordg" =n/d, donde d = mcd(k,n).

De hecho, se tiene (¢*) = (¢). En efecto, d | k implica que (g*) C (g). Por otro lado,
ay| _ d_ n _
‘<g >‘ _Ordg - mCd(d,n) n/d/

ya que d | n. Esto significa que (g¥) = (¢%). Entonces,

H=(g%).
Viceversa, a partir de cualquier d | n podemos considerar el subgrupo (g?). Su orden es 1/d. Para diferentes
d,d’ | n los subgrupos (g9) y (¢7) son diferentes, siendo grupos de diferente orden. |

6.3.11. Ejemplo. En el grupo de las n-ésimas raices de la unidad u,(C) para todo m | n tenemos el
subgrupo 1, (C) C 1y (C), y todos los subgrupos surgen de este modo. A

6.3.12. Corolario. Para la funcion ¢ de Euler se cumple la identidad

Y ¢(d)=n

dln
donde la suma es sobre todos los divisores de n.

Demostracion. Todo elemento x € Z/nZ tiene orden d = |(x)| donde d | n y en total hay ¢(d) diferentes
elementos de orden d que corresponden a diferentes generadores del tinico subgrupo de orden d. Entonces,
la suma } 4|, ¢(d) nada mas cuenta todos los 1 elementos de Z/nZ. [

6.3.13. Ejemplo. ¢(1) +¢(2) +¢(3) +¢(6) =1+1+2+2=6. A

Los grupos ciclicos son los grupos mas simples que se pueden imaginar (jsalvo los grupos triviales!).
Sin embargo, son de mucha importancia en aritmética.
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6.4 Ejercicios

Ejercicio 6.1. Sea G un grupo. Supongamos que para dos elementos g,h € G se cumple h = k gk~ para algiin
k € G (en este caso se dice que g y h son conjugados). Demuestre que el orden de g es finito si y solamente si el
orden de h es finito, y en este caso ord g = ord h.

Ejercicio 6.2. Describa todos los tipos de ciclo posibles en el grupo simétrico Ss y encuentre los ordenes correspon-
dientes.

Ejercicio 6.3. Encuentre el orden de cada uno de los elementos del grupo diédrico D;,.

Ejercicio 6.4. Encuentre los 6rdenes de las siguientes matrices en SLy(Z):
0 -1 -1 0
1 1) -1 -1/

Ejercicio 6.5. Exprese la matriz <i g) como un producto de matrices

s=(10) v =0 1)

Ejercicio 6.6. Demuestre que las matrices

010 00 1
100 v (100
00 1 010

generan un subgrupo de GL3(Z) que es isomorfo a Ss.

Ejercicio 6.7. Demuestre que el subgrupo de GL,(Z) generado por las matrices

1 0 0 1
0 -1 -1 0
es isomorfo al grupo diédrico Dy,

Ejercicio 6.8. Demuestre que el conjunto
X = {1/p" | p primo, k = 0,1,2,3,...}

genera el grupo aditivo Q.
Ejercicio 6.9. Encuentre los elementos de orden finito en el grupo de isometrias del plano euclidiano R? — R?.
Ejercicio 6.10. Supongamos que G es un grupo finito de orden par. Demuestre que G tiene un elemento de orden 2.

Ejercicio 6.11. Supongamos que G es un grupo no trivial que no tiene subgrupos propios. Demuestre que G es un
grupo ciclico finito de orden p, donde p es un niimero primo.

El ejemplo de R = (_01 _11) yS= <(1) _01> en SL,(Z) demuestra que para dos elementos de orden

finito, su producto puede tener orden infinito y ademas que un ntimero finito de elementos de orden finito
pueden generar un grupo infinito. Esto sucede gracias a la nonconmutatividad. La situacién en grupos
abelianos es més sencilla.
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Ejercicio 6.12. Sea A un grupo abeliano (escrito en la notacion aditiva).

1) Sea m = 1,2,3,... un nimero fijo. Demuestre que los elementos a € A tales que m -a = 0 forman un
subgrupo de A. Este se denota por A[m] y se llama el subgrupo de m-torsion en A.

2) Demuestre que todos los elementos de orden finito en A forman un subgrupo. Este se llama el subgrupo de
torsion y se denota por Ajors:
Ators = U A[m]
m>1

3) Encuentre los grupos A[m] y Agors para A = R,C,R*,C*.

Ejercicio 6.13. Consideremos Q, el grupo de los niimeros racionales respecto a la adicion. Demuestre que todo
subgrupo finitamente generado de Q es ciclico.

Ejercicio 6.14. Sea A un grupo abeliano.
1) Demuestre que para todo homomorfismo f: Z./mZ — A se tiene necesariamente f([1],,) € A[ml].

2) Demuestre que
Hom(Z/mZ,A) — Alm], f— f([1]n)

es una biyeccion.
3) Describa todos los homomorfismos de grupos abelianos
Z/mZ — 7, Z/mZ—Q, Z/mZ — Z/nZ
para diferentes m,n = 2,3,4,5, ...

Ejercicio 6.15. Encuentre todos los homomotfismos entre el grupo Z./nZ. de los restos médulo n respecto a la adicion
y el grupo C* de los niimeros complejos no nulos respecto a la multiplicacion.

Ejercicio 6.16. Demuestre que Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*.
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