Capitulo 7
Clases laterales

En este capitulo vamos a investigar la nocién del subgrupo normal, que es fundamental para la teoria.
Recordemos que hemos definido el anillo Z/nZ considerando la relacién de equivalencia

a=b (médn) < nla—>b

sobre los nimeros enteros. Aqui la condicién n | a — b puede ser escrita como a — b € nZ, donde nZ es
el subgrupo de Z formado por los elementos divisibles por n. De modo similar, para cualquier grupo G y
subgrupo H C G, se puede definir la “congruencia médulo H” que va a ser una relacién de equivalencia.
Como en el caso de Z/nZ, esto nos permite definir la operacién de grupo sobre las clases de equivalencia,
pero bajo una hipétesis especial sobre H.

7.1 Clases laterales

7.1.1. Notacién. Para un subconjunto S C G y un elemento fijo ¢ € G escribimos
¢S:={gs|se€S}, Sg:={sg|seS}.
En particular, para dos elementos fijos g1, g2 € G se tiene
81582 = §1(582) = (815)82 = {g1582 | s € §}.

Si G es un grupo abeliano, entonces gS = Sg para cualquier g € G. Cuando G no es abeliano, en general
gS # Sg.

7.1.2. Observacion. Sea G un grupo y H su subgrupo. Consideremos la relacion
g1 =g (moéd H)
para 1,82 € G dada por una de las siguientes condiciones equivalentes:
1) g;'g € H
2) g2 € g1H (es decir, g0 = g1h para algiin h € H).
Esta es una relacién de equivalencia.

Demostracion. La equivalencia de 1) y 2) esté clara: la condicién 1) quiere decir que g;° 1oy = h para algtn
h € H, pero esto es equivalente a g = g1h.
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Ahora veamos que g1 = g (m6d H) es una relacion de equivalencia. Primero, es reflexiva: tenemos
¢ =g (méd H) para todo ¢ € G, ya que ¢~ !¢ = 1 € H. Luego, es simétrica: si g1 = g» (méd H), esto
quiere decir que g; 1¢» € H. Pero H es un subgrupo, y por lo tanto (8, Loyt = 8y Loy € H, asi que
g2 = g1 (mdd H). Por fin, la relacion es transitiva: si tenemos g1 = g» (méd H) e ¢» = g3 (mdd H), esto
significa que

gi'e2€H, g&'geH,

y entonces
(81'82) (821 83) =81 ' 83 € H;
es decir, g1 = g3 (méd H). n

También podriamos considerar la relacién
-1
1~ & < &g €H.

Ya que el grupo G no es necesariamente abeliano, en general esta relacién es diferente de la relacién de
arriba, pero es también una relacién de equivalencia.

7.1.3. Observacion. Sea G un grupo y H su subgrupo. Consideremos la relacion g1 ~ g para g1, 82 € G dada por
una de las siquientes condiciones equivalentes:

1) g8, € H.
2) g2 € Hgy (es decir, g0 = hgy para algiin h € H).
Esta es una relacién de equivalencia.
Demostracién. Similar a 7.1.2. |

Como para toda relacién de equivalencia, tenemos una descomposiciéon de G en una unién disjunta de
clases de equivalencia. Hemos visto que para la relacién de 7.1.2 las clases de equivalencia son precisamente
los conjuntos gH para g € G, mientras que para la relacién de 7.1.3 son los Hg.

7.1.4. Definicién. Los subconjuntos ¢H C G se llaman las clases laterales izquierdas respecto a H. El
conjunto de las clases laterales izquierdas se denota por G/H. Los subconjuntos Hg se llaman las clases
laterales derechas respecto a H. El conjunto de las clases laterales derechas se denota por H\G .

7.1.5. Observacién. Para todo g € G existen biyecciones de conjuntos

gH=H y Hg=H.
En otras palabras, cada clase lateral izquierda (resp. derecha) tiene la misma cardinalidad que H.
Demostracién. Por ejemplo, para las clases izquierdas, tenemos biyecciones

gH — H,
gh +—>g_1gh =h,
gh <+ h.

“En inglés “clase lateral” se traduce como “coset”.
“No confundir la notacién H\G con la diferencia de conjuntos X \ Y.
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7.1.6. Observacion. La aplicacion entre conjuntos
i:G— G,
g8
induce una biyeccién candnica
G/H — H\G,
gH — Hg 1.
Demostracion. La aplicacion estd bien definida sobre las clases de equivalencia: g1H = g»H quiere decir

que g» = g1h para algan h € H. Luego, g, b= pt 81 !, asi que H, & l=H 8 L. Entonces, la aplicacién

g+ ¢~ ! envia la clase lateral izquierda ¢H a la clase lateral derecha Hg™!.

Esta claro que i es una biyeccién, puesto que i o i = id. [
Aunque gH y Hg tienen la misma cardinalidad, en general gH # Hg si el grupo G no es abeliano.

7.1.7. Ejemplo. En el grupo simétrico S, consideremos las permutaciones que dejan el ntiimero # fijo. Estas
forman un subgrupo que es isomorfo a S;_1:

H:={ceS,|o(n)=n}=S5,4.

Dos permutaciones ¢ y T pertenecen a la misma clase lateral izquierda si o~ 't € H; es decit, si o(n) = 7(n).
Entonces, tenemos n diferentes clases laterales izquierdas S,/ H

Li:={ceS,|on)=i}, 1<i<n.

Por otro lado, ¢ y T pertenecen a la misma clase lateral derecha si To~! € H; es decir, sic—!(n) = 71 (n).
Hay n diferentes clases laterales derechas H\S,

Ri:={ceS,|o(i)=n}, 1<i<n.
Ahora si L; = R; para algtn i, tenemos
on)=i < o(i)=n,
entonces i = n. A

7.1.8. Ejemplo. Consideremos el grupo aditivo C e identifiquemos R con el subgrupo de los niimeros
complejos z tales que Imz = 0. De la misma manera, consideremos el grupo multiplicativo C* y sus
subgrupos

Sli={zeC*||z| =1}

(el grupo del circulo) y
R.o={z€C*|Imz=0,Rez > 0}

Los dibujos de abajo representan las clases laterales
C/R={z+R|zeC},
C*/S' = {z8' |z € C*},
C*/Rso={zR>0[z€C"}

en el plano complejo.
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Im Im Im

Re

C/R C* /R
A
7.1.9. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. Consideremos el grupo GL,(R) y su subgrupo SL,(R) :=
{A € GL,(R) | det A = 1}. Para A, B € GL,(R) tenemos
ASL,(R) =BSL,(R) <= A 'BecSL,(R) <= det(A"!B) =det(A)"!-det(B) =1
<= detA = detB.
De la misma manera,
SL,(R)A =SL,(R)B <= AB ! €SL,(R) <= det(AB™!) =det(A)-det(B) "' =1
<= detA = detB.
Entonces, las clases laterales izquierdas y derechas coinciden:
A SL,(R) =SL,(R) A para todo A € GL,(R),
y corresponden a las matrices de determinante fijo:
M, = {A € GL,(R) | detA =a} paraalgina € R*.
A

7.1.10. Ejemplo. Para el grupo simétrico G = S, y el grupo alternante H = A, tenemos
A, =TA, < o0 l1€ A, — sgn((fl T) =1 <= sgno =sgnr,
y de la misma manera,
Ao =AyT < 0T ' €Ay, < sgn(cT ) =1 <= sgno =sgnt.

Entonces, 0 A, = A, 0, y hay solamente dos clases laterales: una formada por las permutaciones pares y
la otra por las permutaciones impares:

Ap={oceS,|sgnoc=+1}, (12)A,=A,(12)={ceS,|sgnoc=—-1}.
A

7.1.11. Ejemplo. El mismo razonamiento demuestra que para el grupo R* y el subgrupo R~ hay dos
clases laterales:
Ropg={xeR*|x>0}, —1-Ryp={xeR*|x<0}.
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7.2 Teorema de Lagrange y sus consecuencias

7.2.1. Definicién. Si la cardinalidad |G/H| = |H\G]| es finita, este ntimero se llama el indice de Hen G y
se denota por |G : H|.

7.2.2. Ejemplo. Tenemos |5, : A,| =2y |[R* : Ryg| = 2. Note en particular que un grupo infinito puede
tener subgrupos de indice finito. A

7.2.3. Proposicién (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y H es su subgrupo, entonces
Gl = |G- H - |H].

Demostracion. G se descompone en una unién disjunta de clases de equivalencia. En total hay |G : H| clases
de equivalencia y cada una tiene |H| elementos como vimos en 7.1.5. [

7.2.4. Corolario. Si G es un grupo finito y H C G es un subgrupo, entonces |G| es divisible por |H|.

7.2.5. Ejemplo. En el capitulo anterior hemos visto que un grupo ciclico de orden 7 tiene precisamente un
subgrupo de orden d para cada d | n. A

7.2.6. Ejemplo. Hemos visto que el grupo de cuaterniones Qg y el grupo diédrico Dy tienen subgrupos de
ordenl, 2, 4, 8. A

7.2.7. Ejemplo. El grupo alternante A, es un subgrupo del grupo simétrico S,,. Tenemos |A,| = |S.|/2. A
7.2.8. Corolario. Si G es un grupo finito, entonces el orden de todo elemento g € G divide a |G]|.
Demostracion. El orden de g es el orden del subgrupo (g) generado por g. [
7.2.9. Corolario. Si |G| = n, entonces §" = 1 para todo ¢ € G.
Demostracion. Sigue del hecho de que el orden de todo g € G divide a |G|. |
7.2.10. Ejemplo. Para el anillo Z/nZ el grupo de unidades viene dado por

(Z/nZ)* = {[a], | mecd(a,n) =1}.
Su cardinalidad es la funcién ¢ de Euler:

(@ /n2)*| = p(n).

Entonces, se tiene
a?™ =1 (méd n) si med(a,n) = 1.

Esta congruencia se conoce como el teorema de Euler. En particular, si n = p es primo, se obtiene el
pequefio teorema de Fermat:
a#1=1 (modp) sipta

Ya lo demostramos usando la identidad (x +y)” = x” +y” en el cuerpo [F),, y ahora obtuvimos otra prueba
que usa la teorfa de grupos. A

7.2.11. Corolario. Todo grupo de orden primo p es ciclico.

Demostracion. Si |G| = p, entonces los subgrupos de G son de orden 1 o |G|; es decir, G no tiene subgrupos
propios. Sea ¢ € G un elemento tal que g # 1. Entonces (g) # {1}, y por lo tanto (g) = G. |
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Algunos ejemplos elementales

7.2.12. Ejemplo. Para el grupo alternante A, tenemos |A4| = 4!/2 = 12, asi que los subgrupos necesa-
riamente tienen orden 1,2,3,4,6,12. Cada subgrupo de orden 2 es de la forma {id,c} donde ordo = 2.
Los elementos de orden 2 son permutaciones de la forma (e o) (e ), productos de dos transposiciones
disjuntas. Tenemos los siguientes tres subgrupos:

((12)(34)), ((13)(24)), ((14)(23)).

Cada subgrupo de orden 3 es ciclico, generado por un elemento de orden 3, en este caso un 3-ciclo.
Tenemos los siguientes cuatro subgrupos:

(123)) = ((132)), ((124)) = ((142)), ((134))=((143)), ((234))=((243)).

Ahora si G es un subgrupo de orden 4, sus elementos necesariamente tienen orden 2 o 4. En A4 no hay
elementos de orden 4, y la tinica opcién que nos queda es de considerar todos los tres elementos de orden
2 junto con la permutacién identidad:

V ={id, (12)(34),(13) (24),(14) (23)}.

Se ve que esto es un subgrupo.

5i G es un subgrupo de orden 6, sus elementos necesariamente tienen orden 2 o 3; es decir, son 3-ciclos
o permutaciones de la forma (e o) (e e). Junto con cada 3-ciclo G debe contener su inverso. Las posibles
opciones son

{id, (abc), (achb),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

y
{id,(abc) (acd) (ijk) (ikj),(pq)(rs)}
Podemos descartar el primer caso: conjugando (a b ¢) por una de las permutaciones (e o) (e @) se obtiene
otro 3-ciclo (a’ V' ¢') # (a b c), (a ¢ b). De la misma manera, en el segundo caso, conjugando (p q) (1 s) por
un 3-ciclo se obtiene (p’ q') (' s') # (p q) (r s). Podemos concluir que en A4 no hay subgrupos de orden 6.
Ay

I

((123)) ((124)) ((134)) ((234))

A

7.2.13. Comentario. El ultimo ejemplo demuestra que si d | |G|, entonces G no necesariamente tiene
subgrupos de orden d.

7.2.14. Ejemplo. Sea
G=1{1,a,b,c}.

un grupo de orden 4. Sus elementos no triviales necesariamente tienen orden 2 0 4. Si en G hay un elemento
de orden 4, entonces G es ciclico, isomorfo a Z/47Z. En el caso contrario, todos los elementos no triviales
son de orden 2 y la tabla de multiplicacién viene dada por
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a a 1
b b 1
c c 1

Ya que los elementos en las filas y columnas no se pueden repetir, tenemos una especie de sudoku y la
tnica opcién de completar la tabla es la siguiente:

Este grupo es isomorfo al grupo V C A4. Acabamos de demostrar que Z/4Z y V son los tinicos grupos
de orden 4 salvo isomorfismo. A

7.2.15. Ejemplo. Sea G un grupo de orden 6. Sus elementos no triviales necesariamente tienen orden 2, 3,
0 6. Si hay un elemento de orden 6, entonces G es isomorfo a Z/6Z.

1. Primero, recordemos el siguiente resultado general: todo grupo de orden par tiene por lo menos un
elemento de orden 2". En nuestro caso, ya que |G| = 6 es par, sabemos que G tiene un elemento de
orden 2. Sea a este elemento.

2. Se puede ver que G también contiene un elemento de orden 3. En el caso contrario, si todos los
elementos no triviales son de orden 2, para dos elementos a,b su producto ab es otro elemento
de orden 2 (en efecto, un grupo donde ¢> = 1 para todo g es necesariamente abeliano y luego
(ab)? = a® b*> = 1). Esto significa que

(a,by = {1,a,b,ab}

es un subgrupo de orden 4, pero esto contradice el teorema de Lagrange.

Podemos concluir que hay algtin elemento b de orden 3.

3. Tenemos la siguiente tabla de multiplicacién:

“En efecto, g> = 1 si y solamente si ¢ = ¢~ '. Luego, si todos los elementos no triviales tienen orden > 2, podemos escribir
@) G={1}U{gn8r " tU{s2 83" L
donde g; # g7 ', dado que ord g; > 2. Es nada més la particién de G respecto a la relacién de equivalencia
g~g = g=g"

Luego, (*) implica que el orden del grupo es impar.
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1 a b b? ab ab?
1 1 a b b? ab ab?
a a 1 ab ab? b b?
b b b? 1
b? b? 1 b
ab ab ab? a
ab? ab? a ab

Fijémonos ahora en la tercera fila. Para el producto b - a hay dos opciones diferentes: ba = ab o ba = ab>.
I. Si ba = ab, entonces el grupo es abeliano y es ciclico, generado por ab: tenemos

(ab)> =1v?, (ab)®=a, (ab)*=b, (ab)® = ab>.

II. Si ba = ab?, entonces el resto de la tabla se completa automdticamente.

b-ab=a, b-ab*>=ab,
b>-a="b-ab* =ab®>-b* =ab, b* -ab=ab® b* ab*=a,

ab-a=a-ab* =% ab-ab=a-ab*>-b=1, etc.

1 a b b? ab ab?
1 1 a b b? ab ab?
a a 1 ab ab? b b2

b b ab? b? 1 a ab
b? b? ab 1 b ab? a
ab ab b2 ab? a 1 b

ab? ab? b a ab b2 1

Podemos concluir que salvo isomorfismo, hay dos grupos de orden 6: uno abeliano que es Z/6Z y el
otro es no abeliano Ss.
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1 (12) (123) (132) (23) (13)

id id  (12) (123) (132) (23) (13)
(12) | (12) id  (23) (13) (123) (132)
(123) | (123) (13) (132) id  (12) (23)
(132) | 132) (23) id (123) (13) (12)
23) | (23) (132) (13) (12) id  (123)

(13) | (13) (123) (12) (23) (132) id

A

El daltimo ejemplo es divertido, pero usando solamente las ideas elementales no se puede decir mucho
sobre los grupos finitos de orden mayor. Sin embargo, como vimos, el teorema de Lagrange ya impone
muchas restricciones sobre la estructura de grupos finitos.

7.3 Aplicacion seria: subgrupos finitos de k*

Terminemos esta seccién por el siguiente resultado importante.
7.3.1. Proposicion. Sea k un cuerpo. Entonces, todo subgrupo finito de su grupo de unidades k> es ciclico.
Para demostrarlo, necesitamos el siguiente resultado auxiliar.

7.3.2. Lema. Sea G un grupo de orden finito n. Supongamos que para todo d | n se cumple
(7.1) #H{xeGlx'=1}<d
Entonces G es ciclico.

Demostracion. Si G tiene un elemento ¢ de orden d, entonces este genera el subgrupo (g) que es ciclico de
orden d. Todo elemento / € G tal que h¥ = 1 pertenece a este subgrupo gracias a la hipétesis (7.1), y si h
tiene orden d, entonces es otro generador de (g). En total este subgrupo tiene ¢(d) generadores. Entonces,
el numero de elementos de orden d es igual a 0 0 ¢(d). De hecho, el primer caso no es posible: la férmula

Y o(d)=n

dln

demuestra que si para algan d | n el grupo G no tiene elementos de orden d, entonces |G| < n. En
particular, G debe tener un elemento de orden # y por lo tanto es ciclico. [

Demostracion de 7.3.1 [Ser1973]. Para un cuerpo, la ecuacién polinomial x? — 1 = 0 tiene como méximo d
soluciones. Entonces, se cumple la hipétesis (7.1) y podemos aplicar 7.3.2. [

7.3.3. Ejemplo. Para k = R los tinicos elementos de orden finito en R* son +1. A

7.3.4. Ejemplo. Para k = C los elementos de orden finito en C* forman el subgrupo de las raices de la
unidad yie(C). El resultado de 7.3.1 nos dice que todos los subgrupos finitos de C* son ciclicos. A
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7.3.5. Ejemplo. Sik = IF; es un cuerpo finito (donde g = p* para algtn primo p), 7.3.1 implica que el grupo
Fy =T, \ {0} es ciclico de orden g — 1. Note que la demostracion de 7.3.1 no es constructiva: un conteo
implica que IF;k posee un generador, pero no dice cuél elemento particular” es. En este sentido, aunque se
puede escribir

Ff=7/(q-1)Z,

el grupo aditivo Z/(q — 1)Z tiene un generador distinguido [1], mientras que para F; no esté claro cual
generador hay que escoger (hay ¢(q — 1) posibilidades). El isomorfismo de arriba depende de esta eleccion.
Para dar un ejemplo particular, el grupo I} es ciclico de orden 3 y puede ser escrito como

F; = {1,a,4%}

donde a es un generador (tenemos ¢(4 — 1) = 2 opciones para escogerlo: a2 seria el otro generador). Luego
la tabla de adicién en IF4 viene dada por

+ ‘ 0 1 a 42
0/l0 1 a a2
111 0 a* a
ala a2 0 1
a2la® a 1 0

Note que este grupo es isomorfo al grupo V.
Para el cuerpo F5 = Z/5Z, el grupo

Fg = {[1], 2], [3], [4]}
es ciclico. Sus generadores son [2] y [3]: tenemos

22=4 (mé6d5), 2°=3 (méd5), 2*=1 (mod5)

32=4 (mé6d5), 3*°=2 (méd5), 3*=1 (moéd5).
A

Usando la estructura ciclica de IF;/, podemos demostrar algunos resultados cldsicos sobre los cuadrados

médulo p. Recordemos que cuando para x € F,, se tiene x = y? para algtin y € ), se dice que x es un
residuo cuadratico médulo p o simplemente un cuadrado médulo p. Para un entero a tal que p 1 a el
simbolo de Legendre se define mediante

(a) ) +1, aesun cuadrado,
p B —1, ano es un cuadrado,

a

y sip | a, se pone (5) =0.
7.3.6. Proposicién. Sea p un primo impar.
1) El producto de dos no-cuadrados es un cuadrado.

2) Hay precisamente PEL cuadrados médulo p.
yp 2 p

“Recuerdo al lector que no hemos construido los cuerpos I« para k > 1; solo mencioné que estos existen.
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3) El criterio de Euler: para cualquier entero a se cumple la congruencia
(Z) =7 (mod p).

Demostraciéon. Primero, 0 € [F,, es un residuo cuadratico. Para contar los residuos no nulos, notamos que
4
X 2 -2
F) = {1,x,x5,...,xP7%}

para algin generador x € F;. Luego xk es un cuadrado si y solamente si k es par. Esto demuestra que el
producto de dos no-cuadrados es un cuadrado. Luego, entre los nimeros k = 0,1, 2, ..., p — 2 precisamente
(p —1)/2 son pares.

Para probar 3), notamos que si p | a la congruencia es obvia. Si p { 4, tenemos [a], = x* para algtn k, y
esto es un cuadrado en I si y solamente si k es par. Luego,

[a]](gp_l)/z — k(172
Si k es par, entonces k (p — 1)/2 es divisible por p — 1 = #F, asi que
K172 _
gracias a 7.2.9. Si k es impar, entonces kPT_l no es divisible por p — 1y por ende
xk(p=1)/2 # 1.

Sin embargo,

7

(xk(pfl)/2>2 = k=1 — 1

lo que nos permite concluir que
xk (pfl)/z — _1

(El polinomio X? — 1 tiene precisamente dos raices en [F: son +1.) n
7.3.7. Corolario (Primera ley suplementaria de reciprocidad cuadratica). Para p # 2 se cumple
(—1)_(_1)le_ +1, p=1 (mod 4),

p -1, p=3 (mdd4).

Demostracién. Basta sustituir a = —1 en el criterio de Euler. [ |

7.4 Subgrupos normales

Si G no es abeliano y H C G es un subgrupo, en general tenemos gH # Hg. Cuando esto se cumple,
se dice que H es un subgrupo normal. Esto también puede ser formulado en términos de conjugacién.
Cuando para dos elementos 1 y I’ se cumple i/ = ghg~! para algtin ¢ € G, se dice que & y i’ son
conjugados, o que /' es el resultado de la conjugacién de / por g.

7.4.1. Definicién (Galois, 1832). Sea G un grupo y H C G un subgrupo. Se dice que H es normal si se
cumple una de las propiedades equivalentes:

1) toda clase lateral izquierda coincide con la clase lateral derecha correspondiente:

gH = Hg paratodo g € G;
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2) la conjugacién de H por los elementos de G coincide con H:
gHg ' :={ghg™' |h€ H} = H paratodog € G;
3) una variacién de 2):
ghg ' € H paratodoge Gyhe H.

La equivalencia de 1) y 2) esta clara. La condicién 3) significa que gHg ! C H para todo g € G y por lo
tanto 2) implica 3). Por fin, si se cumple 3), entonces para cualesquiera ¢ y h tenemos g~ 'hg € H, y luego
¢ (g7 'hg) g~ = h, lo que implica H C gHg™!. Entonces, 3) implica 2).

Cuidado: si tenemos una cadena de subgrupos
KCHCG
y K es normal en H, esto no quiere decir que K es normal en G.
7.4.2. Ejemplo. Si G es un grupo abeliano, todo subgrupo es normal. A
7.4.3. Ejemplo. Los subgrupos {1} y G son normales. A

7.4.4. Ejemplo. En el grupo simétrico S3 hay 3 subgrupos de orden 2 que corresponden a las transposicio-

nes:
((12)), ((13)), ((23))-
Luego, tenemos el grupo alternante, que es el tnico subgrupo de orden 3:

As = {id, (123),(132)}.
S3

RN

((12)) ((13)) ((23))

N7

{id}

El subgrupo Az es normal, ya que para todo T € S3, si o es un 3-ciclo, entonces ToT~! es también un
3-ciclo. Las relaciones

(13)(12)(13)"1=(23),
(12)(13)(12) 1=
(12)(23)(12) ' =(13)
demuestran que los subgrupos de orden 2 no son normales. A

7.4.5. Ejemplo. De nuestra descripcion de los subgrupos del grupo alternante A4 en 7.2.12 se ve que el
tnico subgrupo normal propio no trivial es

V ={id, (12)(34),(13)(24),(14) (23)}.

En efecto, los subgrupos ((a b) (¢ d)) no pueden ser normales: conjugando (a b) (¢ d) por un 3-ciclo se
obtiene (a’ V') (¢’ d') # (a b) (¢ d). Por la misma razon, los subgrupos ((a b ¢)) tampoco son normales. Nos
queda V, y sus elementos no triviales son precisamente todos los elementos de tipo de ciclo (e o) (e e).
Conjugando tales elementos, siempre se obtienen permutaciones del mismo tipo de ciclo. A
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7.4.6. Ejemplo. El subgrupo de S,
H:={ceS,|on)=n} =85, 4
considerado en 7.1.7 no es normal para n > 3, puesto que cH = Ho solo para ¢ = id. A
7.4.7. Observacién. Para todo grupo G su centro Z(G) es un subgrupo normal.
Demostracion. Tenemos
Z(G):={x€G|xg=gxparatodog € G} = {x € G| x = gxg ! para todo g € G},
y en particular, para todo ¢ € G tenemos

§Z(G)g™! = Z(G).

|
7.4.8. Observacion. Para todo homomorfismo f: G — H el niicleo ker f es un subgrupo normal de G.
Demostracion. Para todo g € Gy k € ker f tenemos
flgks™) =f(g) - fl)-f(&) " =f(8) - f(®" =1,
asique g - (ker f) - g~ C ker f. |

7.4.9. Ejemplo. A, es un subgrupo normal de S, siendo el nicleo del homomorfismo sgn: S, — {£1}. A
7.4.10. Ejemplo. SL,(R) es un subgrupo normal de GL,(R), siendo el nuicleo de det: GL,(R) — R*. A

7.4.11. Ejemplo. El signo de un nimero real es un homomorfismo sgn: R* — {£1}. Consideremos el
homomorfismo J son
GL,(R) &% R* 25 41},

Su ntcleo es el subgrupo normal
GL,(R)" := {A € GL,(R) | det A > 0}.
A

A diferencia del nticleo ker f C G, la imagen im f C H de un homomorfismo f: G — H en general no
es un subgrupo normal. De hecho, si K C H no es un subgrupo normal, entonces la inclusién i: K — H
tiene K como su imagen. En los grupos abelianos, todos subgrupos son normales, asi que si f: A — B
es un homomorfismo de grupos abelianos, entonces im f C B es un subgrupo normal. Es una diferencia
fundamental entre los grupos abelianos y no abelianos.

7.5 Grupos cociente

El siguiente resultado explica el significado de la nocién de subgrupo normal. La normalidad de H C G
significa precisamente que la multiplicacién en G es compatible con la relacién de equivalencia médulo H.

7.5.1. Proposicion. Sea H C G un subgrupo. Para cualesquiera g1,81, 82,85 € G se tiene
(7.2) g1=¢; (mM6d H), g=gb (méd H) = g =g¢1g (méd H)

si y solamente si H es normal.
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Demostracion. Recordemos que por la definiciéon de la relaciéon de equivalencia médulo H, la condicién
(7.2) nos dice que para cualesquiera 1,8}, 82,85 € G

gieanH, gepH = gig2=g18 (mod H).
Es decir, para cualesquiera g1,¢> € G, hy,hp € H

9182 = (g1h1)(g2h2) (méd H),

los que es equivalente a
(8182) " (g1M1)(g2h2) € H
Luego,
(8182) ' (81h1)(g2h2) = g5 "M goha,
entonces la condicién es
gz_lhlgz € H.

Esto es equivalente a la normalidad de H. |

7.5.2. Definicién. Si H C G es un subgrupo normal, entonces el grupo cociente correspondiente es el
conjunto de las clases laterales G/ H junto con la operaciéon

g1H - goH = (g182)H.

En otras palabras, el producto de las clases de equivalencia de g1 y g» médulo H es la clase de equivalencia
de g142.

Como acabamos de ver, la fé6rmula de arriba tiene sentido: si H es normal, entonces la clase lateral
(2182)H no depende de g7 y g2, sino de las clases laterales g1 H y g»H. Esta operacion es asociativa, puesto
que la operacion en G lo es; la identidad en G/ H es la clase lateral 1H = H; los inversos vienen dados por
(gH)' =g 'H.

7.5.3. Comentario. El lector debe de conocer esta definicién del curso de élgebra lineal. Si U es un espacio
vectorial y V C U es un subespacio, entonces sobre el espacio cociente

u/v={u+Vijuel}

la adicién se define por
(U1 +V)+(up+ V) :i=(u; +up) + V.

De la misma manera, para un grupo abeliano A y su subgrupo B C A se define el grupo cociente A/B.
Para los grupos no abelianos, todo se complica: como acabamos de ver, para que la multiplicacién sobre
G/ H tenga sentido, necesitamos que H sea normal en G.

La formula |G/ H| = |G|/|H| para grupos finitos (el teorema de Lagrange) es un analogo de la férmula
dimy U/V = dimy U — dimy, V' en dlgebra lineal para espacios vectoriales de dimension finita.

7.5.4. Ejemplo. Todos los subgrupos de Z son de la forma nZ = {0,+n, £2n,+3n,...}. Son automa-
ticamente normales, ya que nuestro grupo es abeliano. La relacién a = b (méd nZ) significa que a = b
(méd n). El grupo cociente Z /nZ no es otra cosa que el grupo de los restos médulo n que hemos denotado
por Z/nZ desde el principio. A

7.5.5. Ejemplo. El grupo alternante A, es un subgrupo normal del grupo simétrico S,. Para el grupo

cociente S,/ A, tenemos
n!

=2,
n'/2
entonces S, /A, = Z/2Z. De hecho, es mas logico escribir “{£1}”, ya que todo esto viene del signo de
permutaciones. A

|Sn/An‘ - |Sn|/‘An| =

14
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7.5.6. Ejemplo. En el grupo alternante A4 el tnico subgrupo normal propio es V. Tenemos

[As/V] = [A4l/|V] = =3

4!/2
4
asi que Ay/V =2 Z/37Z. A

7.5.7. Proposicién (Propiedad universal del cociente). Sea H C G un subgrupo normal. Sea

p: G— G/H,
g—gH

el epimorfismo sobre el grupo cociente. Si f: G — G' es un homomorfismo de grupos tal que H C ker f, entonces f
se factoriza de modo tinico por G/ H: existe un homomorfismo vinico f: G/H — G’ tal que f = f o p.

Demostracion. La flecha punteada f es necesariamente

§H — f(3)-
Es una aplicacién bien definida: si ¢H = ¢'H para algunos g,¢’ € G, entonces g1 ¢’ € H, luego g7 '¢’ €
kerfy
fg7'8) =1 = f()=f(s).
La aplicacién f es un homomorfismo de grupos, puesto que f lo es. n

7.5.8. Corolario (Funtorialidad del cociente).
1) Sea f: G — G’ un homomorfismo de grupos. Sean H C G y H' C G’ subgrupos normales. Supongamos

que f(H) C H'. Entonces f induce un homomorfismo candnico f: G/H — G'/H' que conmuta con las
proyecciones candnicas:

2) La aplicacién identidad id: G — G induce la aplicacién identidad id: G/H — G/H:
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3) Sean f: G — G’y g: G' — G" dos homomorfismos y sean H C G, H' C G', H" C G" subgrupos normales
tales que f(H) C H' y g(H') C H”. Luego, go f =g o f:

H-————- s H - N2

R

G G’ 3 G"

Ll

G/H - G'/H % G"/H"

. ///7
gof=gof

Demostracién. En 1) la flecha f existe y es tnica gracias a la propiedad universal de G/H aplicada a la

composicion G i) G' — G'/H'. Los resultados de 2) y 3) siguen de la unicidad del homomorfismo
inducido sobre los grupos cociente. |

7.6 Grupos simples

Los grupos simples tienen importancia inestimable en la teorfa de grupos, pero por falta de tiempo,
voy a mencionar solamente algunos ejemplos de ellos.

7.6.1. Definicién. Se dice que un grupo G es simple si los tnicos subgrupos normales de G son {1} y el
mismo G.

7.6.2. Ejemplo. Un grupo abeliano es simple si y solamente si es isomorfo al grupo ciclico Z/pZ de orden
primo p. A

7.6.3. Ejemplo. Los grupos SL,(k) no son simples, puesto que estos tienen centro que consiste en las
matrices escalares
a

Se puede pasar al grupo cociente
PSL, (k) := SL,(k)/Z(SLy(k))

llamado el grupo lineal especial proyectivo. Resulta que el grupo PSL, (k) es simple con dos excepciones:

16
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1) n =2y k =IF,, donde
PSL,(IF;) = SLy(IFp) = GLy(IF;) =2 S3

y S3 tiene un subgrupo normal As,

2) n =2y k =13, donde

(7.3) PSL,(F3) & Ay

y A4 tiene un subgrupo normal V.

Para las demostraciones, refiero a [Lan2002, §§XIII.8-9]. A

Simplicidad de A,
Junto con (7.3), se tiene otro “isomorfismo excepcional”
PSL;(FFs5) = As,

y este grupo es simple. Esto también se puede ver directamente para As, pero por el momento voy a omitir
la prueba, que no me parece muy instructiva.

7.6.4. Lema. Para n > 5 todos los 3-ciclos son conjugados en A,. A saber, si (a b c) y (a' V' ¢") son dos 3-ciclos en
Ay, entonces existe o € Ay tal que

(@b c)y=c(abc)o L.
Demostracion. A priori sabemos que (abc)y (a' V' ¢’) son conjugados en S, existe o € S, tal que
(@b c)y=c(abc)o .

Ahora si sgno = +1, entonces ¢ € A, y no hay nada que probar. Si sgnc = —1, entonces gracias a nuestra
hipétesis que n > 5, existen indices 1 <i < j < n tales que i,j ¢ {a,b,c}. Tenemos o (i j) € A,, y luego

(@) @be)(eif))  =cij)(abe)ijjet=c(ij)(ij)abc)o
=o(abc)ot=(dV ),

usando que (a b ¢) e (i j) conmutan, siendo ciclos disjuntos. |

7.6.5. Comentario. En general, dos permutaciones con el mismo tipo de ciclo no son necesariamente
conjugadas en A,. Por ejemplo, los 5-ciclos (1234 5) y (1235 4) no son conjugados en As.

7.6.6. Corolario. Sea H C A, un subgrupo normal tal que H contiene un 3-ciclo. Entonces, H = A,.

Demostracion. Si H es normal, junto con todo elemento ¢ € H, este debe contener todos sus conjugados
ot ! para T € A,. Entonces, la hipétesis implica que H contiene todos los 3-ciclos. Estos generan A,. B

7.6.7. Teorema. El grupo alternante A, es simple para n > 5.
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Demostracion ([Per1996]). Ya aceptamos este resultado para n = 5. Sea n > 6 y sea H un subgrupo normal
en A, tal que H # {id}. Vamos a ver que usando cierto truco, la simplicidad de A, sigue de la simplicidad
de A5.

Sea ¢ € H una permutacion no trivial. Esto significa que b = ¢(a) # a para algunos a,b € {1,...,n}.
Escojamos un elemento ¢ € {1,...,n} tal que ¢ # a,b,0(b). Consideremos la permutacién

T=(acb)o(acb) tot=(ach)o(abc)o .

Por nuestra hipétesis que H es un subgrupo normal, se tiene (a ¢ b) o (a c b)~! € H, y por lo tanto T € H.
Ahora notamos que para

i¢{ab,co(b)o(c)}

se cumple 1 (i) ¢ {a,b,c} y luego 7(i) = i. Esto significa que T pertenece al subgrupo
Hy:={ce€A,|o(i)=iparai ¢ {a,b,c,o(b),o(c)}}.

Ya que T(b) = (a c b) o(b) # b, la permutacion T no es trivial.

Ya que H es normal en A, entonces H N Hy es un subgrupo normal no trivial en Hy. Pero Hy = As,
y este grupo es simple, asi que se puede concluir que H N Hy = Hy. En particular, (a b ¢) € H, pero esto
implica que H = A,. |

7.6.8. Corolario. Z(A,) = {id} paran > 4.

Demostracion. Para n = 4 esto se puede verificar directamente. Para n > 5, es suficiente notar que Z (Ay)
es un subgrupo normal y Z(A,) # Ay, ya que A, no es conmutativo. Luego, Z(A,) es trivial. |

7.6.9. Corolario. Para n > 5 los tinicos subgrupos normales de Sy, son {id}, Ay y Sp.

Demostracién. Sea H C S, un subgrupo normal. El grupo H N A, es un subgrupo normal de A, y por lo
tanto es igual a A, o {id}.

S5i HN A, = Ay, entonces H = A, o H contiene una permutacién impar junto con todos los elementos
de A, y luego H = S,,.

Si HN A, = {id}, entonces H no contiene permutaciones pares no triviales. Pero si ¢ y T son dos per-
mutaciones impares, entonces 0T es par, asi que la tnica posibilidad es H = {id, ¢} para una permutacién
impar. Pero este subgrupo estd muy lejos de ser normal: conjugando ¢ por los elementos de S;;, se puede
obtener cualquier permutacién del mismo tipo de ciclo y asi salir de H. n

7.6.10. Comentario. Para n = 4 el subgrupo
V=1{id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}
es normal en Sy, dado que sus elementos no triviales son todas las permutaciones del tipo de ciclo
(o 0)(es).
7.7 Primer teorema de isomorfia

El lector debe de conocer el siguiente resultado de dlgebra lineal: si f: U — V es una aplicacién lineal,
entonces U/ ker f = im f. El mismo resultado se cumple para grupos cociente.
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7.7.1. Proposicion (Primer teorema de isomorfia). Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Entonces,
existe un isomorfismo canémnico

o

f:G/ker f = im f

que hace parte del diagrama conmutativo

(7.4) l
G/kerf -->- im f

Descifremos el diagrama conmutativo: la flecha G — G/ ker f es la proyeccion canénica g — ¢ - ker f,
y la flecha im f »— H es la inclusién de subgrupo, asi que el isomorfismo f necesariamente viene dado por

frg-kerfi f(g).

Demostracion. La flecha f es dada por la propiedad universal de G/ ker f:

ker f

3%

G ——» imf

:L 1
=T

G/ ker f

Luego, el homomorfismo f es evidentemente sobreyectivo. Para ver que es inyectivo, recordamos que

f(g1) = f(g2) = gy'g2 €kerf <= g1 -kerf =g kerf.

El diagrama (7.4) demuestra que todo homomorfismo de grupos puede ser escrito como una composi-
cién de un epimorfismo y un monomorfismo. Esto se conoce como la factorizacién epi-mono de f.

También hay segundo y tercer teorema de isomorfia, pero los vamos a ver en los ejercicios.
7.7.2. Corolario. Si G es un grupo finito, entonces para todo homomorfismo f: G — H tenemos

|G| = |im f] - | ker f].

El dltimo resultado es un andlogo de la férmula dimy U = dimyim f + dimy ker f que tenemos para
una aplicacién lineal f: U — V, donde U es un espacio de dimension finita.

7.7.3. Ejemplo. Compilemos una tabla con ejemplos familiares de homomorfismos.
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epimorfismo nucleo conclusién
) R PR {£1} R*/{£1} = Rog
2) € #n(C) C*/pn(C) = C*

27T X

3) RIZE gl Z R/Z = 8!
4) GLy(R) &% R* SL,(R) GLy(R)/ SLy(R) 2 R*
5 S, B (£1) Ay Su/Ay = {1}
6) GLn(R) 2% R* 2 (41} | GL,(R)* | GL4(R)/ GL,(R)* 2 {£1}
7y o ZEL R, st C* /8l =~ R,
g cx 2, q R C* /Rog = 8!

El ejemplo bastante curioso es 2): el cociente de C* por un subgrupo propio 1,(C) es isomorfo al
mismo grupo C*. En 3) la aplicacién x — ¥ puede ser visualizada como una hélice que se proyecta al
circulo:

Los isomorfismos en 7) y 8) vienen de la representacién canénica de un ntimero complejo z = re'?
donder € Ry y 0 < ¢ <27 A

7.7.4. Ejemplo. Consideremos la aplicaciéon

Es un homomorfismo de grupos. Su imagen coincide con el subgrupo e (C) formado por todas las
raices de la unidad. El nicleo de este homomorfismo es Z. Entonces, tenemos

Q/Z = ﬂoo(C)/

el grupo multiplicativo de las raices de la unidad corresponde nada més al grupo aditivo de los “ntimeros
racionales médulo Z”. Los elementos de Q/Z pueden ser representados por las fracciones de la forma
a/b donde a < b. Por ejemplo,

[1/2] + [3/4] = [5/4] = [1/4]
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y
—[3/4] = [1/4].

En particular, bajo el isomorfismo de arriba, el grupo i, (C) de las raices n-ésimas de la unidad corresponde

al grupo ciclico
1 12 -1
<>_{0///-~-/n }CQ/Z
n n'n n
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7.8 Ejercicios

Ejercicio 7.1. Sea G un grupo y N su subgrupo normal. Sea K C G/ N un subgrupo del grupo cociente. Demuestre
que K = H/ N donde H es un subgrupo de G que contiene a N.
Sugerencia: considere el homomorfismo canénico p: G —+ G/Ny p~1(K) C G.

Ejercicio 7.2. Demuestre que si H C G es un subgrupo de indice |G : H| = 2, entonces H es normal.
Ejercicio 7.3. Demuestre que todo cociente de un grupo ciclico es ciclico.

Ejercicio 7.4 (Segundo teorema de isomorfia). Sea G un grupo, sea H C G un subgrupo y K C G un subgrupo
normal.

1) Demuestre que HK := {hk | h € H, k € K} es un subgrupo de G.
2) Demuestre que K es un subgrupo normal de HK.

3) Demuestre que la aplicacién
H — HK/K, h~—hK

es un homomorfismo sobreyectivo de grupos y su niicleo es H N K.
4) Deduzca que H/(H NK) = HK/K.
Ejercicio 7.5. Para un cuerpo k sea G = GLy(k), H = SLy(k), K = k* - I C GLy(k). Deduzca que
SLa(k)/{+1} = GLa(k)/k™.

Ejercicio 7.6 (Tercer teorema de isomorfia). Sea G un grupo. Sea K un subgrupo normal de G y sea N un
subgrupo de K tal que N es normal en G.

1) Demuestre que la aplicacion
G/N = G/K, gNw—gK
estd bien definida y es un homomorfismo sobreyectivo y su niicleo es K/N C G/N.

Indicacion: se puede usar la propiedad universal de G/ N:

N
ah
K G G/K
o1
:L ,/’/3/!
G/N

2) Deduzca que (G/N)/(K/N) = G/K.
Ejercicio 7.7. Sean m y n dos enteros positivos tales que n | m, asi que mZ C nZ. Demuestre que
(Z/mZ)/(nZ/mZ) =2 Z/nZ.

Se dice que un grupo abeliano A un elemento x € A es divisible si para todo a € A y todo entero
positivon = 1,2,3, ... existe y € A (no necesariamente tinico) tal que ny = x. Si todos los elementos de A
son divisibles, se dice que A es un grupo divisible.
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Ejercicio 7.8.

1) Demuestre que los grupos aditivos Q y R son divisibles.

2) Demuestre que un grupo abeliano finito no nulo nunca es divisible.

Ejercicio 7.9. Sea p un niimero primo. El p-grupo de Priifer es el grupo de las raices de la unidad de orden p" para
n € IN:
pp(C) := | ppr (C) = {z € C* | 2" =1 para algiin n = 0,1,2,...}
n>0

Demuestre que existe un isomorfismo py~(C) = Z[1/p]/ Z donde
z[1/p):={a/p"|a€Z n=012..}

Ejercicio 7.10. Sea A un grupo abeliano. Demuestre que x € A es divisible si y solamente es divisible por cualquier
ndmero primo p = 2,3,5,7,11,...

Ejercicio 7.11. Usando el ejercicio anterior, demuestre que el grupo de Priifer pye(C) = Z[1/p]/Z es divisible.

Ejercicio 7.12.
1) Demuestre que todos los elementos divisibles forman un subgrupo
Agip :={a € A | a es divisible }.
Este se llama el subgrupo mdximo divisible de A.

2) Sea f: A — B un homomotfismo de grupos. Demuestre que si a € A es divisible, entonces f(a) € B es
también divisible. En particular, f se restringe a un homomorfismo Az, — Baip.

3) Demuestre que todo grupo cociente de un grupo divisible es también divisible. En particular, Q/Z y R/Z son
divisibles.

Ejercicio 7.13. Demuestre que no hay homomorfismos no triviales Q - Z y Q/Z — Z.

23






Bibliografia

[Lan2002] Serge Lang, Algebra, third ed., Graduate Texts in Mathematics, vol. 211, Springer-Verlag, New York, 2002.
MR1878556
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0

[Per1996] Daniel Perrin, Cours d’algébre, CAPES / AGREG Mathématiques, Ellipses, 1996.

[Ser1973] Jean-Pierre Serre, A course in arithmetic, Springer-Verlag, New York, 1973, Translated from the French, Gra-
duate Texts in Mathematics, No. 7. MR0344216

25


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1878556
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0344216

	Clases laterales
	Clases laterales
	Teorema de Lagrange y sus consecuencias
	Aplicación seria: subgrupos finitos de k
	Subgrupos normales
	Grupos cociente
	Grupos simples
	Primer teorema de isomorfía
	Ejercicios


