Capitulo 8
Conmutadores y abelianizacion

En este breve capitulo vamos a estudiar la relacién entre los grupos abelianos y no abelianos. A cada
grupo G se puede asociar de modo canénico un grupo abeliano G, llamado la abelianizacién de G, que
es el maximo cociente abeliano de G.

8.1 El subgrupo conmutador [G, G|
8.1.1. Definicién. Sea G un grupo. Para dos elementos g,/ € G el conmutador es el elemento

[g,h] := ghg th~ L.

Note que g y h conmutan (¢h = hg) si y solamente si [g, h] = 1.
Los conmutadores no siempre forman un subgrupo de G. A saber, para un conmutador tenemos ob-
viamente

[g,h] ' = (ghg'h 1)t =hgh g = [h,g],

pero el producto de dos conmutadores no tiene por qué ser un conmutador. Sin embargo, se puede consi-
derar el subgrupo generado por los conmutadores.

8.1.2. Definicién. Para un grupo G el subgrupo conmutador [G, G] (también conocido como el subgrupo
derivado) es el subgrupo generado por todos los conmutadores:

(G, Gl:= (g |gheGC).

Obviamente, un grupo G es abeliano si y solamente si todos los conmutadores son iguales a 1, si y
solamente si [G, G| = 1. Asi que todo esto es de interés para grupos no abelianos.

8.1.3. Proposicion. [G, G| es un subgrupo normal en G.
Demostracion. h € [G,G|y g € G tenemos
ghg ™t = ghg 'hth = [g,h]h € [G,G].
|

La demostracion de arriba es bastante lista: por la definicién, los elementos de [G, G] son productos
de conmutadores, pero no son necesariamente conmutadores. Sin embargo, en el argumento de arriba no
necesitamos considerar un elemento genérico de [G, G|, que seria [g1, 1] - - - [gn, hn].
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8.1.4. Observacién. Homomorfismos preservan conmutadores: si f: G — H es un homomorfismo de grupos,

entonces
f((81,82)) = [f(81), f(82)]-
8.1.5. Corolario. Para todo homomorfismo f: G — H tenemos f(|G,G|) C [H, H|.

GGl —— G
T
[H‘,/H] — H
8.1.6. Comentario. El centro Z(G) tiene una propiedad parecida a la propiedad del subgrupo conmutador:
1) Z(G) = G si y solamente si G es abeliano,
2) [G,G] = 1siy solamente si G es abeliano.

Sin embargo, el centro no se comporta bien respecto a homomorfismos: una aplicacién f: G — H no
tiene por qué restringirse a Z(G) — Z(H). Por ejemplo, para el grupo simétrico S, se tiene Z(S,) = {id}
para n > 3, pero S, puede contener subgrupos abelianos G C S, donde Z(G) = G # {id}. Un ejemplo
especifico nos da A3 C S3.

8.1.7. Observacién. Sea H C G un subgrupo normal tal que G/ H es abeliano. Entonces, [G, G| C H.

Demostracién. Para todo conmutador [g1,g2] € G se tiene necesariamente [g1,¢2] = 1 (méd H), ya que
G/H es abeliano. En otras palabras, (g1, $2] € H. [

Ya se puede notar que [G, G] es el minimo subgrupo normal en G tal que G/[G, G] es un grupo abeliano.
Volveremos a esto un poco més adelante, pero primero calculemos [G, G] para algunos grupos especificos.

8.2 Algunos calculos de [G, G|

8.2.1. Ejemplo. Para el grupo diédrico
D, ={id, r, 2, T f, fr, frz, .., fr”fl}

Tenemos
[Dy, D] = ().
Dejo este célculo al lector (véase el ejercicio 8.9 abajo). Note que si n es impar, este grupo consiste en todas

las rotaciones; si # es impar, este grupo contiene solo la mitad de las rotaciones. A

Conmutadoresen S,y A,

8.2.2. Teorema. Para el grupo simétrico tenemos
[Sn,Sn] = Ap paran > 3.
Demostracion. Para cualesquiera o, T € S, se cumple
sgn[o, 7] = sgn(octo1t71) = sgn(c) - sgn(7) - sgn(o) - sgn(T) = +1,

entonces [Sy, Su] € Ay. Ya que S, no es un grupo abeliano para n > 3, sabemos que [S;, S,] # {id}. Sin
embargo, A, es el tnico subgrupo normal propio no trivial de S, asi que [S,, Su] = Aj. |
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8.2.3. Comentario. Otro modo de ver que [S,,S,] = Aj, sin recurrir al resultado sobre los subgrupos
normales de S;, es de expresar cada 3-ciclo como un conmutador

(i), (i k)] = (ij)(ik)(ij)(ik)=(i]k)
para diferentes i, j, k. Los 3-ciclos generan todo Ay, asi que [Sy, Sy] = An.

8.2.4. Teorema. Para n > 5 tenemos
[An/ An] = An/

mientras que para n = 4
[Ag, Ag] = V.

Demostracion. Hay varios modos de verlo. En general, hemos visto que A, es simple para n > 5; es decir,
no tiene subgrupos normales propios. El conmutador [A,, A,;| es un subgrupo normal y no es trivial,
puesto que el grupo no es abeliano, asi que [A,, A,] = A;.

En el caso de A4 notamos que no es abeliano, y por lo tanto su conmutador no es trivial. Un buen
candidato seria el tnico subgrupo normal propio

Vi={id,(12) (34)}, {id,(13)(24)}, {id, (14)(23)}.

El cociente A4/ V = Z/3Z es abeliano, lo que implica que [A4, A4] C V. Ya que A4 no es abeliano, tenemos
[A4, A4 # {id}. Los tnicos subgrupos normales en A4 son {id}, V' y todo Ay. |

8.2.5. Comentario. Otro modo de ver que [A,, A,] = A, para n > 5, sin usar la simplicidad de A, es de
calcular que

[(ija), (kb)) =(ija)(ikb)(iaj)(ibk)=/(ijk)
para diferentes i, j, k, a, b, y luego recordar que los 3-ciclos generan A;.
En en caso de [A4, Ag] =V, podemos calcular que

(k) @jOV= (k) @je) Gk j)ef)= (i) (k)
para diferentes i, j, k, £.
8.2.6. Comentario. Para un grupo G, su serie derivada es la sucesién de subgrupos
G2G 2G"26"2---

donde
G/ = [G, G}, G// = [G/, G/}’ G/// = [G//, G"], L

Si esta serie termina en algiin punto por el grupo trivial, entonces se dice que G es un grupo resoluble. El
grupo simétrico S, es resoluble para n < 4. De hecho, tenemos

[S3,S53] = A3z, [A3, A3] =1

[S4,S4] = Ay, [Ag, Ag] =V, [V, V] =1

El resultado de 8.2.4 dice que S, no es resoluble para n > 5: en este caso
[Sn/ Sn] = An/ [An/ An] = An-
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De la irresolubilidad de S, para n > 5 Galois demostré la imposibilidad de expresar las soluciones de la
ecuacion general de grado n > 5

anx" +a, X" agxag =0

aplicando tnicamente las operaciones bdsicas y extracciéon de raices a los coeficientes a;. Este célebre
resultado es conocido como el teorema de Abel-Ruffini ya que el matematico italiano PAOLO RUFFINI
(1765-1822) obtuvo una demostracién incompleta en 1799 y Abel proporcioné una prueba en 1823. Galois
encontré su demostracién de manera independiente, pero esta fue publicada péstumamente en 1846. La
teoria desarrollada por Galois motivé muchos conceptos de la teorfa de grupos, y por si mismo, es una
piedra angular de la teorfa de nimeros.

En este curso no vamos a hablar més de grupos resolubles, ni, lamentablemente, de la teoria de Galois.

Conmutadores en GL, (k) y SL, (k)

Ahora nos gustaria calcular el subgrupo conmutador para el grupo lineal general GL, (k) y el grupo
lineal especial SL, (k) donde k es un cuerpo. Primero, necesitamos algunos resultados auxiliares sobre las
matrices elementales. Para 1 <i# j < ny A € k una matriz elemental viene dada por

E;J()\) =1+ /\61‘]'.

En otras palabras, es la matriz que tiene 1 en la diagonal, A en la posicion (i, ) afuera de la diagonal, y
ceros en las demds entradas.
Dejo el siguiente célculo al lector.

8.2.7. Lema. Las matrices elementales satisfacen las siguientes propiedades.

1) La multiplicacién de una matriz A € My (k) por la matriz elemental E;;(A) por la izquierda (donde i # j)
tiene el siguiente efecto: a la fila i se le suma la fila j multiplicada por A:

X11 X120 X1in—-1 Xin
Xip Xi2o o Xip—1 Xin
E;i(A) - :

X1 X o Xin—1  Xjn

Xn1 X2 0 Xpn—1 Xun
X1 X12 X1,n-1 X1n

X1 + )tle Xip + )\ij Xin—1+ )\x]-,n,l Xip + )\xjn
Xj1 Xj2 Xjn—1 Xin
Xn1 Xn2 Xn,n—1 Xnn
2) Toda matriz elemental es invertible, y su inversa viene dada por E;;(A) ™" = Ejj(—=A)
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3) Sii,j,k son indices diferentes, entonces
[Eij(A), Ej(w)] = Eix(Ap).
8.2.8. Lema. El grupo SLy (k) puede ser generado por las matrices elementales E;j(A) donde 1 <i #j<mn, A € k.

Demostracion. Esto es esencialmente el método de eliminacién gaussiana. Sea A = (x;;) € SL; (k). Primero,
multiplicando A por matrices elementales, podemos lograr que x1; = 1. En efecto, si xj; # 0 para algin
i =2,3,...,n, entonces podemos sumar a la primera fila la i-ésima fila multiplicada por el coeficiente A
apropiado. Si x;; = 0 para todo i = 2,3,...,n, entonces tenemos x1; # 0 y podemos sumar a la i-ésima fila
para algtn i = 2,3, ..., n la primera fila, lo que nos deja en la situacién considerada.

Ahora cuando x1; = 1, podemos restar de las otras filas la primera fila multiplicada por los coeficientes
A apropiados y obtener x;; = 0 para todoi = 2,3,...,n. Repitiendo este proceso para las filasi = 2,3,...,n,
podemos reducir A a una matriz de la forma

!/ / ! /

T oxyp X3 -0 X109 Xy
/ ! /

0 1 Xog vt x%n_1 x/zn

A — 00 1 - x,y Xy

!/
00 0 - 1 X,

0 O o - 0 x!

Ya que detE;j(A) = 1, nuestras operaciones no afectan el determinante de la matriz, asi que det A’ =

det A = 1 y necesariamente x,, = 1. Entonces A’ es una matriz triangular superior con 1 en la diagonal.
Ahora, podemos restar de las primeras n — 1 filas la tltima fila multiplicada por los coeficientes apro-

piados y obtener x}, = x), = -+ = ¥/ = 0. De la misma manera, restando la fila n — 1, podemos

n—1,n
/ o ) _ . y .. .
obtener Xip-1 =%y 1= =Xy op1= 0, etcétera. Esto nos dejard con la matriz identidad.

Podemos concluir que E - A = I, donde E es un producto de matrices elementales que corresponden a
las operaciones con las filas. Luego, A = E~L. n

8.2.9. Teorema. Si k es un cuerpo, entonces tenemos para n > 2
[GLy(k), GLy (k)] = SLu(k),  [SLy(k),SLu(k)] = SLy(k)
con las siguientes excepciones:

1) sin =2y k = IF,, entonces
SL;,(IFp) = GL,(IFp) = S3

v [S3,S3] = Asz;

2) sin =2, k = IF3, entonces
[SL2(IF3),SLa(TF3)] = Qs.

Demostracion. Primero notamos que para cualesquiera A, B € GL, (k) se tiene
det[A, B] = det(AB A1 B™1) = det(A) det(B) det(A)~! det(B) ™! =1,

asi que [A, B] € SL,(k). Esto significa que [GL,(k),GLy (k)] C SLy(k). Ya que el grupo SL, (k) estd gene-
rado por las matrices elementales, para concluir que [GLy(k), GLy (k)] = [SL,(k),SLy(k)] = SL,(k), seria
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suficiente expresar toda matriz elemental como un conmutador. Si n > 3, entonces paratodo1 <i # k <n
podemos escoger otro indice diferente j y luego

[Eij(A), Ejx(1)] = Ex(A).

Esto establece el teorema para cualquier #n > 3 y cualquier k.
Ahora si n = 2 y si |k| > 3, entonces existe un elemento y € k* tal que u?> # 1". Luego, un calculo
directo nos dice que toda matriz elemental E15(A) es un conmutador de matrices en SL, (k):

Eip(A) = ((1) )1\) =[A,B], donde A = (6{ 19}/{) , B= <(l) )t/(‘ui a 1)) /

y de la misma manera,
EZl(A) = ElZ(A)t = [A/ B]t = [Bit/Ait]‘

Si |k| = 3; es decir, si k = FF3, toda matriz elemental todavia puede ser expresada como un conmutador
de matrices en GL,, (k):

Epp(A) = ((1) /1\) =[A,B], donde A = ((1) /\{2) , B= ((1) _01)

(en 53 tenemos 2 # 0, asi que el término A/2 tiene sentido). Notemos que B ¢ SL,(FF3), y de hecho para
SL,(FF3) las matrices elementales salvo Ej(0) = E»1(0) = I no son conmutadores. Nos quedan entonces
dos casos excepcionales.

1) Sin =2y k = IF,, entonces
GL,(IF) = SLy(F) = S3

y [S3,S3] = As. En términos de matrices,
1 0 1 1 01
[GL>(IF2), GLa(IF2)] = [SL2(IF2), SLa(IF2)] = {(0 1) , (1 0) , (1 1) }

2) Sin =2y k = F3, entonces para calcular [SL,(IF3),SL,(IF3)], notamos que

(SLa(F3)| = 5 - | GLa(E3)| = 5 - (% ~1) (8~ 3) = 24

N[ —

En SL;,(F3) hay un subgrupo normal H generado por las matrices

11 1 2 01
=) =G o)
que es isomorfo al grupo de cuaterniones Qs.
0 2

IJ]=K, JK=1I KI=], 12_]2_1<2_(2 0).

Luego,
|SLy(F3)/H| = |SLy(FF3)|/|H| =24/8 = 3, asi que SL,(F3)/H = Z/3Z,

“En efecto, en un cuerpo la ecuacién x2 = 1 tiene a lo sumo dos soluciones y son +1. En el cuerpo [F, es una sola solucién
1 = —1; en el cuerpo [F3 tenemos F; = {1,2} = {1, -1}, y cuando |k| > 3, habr4 algtn x # 0 tal que x # £1.

6



CAPITULO 8. CONMUTADORES Y ABELIANIZACION 8.2. ALGUNOS CALCULOS DE [G, G]

el cual es un grupo abeliano; esto demuestra que
[SLy(F3),SLy(FF3)] C H.

Ademas, los generadores de H pueden ser expresados como conmutadores:

N I N O I (N

y por lo tanto

—_ =

~__

| I
<

[SL2(IF3),SLy(TF3)] = Qs.
[ |

8.2.10. Comentario. Hemos encontrado un isomorfismo excepcional GL,(IF;) = SL,(IF;) & S3. Podemos
preguntarnos si otros grupos GL,,(IF;) pueden ser isomorfos a S, para algunos 1,4, 1. La respuesta es
negativa.

1) Primero, para q # 2 el centro Z(GL,(IF;)) consiste en las matrices escalares y no es trivial, mientras
que Z(S,) = {id}. Esto implica que GL;,(IF;) % S, para q # 2.

2) Si g = 2, podemos calcular los subgrupos conmutadores: si m # 2, entonces
[GL,,(F2), GLy, (IF2)] = SLy (IF2) = GL,(IFp),

mientras que

(S, Sn] = Ap # Sa.

De hecho, en la parte 2) también se puede acudir a un argumento elemental aritmético y probar que
| GL,,(F2)| no es un factorial para m > 3 (por ejemplo, bastaria considerar la valuacion 2-ddica y 3-adica
de | GL,,(IFp)| y compararlas con las correspondientes valuaciones de n!).

8.2.11. Ejemplo. He aqui un ejemplo curioso” de cudndo un elemento del subgrupo conmutador no se
expresa como un conmutador. Tenemos —1I € [SL(R),SL,(R)] = SL,(R). Supongamos que

—I=[A,B]= ABA7'B~1,

Para algunos A, B € SL;(RR). Entonces,
—B=ABA™!,

y luego
—tr(B) = tr(—B) = tr(ABA™!) = tr(B),

asi que tr B = 0. Puesto que det B = 1y tr B = 0, tenemos

CBC = ((1) _01) =B

para alguna matriz C. Podemos reemplazar A por la matriz

Al:=CAC L

“https://mathoverflow.net/questions/44269
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Ya que AB = —BA, tenemos también A’'B’ = —B’A’; es decir, [A’, B'| = —I. Escribamos

;_fa b
a=(00)

Luego,

y se calcula que

[A/,B] = a b\ (0 -1 d —b 0 1)\ _ a® +b* ac+bd
! c d 1 0 —c a -1 0 ac+bd 2+d?)”
Pero esta matriz no puede ser igual a —I. A

8.2.12. Comentario. Si en lugar de un cuerpo k se considera un anillo conmutativo R, el calculo de
[GL,(R),GL,(R)] y [SLx(R),SL,(R)] pertenece al terreno de la teoria K algebraica, una rama de las mate-
maticas que naci6 en los afios 50 del siglo pasado.

8.3 Abelianizacion

Ya que el subgrupo conmutador [G, G| es normal, podemos considerar el cociente correspondiente
G/[G,G].

8.3.1. Definicién. El grupo G/[G, G] se llama la abelianizacién de G y se denota por G*.
Note que si G ya es abeliano, entonces [G,G] =1y G* = G.
8.3.2. Observacién. Para todo grupo G, su abelianizacion G := G /[G, G| es un grupo abeliano.

Demostracion. Los elementos G? son de la forma

g:=g¢ mod [G,G| paraalging € G.
Luego, g, h conmutan si y solamente si [g, h] = 1, pero tenemos siempre [g, 1] = [g, h] donde [g, k] € [G, G],
asf que [g, ] = 1 para cualesquiera g, € G™. n

8.3.3. Proposicién (Propiedad universal de la abelianizacién). Sea f: G — A un homomorfismo entre un
grupo G y un grupo abeliano A. Entonces, f se factoriza de modo iinico por el epimorfismo candnico G —» G™ :=
G/[G,Gl:

f=Ffop.

Demostracion. Como notamos en 8.1.5, tenemos f([G, G|) C [A, A]. Ya que A es abeliano, el grupo [A, A] es
trivial y luego [G, G] C ker f. La factorizacién canénica por G* := G/[G, G] existe gracias a la propiedad
universal del cociente. n
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8.3.4. Corolario (Funtorialidad de la abelianizacién). Todo homomorfismo de grupos f: G — H desciende de
modo tinico a un homomorfismo de grupos f¢: G — H®,

f

G— H

Ademds,
id? = id ca,

y para homomorfismos f: G — Hy g: H — K tenemos
(g0 )™ =g"o f™.
Demostracion. La flecha punteada existe y es tnica gracias a la propiedad universal de G* aplicada a la
composicion G i> H — H™.
Para el homomorfismo identidad id: G — G en el diagrama conmutativo

G 4 .¢

Lo

G __ ar o Gab

la flecha punteada tiene que ser el homomorfismo identidad id: G* — G por la unicidad. De la misma
manera, en el diagrama conmutativo

6L w2,k
Glab 3 Iib ELN Klab
S 1
gaf
gracias a la unicidad, necesariamente (g o )" = g% o f4. n
8.3.5. Ejemplo.
1) Para el grupo diédrico tenemos
(D))" = {Z/ZZ, s% n es impar,
Z/2Z x Z./2Z =V, sinespar.
—haga el ejercicio 8.9.
2) Puesto que [Sy,Su] = Ay, para n > 3 (véase 8.2.2), la abelianizaciéon del grupo simétrico S, viene

dada por

ab {ld}’ Si n= 0/ 1/
(Sn) = .
Su/Apn = {£1}, sin>2.

9



8.3. ABELIANIZACION CAPITULO 8. CONMUTADORES Y ABELIANIZACION

3) Puesto que [Ay, Ay] = Ay paran > 5y [Ag, As] =V, la abelianizacién del grupo alternante A, es

{id}, sin=0,1,2,
A3 = Z/37, sin=3,
~7/37, sin =4,
{id}, sin>5.

(An)" =

4) Para el grupo lineal general GL, (k) el resultado de 8.2.9 nos da
GL,, (k)™ =~ k*,

salvo el caso especial de
GLy(IF)™ ~ 7./27Z.

5) De la misma manera, para SL, (k) tenemos
SLa (k)™ = {1},
salvo los casos excepcionales

SLy(Fp)™ = GLy(IF,)™ =~ Z /27, SLy(F3)* = 7/3Z.
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8.4 Ejercicios

Ejercicio 8.1. Para un grupo G y su subgrupo H denotemos por |G, H] el subgrupo generado por los conmutadores
(g, 1] donde g € Gy h € H. Demuestre que |G, H] C H si y solamente si H es un subgrupo normal.

Ejercicio 8.2. En As tenemos [(124),(135)] = (12 3). De modo similar, exprese las permutaciones (12) (3 4)
y (12345) como conmutadores.

Ejercicio 8.3. Para las matrices elementales Ej;(A) := I + Ae;; demuestre que

[Eij(A), Ejx(1)] = Eix(Ap)
donde i, j, k son indices diferentes.
Ejercicio 8.4. Encuentre todos los homomorfismos S, — Z/mZ.

Ejercicio 8.5. Sea f: G — H un epimorfismo de grupos. Demuestre que f™: G*™ — H es también un epi-
morfismo. Demuestre que si f: G — H es un monomorfismo, entonces f: G* — H no es necesariamente un
monomorfismo (encuentre un contraejemplo especifico).

Ejercicio 8.6. Consideremos la aplicacion
Hom(G, H) — Hom(G™, H),
f — fab'

Demuestre que no es ni inyectiva, ni sobreyectiva en general (encuentre contraejemplos).
Indicacion: para ver que no es sobreyectiva, considere G = {£1} y H = Qs.

a,b,cek}.

2) Demuestre que la abelianizacién G™ es isomorfa al grupo aditivo

Ejercicio 8.7. Sea k un cuerpo. Consideremos el grupo

1 a b
G:—{ 01 ¢
0 0 1

1) Calcule el subgrupo conmutador |G, G|.

K* = {(a,c) | a,c €k}.

Ejercicio 8.8. Calcule la abelianizacién del grupo de cuaterniones Qs.
Ejercicio 8.9. Para el grupo diédrico
D, ={id, r, o L f., fr, frz, e, fr"_l}
1) calcule que [Dy, Dy] = (r?);
2) calcule (Dy)®.

Ejercicio 8.10. El grupo diédrico D, permuta los vértices del n-dgono regular y esto nos da un monomorfismo
natural f: Dy — Sy. Calcule el homomorfismo correspondiente f%: (D)™ — (S,)™.
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