Apéndice B
Lema de Zorn

El lema de Zorn es una version equivalente del axioma de eleccién” que se utiliza muy a menudo en
algebra. Aqui vamos a revisar el enunciado y un par de aplicaciones tipicas.

B.1 Lema de Zorn

B.1.1. Definicién. Se dice que un conjunto ? es parcialmente ordenado si sobre los elementos de P estd
definida una relacién < que satisface los siguientes axiomas.

1) Reflexividad: para todo x € ? se cumple x = x.
2) Antisimetria: para cualesquiera x,y € P si x Xy ey < x, entonces x = y.
3) Transitividad: para cualesquiera x,y,z € P si x <y ey < z, entonces x =< z.

Se dice que m € P es un elemento maximal si no existe otro elemento x €  tal que m = x.

Se dice que un subconjunto § C P es una cadena si para cualesquiera s,s’ € S se tienes <s' 0s’ <s.

Se dice que un subconjunto S C P es acotado si existe t € P (una cota superior) tal que s < ¢ para todo
seS.

B.1.2. Lema de Zorn. Sea P un conjunto parcialmente ordenado no vacio. Supongamos que toda cadena en P es
acotada. Entonces, P posee un elemento maximal.

B.2 Aplicacion: bases de espacios vectoriales

La primera aplicacién del lema de Zorn debe de ser conocida al lector. Recordemos primero algunas
definiciones de dlgebra lineal. Sea k un cuerpo. Para un espacio vectorial V sobre k y un subconjunto S C V
el subespacio vectorial generado por S es el subconjunto de las sumas finitas

Y Ao

1<i<n

donde A; € ky v; € S. Se dice que los elementos de S son linealmente independientes si para cualesquiera

{v1,...,00} C S, si
Y Aivi=0,

1<i<n

“Esto no es un curso de légica, asi que no voy a probar la equivalencia; el lector puede consultar otras fuentes, por ejemplo
[Lan2002, Appendix 2].
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entonces Ay = --- = A, = 0. Se dice que S es una base de V si (S) = V y los elementos de S son
linealmente independientes.

B.2.1. Teorema. Sea V un espacio vectorial no nulo y sea S C V un subconjunto linealmente independiente.
Entonces, S puede ser completado a una base de V.

Demostracién. Sea P el conjunto de los subconjuntos linealmente independientes T C V tales que S C T,
parcialmente ordenado respecto a la inclusién. En particular, S € 2, asi que P # @.

Sea {T,} una cadena en ?; es decir, una coleccién de conjuntos linealmente independientes T, C V
tales que

1) S C T, para todo «,
2) para cualesquiera a y B se tiene T, C Tﬁ o Tﬁ CT,.

Tomemos la unién T := |J, Ty. Tenemos S C T, C T para todo a. Ademds para una coleccién finita
de vectores {vy,...,v,} C T tenemos v; € T,, para algunos «;, y ya que {T,} es una cadena, todos estos
vectores pertenecen a algin conjunto T, y por ende son linealmente independientes. Esto significa que
T € P y es una cota superior para la cadena.

Ahora el lema de Zorn implica que existe un elemento maximal en ; es decir, un conjunto linealmente
independiente B tal que S C B y B no esta contenido en ningtn otro conjunto linealmente independiente.
Vamos a probar que los elementos de B generan a V.

Supongamos que (B) C V. En este caso existe un vector v € V, v ¢ (B). Vamos a ver que esto implica
que el conjunto B U {v} es linealmente independiente. Si BU {v} fuera linealmente dependiente, entonces
existiria una combinacién lineal

Av+Aor+- -+ A0, =0

donde A, A; € k son escalares, no todos nulos, y v1,...,v, € B. Dado que los elementos de B son lineal-
mente independientes, tenemos necesariamente A # 0. Sin embargo, en este caso

A A
U:—<)301+...+):lvn),

lo que implica que v € (B). Entonces, el conjunto BU {v} debe ser linealmente independiente.

Esto contradice el hecho de que B sea un conjunto linealmente independiente maximal, y por lo tanto
(B)y =V. n

B.2.2. Corolario. Todo espacio vectorial no nulo posee una base.
Demostracién. En el resultado anterior, basta tomar S = {v} donde v es cualquier vectornonuloen V. W

B.2.3. Corolario. Sea V un espacio vectorial no nulo. Para todo subespacio U C V existe otro espacio W C V tal
queV=UODW.

Demostracion. Segun el teorema, podemos escoger una base S de U, y luego completarla a una base B de
V. Sea W el subespacio generado por B\ S. Se puede verificar que V=U+ Wy UNW = {0}. |
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B.3 Aplicacion: grupos abelianos divisibles (*)

Recordemos que un grupo abeliano D es divisible si para cualesquiera x € Dy n = 1,2,3,... exis-
te y € D tal que ny = x. Hemos encontrado estos grupos en los ejercicios. Por ejemplo, los grupos
Q,R,Q/Z,R/Z son divisibles. He aqui una caracterizacién importante de grupos divisibles.

B.3.1. Teorema (Reinhold Baer, 1940). Sea D un grupo abeliano. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) Para todo grupo abeliano A y un subgrupo B C A cualquier homomorfismo f: B — D se extiende a un
homomorfismo f: A — D:

2) D es divisible.

Demostracion. La implicacion fécil es 1) = 2). Paran = 1,2,3,... consideremos el subgrupo nZ C Z. Un
elemento x € D corresponde a un homomorfismo

f:nZ — D, anw— ax.

Luego, si D cumple la propiedad 1), entonces f se extiende a f:

nz. —— 7.
fl/%
W
D
Tenemos

Esto demuestra que x es divisible por 7.

Para probar 2) = 1), primero notamos que si D es divisible, entonces la propiedad 1) se cumple para
los subgrupos de Z: como arriba, todo homomorfismo f: nZ — D se extiende a f: Z — D. De hecho, f
estd definido por la imagen f(n) = x € D, y por la divisibilidad existe y € D tal que n - y = x. Podemos
definir

f:Z D, 1—y.

Ahora para todo an € nZ se cumple

flan) =an f(1) = any = ax =a f(n) = f(an).

Procedamos con la prueba. Sean A un grupo abeliano, B C A un subgrupo y f: B — D un homo-
morfismo. Sea P un conjunto de los pares (B, f') donde B C B’ C A es un subgrupo que contiene a B y
f': B' = D es un homomorfismo tal que f = f’|,. En particular, (B, f) € P, asi que P # @. Consideremos
la siguiente relacién sobre 2:

(B/,f/) j (B//,f//) — B/ g B// y f//|B/ :f/.
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D

El conjunto P es parcialmente ordenado respecto a esta relacion. Para una cadena {(By, fx)} podemos
considerar la unién J, By. Puesto que {(By, fx)} es una cadena, se ve que |J, By es un subgrupo abeliano
de A tal que By € U, Bx para todo a. Podemos definir un homomorfismo ¢: |, By — D de la siguiente
manera: para todo x € |J, B, tenemos x € B, para algun «, y pongamos ¢(x) := f,(x). Dado que {(Ba, fu)}
es una cadena en %, esto nos da un homomorfismo bien definido. Por la definicién, ¢|; = f para todo a.
Entonces, (U, Ba, ¢) es una cota superior para la cadena.

El lema de Zorn implica que P posee un elemento maximal (B, f’). Necesitamos probar que B’ = A.
Supongamos que B’ C A. Entonces, existe algtn elemento x € A\ B/, y podemos considerar el conjunto

C:={aeZ|a-xeB}CZ
Se ve que esto es un subgrupo de Z. Consideremos el homomorfismo de grupos abelianos
g:C—D, ar f'(a-x).

Como hemos notado, dado que D es divisible, el homomorfismo g se extiende a un homomorfismo g: Z —
D:
C——2Z

gi L
v 38
D

Consideremos ahora el subgrupo B” := (B’ U {x}). Sus elementos son sumas y + nx dondey € B 'y n € Z.
Por nuestra hipétesis que x ¢ B, se tiene B" C B” C A. Consideramos la aplicacién

f':B" = A
y+nx = g(n) +f(y).

Se ve que esto es un homomorfismo de grupos abelianos y f”|g = f’. Entonces, (B', f’) = (B”, f"). Pero
esto contradice la maximalidad de (B, f’). Podemos concluir que B’ = A. |

De aqui podemos deducir otra caracterizacién de grupos divisibles.

B.3.2. Corolario. D es un grupo abeliano divisible si y solamente si todo monomorfismo de grupos abelianos i: D »—
A admite un homomorfismo r: A — D tal que r oi = idp.

Demostracién. Supongamos que D es divisible. Un monomorfismo i: D »— A induce un isomorfismo

= = . . . . -—1 . .= .
i: D — imi. El teorema anterior nos dice que i " : imi — D se extiende al grupo A:

imi —— A

-
Tﬂ -
=4

K

D
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-1 I N
Tenemos r|;,,; =i ,asiqueroi=1i oi=idp.

Viceversa, supongamos que todo monomorfismo i: D ~— A admite un homomorfismo r: A — D tal
que roi = idp. Para un elemento x € Dy n =1,2,3,... consideremos el conjunto

C:={(a-x,—an) |a€ Z} C DX Z.
Esto es un subgrupo de D x Z: tenemos (0,0) = (0-x,—0-n) € C, y luego para cualesquiera a,b € Z
(a-x,—an) £ (b-x,—bn) = ((a+b) -x,—(axb)n).
Podemos pasar al grupo cociente (D x Z)/C y considerar el homomorfismo
i:D— (DxZ)/C,
z+ (z,0)+C

(esto es la composicion de la inclusiéon de D como un subgrupo de D x Z con la proyeccion sobre el grupo
cociente). Notamos que
(x,0) = (0,n) =(x,—n)=(1-x,—1-n) € C,

asi que
i(x) =(0,n)+C en(Dx2Z)/C.

Verifiquemos que i es un monomorfismo: si tenemos
(z,0) — (£,0) € C,
entonces
(z—2,0) = (a-x,—an)

para algun a € Z. Sin embargo, n # 0, asi que esto significa que a = 0y luegoz —z' = 0-x = 0, y por ende
z = z'. Entonces, por nuestra hipétesis, existe un homomorfismo r: (D x Z)/C — D tal que roi = idp.
En particular,

x=roi(x) =r((0,n)+C)=n-r((0,1) 4+ C).

Esto establece la divisibilidad de x por . [ |
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